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第 1章

確率と確率分布

1.1 数え上げの手法

順列と組み合わせなどの基本事項: n, rなどを自然数 {1, 2, 3, · · · }とします。

べき乗 nr =

r︷ ︸︸ ︷
n × n × · · · × n

階乗 n! = n(n − 1) · · · 3 · 2 · 1, 0! = 1

減少乗積 (順列) (n)r = n(n − 1) · · · (n − r + 2)(n − r + 1)

増加乗積 [n]r = n(n + 1) · · · (n + r − 2)(n + r − 1) = (n + r − 1)r

2項係数：
(

n
r

)
=

n!
r!(n − r)!

=
(n)r

r!
=

n(n − 1) · · · (n − r + 1)
r!

=

(
n

n − r

)
(a + b)2 = (a2 + ab) + (ab + b2) = a2 + 2ab + b2

(a + b)3 = (a2 + 2ab + b2)(a + b) = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

多項式の展開：
(a + b + c)2 = (a2 + ab + ac) + (ab + b2 + bc) + (ac + bc + c2)

= a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ac

(a + b + c)3

= 3!
3!0!0! a3 + 3!

0!3!0! b
3 + 3!

0!0!3! c
3 + 3!

2!1!0! a2b + 3!
1!2!0! ab2 + 3!

1!0!2! ac2 + 3!
2!0!1! a2c + 3!

0!1!2! bc2 + 3!
0!2!1! b

2c + 3!
1!1!1! abc

= a3 + b3 + c3 + 3a2b + 3ab2 + 3ac2 + 3a2c + 3bc2 + 3b2c + 6abc

条件つきの和計算 ∑i<j aij = a12 + a13 + a14 + a15 + a16 + · · ·
+a23 + a24 + a25 + a26 + a27 + · · ·

+a34 + a35 + a36 + a37 + a38 + · · ·
+a45 + a46 + a47 + a48 + a49 + · · ·

22222 練習問題 22222

問 1.1.1

(a + b)5 を求めよ。

問 1.1.2

∑i<j(i − j)2 を求めよ。

問 1.1.3

(1) ∑n
i=1 i2 (2) 増加乗積 ∑n

i=1[i]
2 (3) 増加乗積 ∑n

i=1[i]
r を求めよ。
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1.2 確率と確率変数

確率のまとめ３つの構成要素で定める確率空間 (Ω,F ,P):
標本空間 Ω; 起りえる結果の集合すべて。有限集合、可算集合、非可算集合

{ωi; i ∈ Z = {1, 2 · · · }}, {ωα; λ ∈ Λ ⊂ R}
事象の集まり (族)F ; 和事象、積事象、補事象, A, B ∈ F ⇒ A ∪ B, A ∩ B, Ac = A = Ω \ A ∈ F

Ai ∈ F ; i = 1, 2, · · · ⇒ ∪∞
i=1 Ai ∈ F

確率 (確率測度) P; 0 ≤ P(A) ≤ 1, (事象から数値を対応させる)

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B), A, B ∈ F
確率 (probability) と分布関数 (distribution function)：確率変数 (random variable) X の分布 (distribu-

tion),密度 (density)とは、

F(x) = FX(x) = P(X ≤ x) 値 x以下 (等号含む)となる結果事象の確率

P(a < X ≤ b) = P
(
{X ≤ b} ∩ {X ≤ a}

)
= F(b)− F(a), (a < b)

ここで {a < X ≤ b} := {ω ∈ Ω | a < X(ω) ≤ b} ∈ F などを表す事象
連続型密度 (微分) f (x) = fX(x) =

d
dx

FX(x) FX(x)の導関数

fX(x) dx = dFX(x) = limh↓0{F(x)− F(x − h)}

離散型密度 (差分) p(x) = pX(x) = P(X = x)

ただし p(x) = F(x)− F(x − 0) = F(x)− limh↓0 F(x − h) (点 xの左側極限との差)
(1.2.1)

期待値 (expectation)：絶対収束とは E|X| = E[X+] + E[X−] < ∞という絶対値の期待値が有限な値

となる場合をいう。ここで a+ = max{a, 0}, a− = max{−a, 0}とする。もし非負値、X ≥ 0ならば、

E[X] =
∫

Ω
X(ω)dP(ω)

=
∫ ∞

0
x dFX(x) =

∫ ∞

0
(1 − FX(x)) dx =


∫ ∞

0
x fX(x)dx

∑
xi≥0

xi pX(xi)

(1.2.2)

もし変数の値が変化する領域が非負のみに限らなければ、場合分けし分割してから計算すればよい。

確率変数 X から関数 y = h(x)によって定められる確率変数 h(X)の期待値は

E[h(X)] =
∫ ∞

−∞
h(x) dFX(x) =


∫ ∞

−∞
h(x) fX(x) dx　　　 連続型

∑
i

h(xi)pX(xi) 離散型

結合 (joint)分布（同時分布）と結合密度 (同時密度)：（独立な場合は積となる）

FX,Y(x, y) = P ({X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}) = P(X ≤ x, Y ≤ y),

fX,Y(x, y) =
∂2

∂x ∂y
FX,Y(x, y) x, yについての偏微分したもの

(1.2.3)

周辺密度 (marginal density)：(２変量から各変量の分布へ)

fX(x) =
∫ ∞

−∞
fX,Y(x, y) dy, fY(y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y(x, y) dx (1.2.4)

ひとつの分布 X から派生する新たな分布 Y を求めたい。FX(x) = P(X ≤ x) = P(Y ≤ y) = FY(y) の関

係、 fY dy = fX dxを定める。微分積分における逆関数やその微分がキーポイントとなる。
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単変量の変換：与えられた確率変数 X の密度関数を fX(x)、分布関数を FX(x) = P(X ≤ x)とおく。与えら

れた関数 y = h(x)が逆関数 x = h−1(y)をもつとするとき、変換された確率変数 Y = h(X)の密度関数 fY(y)

と分布関数 FY(y)は

fY(y) = fX(h−1(y))
∣∣∣ 1
(dy/dx)x=h−1(y)

∣∣∣ (1.2.5)

便宜的な記法で Y = h(X)の逆変換 X = h−1(X)だから

fY(y)dy = fX(x)dx = fX(x)
1

dy/dx
dy = fX(h−1(y))

∣∣∣ 1
(dy/dx)x=h−1(y)

∣∣∣ (1.2.6)

と書いてほうが理解しやすいかもしれない。積分を変換して t = h(x), x = h−1(t),また逆関数の微分公式で

dx/dt =
1

dt/dx
,
∣∣∣dx

dt

∣∣∣ = ∣∣∣ 1
(dt/dx)x=h−1(t)

∣∣∣とするから、
FY(y) = P(Y ≤ y) = P (h(X) ≤ y)

=
∫
{x ; h(x)≤y}

fX(x) dx =
∫
{t ; t≤y}

fX(h−1(t))
∣∣∣dx

dt

∣∣∣ dt

=
∫
{t ; t≤y}

fX(h−1(t))
∣∣∣ 1
(dt/dx)x=h−1(t)

∣∣∣ dt

(1.2.7)

2変量の変換：(U, V) = (h(X, Y), k(X, Y)), (X, Y) = (h−1(U, V), k−1(U, V))ならば、つまり{
U = h(X, Y)

V = k(X, Y)
,　

{
X = h−1(U, V)

Y = k−1(U, V)
ならば、同様に fU,Vdudv = fX,Ydxdy、fU,V = fX,Y

1
dudv/dxdy

と

考え、

fU,V(u, v) = fX,Y

(
h−1(u, v), k−1(u, v)

) ∣∣∣ 1
(∂(u, v)/∂(x, y)) (x,y)=(h−1(u,v),k−1(u,v))

∣∣∣ (1.2.8)

ここで (∂(u, v)/∂(x, y)) =
∂(u, v)
∂(x, y)

∣∣∣∣
(x,y)=(x−1(u,v),y−1(u,v))

= det

∣∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x−1(u,v),y−1(u,v))

2 変量の場合にはこのように変数が増えるが、基本的には同じ計算で、 fU,V(u, v) dudv = fX,Y(x, y) dxdy

と考え、
dudv
dxdy

がヤコビアンといわれるものに相当する。密度関数の積分が分布関数であるから

FU,V(u, v) = P(U ≤ u, V ≤ v) =
∫ ∫

{w≤u, z≤v}
fU,V(w, z)dwdz =

∫ ∫
{s≤u,t≤v}

fX,Y(s, t) dsdt

=
∫
{s≤u, t≤v}

fX,Y

(
h−1(w, z), k−1(w, z)

) ∣∣∣ 1
(∂(w, z)/∂(s, t)) (s,t)=(h−1(w,z),k−1(w,z))

∣∣∣dsdt

(1.2.9)

２変数の期待値： (X, Y) ∼ fX,Y(x, y)のとき、

E [g(X) h(Y)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x) h(y) fX,Y(x, y) dxdy (1.2.10)

もし独立ならば、 fX,Y(x, y) = fX(x) fY(y), ∀x, yより、

E [g(X) h(Y)] = E[g(X)] E[h(Y)]

なぜならば、E [g(X) h(Y)] =
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ g(x)h(y) fX(x) fY(y) dxdy =

∫ ∞
−∞g(x) fX(x) dx ×

∫ ∞
−∞ h(y) fY(y) dy

であるから。

条件つき期待値：条件つき密度をもちいて、条件つき平均と条件つき分散を定める。これらの値は確率変数

Y = yの値によって定まるものとなる。条件つき平均とは

E[X |Y = y] =


∫ ∞

−∞
x fX|Y(x|y) dx

∑
i

xi pX|Y(xi | y)
(1.2.11)
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ここで条件つき密度とは、

fX|Y(x | y) =
fX,Y(x, y)

fY(y)
, fY(y) ̸= 0, pX|Y(x | y) =

pX,Y(x, y)
pY(y)

, pY(y) ̸= 0

とする。また

E[h(X, Y) |Y = y] =


∫ ∞

−∞
h(x, y) fX|Y(x|y) dx

∑
i

h(xi, y) pX|Y(xi|y)

となり、条件つき分散は、

var(X |Y = y) = E[X2 |Y = y]− (E[X |Y = y])2 (1.2.12)

と定める。条件つきの部分の表し方では E[X |Y = y]は yの関数であり、yの変化とみなすことで、これを確

率変数と考えて、単に E[X |Y]として、事象 {Y = y}の上では、値 E[X |Y = y]をとるような確率変数とし

考える。
E[X |Y] = E[X |Y = y] on {Y = y}

条件つき平均 µX|Y,条件つき分散 σ2
X|Y は確率変数として Y の表れ方によって変化するものである。

22222 練習問題 22222

問 1.2.1

X, Y, Z を独立同一分布 (iidと略す)にしたがう確率変数とする。その密度を f (x) = 6x5, (0 ≤ x ≤ 1), = 0(

その他)とするとき、max{X, Y, Z}の分布関数と密度関数を求めよ。

問 1.2.2

X, Y は独立で、同じ密度 f (x) = e−x, x ≥ 0をもつとする。Z = Y/X の分布を求めよ。以降では「分布を求

めよ」とは、分布関数または密度関数を求めよという意味である。

問 1.2.3

X は離散型確率変数で、値 x1, x2, · · · , xn をそれぞれ 1/n の確率でとる。任意の実数値関数 g に対して

Y = g(X)とおくとき、Y の確率密度関数 pY(y) = P(Y = y)を g,xで表せ。

問 1.2.4

確率変数 X は区間 [0, b]上で密度関数 f (x) = ax2 をもつ。Y = X3 の密度関数をもとめよ。

問 1.2.5

コーシー分布とは密度関数が f (y) =
1

π(1 + y2)
, −∞ < y < ∞ で与えられるもの。もし X が [−π/2, π/2]

上の一様分布であれば、Y = tan(X)はコーシー分布となることを示せ。

問 1.2.6

結合分布が f (x1, x2) = 2e−x1 e−x2 , 0 < x1 < x2 < ∞; f (x1, x2) = 0 (その他) で与えられている。変換

Y1 = 2X1, Y2 = X2 − X1 を行うとき、この結合分布をもとめよ。さらに独立であることを確かめよ。

問 1.2.7

結合分布が f (x1, x2) = 8x1x2, 0 < x1 < x2 < 1; f (x1, x2) = 0 (その他) で与えられている。変換

Y1 = X1/X2, Y2 = X2 を行うとき、この結合分布をもとめよ。

問 1.2.8

３個の確率変数 Xi, i = 1, 2, 3が独立で同じ密度 f (x) = e−x, x > 0; f (x) = 0 (その他)で与えられている。

変換 Y1 = X1/(X1 + X2), Y2 = (X1 + X2)/(X1 + X2 + X3), Y3 = X1 + X2 + X3 を行うとき、この結合分

布をもとめよ。この分布は独立になるだろうか？
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補足 (1) Cauchy分布には、平均、分散などが存在しない。両裾の確率が比較的高くて、積分値が有限確定

値にはならない。しかし中央値や最頻値はいわゆる中心として存在する。不思議な性質がある。２つの独立な

標準正規分布の比率（割合）の分布はコーシー分布となるし、Cauchy分布の逆数も Cauchy分布にしたがう。

イタリアの数学研究者による「Witch of Agnesi(アニージョの魔女)」と呼ばれる曲線である。彼女は貿易で

利益をあげた裕福な実業家かつ教養ある名士の娘（父は３度の結婚、２１人の子）で、フランス、ラテン、ギ

リシャ、ヘブライ、ドイツ、スペイン語など７ケ国語に堪能という優れた才能をもち、微分積分法の統一的な

解説をした教科書を書き、オイラーの影に隠れてしまうが何か国語にも訳され、ヨーロッパでは人気の教科書

であったという。魔女と呼ばれるのは、誤訳のせいである。１７０３年グイド・グランディは、ベルソニアと

いう名前をこのグラフにつけたが、ラテン語の「ひっくり返す」を意味する vertereに由来するが、イタリア

語系の versieraをもちいた。イギリスのケンブリッジ大学教授、コルソンは、イタリア語から英訳するとき、

la versieraを l’avversiera「悪魔の妻、神に逆らう女」と取り違え、「魔女」と訳した。この間違いは、曲線

のもつ不可思議な性質から、英語圏では残ってしまった。本来ならば、アニェージの三次曲線とかアニェジエ

ンヌと呼ぶべきである。１７５２年父が亡くなると、貧しい人々への奉仕にその後の人生を捧げた。イタリア

の数学界での評判も確立していたが、法王から送られた金のメダルや皇后マリア・テレジアからの贈り物のダ

イヤや水晶の箱をうり、ミラノに養老院を設立した。晩年は視力、聴力も失い、水腫にもなり、健康にすぐれ

ず、自身の老人施設で無一文のまま、１７９９年１月９日８１歳で亡くなった。[1] Shirley B. Gray;”Maria

Gaetana Agnesi”, Calfornia State University, LA, [2] http://instructional1.calstatela.edu/sgray/agnesi.

またWikipedia:Witch of Agnesiを参照。

２項係数：(
n
r

)
=

(
n

n − r

)
=

n!
r! (n − r)!

=
n(n − 1) · · · (n − r + 2)(n − r + 1)

r!
=

(n)r

r!

=
n(n − 1) · · · (r + 2)(r + 1)

(n − r)!
=

(n)n−r

(n − r)!

ただし、n = 1, 2, 3, · · · , r = 1, 2, · · ·
実数 αに対して

(
α

r

)
=

α(α − 1) · · · (α − r + 2)(α − r + 1)
r!

=
(α)r

r!
とおく。

２項展開：

(1) (x + 1)n =

(
n
0

)
xn +

(
n
1

)
xn−1 ++

(
n
2

)
xn−2 + · · ·+

(
n

n − 1

)
x1 +

(
n
n

)
x0

(2) (x + 1)α = xα +

(
α

1

)
xα−1 ++

(
α

2

)
xα−2 + · · ·

(3) (x + y)n = ∑
{(i,j):i+j=n}

(
n
i, j

)
xiyj ただし、

(
n
i, j

)
=

(
n

i, n − i

)
=

(
n
i

)

３項係数：

(
n

r1, r2, r3

)
=

n!
r1! r2! r3!

, r1 + r2 + r3 = n

３項展開：(x + y + z)n = ∑
{(i,j,k):i+j+k=n}

(
n

i, j, k

)
xiyjzk

1.3 確率分布、積率母関数

確率分布: 密度関数あるいは確率密度の名称、分布の略記号、関数形ととり得る値

1. ベルヌーイ (Bernoulli)分布 : Bern(p) ∼ px(1 − p)1−x, (x = 0, 1)

2. ２項 (Binomial)分布: Binom(n, p) ∼
(

n
x

)
px(1 − p)n−x, (x = 0, 1, · · · , n)
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3. ポアソン (Poisson)分布: Poi(λ) ∼ λx

x!
e−λ, (x = 0, 1, · · · )

4. 正規 (Normal)分布: N(µ, σ2) ∼ 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 , (−∞ < x < ∞)

5. 標準正規 (Standard Normal)分布: N(0, 1) ∼ 1√
2π

e−x2/2, (−∞ < x < ∞)

6. 一様 (Uniform)分布: U([a, b]) ∼ 1
b − a

, (a < x < b)

7. 一様分布 (離散型): U({1, 2, · · · , m}) ∼ 1
m

, (x ∈ {1, 2, · · · , m})

8. 指数 (Exponential)分布: Expo(λ) ∼ 1
λ

e−x/λ, (x > 0)

9. 幾何 (Geometric)分布: Geom(p) ∼ pqx−1, (x = 1, 2, · · · )

10. ガンマ (Gamma)分布: Gam(α, θ) ∼ xα−1

Γ(α)θα
e−x/θ , (x > 0)

11. カイ２乗 (Chi-square)分布: Chi2(m) = χ2(m) = Gam(m/2, 2) ∼ x(m−2)/2

Γ(m/2)2m/2 e−x/2, (x > 0)

12. スチューデントのｔ分布: T(n) ∼ Γ((n + 1)/2))
Γ(1/2)Γ(n/2)

1√
n
(1 + x2/n)−(n+1)/2, (−∞ < x < ∞)

13. 負の２項 (Negative Binomial) 分布: (x = 0 の値から始まるとき) NegBinom(p, r) ∼(
r + x − 1

x

)
prqx =

(
−r
x

)
pr(−q)x =

[r]x

x!
pr(−q)x, (x = 0, 1, 2, · · · )

14. (x = rの値から始まるとき) NegBinom(p, r) ∼
(

x − 1
r − 1

)
prqx−r, (x = r, r + 1, r + 2, · · · ), q = 1 − p

15. ベータ (Beta)分布: Beta(α, β) ∼ 1
B(α, β)

xα−1(1 − x)β−1, (0 < x < 1)

16. コーシー (Cauchy)分布: Cauchy = T(1) ∼ 1
π(1 + x2)

, (−∞ < x < ∞)

積率母関数（モーメント母関数, Moment Generating Function）：

MX(t) = E[eXt] = E[exp(Xt)] =


∑
k

ektP(X = k)∫
ext fX(x)dx

(1.3.1)

2変量の場合
MX,Y(t, s) = E[eXt+Ys] = E[exp(Xt + Ys)] (1.3.2)

ベクトルの内積をもちいれば、Xt + Ys = (t, s) ·
(

X

Y

)
であり、積と内積が対応。

1. もし X, Y が独立であれば
MX,Y(t, s) = MX(t) MY(s) (1.3.3)

2. もし X, Y が独立であれば,線形な一次式: aX + bY は

MaX+bY(t) = MX(at) MY(bt) (1.3.4)

3. もし Xi, i = 1, 2, · · · が独立で、すべて X と同一分布であれば: X1 + X2 + · · ·+ Xn は

MX1+X2+···+Xn(t) = {MX(t)}n (1.3.5)

r次のモーメント (積率) µr = E[Xr], r = 1, 2, · · · との関係は

µ1 =
dMX(t)

dt

∣∣∣
t=0

= M
′
X(0), µ2 = M

′′
X(0), µr = M(r)

X (0) (1.3.6)



1.3 確率分布、積率母関数 11

で与えられる。よって平均 µX、分散 σ2
X は

µX = µ1, σ2
X = µ2 − (µ1)

2 (1.3.7)

として求められる。

分布の平均、分散とモーメント母関数：

分布 平均 分散 ｍｇｆ MX(t)

ベルヌーイ分布 Ber(p)= Binom(1, p) p pq (q = 1 − p) pet + q

2項分布 Binom(n, p) np npq (pet + q)n

ポアソン分布 Po(λ) λ λ exp[λ(et − 1)]

正規分布 N(µ,σ2) µ σ2 exp[µt + σ2

2 t2]

指数分布 Expo(λ)=Gam(1,λ) λ λ2 1/(1 − λt)

幾何分布 Geom(p) q/p q/p2 p/(1 − qet)

ガンマ分布 Gam(α,θ) αθ αθ2 (1 − θt)−α

カイ 2乗分布 χ2(r)=Gam
( r

2 , 2
)

r 2r (1 − 2t)−r/2

負の２項分布 NegBinom(r,p) rq/p rq/p2 {p/(1 − qet)}r

定理 1.3.1

(1) X ∼ N(µ, σ2)ならば、Y = aX + b ∼ N(aµ + b, a2σ2) (分散は bに依存しない)

(2) 独立な X1, X2, · · · , Xn はすべて正規分布 Xi ∼ N(µi, σ2
i ) ならば、Y = ∑i Xi ∼ N(µ, σ2), ここで

µ = ∑i µi, σ2 = ∑i σ2.

(3) 独立な X1, X2, · · · , Xnはすべて同一の正規分布（同じ平均と分散）Xi ∼ N(µ, σ2)ならば、Y = ∑i X2
i ∼

χ2(n)

分布の和 (畳み込み)：条件付き密度 fY|X(y|x), fX|Y(x|y) が与えられるとき、、２つの確率変数 X, Y :

fX,Y(x, y) = fY|X(y|x) fX(x) = fX|Y(x|y) fY(y)があるならば、和の分布 Z = X + Y は

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(x) fY|X(z − x|x) dx

∫ ∞

−∞
fX|Y(z − y|y) fY(y) dy (1.3.8)

X, Y が独立ならば,

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(x) fY(z − x) dx =

∫ ∞

−∞
fX(z − y) fY(y) dy (1.3.9)

ガンマ (Gamma)関数: 実数 α > 0に対して、

Γ(α) =
∫ ∞

0
xα−1e−x dx = lim

n→∞

n! nα

α(α + 1) · · · (α + n)
=
∫ 1

0

(
ln
(

1
x

))α−1
dx

ここで ln(a)は自然対数 loge aとする。
(a) Γ(α + 1) = α Γ(α) (b) Γ(n + 1) = n!, n = 0, 1, 2, · · ·

(c) Γ
(

1
2

)
=

√
π =

∫ ∞

0
x−1/2e−x dx =

√
2
∫ ∞

0
e−x2/2 dx (d) Γ(x)Γ(1 − x) =

π

sin(πx)

ベータ (Beta)関数：実数 a, b > 0に対して

B(a, b) =
∫ 1

0
xa−1(1 − x)b−1dx =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

とくに B(n, m) =
Γ(n)Γ(m)

Γ(n + m)
=

1

(n + m − 1)
(

n + m − 2
n − 1

) , n
(

n − 1
k − 1

)
=

1
B(k, n − k + 1)
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22222 練習問題 22222

問 1.3.1

X1, X2 は独立で、X1 は自由度 r1 のカイ 2乗分布 χ2(r1)、X1 + X2 が自由度 r (r > r1)のカイ 2乗分布にし

たがうとする。このとき、X2 は自由度 r2 = r − r1 のカイ 2乗分布 χ2(r2)にしたがうことを示せ。

問 1.3.2

X1, X2 は独立で、Xi はパラメータ (αi, βi), i = 1, 2 のガンマ分布にしたがうとする。正の定数 c1, c2 から、

c1X1 + c2X2 をつくる。β1c1 = β2c2 　のとき、この分布を定めよ。

問 1.3.3

Xi, i = 1, 2, · · · , n は独立で、それぞれの mgf（モーメント母関数）を Mi とするとき、線形結合 c1X1 +

c2X2 + · · ·+ cnXn に対するmgf Mを定めよ。

問 1.3.4

Xi, i = 1, 2, · · · , nは独立で、それぞれパラメータ λi のポアソン分布をする。このとき、和 Y = ∑i Xi もやは

りポアソン分布となることを示せ。

問 1.3.5

偏りのないコインを n1 回投げ、さらに続けて n2 回投げた。最初の試行で表の出た回数を X1 とし, X2 は 2回

目の試行で裏の出た回数とする。mgfの計算でもなく、直感的に X1 + X2 の分布はどうなるか？またこの結

果をmgfにより確かめてみよ。
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第 2章

正規分布とその関連分布

2.1 正規分布

データから定める統計量：

1. 標本の大きさ、サイズ (data size): n, データ：X1, X2, · · · , Xn

2. 標本平均 (sample average, sample mean): X = 1
n ∑n

i=1 Xi

3. 標本分散 (sample variance): S2
X =

1
n ∑n

i=1(Xi − X)2 =
∑n

i=1 X2
i

n
− X2

4. 標本不偏分散 (unbiased sample variance): u2
X =

1
n − 1 ∑n

i=1(Xi − X)2 =
n

n − 1
S2

X

確率分布として、正規分布が重要な働きをする。

正規分布 N(µ, σ2)の密度関数と分布関数、５個のグラフ概形

(i) N(0, 1) (ii) N(−1.5, 1) (iii) N(−1/4, 1/2) (iv) N(0, 1.5) (v) N(1, 0.8)

-3 -2 -1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

密度関数 ϕ(x) =
1√
2π

e−
1
2 x2

, 分布関数Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2 t2

dt

一般の平均 µ ,分散 σ2 をもつ密度関数 X ∼ N(µ, σ2)：

fX(x) =
1
σ

ϕ

(
x − µ

σ

)
=

1√
2πσ2

exp
{
− 1

2σ2 (x − µ)2
}

正規分布からの派生される分布 (とくに断らない限り独立を仮定)

•正規分布の再生性：正規分布の和は正規分布

Xi ∼ N(µi, σ2
i ), i = 1, 2, · · · , r ⇒ Y = ∑r

i=1 aiXi ∼ N(∑ aiµi, ∑ a2
i σ2

i )

aN(µ1, σ2
1 ) + bN(µ2, σ2

2 ) ∼ N(aµ1 + bµ2, a2σ2
1 + b2σ2

2 )
(2.1.1)
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•カイ二乗分布:独立な標準正規分布の２乗和

Xi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · , r ⇒ Y =
r

∑
i=1

X2
i : ∑

1:r
(N(0, 1))2 ∼ χ2(r) (2.1.2)

•ｔ分布: 標準正規分布と自由度 rのカイ２乗分布の平方根の比

X1 ∼ N(0, 1)
X2 ∼ χ2(r)

}
⇒ Y =

X1√
X2/r

:
N(0, 1)√
χ2(r)/r

∼ T(r) (2.1.3)

• F分布:２つのカイ２乗分布の比

X1 ∼ χ2(m)
X2 ∼ χ2(n)

}
⇒ Y =

X1/m
X2/n

:
χ2(m)/m
χ2(n)/n

∼ F(m, n) (2.1.4)

•ベータ分布:２つのガンマ分布から派生

X1 ∼ Γ(α, λ)
X2 ∼ Γ(β, λ)

}
⇒ Y =

X1

X1 + X2
:

Γ(α, λ)

Γ(α, λ) + Γ(β, λ)
∼ Beta(α, β) (2.1.5)

•コーシー分布:標準正規分布の比

X1 ∼ N(0, 1)
X2 ∼ N(0, 1)

}
⇒ Y =

X1

X2
:

N(0, 1)
N(0, 1)

∼ Cauchy (2.1.6)

22222 練習問題 22222

問 2.1.1

{Xi}が同じ平均 µ、分散 σ2 をもち、独立であれば、

(1) E[X] = µ (2) Var(X) =
1
n2

n

∑
i=1

VarXi =
σ2

n
→ 0 (n → ∞) (3) E[u2

X ] = σ2

となることを示せ。ヒント：E[(Xi − X)2] = E[{(Xi − µ)− (X − µ)}2] = var(Xi) + var(X)− 2E[(Xi −
µ)(X − µ)],さらに E[(Xi − µ)(X − µ)] = E[(Xi − µ) 1

n ∑i(Xi − µ)] = 1
n E[(Xi − µ)2]をもちいよ。

問 2.1.2

X は {Xi + Xj ; i, j}から定められ、u2
X は {Xi − Xj; i, j}から定められることを示せ。つまり

X =
1
(n

2)
∑
i<j

Xi + Xj

2
, u2

X =
1
(n

2)
∑
i<j

(Xi − Xj)
2

2

ここで２重和∑
i<j

= ∑
{(i,j);1≤i<j≤n}

=
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

=
n

∑
j=2

j−1

∑
i=1
の意味。和の個数は

(
n
2

)
個ある。

問 2.1.3

(1) X, Y はともに独立で、標準正規分布にしたがうとするとき、Z = X + Y, W = X − Y の同時分布を求め

よ。またこれらが独立となることを示せ。 (2)この関係式から、正規分布では標本平均と標本分散が独立で

あることを示せ。

問 2.1.4

n個の Xi, i = 1, 2, · · · , nは iidで正規分布 N(µ, σ2)にしたがい、X を標本平均とする。適当な定数 cで nを

大きくし P(µ − c < X < µ + c) ≥ 0.954となるようにしたい。分散 σ2 と定数 cをもちいて (µには関係しな

い、この理由も考えよ)、最小の nをもとめよ。
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問 2.1.5

２つのグループ {Xi}(i = 1, 2 · · · , n1), {Yj}(j = 1, 2, · · · , n2)があり、これらはすべて独立で、Xi ∼ N(µ1, σ2
1 )

かつ Yi ∼ N(µ2, σ2
2 )とし、それぞれの標本平均を X, Y とする。このとき、P(X > Y)の確率はどのようにし

て求めたらよいか。

問 2.1.6

Xi ∼ N(µ, σ2), (i = 1, 2 · · · , n)は iidとし、標本分散 S2 = 1
n ∑i(Xi − X)2 とする。確率 P(a < S2 < b)を

どう計算するか述べよ。

問 2.1.7

Xi ∼ N(µ, σ2), (i = 1, 2 · · · , n)は iidとする。標本分散 S2 = 1
n ∑i(Xi − X)2 のmgfを計算せよ。これから、

S2 の分布がガンマ分布になることを確かめよ。そのパラメータはどうなるか？

もし表計算ソフトを用いるならば、標準正規分布 (standard normal distribution)、一般正規分布 (normal

distribution)に対する (1)値から確率、 (2)確率から値　は次の組み込み関数で求められる。

(1) NORM.S.DIST(X, 関数形式 (0/1)) ：標準正規の場合

NORM.DIST(X, 平均, 標準偏差, 関数形式)：一般正規の場合

書式の引数:

値 X 分布を評価するための数値を指定。

関数形式 TRUE("1"に対応) の場合は、(累積)分布関数の値。

FALSE("0"に対応) の場合は、確率密度関数の値。

(2) NORM.S.INV(確率)

NORM.INV(確率, 平均, 標準偏差)

書式の引数: 返される値は分布関数の逆関数による値。

確率 確率の値を指定。

平均、標準偏差（分散の平方根）のパラメータ。

2.2 ｔ分布,カイ２乗分布とＦ分布

密度関数と平均、分散はつぎで与えられる。

f (x) µ = E(X) σ2 = E(X2)− µ2

t分布 T(k) (k > 0)
Γ( k+1

2 )

Γ( k
2 )

1√
kπ

1[
1 + x2

k

](k+1)/2
µ = 0 (k > 1) σ2 =

k
k − 2

(k > 2)

F分布

F(m, n) (m, n > 0)

1
B(m

2 , n
2 )

(m
n

) m
2 x(m−2)/2

[1 + m
2 x](m+n)/2

n
n − 2

(n > 2)
2n2(m + n − 2)

m(n − 2)2(n − 4)
(n > 4)

カイ２乗分布 χ2(k)
1

Γ(k/2)

(
1
2

)k/2
xk/2−1e−x/2 µ = k σ2 = 2k

もし表計算ソフトを用いるならば、t分布 (スチューデントの t-distribution)に対する (1)値から確率、お

よび (2)確率から値、は次の組み込み関数で求められる。

(1) T.DIST(x, 自由度, 関数形式 (0/1))

書式の引数:
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値 x　　 分布を評価するための数値を指定。

自由度　 自由度を示す整数を指定。

関数形式 TRUE("1"に対応) の場合は、(累積)分布関数の値。

　　　　 FALSE("0"に対応) の場合は、確率密度関数の値。

(2) T.INV(確率,自由度)

書式の引数: 返される値は分布関数の逆関数による値。

確率 確率を指定。

自由度 分布の自由度。

以下ではグラフの概形を描いてみる。

[1] スチューデントの t-分布の概形:

自由度 df {\nu, {1, 3, 10, 20}} 4本のグラフ

描画範囲 range = {x, -5, 5}

描画命令 Plot[Evaluate@

Table[PDF[StudentTDistribution[\[Nu]], x],

{\[Nu], {1, 3, 10, 20}}], {x, -5, 5}

自由度が小さいときには広がり（裾の重みが大きい）が

あるが、大きくすると正規分布に近づく。自由度が大

きいと正規分布表で確率の計算ができる。
-4 -2 2 4

0.1

0.2

0.3

0.4

2 4 6 8

0.2

0.4

0.6

0.8
[2] カイ 2乗分布の概形:

自由度 df {\nu, {1, 2, 8, 20}} 4本のグラフ

描画範囲 range = {x, 0, 8}

描画命令 Plot[Evaluate@

Table[PDF[ChiDistribution[\[Nu]], x],

{\[Nu], {1,2,8,20}}], {x, 0, 8}]

自由度を大きくすると右側に動いて、形は正規分布に

近づいている。

[3.1] F分布の概形 (その１):

自由度 df {n=10, m={1, 2, 8, 20}} 4本のグラフ

描画範囲 range = {x, 0, 2}

描画命令 Plot[Evaluate@

Table[PDF[FRatioDistribution[n, 10], x],

{n, {2, 5, 20}}], {x, 0, 2},

PlotRange -> {0, 1}, Exclusions -> None]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

[3.2] F分布の概形 (その２):

自由度 df {n={1, 5,20}, m=10} 3本のグラフ

描画範囲 range = {x, 0, 2}

描画命令

Plot[Evaluate@

Table[PDF[FRatioDistribution[10, m], x],

{m, {1, 5, 20}}], {x, 0, 2},

PlotRange -> {0, 1}, Exclusions -> None] 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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22222 練習問題 22222

問 2.2.1

X はパラメータ (α, β)のベータ分布 Beta(α, β)にしたがう。平均と分散を求めよ。

問 2.2.2

T は自由度 15のｔ分布にしたがう。P(−c < T < c) = 0.95となるような cの値をもとめよ。

もし表計算ソフトを用いるならば、カイ 2乗 (χ2, chi-square)分布に対する (1)値から確率 (2)確率から

値　は次のように組み込み関数で求められる。この分布は正の値しかとらないし、y軸での対称性をもたない

から、右側（上側）{RT }と左側（下側）のそれぞれパーセント点を定める命令が用意されている。

(1) CHISQ.DIST(x, 自由度, 関数形式 (0/1))

書式の引数:

値 x 分布を評価するための数値を指定。

自由度 自由度を示す整数を指定。

関数形式 TRUE("1"に対応) の場合は、(累積)分布関数の値。

FALSE("0"に対応) の場合は、確率密度関数の値。

(2) CHISQ.DIST.RT(x,自由度)

書式の引数: 返される値は右側{RT}確率の値。

値 x 分布を評価するための数値を指定。

自由度 分布の自由度。

(3) CHISQ.INV(確率,自由度)

書式の引数: 返される値は分布関数の逆関数による値。

確率 確率を指定。

自由度 分布の自由度。

(4) CHISQ.INV.RT(確率,自由度)

書式の引数: 返される値は分布関数の逆関数による右側{RT}確率の値。

確率 確率を指定。

自由度 分布の自由度。

問 2.2.3

W は自由度 (m.n)の F分布にしたがうとする。これをW ∼ F(m.n)と表す。このとき逆数 1/W の分布をも

とめよ。

問 2.2.4

F分布表には c = 0.9, 0.95, 0.975, 0.99などの値に対する確率 P(W < c)の値が掲載されている。これに対し

て c = 0.1, 0.05, 0.025, 0.01などの値を求めるにはどうしたらよいだろうか？

F分布 (スネディッカーの F-distribution)に対する (1)値から確率、 (2)確率から値　も同様に次の組み込

み関数で求められる。

(1) F.DIST(X, 自由度_1, 自由度_2, 関数形式 (0/1))

関数形式 TRUE("1"に対応) の場合は、分布関数の値。

FALSE("0"に対応) の場合は、確率密度関数 (pdf)の値。

(2) F.INV(確率, 自由度_1, 自由度_2)

問 2.2.5

X ∼ T(n)ならば、X2 ∼ F(1, n)を示せ。(記号的には T2(n) = F(1, n))
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問 2.2.6

X ∼ Expo(1) つまり指数密度 fX(x) = e−x, x > 0 ならば、X2 ∼ χ2(2) となることを示せ。さらに

X ∼ Expo(1), Y ∼ Expo(1)で独立ならば、X/Y ∼ F(2, 2)が成り立つことを示せ。
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第 3章

データ解析と極限定理

3.1 順序統計量

多項 (Multinomial)分布の密度関数 (r = 2は 2項分布):

X = (X1, X2, · · · , Xr) ∼ Mulnorm(n; p1, p2, · · · , pr) (p1 + p2 + · · ·+ pr = 1, pi > 0)とは

fX(x1, x2, · · · , xr) =

(
n

x1, x2, · · · , xr

)
px1

1 px2
2 · · · pxr

r , (x1 + x2 + · · ·+ xr = n)

ここで多項係数

(
n

x1, x2, · · · , xr

)
=

n!
x1! x2! · · · xr!

, (x1 + x2 + · · ·+ xr = n) とする。とくに 2項係数の場

合には他の一つは省略する。

順序統計量 (order statistics): 大きさの順に並び替える。タイ（同じ値）となるデータはないとする。

元のデータ x1, x2, x3, · · · xn−1, xn
大きさの順に y1 < y2 < y3 < · · · < yn−1 < yn

各 Xi(i = 1, 2, · · · , n) (連続型確率変数を仮定)が独立で、同一分布つまり密度関数 f (x)、分布関数 F(x)を

もつならば、{Xi}の順序統計量 Y = (Y1, Y2, · · · , Yn) : Y1 < Y2 < · · · < Yn の密度関数 fY は

fY(y1, y2, · · · , yn) = n! f (y1) f (y2) · · · f (yn), y1 < y2 < · · · < yn (3.1.1)

で与えられる。

パーセント点：100p%点、(0 < p < 1)、F−1(p) = sup{x; F(x) ≤ p} = inf{x; p < F(x)}。２つの値が
等しい場合は連続型確率変数のとき。つまり分布関数の逆関数で定める。

22222 練習問題 22222

問 3.1.1

3 つの確率変数 X1, X2, X3 を大きさの順に並べた Y1 < Y2 < Y3 について、もし Xi が独立で、単位区間

[0, 1]上に一様分布であるとき、Z = Y3 − Y1 の密度関数を求めよ。

問 3.1.2

確率変数 X1, X2, · · · , Xn は iidで、密度を f (x),分布関数を F(x)で与えられたとする。この順序統計量を

Y1 < Y2 < · · · < Yn とおく。k = 1, 2, · · · , nに対して

fYk (x) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
F(x)k−1 [1 − F(x)]n−k f (x)

= n
(

n − 1
k − 1, n − k

)
F(x)k−1 [1 − F(x)]n−k f (x)
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を導け。ただし係数は 2項係数とする。また同時分布として j < k, (x < y)に対し、

fYj ,Yk (x, y) =
n!

(j − 1)!(k − j − 1)!(n − k)!
F(x)j−1 [F(y)− F(x)]k−j−1 [1 − F(y)]n−k f (x) f (y)

= n(n − 1)
(

n − 2
j − 1, k − j − 1, n − k

)
F(x)j−1 [F(y)− F(x)]k−j−1 [1 − F(y)]n−k f (x) f (y)

を導け。ただし係数は３項係数とする。

この式は、離散型確率変数では成り立たない。その理由を考えよ。

問 3.1.3

確率変数 X1, X2, · · · , Xn は iidで、密度を f (x)は単位区間 [0, 1]上の一様分布とする。この順序統計量を

Y1 < Y2 < · · · < Yn について、Yk ∼ Beta(α, β)となり、このパラメータを k, nで表せ。

問 3.1.4

確率変数 X1, X2, · · · , Xn は iid で、密度を f (x) は単位区間 [0, 1] 上の一様分布とする。この順序統計量

Y1 < Y2 < · · · < Yn について、確率 P(Yk > p)（ただし 0 < p < 1）を求めよ。この値を p, k, nをもちいた

和の形で表せ。

問 3.1.5

確率変数 X1, X2, · · · , Xn は iid で、密度を f (x) は単位区間 [0, 1] 上の一様分布とする。この順序統計量

Y1 < Y2 < · · · < Yn について、(i)平均 E(Yk), (ii)分散 var(Yk), (iii)共分散 cov(Yj, Yk) (j < k)を求めよ。

3.2 大数の弱法則

確率についての不等式：

(a)マルコフの不等式：確率変数 X > 0,定数 a > 0に対し、P(X ≥ a) ≤ E(X)

a

(b)任意の実数 aと整数 m,実数 d > 0に対し、P(|X − a| ≥ d) ≤ E(|X − a|m)
dm

(c)チェビシェフの不等式：確率変数 X は有限な平均 µ,分散 σ2 をもつならば、

P(|X − µ| ≥ k σ) ≤ 1
k2 (3.2.1)

確率収束する ({Xn} converges to X in probability)：記号で Xn
P−→ X, あるいは Xn → X in prob と

は, 任意の ϵ > 0 に対して、P(|Xn − X| > ϵ) → 0 が成り立つとき。言いかえると, (i) Xn
P−→ 0 ↔

P(|Xn| > ϵ) → 0, ∀ϵ > 0と定め、(ii) Xn
P−→ X ↔ Xn − X P−→ 0とする。

分布収束 ({Xn} converges to X in distribution): もし分布関数 Fn(x) → F(x) (n → ∞) という命題が

F(x) の連続点 {x; F(x) = F(x−)} で成り立つとき。記号で Xn
D−→ X と表すとする。ただし分布の収束は確

率変数をもちいることで明確に性質を表す表現とはいえない。簡単に分布関数の値に対する極限の形をもちい

ることが多い。

大数の弱法則 (weak Law of Large Numbers) （標本平均に対する母平均への確率収束）: 確率

変数列 {X1, X2, · · · } が独立で、同一の分布に従い、有限な平均 µ, 分散 σ2 をもつとする。Sn =

X1 + X2 + · · ·+ Xn とおくとき、
Sn

n
→ µ in prob (3.2.2)

つまり、任意の ϵ > 0に対し、P
(∣∣∣∣Sn

n
− µ

∣∣∣∣ ≥ ϵ

)
→ 0 (n → ∞)となること。
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22222 練習問題 22222

問 3.2.1

Xn は区間 (0, 1/n)上の一様分布にしたがうとする。この確率変数列は 0へ確率収束するが、x = 0の点で

は分布収束しない。これを示せ。また確率収束するならば、分布収束することを示せ。

確率収束するための十分条件：

(a) E[(Xn − X)2] → 0 (n → ∞)ならば、Xn
P−→ X （２次の平均収束は確率収束より強い）

(b) E[Xn]− E[X] → 0, var(Xn − X) → 0ならば、Xn
P−→ X (平均の収束と分散からの条件)

上の命題の証明：(a) チェビシェフの不等式から、ϵ > 0とし、P(|Xn − X| ≥ ϵ) ≤ E[(Xn − X)2]

ϵ2 → 0

であるから。(b) E[(Xn − X)2] = Var(Xn − X) + [E(Xn)− E(X)]2 → 0であるから。

「注意」もし確率変数 X が定数 c であるならば、Var(Xn − X) = VarXn, E(Xn) → c, VarXn → 0 より、

Xn
P−→ cである。

問 3.2.2

独立で同一の正規分布 N(µ, σ2)から定めた標本分散 S2
n については S2

n
P−→ σ2 が成り立つ。

問 3.2.3

確率変数 X1, · · · , Xn は独立であるが、必ずしも同一分布ではないとする。それぞれ Xi は平均 µi,分散 σ2
i

をもつとし、分散が一様有界である：∀i, ∃M, σ2
i ≤ M,とする。このとき、確率収束

Sn − E(Sn)

n
P−→ 0

を示せ。ただし E(Sn) = ∑i µi とする。

問 3.2.4

もし同一分布であるとすると、µi = µ, σ2
i = σ2 であり、

Sn

n
P−→ µと確率収束することを示せ。

問 3.2.5

Xn ∼ Fn, Yn ∼ Gn とし、Xn − Yn
P−→ 0, Gn → Gならば、Fn → Gとなる。

問 3.2.6

確率変数 X1, X2, · · · , Xn は iidで有限な平均 µ,分散 σ2 をもつとし、標本平均 Xn =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
とおく。このとき、Xn の極限分布をもとめよ。つまり、Xn

P−→ X となる確率変数 X をもとめよ。

問 3.2.7

Xn を区間 [n, n + 1] 上の一様分布とする。この分布の極限分布は存在しないことを示せ。直感的には確率

が無限大の方へ逃げてしまうからである。
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3.3 中心極限定理

確率変数列 {Xi}が同じ平均 µ,分散 σ2 をもつ独立な分布（正規分布でなくてもよいし、離散型あるい

は連続型でもよい）であるならば、標準化した変数は標準正規分布に分布収束する。

Yn =
∑n

i=1 Xi − n µ√
nσ

D−→ N(0, 1) (3.3.1)

任意の a, b(a < b)に対して

lim
n

P(a < Yn < b) =
∫ b

a

1√
2π

exp{− x2

2
}dx

22222 練習問題 22222

問 3.3.1

Xn ∼ Gam(n, β)とする。つまり確率変数 Xn はパラメータ n, βのガンマ分布にしたがうとする。この確率

変数 Xn は n個の独立な指数分布の和であることを示せ。この結果から、
Xn

n
の極限分布をもとめよ。

問 3.3.2

自由度 nのカイ 2乗分布 χ2(n)は, nが十分に多いければ、正規分布 N(n, 2n)で近似されることを示せ。

問 3.3.3

n個の確率変数 X1, X2, · · · , Xn は iidで,その密度を f とする。Yn で区間 (a, b)内にあった個数を表すとす

る。正規近似をもちいて、Yn に関する確率を計算するためにはどのようにしたらよいか。

問 3.3.4

3個のデータ 6.45, 3.14, 4.93を観測したとき、その値を丸めて、（最も近い整数値にする）6, 3, 5とし、これら

の和を求めると、14となるが、元データでは 14.52 = 0.45+ 0.14+(−0.07)であった。いま Xi, i = 1, 2, · · · , n

を i番目のデータに関する丸め誤差を表すとし、Xi は iidで、区間 (− 1
2 , 1

2 )上の一様分布と仮定する。丸め誤

差の総和 Yn = ∑n
i=1 Xn に関する確率を、正規近似で計算するためにはどのようにしたらよいか。上の例では

Y3 = 14.52, X1 = 0.45, X2 = 0.14, X3 = −0.07であった。

問 3.3.5

X1, X2, · · · , Xn は iidで、連続型確率変数で分布関数 Fをもつとする。この順序統計量を Y1 < Y2 < · · · <
Yn とおく。したがって、確率変数 F(Y1), F(Y2), · · · F(Yn)は iidで、[0, 1] 上の一様分布にしたがう。このと

き、n (1 − F(Yn))の極限分布は指数分布であることを示せ。
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第 4章

推測理論

4.1 統計量と推定

推定の重要項目

１．最尤法 (MLE)：尤度がもっとも高くなる推定量。

２．信頼区間：多くの実践的に用いる手法である。データから区間（データの値によって変わる）を定め、

未知パラメータがこの中に含まれる確率（精度）を保証するもの。

３．一様最小分散不偏推定量 (Uniformly Minimum Unbiased Estimators, UMVUE’s)：大数の法則から

数学的に定めるが、よく知られているように、不偏ではなくてもよい推定を行うことができる。分散の

小さいことと、偏りのないことが同時には成り立たない。一様とは母数がどんな値であってもという

意味。

４．ベイズ推定未知母数（パラメータ）について予めの知識や経験から、その分布を仮定できるという考え

方から出発して、漸次ベイズの定理により、母数の確率を改訂していく。

最尤 (ML) 法とは、データ (x1, x2, · · · xn) から、未知の母数 θ の尤度関数 lik(θ) = L(θ) = fθ(x) =

f (x1, x2, · · · xn | θ) = Πn
i=1 f (xi | θ)を最大にするような θ̂:

L(θ̂) = max
θ

L(θ) (4.1.1)

尤度関数は、標本データの取り出しが、独立、同一分布とすれば、上のような積の形となる。いいかえると、

ラプラスの逆確率に相当する。データを得た後の母数の起こる可能性、事後確率が計算できるという考え方で

ある。データ x のもとでの、未知母数 θ の確率 P(θ | x)は母数の事前確率 P(θ)を仮定すると、条件付き確率

の定義式から

P(θ | x) =
1

const
P(θ)P(x | θ) ≈ P(θ)P(x | θ)

（ここで const =
∫

P(θ)P(x | θ) dθ とすれば、全確率の値が１になるよう定められる）の形に表されるから、

未知母数の選択する基準として、P(x | θ)が大きくなるものを選べばよい。

事前確率 P(θ) ⇒ 観測データ x ⇒ 事後確率 P(θ | x)

これがベイズ統計学の最尤法である。多くの場合対数をとった対数尤度：

L(θ) = ∑
i

log f (xi | θ)

が用いられる。対数関数の単調性から、この 2つは同値であるから、同じ推定量を定める。最大値を求めるた

めには、もし滑らかならば、微分をして
∂

∂θ
L(θ) = 0 (4.1.2)

微分できないときには、アドホック的に考察する。
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最尤法に関する一般定理：

定理 4.1.1

関数 hに対し、θ のMLE θ̂ であるならば、h(θ)のMLEは ĥ(θ) = h(θ̂)で与えられる。また hが連続ならば、

一致性が保たれる。つまり、θ̂
P−→ θ ならば、h(θ̂) P−→ h(θ)が成り立つ。

モーメント法：データの k 次積率 1
n ∑i xk

i と原点のまわりの k 次積率（期待値）EXk（未知母数 θ を含む）

とを等しいとおいてつくる方程式から母数を定める。

例題. ガンマ分布 Gam(α,β) の場合ならば、EX = αβ, var(X) = αβ2 であり、一方、データの平均

X = 1
n ∑i Xi、分散 S2 = 1

n ∑i(Xi − X)2 から次の対応式

X = αβ, S2 = αβ2

であるから、

α =
S2

X
, β =

X2

S2

がモーメント法によるそれぞれ定められるパラメータの推定量である。

22222 練習問題 22222

以下の問題では X1, · · · , Xn は iidで、その密度関数 fθ(x)（連続型の場合）確率密度 pθ(x)(離散型の場合)

として答えよ。

問 4.1.1

次の分布に対する θ のMLEをもとめよ。
(a) パラメータ θ > 0のポアソン分布

(b) fθ(x) = θ xθ−1, 0 < x < 1 (θ > 0)

(c) パラメータ θ の指数分布、 fθ(x) =
1
θ

e−x/θ , x > 0

(d) fθ(x) =
1
2

e−|x−θ|, θ, xは任意の実数。

(e) fθ(x) = e−(x−θ), x > θ

問 4.1.2

X1, X2, · · · , Xn は iidで、それぞれは区間 (θ − 1
2 , θ + 1

2 )一様分布にしたがうとする。θ のMLEをひとつ

以上もとめよ。（MLEは必ずしも一意とは限らないことに注意）

問 4.1.3

問 4.1.1において,それぞれの E(Xi) を計算し、標本平均を真の平均とおくことで得られるモーメント法に

より、推定量を導け。それぞれの場合について、推定量は一致性をもつことを確かめよ。

問 4.1.4

X はパラメータ θ の指数分布とする。r > 0に対する確率 P(X ≤ r)のMLEをもとめよ。

問 4.1.5

X ∼ Binom(n, θ)とし、a, bは整数で 0 ≤ a ≤ b ≤ nとする。P(a ≤ X ≤ b)のMLEをもとめよ。

4.2 信頼区間

比率の推定：２項母集団の成功確率を推定。
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２項母集団での未知母数：成功の確率 p, 失敗の確率 q = 1 − p; 観測データ；サイズ (大きさ) n, 表の回数

Xn。成功（表の回数）：Xn と失敗（裏の回数）: Yn = n − Xn から、pの推定値として p̂ = Xn
n を用いる。

比率 pの信頼区間：信頼係数 (推定値が未知母数を含む確率): 1 − α、精度の上界、（偏差、推定値と未知母数

とのずれの上限）：e,を与えると、E[Xn] = np, var[Xn] = npqであるから、E[ p̂] = p, var[ p̂] =
pq
n

≤ 1
4n

が成り立つ。

P {| p̂ − p| < e} > 1 − α ⇒ p̂ − e < p < p̂ + e with Prob. 1 − α

の関係であるから、２項分布の正規近似より、

P {| p̂ − p| < e} = P

{∣∣∣∣∣ Xn − np√
np(1 − p)

∣∣∣∣∣ < e
√

n√
p(1 − p)

}

≈ Φ

(
e
√

n√
p(1 − p)

)
− Φ

(
− e

√
n√

p(1 − p)

)
= 2Φ

(
e
√

n√
p(1 − p)

)
− 1

= 1 − α

標準正規分布の両側 α パーセント点 zα = Φ(1 − α
2 ), −zα = Φ( α

2 ) より、zα =
e
√

n√
p(1 − p)

を変形すると、

e = zα

√
p(1 − p)

n
となる。信頼係数を定めるには、この確率を計算すればよい。しかしこの確率は値 pが未

知であるから、pの代わりに標本値 p̂と近似する ê = zα

√
p̂(1 − p̂)

n
として、

p̂ − e < p < p̂ + e (4.2.1)

必要なサイズ数：nα の決定は pの値が未知であるから、p(1 − p) ≤ 1/4より、

n >
( zα

e

)2
× 1

4
(4.2.2)

たとえば、e = 0.03,推定の精度を ±3%で 95パーセントの信頼区間にするためには、n >

(
1.96
0.03

)2
× 1

4
=

1067とする。

正規分布の母数正規母集団の平均と分散の推定をするときには、(i)分散が既知の場合と、(ii)未知の場合に

もちいる統計量が異なる。Xi, i = 1, 2, · · · , n ∼ N(µ.σ2)として、µの推定をおこなう。

(i) σ2 は既知だから、
X − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1)より、

X − b0
σ√
n
< µ < X + b0

σ√
n

(4.2.3)

ここで、b0 は正規分布の両側 αパーセント点。

(ii) σ2 の代わりに標本不偏分散 S2 をもちい、
X − µ

S/
√

n − 1
∼ T(n − 1)より、

X − b0
S√

n − 1
< µ < X + b0

S√
n − 1

(4.2.4)

ここで、b0 はｔ分布の自由度 n − 1の αパーセント点。

このように信頼区間は分布のパーセント点をもちいるが、それぞれの分布表から求められる。もし表計算ソ

フトが利用できれば直接、信頼区間を求める組み込み関数が定義されている：(1)正規母集団で分散既知の場

合（正規分布をもちいる）、(2)分散未知の場合（標本分散をつかい、ｔ－分布をもちいる）

(1) CONFIDENCE.NORM(α, 標準偏差, 標本数)

書式の引数:正規分布をもちいる
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値 α 信頼係数を指定。

標準偏差 分散既知の場合。

標本数 標本サイズの指定。

(2) CONFIDENCE.T(α, 標準偏差, 標本数)

書式の引数:スチューデントの t分布をもちいる

値 α 信頼係数を指定。

標準偏差 標本不偏分散から求める場合。

標本数 標本サイズの指定。

２項分布の差の信頼区間（大標本の場合）:

Y1, Y2がそれぞれ 2項分布 binom(n1, p1) binom(n2, p2)にしたがうとすれば、E(Yi/ni) = pi, var(Yi/ni) =

piqi/ni, i = 1, 2であるから、差の推定は標本比率の差で、分散が和になることに注意すれば、

(Y1/n1 − Y2/n2)− (p1 − p2)√
p1q1/n1 + p2q2/n2

∼ N(0, 1)

をもちいれば信頼区間が定まる。

分散の信頼区間：正規母集団 N(µ, σ2)の分散に対する信頼区間は

W = nS2/σ2 =
n

∑
i=1

(
Xi − X

σ

)2

∼ χ2(n − 1)

を利用する。確率のパーセント点は P(b1 < W < b2) =
∫ b2

b1

fW(t)dt = 1 − αとなる b1, b2 を下側 α/2,上側

1 − α/2と自由度 n − 1のカイ 2乗分布表から定めればよい。これにより、

nS2

b2
< σ2 <

nS2

b1
(4.2.5)

と定められる。

22222 練習問題 22222

問 4.2.1

X1, · · · , Xn は iidとし、N(µ, σ2)とする。σ2 は既知と仮定する。µの信頼区間の長さを計算するにはどう

したらよいだろうか。

問 4.2.2

X1, · · · , Xn は iidとし、N(µ, σ2)とする。もし σ2 は未知であるときには、µの信頼区間の長さを計算する

にはどうしたらよいだろうか。このときには標本標準偏差 Sを用いよ。

問 4.2.3

X1, · · · , Xn は iidとし、N(µ, σ2)とする。もし σ2 は未知であるときには、µの信頼区間の長さを計算する

にはどうしたらよいだろうか。ただし未知の標準偏差 σを用いよ。このときは区間の長さは情報の少ないこと

により、区間の長さは長くなる。

問 4.2.4

X1, · · · , Xn は iidとし、ガンマ分布 Gam(α, β)とする。もし αが既知であるならば、平均 µ = αβに対す

る信頼区間を計算するにはどうしたらよいだろうか。

問 4.2.5

2項母集団における平均の推定で、信頼区間の長さと信頼係数を与えて、nの最小となるような値を計算す

るにはどうしたらよいか。
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4.3 ２標本母集団での信頼区間

2 標本 N(µ1, σ2
1 ), N(µ2, σ2

2 ) に対する平均の差 µ1 − µ2 の比較問題を考える。X1, · · · , Xn は iid で

N(µ1, σ2
1 )として Y1, · · · , Ym は iidで N(µ2, σ2

2 )で独立とする。標本分散をそれぞれ S2
1 =

1
n ∑n

i=1(Xi − X)2,

S2
2 =

1
m ∑m

i=1(Yi − Y)2 とする。

(1) σ2
1 = σ2

2 = σ2 が未知の場合（等しいことは分かっているが、その値が分からない）：

R2 =

(
nS2

1 + mS2
2

n + m − 2

)(
1
n
+

1
m

)
とおくとき、

T =
(X − Y)− (µ1 − µ2)

R
∼ t(n + m − 2)

を適用して、µ1 − µ2 の区間推定を行うことができる。ここで t(n + m − 2)は自由度 n + m − 2の t分

布。なぜならば、Zj ∼ N(µ, σ2), j = 1, 2, · · · , kが独立ならば、変数の標準化やカイ 2乗分布の加法性

から
Zj − µ

σ
∼ N(0, 1), ∑k

j=1

(Zj − µ

σ

)2

∼ χ2(k)。またとくに正規分布であれば、 Z と S2 が独立

になることから独立な２つの比：標準正規分布とカイ 2乗分布の平方根との比は t分布となるから結論

が得られる。記号的に書くと,
N(0, 1)√

χ2(k)
∼ t(k − 1) (4.3.1)

(2) σ2
1 , σ2

2 がともに既知の場合：R2
0 =

(
nσ2

1 + mσ2
2

n + m

)(
1
n
+

1
m

)
=

σ2
1

m
+

σ2
2

n
,（n, mの順序に注意）とお

くとき、

T =
(X − Y)− (µ1 − µ2)

R0
∼ N(0, 1) (4.3.2)

を適用して、µ1 − µ2 の区間推定を行うことができる。

こんどは分散の比率に関する信頼区間を定めるもちいる統計量は F 分布である。なぜなら正規分布から得

られる 2 乗和がカイ 2 乗分布であるから、この比率は F 分布になることをもちいる。つまり標本不偏分散

V2 =
n

n − 1
S2 =

1
n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X)2 とすれば V2/σ2 =
1

n − 1

n

∑
i=1

(
Xi − X

σ
)2 ∼ χ2(n − 1) であるから、2

つを分散 σ2
1 , σ2

2 として,対応する標本不偏分散 V1, V2 の比率

V2
2 /σ2

2
V2

1 /σ2
1

∼ F(n2 − 1, n1 − 1) (4.3.3)

から求める。

22222 練習問題 22222

問 4.3.1

分散が未知で等しくない場合にこの方法 (4.3 節) を適用できない理由は何か。（この問題はベーレン=フィ

シャーの問題とよばれる）

問 4.3.2

分散の値は未知であるが比の値が既知であるとき、つまり既知の定数 cで, σ2
1 = c σ2

2 である条件のもとで信

頼区間を構成せよ。
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4.4 仮説検定

統計的仮説検定 (Hypothesis Testing) とは、１つあるいは複数の確率データの分布に関する命題につい

て、真偽の判断を下そうとするもの。命題を棄却できるかどうかの規則、手順を定めることが目的である。

分布に関する命題を仮説とよび、帰無仮説 (null hypothesis) とは、もう一方の対峙する対立仮説 (alternate

hypothesis)を支持して、棄却されるあるいは破棄されることを意図して立てられるもの。このように２者択

一の立場に立つものである。(参照: 8章検定 115ページ「統計学演習」村上/安田、培風館)

仮説の検定で“ある判断”を下すならば、2種類の誤りが必ず生じる。帰無仮説が正しいにも関わらず、正し

くないと棄却すること,第 1種の過誤 (Error of Type I)、および対立仮説が正しくないにも関わらず、それを

正しいと考えてしまうこと第 2種の過誤 (Error of Type II)である。ネイマン・ピアソン流の考えでは第 1種

の過誤の確率に対して上限（有意水準とよぶ）を決めておき、第 2種の過誤の確率を最小とする、あるいは過

誤を犯さない確率 [= 1 − (第 2種の過誤確率)]（検出力 (power)とよび）を最大にするような判断の方法を求

める。

[ネイマン・ピアソンの補題]帰無仮説 H0 : f = f0,対立仮説 H1 : f = f1 において、有意水準（サイズとも

いう）α とするとき、第 2種の過誤の確率を最小とする検定は次で与えられる：定数 k と尤度 L(θ) の比から

データの領域（棄却域 reject region）

Ck =

{
x = (x1, x2, · · · , xn) :

Πi f1(xi)

Πi f0(xi)
=

L(θ1)

L(θ0)
> k

}
とおくとき、得られたデータ x がもし x ∈ Ck ならば、帰無仮説を棄却し (reject)、そうでないとき、つまり

x /∈ Ck であれば、帰無仮説を棄却しない、採択する (accept)ものと考える。データ xを棄却すること“1”と、

棄却しないこと“0”として、これを関数 ϕ(x) = 1, 0に対応させる。この関数を検定とよび、ϕ(x) = 1Ck (x)

の形であり、ただし定数 kは、あらかじめ与える第１種の過誤確率

α = P(X ∈ Ck | H0) =
∫

Ck

f0(x)dx

を満たすとする。α = 0.05, 0.01 がよく用いられる。水準が 5%、 1% とする。簡略化のために ( f0(x) =

Πi f0(xi), dx = dx1dx2 · · · dxn)としている。Ck は棄却域であり、帰無仮説と対立仮説を尤度比によって比較

し、分子にある対立仮説のほうが可能性が高ければ帰無仮説を棄却するという意図である。また帰無仮説 H0

をひとつの値 θ0 としているが、この場合を単純 (simple)帰無仮説とよぶ。より一般には集合 Θ ∋ θ0 を考え

る複合 (composite)帰無仮説ときもある。このときには α = supθ∈Θ0
P(X ∈ Ck | θ)が第 1種の過誤確率（検

定のサイズ (size)）とする。

証明のために補題はつぎの問題の形になる：与えられた関数 fi, gi; i = 1, 2, · · · , nと定数 A, B ≥ 0が A < B

であるとき、変数 wi が wi : A ≤ wi ≤ B, i = 1, 2, · · · , nで動くとき、gi についての条件 ∑i giwi = cのもと

で、 fi に関する目的値 ∑i fiwi → maxw=(wi)
と最大にするという問題。

この答えは,ある値 kを定めて、C = {i; fi > kgi}とするとき、wi =

{
B, i ∈ C

A, i /∈ C
とすればよい。これを

wC(i)とおく。等号はどちらでも同じ。証明は、C = {i; fi > kgi}から決める wC(i) = B1C(i) + A1C(i)と任

意の A < wi < Bの差を比較する。∑i fiwC(i) = maxw=(wi) ∑i fiwi を示せばよい。もし iが fi − kgi > 0で

あれば、wC(i)−wi = B−wi > 0であり、逆の場合、fi − kgi < 0であれば、wC(i)−wi = A−wi < 0と同符

号であるから、積は ( fi − kgi)(wC(i)− wi) > 0この和をとると、∑i( fi − kgi)(wC(i)− wi) = ∑i( fiwC(i)−
fiwi − kgiwC(i) + kgiwi) = ∑i fiwC(i)− ∑i fiwi − k ∑i giwC(i) + k ∑i giwi = ∑i fiwC(i)− ∑i fiwi − kc +

kc = ∑i fiwC(i)− ∑i fiwi > 0ゆえに ∑i fiwC(i) > ∑i fiwi, ∀wi,つまり、∑i fiwC(i) = maxw=(wi) ∑i fiwi

となる。(終)
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以上をいいかえると、未知母数 θ とし、帰無仮説 H0 : θ = θ0, 対立仮説 H1 : θ = θ1 において、

f (x|θ) =
dF(x|θ)

dx
(連続型), f (x|θ) = F(x|θ) − F(x − |θ) = P(X = x|θ)(離散型), X ∼ F(x | θ) のとき、

Eθ0 ϕ(X) = α（有意水準を一定値 α）のもとで、第 2種の過誤確率を犯さない、検出力 Eθ1 ϕ(X)を大きくする

→ maxϕ 検定 ϕを定めること。

[Neyman-Pearsonの補題による最良検定]検定 ϕが、任意の ψに対して

Eθ0 ϕ(X) = Eθ0 ψ(X) = α

を満たすとき、
Eθ1 ϕ(X) ≥ Eθ1 ψ(X) ∀ψ

となるような最良の検定 ϕを求めると、Eθ0 ϕ(X) = αで、ϕ(x) =

{
1 if f (x|θ1) > k f (x|θ0)

0 if f (x|θ1) < k f (x|θ0)
と定

めた場合で与えられる。

標準的な仮説検定問題では、どのような仮説（帰無仮説、対立仮説）について、どんな検定統計量、棄却域

が用いられるかという問いに対しては、このネイマン・ピアソンの補題によって解いた結果を表にまとめられ

ている。（参照: 8章検定 116ページから 118ページまでの一覧表「統計学演習」村上/安田、培風館）

定理 4.4.1

尤度比検定 (Likelyhood Ratio Tests)LRT とは、つぎのそれぞれの仮説のもとで密度関数の比率: L(x) =

f1(x)
f0(x)

=
f (x | H1)

f (x | H0)
の大きさによって、判断を下すもの。比率の分母には帰無仮説を中心として考える。

L(x) > k : ϕk(x) = 1 ⇒ x ∈ Ck, xは棄却域の点⇒ H0:棄却

L(x) < k : ϕk(x) = 0 ⇒ x /∈ Ck, xは棄却域の点でない⇒ H0:採択,H1:棄却

この棄却域の定め方が尤度比を用いるから、このように意味のある検定を定める方法は尤度比検定とよばれ

る。また検定では、使われる分布からその名称を定めることも多い。

第 1 種の過誤確率は、検定の有意水準とよばれ、検定のサイズともよばれることもある。複合帰無仮説

H0 : θ ∈ Θ、棄却域 Cであれば、
α = sup

θ∈Θ0

P(X ∈ C | θ)

となるが、尤度比検定での観測値 xに対する p値とは、

p∗ = sup
θ∈Θ0

Pθ(LX(H0, H1) ≥ LX(H0, H1)) (4.4.1)

ここでデータ x に対して、仮説 H : θ = θ∗ における尤度は Lx(H) = fX(x | θ = θ∗) で複合仮説であれば、

Lx(H) = supθ∈Θ fX(x | θ)とし、2つの仮説における尤度比とは

Lx(H0, H1) =
Lx(H1)

Lx(H0)

とおく。「注意」T(x)が θ の十分統計量であれば、Lx(H0, H1)は分解定理により、T(x)のみの関数となる。

さらに歴史的にはフィシャーのいう有意性検定が知られています。対立仮説が正しい確率は直接計算する

ことができないため、帰無仮説の正しい確率を見極めることを主眼として、これを「有意確率」または「p値

(probability)」とよびます。そしてこの有意確率が小さな基準とした値、例えば 0.05(5 ％) 以下になった時、

つまり対立仮説の正しい確率が 0.95(95％)以上になった時、帰無仮説を棄却して対立仮説を採択します。こ

のことを、統計用語では「有意水準 5 ％で有意である」または「有意水準 5 ％で帰無仮説を棄却 (reject) す
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る」といいます。「有意水準 (significance level)」は、「危険率 (critical rate)」または「αエラー」とも呼ば

れています。この有意という用語は帰無（仮説）が否定される理由で使われると考えられます。このような

p 値（第 1種の過誤）を中心とする検定の考え方はフィッシャー流の検定で、厳密には「有意性検定 (test of

significance)」と呼ばれています。しかし現在では、ネイマン (Jerzy Neyman)・ピアソン (Egon Pearson)流

の「仮説検定論」(test of hypothesis, statistical hypothesis testing) 手法が数理的解析（条件付き最適化問

題）として明快であり、主流になっています。結論が同じという場合でも出発の考えが異なるので、両者の間

では厳しい論争が繰り広げられていました。有意性検定は、仮説の正しい確率が非常に高い時だけ結論として

採用する手法であり、仮説の正しい確率が低い時には結論を保留します。このため、検定結果が有意にならな

い時は対立仮説を採択すること（結論の採用）ができません。

多数のデータが得られる場合には、近似の計算が確立されていましたが、さまざまな実験などでは、多数の

データが求められるとは限りません。繰り返しをすることのできない場合もあります。そこで少ないデータ数

であっても、正確な分布を求める理論が求められました。小標本論（精密標本論）がフィッシャーによって次

第に形成されつつあった時代でしたが、老ピアソンの小標本論に対する態度は著しく保守的でありました。し

かし、責任はフィッシャーにもあり、頑強に自説を守り、妥協を許さぬきびしさは無収束の論争を引き起こし、

終生相容れませんでした。

• デイヴィッド サルツブルグ: 統計学を拓いた異才たち―経験則から科学へ進展した一世紀￥2,310

2006/3/1日本経済新聞社 (2006/03).

•悪名高き論争： http://www.geocities.jp/ikuro_kotaro/koramu/akumei.htm

[補記]一様最強力検定 (Uniformly most powerful test)(URT):帰無仮説に対する第 1種の過誤が有意水準

以下で、対立仮説のついて検出力がすべての値で最大となるもの。しかしこのような検定は一般に存在しない

ことが多いが、尤度比検定では UMPが求められることもある。

22222 練習問題 22222

問 4.4.1

正規母集団 N(θ, σ2)の平均に関する仮説検定：帰無仮説 H0：θ = θ0,対立仮説 H1：θ > θ0 を考え、σ2 は既

知とする。標本の大きさ nを固定して、検定の棄却域を「X > cならば、H0 を棄却」とするならば、この検定

は一様最強力であることを示せ。つまり、与えられた条件 θ1 > θ0 のもとで、仮説 H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1

の第 1種の過誤確率 αのもとで、第 2種の過誤確率 βを最小とするものは、上の形で与えられることを示せ。

問 4.4.2

あるサイコロの目の表れ方を調べる。帰無仮説は「このサイコロは偏りがない」とし、対立仮説は「目の表

れ方が一方に有利になっている」とする。具体的に 1, 2の目は
1
4

, 3, 4, 5, 6の目は
1
8
であるものとする。観測

値としては、一回投げた目の表れ方とする。有意水準 α = 0.1での最強力検定を定めよ。またこのときの第 2

種の過誤確率 βをもとめよ。

問 4.4.3

2項母集団において、標本を n = 400個抽出し、仮説 H0 : p = 1
2 , H1 : p > 1

2 を検定する。観測値 X から

Y =
X − np√

n p (1 − p)
=

X − 200
10

とおくと、帰無仮説のもとでは N(0, 1) にしたがう。いま検定はもし Y > c

ならば、H0 を棄却するものと定める。たとえば α = 0.05ならば、c = 1.645となるから、X > 216.45であ

る。もし実験をおこなった結果、X = 220であれば、H0 は棄却される。このとき、与えられた n, pについて、

帰無仮説を採択するような最小の αの値（これを p値とよばれる）を定めよ。
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4.5 カイ 2乗検定

多項分布（k 項分布：起こり得る場合 Ai, i = 1, 2, · · · , k が k 通りある）に従う確率変数を

X = (X1, X2, · · · , Xk) ∼ Multinom(n, p), ここで ∑i Xi = n, p = (p1, p2, · · · , pn) ≥ 0, ∑i pi = 1

とする。

P(X1 = n1, X2 = n2, · · · , Xk = nk) =

(
n

n1, n2, · · · , nk

)
pn1 pn2 · · · pnk ∑

i
ni = n, ni ≥ 0

とくに k = 2では 2項分布の場合となる。表にまとめると

事象 A A1 A2 · · · Ak 計

確率 p1 p2 · · · pk 1

観測度数 X1 X2 · · · Xk n

期待度数 np1 np2 · · · npk n

観測度数と期待度数のギャップをはかるために尤度比 Lx(H0, H1) =
L(H1)

L(H0)
を考え、とくに対数尤度とし

て log Lx(H0, H1) = log
L(H1)

L(H0)
とする。順序あるいは分母と分子に注意。

いま n回の独立試行を行ったとき、可能な k種類の事象が結果データ：(x1, · · · , xk), ∑j xj = nとして得ら

れたものとする。また結果 iの起こる確率は pi であるとする。結果データと起こる確率を比較して、実際にこ

のような生起確率にもとづく試行であったのだろうかを検定する。

[ピアソンのカイ 2乗統計量]適合度検定に用いる統計量：近似的に

χ2 =
k

∑
i=1

(oi − ei)
2

ei

は自由度 k − 1のカイ 2乗分布に従う。分子分母の次数が異なることに注意。ここで可能な事象は k 個あり、

i = 1, 2, · · · , k、観測値 oi = xi は「データ」で、期待値 ei = npi は、総回数に各確率を掛ければ各事象の起こ

りえる期待数となる。

このような形を得る理由は、対数尤度を考えると、つぎのように導かれる。H0 : pi = pi(θ0), H1 : pi(任意)

2 log Lx(H0, H1) = 2 log
L(H1)

L(H0)
= 2 ∑ xi log p̂i − 2 ∑ xi log pi(θ̂)

= 2 ∑ xi log
(

p̂i
pi(θ)

)
= 2 ∑i oi log

(
oi
ei

)
(δi = oi − ei)

= 2 ∑i(δi + ei) log
(

δi + ei
ei

)
= 2 ∑i(δi + ei)

(
δi
ei
−

δ2
i

2ei
+ · · ·

)
= ∑i

δ2
i

ei
= ∑i

(oi − ei)
2

ei

これがピアソンのカイ 2乗統計量である。

χ2 = カイ 2乗統計量 = ∑
(観測度数−期待度数)2

期待度数
(4.5.1)

(注)log(1 + x) = x − 1
2 x2 + 1

3 x3 + · · · を用いている。

22222 練習問題 22222

問 4.5.1

帰無仮説として、確率変数 X の分布は P(X = 1) = 0.5, P(X = 2) = 0.3, P(X = 3) = 0.2とする。いま

100個の観測をおこない、
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X の値 1 2 3

度数 40 33 27

であったとする。有意水準 0.05で帰無仮説が棄却されるかどうかの検定をおこなえ。

問 4.5.2

カイ 2乗検定によって、つぎの 2つの標本が同じ分布にしたがうものかどうかを有意水準 0.05で調べよ。

結果 A 結果 B 結果 C

標本１ 33 147 114

標本２ 67 153 86

問 4.5.3

独立性を調べるための 2 × 2分割表の数値が

属性 B1 属性 B2

属性 A1 a b

属性 A2 c d

で与えられるとき、カイ 2乗統計量は

(ad − bc)2 (a + b + c + d)
(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)

となることを示せ。

補足 また各マスの度数が少ないのものが含まれる場合には、イェーツの修正が知られている。あるいは

Fisherの直接確率計算法では、周辺度数を決めておいて、実現度数より偏ったものが起こる確率を計算する方

法がある。

4.6 十分統計量とラオ・ブラックウェルの定理

n個の確率変数（観測データ）X = (X1, X2, · · · , Xn)から統計量 Y = Y(X)をつくり、未知の母数 θ を推

定する。 fθ(x) = f (x|θ)をパラメータ母数 θ のもとでの X の密度関数とする。

定義: Y が θ に対して十分統計量 (sufficient)であるとは、つぎの形に密度関数が分解できるときをいう。

fθ(x) = f (x|θ) = g(θ, u(x)) h(x) (4.6.1)

ここで y = u(x)で、 g(θ, y), h(x)はある関数とする。

22222 練習問題 22222

以下の問題 (問 4.6.1-4.6.6)では統計量 u(X) = u(X1, · · · , Xn) がパラメータ θ の十分統計量であることを

示し、分解定理の適当な g, hを定めよ。

問 4.6.1

Xi, i = 1, 2, · · · , nはポアソン分布 Po(θ)：P(Xi = x) =
θx

x!
e−θx, u(X) = X1 + X2 + · · ·+ Xn とする。

問 4.6.2

Xi, i = 1, 2, · · · , n の密度関数の形が、 fθ(x) = A(θ) B(x), 0 < x < θ, = 0(その他)。ただし θ > 0。

u(X) = maxi=1,2,··· ,n Xi とする。

特別な場合の単位区間上の一様分布として、Xi, i = 1, 2, · · · , nの密度関数が A(θ) = 1/θ , B(x) = 1, 0 <

x < θ の場合。
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問 4.6.3

Xi, i = 1, 2, · · · , nが幾何分布、P(Xi = x) = θ (1 − θ)x−1, x = 1, 2, · · ·。つまり、θ がベルヌーイ試行の

成功の確率で、x − 1回続けて失敗が起こり、x 回目に初めて成功する確率。いいかえると初めて成功した回

数を表す確率密度。u(X) = ∑n
i=1 Xi とする。

問 4.6.4

Xi, i = 1, 2, · · · , nの指数分布 Expo(θ); fθ(x) =
1
θ

e−θ x, x > 0。u(X) = ∑n
i=1 Xi とする。

問 4.6.5

Xi, i = 1, 2, · · · , nがベータ分布 Beta(θ, 2); fθ(x) =
1

B(θ, 2)
xθ−1 (1 − x), 0 < x < 1。u(X) = Πn

i=1Xi。

問 4.6.6

Xi, i = 1, 2, · · · , nがガンマ分布 Gamma(θ); fθ(x) =
1

Γ(θ)
xθ−1 e−x, 0 < x < ∞。u(X) = Πn

i=1Xi。

問 4.6.7

十分統計量の概念は、個々の観測値 X1, X2, · · · , Xn にもとづく決定をおこなう場合と、一方、和 Y =

X1 + X2 + · · · + Xn の値による決定を行う場合と比べて同等な情報を得ることができることを意味する。

独立同一分布のベルヌーイ試行の場合に証明せよ。つまり条件つき確率の計算で Pθ(X1 = x1, · · · , Xn =

xn|X1 + · · ·+ Xn = y) =
Pθ(X1 = x1, · · · , Xn = xn, Y = y)

Pθ(Y = y)
=

Pθ(Y = y)
Pθ(Y = y)

= 1

ラオ・ブラックウェルの定理

Xi, i = 1, 2, · · · , nは独立同一分布で,その密度 fθ(x)とする。Y1 = u1(X1, X2, · · · , Xn)を θ の十分統計量

とし、Y2 = u2(X1, X2, · · · , Xn)を θ の不偏推定量であるならば、

1. Var[E(Y2 |Y1)] ≤ VarY2

2. E[E(Y2 |Y1)] = θ

が成り立つ。言いかえると、θ の最小分散不偏推定量を求めるには、十分統計量 Y1 の関数のみに制限してよい

ことを示している。

Y1 = u1(X1, X2, · · · , Xn) を θ の十分統計量とする。θ の最尤推定量 θ̂ が一意であるならば、この推定量 θ̂

は Y1 の関数となる

問 4.6.8

条件付き期待値の性質；

(1) E[Y] = E [E[Y | X]]

(2) E [{Y − E[Y | X]}{E[Y | X]− E[Y]}] = 0

(3) Var(X) = E[Var(X |Y) + Var(E[X |Y])]

(4) Var(Y) ≥ Var [E[Y | X]] 等号はある関数 hで Y = h(X)のとき。

を示せ。

定義：母数 θ の十分推定量 Y が完備 (complete)であるとは、自明でない不偏推定量が存在しないとき。い

いかえると、E[g(Y)] = 0, ∀θ ならば、Pθ(g(Y) = 0) = 1, ∀θ となること。さらに言いかえると、２つの不偏

推定量 ϕ(Y), ψ(Y)があるとき、Eθ [ϕ(Y)− ψ(Y)] = 0 ∀θ ならば、ϕ(Y) = ψ(Y)である。

レーマン・シェッフェの定理：Y = u(X1, X2, · · · , Xn)が θ の完備十分統計量であるとする。Y による θ の

推定量 ϕ(Y) が不偏であるならば、すべての可能な θ の不偏推定量の中で、ϕ(Y) が最小分散となる。つまり
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一様最小分散不偏推定量 (uniformly minimum variance unbiased estimator, UMVUE) である。一様の用

語はすべての θ についての意味である。

定義：密度関数が指数族 (exponential family)とはつぎの形をしているとき：

fθ(x) = a(θ)b(x) exp

[
m

∑
j=1

pj(θ)Kj(x)

]

問 4.6.9

密度関数 fθ(x)が指数族 (簡単のためにm = 1)であるとき、x = (x1, x2, · · · , xn)において、Y = ∑n
j=1 K(Xj)

は完備十分統計量であることを示せ。

問 4.6.10

確率変数 Xはすべての θ で平均が 0であるとする。たとえば、区間 (−θ, θ)上の一様分布であったり、正規

分布 N(0, θ)が例である。θ の十分統計量であるが、完備ではないものの例を挙げよ。

問 4.6.11

fθ(x) = exp[−(x − θ)], θ < x < ∞, = 0,その他 とする。Y1 = mini Xi は θ の完備十分統計量である。

また θ の UMVUE（uniformly minimum variance unbiased estimator,一様最小分散不偏推定量、ラオ=ブ

ラックウェルの定理とレーマン=シェッフェの定理参照）をもとめよ。

問 4.6.12

θ > に対して、 fθ(x) = θ xθ−1, 0 < x < 1とおく。u(X1, · · · , Xn) =
[
Πn

i=1Xi
]1/n

は θ の完備十分統計

量であり、最尤推定量 θ̂ は u(X1, · · · , Xn)の関数である。

問 4.6.13

θ >に対して、 fθ(x) = θ2 x exp[−xθ], x > 0とおくとこれは指数族に属し、Y = ∑n
i=1 Xi は θ の完備十

分統計量となる。θ のもとで、1/Y の期待値を計算せよ。この結果から、θ の UMVUEをもとめよ。

問 4.6.14

Xi ∼ Binom(1, θ), i = 1, 2, · · · , n , Y1 = ∑n
i=1 Xi ∼ Binom(n, θ) はいずれも指数族である。さらに Y1

は θ の完備十分統計量であり、Y1/n は θ の UMVUE であることを示せ。また Y2 =
X1 + X2

2
とするとき、

E(Y2 |Y1)をもとめよ。

問 4.6.15

Xi ∼ N(0, θ), i = 1, 2, · · · , nは独立であるとすると、Y = ∑ X2
i は θ の完備十分統計量であることを示せ。

Y/θ の分布をもとめ、これから θ2 の UMVUEをもとめよ。ヒント：レーマン=シェッフェの定理

問 4.6.16

X1, X2, · · · , Xn は iidで,ポアソン分布 Po(θ), θ > 0とする。このとき Y = ∑n
i=1 Xi は θ の完備十分統計量

となる。示性関数 I = I{X1≤1} について

(a) E(I |Y)は、P(X1 ≤ 1) = (1 + θ) exp(−θ)の UMVUEであることを示せ。　

(b) もし y > 0ならば、Y = yが与えられたとき、X1 の条件付き分布は Binom
(

y,
1
n

)
となる。

(c)

E[I |Y] =
(

n − 1
n

)Y [
1 +

Y
n − 1

]
問 4.6.17

θ = (θ1, θ2)とおき、 fθ(x) =
1
θ2

exp(
x − θ1

θ2
), x > θ1 とする。ただし θ1 は任意の実数で、θ2 > 0とする。

このとき、統計量 (mini Xi, ∑n
i=1 Xi)は θ の十分統計量であることを示せ。
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4.7 ベイズ推定

数理統計学はベイズ統計学と非ベイズ統計学に分けられる。前者は,Tomas Bayes(1702～1761)らによる考

え方で、特徴として未知パラメータ θ の分布（これを事前分布とよぶ）および観測値 xによるパラメータの尤

度の両者を、「ベイズの定理」として結合させ、パラメータの事後分布を導出する。つまり何らの予めの情報が

あれば、観測値を得ることでより正確な予測ができると考える。一方非ベイズ統計学は、このような事前の情

報などを仮定できないとみなすものである。伝統的統計学、古典的統計学ともよばれる。著名な統計学者 K・

ピアソン（1857～1936）と R・A・フィシャー（1890～1962）のいずれも非ベイズ統計学の立場をとっている。

まず確率のベイズの定理を述べる。事象 A1, A2, · · · , An と B において、条件 1) Ai ∩ Aj = ∅(i ̸=
j),∪i Ai = Ωで、同時に起こることはなく、互いに素なる事象。条件 2)確率 P(Ai)と条件付き確率 P(B|Ai),

i = 1, 2, · · · , nが与えられている。この条件１），２）から、条件付き確率 P(Ai|B)が次の式で計算できる；

P(Ai|B) =
P(Ai)P(B|Ai)

∑j P(Aj)P(B|Aj)
, i = 1, 2, · · · , n

このベイズの定理では、条件付き確率の計算であるが、未知のパラメータに対する推測では、つぎの連続型密

度関数で表現される：θ を未知とし、その事前確率密度を p(θ)とするとき、観測値 x = (x1, x2, · · · , xn)に対

する θ の事後分布は

p(θ|x) = f (x|θ)p(θ)∫
f (x|θ′)p(θ′)dθ′

または p(θ|x) ∝ f (x|θ)p(θ)

上式の前半で、分母に当たる部分は、確率が１になるように調整するだけであるから、これを省略して、後半

のように比例記号 (∝)を用いて表すこともある。

パラメータ推定におけるベイズ統計学による接近法は、損失関数 (loss function)L(θ, a) をもちいる。未知

パラメーラ θ に値 aで推定するとき、正確さの基準尺度として、この損失関数を小さくしようと考える。もし

θ̂ を E[L(θ, θ̂)] (ここで期待値 Eは事後分布 p(θ|x) に関してとる）が最小となるならば、ベイズ危険 (Bayes

risk)を最小とするベイズ推定とよぶ。一般に事後分布の計算は簡単ではない。

損失関数の期待値：

E[L(θ, a)] =
∫

L(θ, a) p(θ |x1, · · · , xn)dθ

(1) ２乗損失関数：L(θ, a) = (θ − a)2

E[L(θ, a)] =
∫
(a − θ)2 p(θ |x1, · · · , xn)dθ

(2) 絶対損失関数：L(θ, a) = |θ − a| =
{

θ − a, it θ ≥ a

a − θ, it θ < a

E[L(θ, a)] =
∫ ∞

a
(θ − a)p(θ |x1, · · · , xn)dθ +

∫ a

−∞
(a − θ)p(θ |x1, · · · , xn)dθ

未知パラメータ θ を推定する場合には、観測値 X = xを得るとき、X ∼ fθ(x)であり、θ を推定する決定に

δ(x) と表し、未知のパラメータと決定とのズレに非負値の損失 L(θ, δ(x)) を考える。パラメータ θ の密度関

数を h(θ)とする。つぎのベイズリスク、あるいは平均損失

B(δ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(θ) fθ(x)L(θ, δ(x)) dθ dx

を最小にする解 δ をベイズ解とよぶ。ここで θ と x の同時密度は h(θ) fθ(x) = h(θ) f (x|θ) = f (x) f (θ|x) と
なるから、

B(δ) =
∫ ∞

−∞
f (x)

[∫ ∞

−∞
L(θ, δ(x)) f (θ | x) dθ

]
dx

と書き直せる。密度関数 f (x) ≥ 0だから、ベイズリスクを求めるには各 x で積分
∫ ∞
−∞ L(θ, δ(x)) f (θ | x) dθ

を最小にすればよい。この決定 δ を θ のベイズ推定とよぶ。同様に θ の関数と考えて γ(θ) として
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−∞ L(γ(θ), δ(x)) f (θ | x) dθ を最小とする。簡潔に言い表すならば、X を観測して、関数 g(X) によって

確率変数 Y を推定しようとし、最小化基準として E[L(Y, g(X))]を考える。

(1) 2乗損失関数の場合：もし損失関数として L(Y, g(X)) = (Y − g(X))2 であれば、期待値は

E[(Y − g(X))2] =
∫ ∞

−∞
E[(Y − g(X))2 | X = x] f (x) dx

で、これを最小化する g(X) を探すことである。2 乗損失関数は z = g(x) とおくと、z の 2 次式だから、

z2 − 2E[Y | X = x]z + E[Y2 | X = x] = (z − E[Y | X = x])2 − (E[Y | X = x])2 + E[Y2 | X = x] の最小化で

あり、この変形から、条件つき期待値 z = E[Y | X = x]が最小値を与える。

したがってベイズ推定量は、統計的決定問題の形からは

δ(x) = E[θ | X = x] =
∫ ∞

−∞
θ f (θ | x) dθ

そして

f (θ | x) =
f (θ, x)
f (x)

=
h(θ) f (x | θ)

f (x)
=

h(θ) fθ(x)
f (x)

,

f (x) =
∫ ∞
−∞ f (θ, x) dθ =

∫ ∞
−∞ h(θ) f (x | θ) dθ =

∫ ∞
−∞ h(θ) fθ(x) dθ

したがって

δ(x) =
1

f (x)

∫ ∞

−∞
θ h(θ) fθ(x) dθ =

∫ ∞
−∞ θ h(θ) fθ(x) dθ∫ ∞
−∞ h(θ) fθ(x) dθ

が得られる。

(2) 絶対損失関数の場合：L(Y, g(X)) = |Y − g(X)|であれば、期待値は、c = g(x)とおいて

E[|Y − g(X)|] =
∫ ∞
−∞ E

[
|Y − g(X)|

∣∣X = x
]

f (x) dx

=
∫ c
−∞ E[Y − g(X) | X = x] f (x) dx +

∫ ∞
c E[−Y + g(X) | X = x] f (x) dx

より簡単に表現するために 目的関数として E[|W − c|] において c を動かして最小化する問題としてみよう。

すなわち

E[|W − c|] =
∫ c

−∞
(c − w) f (w) dw +

∫ ∞

c
(w − c) f (w) dw

これを c で微分して、極値を求める。(c − c) f (c) +
∫ c
−∞ f (w) dw + (−1)(c − c) f (c) +

∫ ∞
c (−1) f (w) dw =∫ c

−∞ f (w) dw −
∫ ∞

c f (w) dw = 0から、
∫ c
−∞ f (w) dw =

∫ ∞
c f (w) dw分布関数では F(c) = 1− F(c), F(c) =

1
2 , c = F−1( 1

2 )であるから、ちょうど分布関数の中間 50%値、つまり中央値が極値、最小値を与えることがわ

かる。したがって今の場合には E[|Y − g(X)|]を最小にするような g(x)は、X = xを与えた Y の条件つき分

布関数 FY|X の中央値 g(x) = F−1
Y|X
( 1

2

∣∣X = x
)
である。

22222 練習問題 22222

問 4.7.1

偏りのあるコイン投げを n 回繰り返す。 xi = 1, 0を表か裏とする。確率に関しては全く情報をもたないと

するから、p(θ) = 1, 0 ≤ θ ≤ 1と仮定する。このとき表の出た回数を t = ∑n
i=1 xi とするとき、θ の事後分布

を求めよ。

問 4.7.2

未知の真値 θ を値 aで推定するとき、損失関数 L(θ, a)が次で与えられるとき、ベイズ危険を求めよ。(1) 2

乗誤差損失 L(θ, a) = (a − θ)2 (2)絶対誤差損失 L(θ, a) = |a − θ| (ヒント、(1)事後平均と (2)事後中央値)
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問 4.7.3

X1, · · · , Xn をパラメータ λのポアソン分布 Po(λ)、λをパラメータ 1の指数分布 Expo(1)とする。(1) λの

事後分布は (∑i Xi + 1, n+ 1)のガンマ分布になることを示せ。 (2) 2乗誤差損失では θ̂ = (∑i xi + 1)/(n+ 1)

で与えられることを示せ。 (3)絶対誤差損失ではどうなるか。

問 4.7.4

X ∼ Binom(n, θ)とし、事前分布は θ ∼ Beta(r, s)で、h(θ) =
θr−1(1 − θ)s−1

B(r, s)
とする。2乗損失によるベ

イズ推定は

δ(x) =
r + x

r + s + n
, x = 0, 1, 2, · · · , n

となることを示せ。

問 4.7.5

リスク関数 Rδ(θ)を、パラメータが θ のとき、δを用いた平均損失とするとき、推定に対するリスク関数が

1
(r + s + n)2

[(
(r + s)2 − n

)
θ2 + (n − 2r (r + s)) θ + r2

]
となることを示せ。

問 4.7.6

もし r = s =
√

n
2
ならば、Rδ(θ)は定数で、θ と無関係となる。

問 4.7.7

ベイズ推定量 δが定数であるならば、minmaxである。つまり δはmaxθ Rδ(θ)を最小にするものである。
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多変量のデータ解析

5.1 相関係数

定義: X, Yは有限な平均、分散をもつとし、µX = EX, µY = E[Y], σ2
X = Var(X), σ2

Y = Var(Y)とする。こ

のとき、E(XY)は有限な値となる。なぜなら 2XY は X2 + Y2 で評価できるから。

共分散 (covariance)とは

Cov(X, Y) = σXY = E[(X − µX)(Y − µY)] = E[XY]− µXµY (5.1.1)

で定める。(X, Y)組の相関係数 (correlation coefficient)とは

ρXY = ρ =
Cov(X, Y)√

σ2
X σ2

Y

= Cov(X̃, Ỹ) = E[X̃Ỹ] = ρX̃Ỹ (5.1.2)

ここで X̃ =
X − µX√

σ2
X

=
X − µX

σX
, Ỹ =

Y − µY√
σ2

Y

=
Y − µY

σY
.また σXY = ρσXσY である.

22222 練習問題 22222

問 5.1.1

いま Y を aX + bの形で推定する。実際 Y − µY を c(X − µX) + dで推定するとき、c, dを変化させて最も

期待 2乗偏差 (mean square deviation);

E[({Y − µY} − {c(X − µX) + d})2] → min
c,d

が小さくなる c, dの値とそのときの最小値を求めよ。

問 5.1.2

(1) X, Y が独立であれば、無相関 (uncorrelated)ρ = 0であるが、(2)逆は必ずしも成り立たない。(3)成り

立つ場合はどんな場合か？ (1)の命題を示し、(2)の反例として、X = cos θ, Y = sin θ, θ ∼ U[0, 2π] を確認

せよ。(3)は正規分布が該当する。

問 5.1.3

(1)平面上に n個の点 (xi, yi); i = 1, 2, · · · , nがあるとき、ここに直線 y = ax+ bを引き、∑i(yi − (axi + b))2

を最小にするような係数 a, bを定めよ。(2) P(X = xi) = 1/n, i = 1, 2, · · · , nのとき直線が

y − µY = ρ
σY
σX

(x − µX)

となることを示せ。これは最小 2乗法とよばれる。
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問 5.1.4

次の問は X, Y が独立で、µX = E(X), µY = E(Y), σ2
X = Var(X),σ2

Y = Var(Y)として解け。また X と Y

との相関係数 ρは既知であるとせよ。

(1) 積 XY の分散をもとめよ。

(2) a, bを任意の実数とするとき、aX + bY の分散を計算せよ。

(3) X と X + Y との共分散をもとめよ。

(4) X と X + Y との相関係数をもとめよ。

(5) X と XY との共分散をもとめよ。

問 5.1.5

コーシー=シュワルツの不等式：

(
n

∑
i=1

xiyi

)2

≦
(

n

∑
i=1

x2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

はどんな条件のときに等号が成り立つか？またこのときは点 (xi, yi), i = 1, 2, · · · , nは散布図ではどう配置さ

れているか？

確率変数の場合に対しては

(1) (E[XY])2 ≤ E[X2] E[Y2]

(2) 相関係数の値は絶対値が 1を超えることはない。−1 ≤ ρX,Y ≤ 1

がシュワルツの不等式とよばれるが、確率変数がどういう関係にあるときか？

多変量データを分析するためには、ベクトル、行列をもちいる。そのために必要な用語のまとめをしておく。

行列 : A = (aij), i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , m, (i, j)成分を aij、 m行, × n列、

和、積、スカラー倍 : A + B = (aij + bij), AB = (∑k aikbkj), αA = (αaij),

n次正方行列 : A = (aij), i = j = n, In = (δij);δij = 1/0(i = j/i ̸= j)、単位行列

逆行列: A−1 A = AA−1 = In,

正則（非特異）: A−1 が定まる

正則でない（特異）: 逆行列が定まらない

行列式: 2次の正方行列では det

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad − bc, 3次の正方行列では

det

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a2b1c3 − a3b2c1,

対称行列、 A = T A = A′ 　 (転置行列)

２次形式、

ax2 + 2bxy + cy2 = (x, y)
(

a b
b c

)(
x
y

)
= x′Ax = TxAx

定非負値行列、 2次形式がすべての変数に対して、負にならない。

定正値行列、 2次形式がすべての変数に対して、負にならなず、ゼロとなるのは、変数がすべてゼロの場合

のみ。

ヘッセ行列、 多変数スカラー値関数の２階偏導関数からつくられる行列、もし関数が連続であれば、対称行

列となる。
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5.2 多変量正規分布

２変量標準正規分布 N(0, Σ)平均ベクトル 0 =

(
0

0

)
,分散共分散行列 Σ =

(
1 ρ

ρ 1

)
:

密度関数 ϕ(x, y) =
1

2π
√

1 − ρ2
exp

[
− 1

2(1 − ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2)]

=
1

2π
√

det|Σ|
exp

[
−1

2
(x, y) Σ−1

(
x
y

)] (5.2.1)

ここで det|A| = det
∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ = ad − bc は行列式（実数値）、A−1 =
1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
は逆行列で、

(x, y) A−1

(
x

y

)
は 2次形式。

２変量正規分布 N(µ, A) :平均ベクトル µ =

(
µx

µy

)
,分散共分散行列 ; A =

(
σ2

x ρσxσy

ρσxσy σ2
y

)
では標準の場

合での (x, y)値を (x − µx)/σx, (y − µy)/σy に置き換えたもの。この確率母関数は

MX,Y(t, s) = E[exp(tX + sY)] = exp
(

tµx + sµy +
1
2
{σ2

x + 2ρσxσy + σ2
y}
)

.

また条件つき密度関数は

ϕY|X(y|x) =
ϕ(x, y)
ϕ(x)

=
1√

2π(1 − ρ2)σ2
Y

exp

[
−
(y − ρ σY

σX
x)2

2(1 − ρ2)σ2
Y

]
.

これから、条件つき平均と分散は

E[Y | X] = ρ
σY
σX

X, Var(Y | X) = (1 − ρ2)σ2
Y, : (X への依存はρに含まれる)

一般の n 次元ベクトル正規変量（正規分布に従う確率変数）については、平均は n 次元ベクトル、分散共

分散行列は n × n行列で定めたもの。X = (X1, X2, · · · , Xn)では、平均の第 i 成分は E[Xi],分散共分散の第

(i, j)成分は E[Xi Xj]とおいたもの。

定義：同時（結合）分布の確率母関数を次で定められる。確率ベクトル X = (X1, X2, · · · , Xn) に対し、

t = (t1, t2, · · · , tn), t′ は tの転置ベクトル。

MX(t) = M(t1, t2, · · · , tn) = E[exp(t1X1 + t2X2 + · · ·+ tnXn)] = E[exp(t′X)]

多変量正規分布 N(µ, A)あるいは結合ガウス分布 X については

MX(t) = exp(t′µ) exp
(

1
2

t′A t
)

.

22222 練習問題 22222

問 5.2.1

任意の確率変数 X1, X2, · · · , Xn に対する分散共分散行列 K は非特異と仮定する。この行列は対称行列で、

定正値であることを示せ。もし K が特異である場合には、どうなるか？

問 5.2.2

n次元ベクトルの正規変量 X にたいして、非特異定数行列 Aをもちいて、Y = AX をつくると、やはり正

規変量であることを示せ。
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問 5.2.3

n 次元ベクトルの (結合) 正規変量 X1, X2, · · · , Xn にたいして、m (m ≤ n) 次元ベクトルの周辺分布

X1, X2, · · · , Xm は (結合)正規変量となることを示せ。　多変量正規分布の部分系も正規分布となる。

問 5.2.4

n 次元ベクトルの (結合) 正規変量 X1, X2, · · · , Xn にたいして、これらの線形結合でつくった分布 c1X1 +

c2X2 + · · ·+ cnXn は正規分布にしたがうことを示せ。

問 5.2.5

X, Y は 2変量正規分布とする。µX = −1, σX = 2とし、仮定として与えられた X にもとづく Y の最良推

定、つまり平均 2乗誤差を最小にするものは, 3X + 7で与えられるとする。この推定にたいする Yの平均 2乗

誤差は 28であり、µY, σY と、さらに X と Y の相関係数 ρをもとめよ。

問 5.2.6

2変量正規分布は指数族に属することを示し、対応する完備十分統計量をもとめよ。

問 5.2.7

確率変数 X が密度関数 f (x)をもつとき、確率変数 f (X)の分布をどのようにして求めたらよいか。

問 5.2.8

X ∼ fθ(x)で、Y = g(X), Eθ(Y) = k(θ), k′(θ) =
d k(θ)

dθ
とする。クラメル=ラオの不等式：

Varθ f (X) ≧ [k′(θ)]2

Eθ

[(
∂
∂θ ln fθ(X)

)2
]

をもちいて、標本平均が真の平均に関する UMVUE であることをつぎの 3 つの場合について証明せよ。
(1)ベルヌーイ分布 Bern(p) = Binom(1, p) = Binom(1, θ)

(2)分散 σ2 が既知の正規分布 N(µ, σ2) = N(θ, σ2)

(3)ポアソン分布 Po(λ) = Po(θ)

5.3 ノンパラ統計量

統計理論の解析では、母集団分布を正規分布や 2項分布とすることがよく前提とされるが、このような具体

的な分布を想定とはしない理論がノンパラメトリック (母数によらない)推測理論である。母集団の性質をより

広い範疇で適用することをめざす。日本語でやや短く呼称するときにはノンパラとすることが多い。

ウィルコクソンの検定 (１標本問題)とは

• 中央値の検定
• 分布の仮定では密度関数が、中央値で対称であること。
• 2つの集団を比較した正負符号とデータ差の絶対値の順位をもとに統計量を計算

分布パーセント点 ξα とは、分布関数 FX(ξα) = P(X ≤ ξα) = α,いいかえると逆関数より、ξα = F−1
X (α)と

なる点で、α = 1
2 = 0.5、ξ0.5 が中央値に他ならない。この値に関する検定を調べる。平均ではなく、中央値

は頑健性があり、ベイズ推定においても絶対偏差を最小とする優れた性質をもつ。

帰無仮説を中央値の値が mであること：H0: ξ.5 = m, 対立仮説は片側検定として m以上であること：

H1: ξ.5 > m

観測データ： X1, · · · , Xn

検定統計量:

W =
n

∑
i=1

ZiRi
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ここで Ri は mとの差の絶対値 |Xi − m|を並び替えた順位、Zi は Xi − mの符号、正負で ±1とした値。

たとえば、標本数が n = 5で,各データと mとの差を計算し、

X1 − m = 2.7, X2 − m = −1.3, X3 − m = −0.3, X4 − m = −3.2, X5 − m = 2.4

であれば、この値の絶対値の大きさで全てを並び替えて | − 0.3| < | − 1.3| < |2.4| < |2.7| < | − 3.2|となっ
ているから、

|X3 − m| < |X2 − m| < |X5 − m| < |X1 − m| < |X4 − m|

順位は、
R3 = 1, R2 = 2, R5 = 3, R1 = 4, R4 = 5

で、その差値の正負の符号は、

Z3 = −1, Z2 = −1, Z5 = 1, Z1 = 1, Z4 = −1

したがって

Wn =
n

∑
i=1

ZiRi = (−1) + (−2) + 3 + 4 + (−5) = −1

帰無仮説のもとでは

E(W) = 0, VarW =
n(n + 1)(2n + 1)

6
(5.3.1)

となる。

もし組となる２集団（Xi, Yi）, i = 1, 2, · · · , nを比較する場合であれば、

Wn = ∑
i

R+
i I{Xi − Yi > 0} = nU(1)

n +

(
n
2

)
U(2)

n

U1
n = n−1 ∑i I(Xi − Yi > 0), U2

n = (n
2)

−1 ∑i<j I((Xi − Yi) + (Xj − Yj) > 0) とする。cf:T.S.Ferguson,”U-

statistics”, Notes for stattistics 200C, Springer 2005. ここで R+
i は絶対値 | Xi − Yi |の値についての n個中

の順位で小さいときには全ての場合を計算できる：

(1) n = 3のとき、
W値 -6 -4 -2 0 2 4 6 計

場合の数 1 1 1 2 1 1 1 23 = 8
(2) n = 4のとき、

W値 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 計

場合の数 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 24 = 16
(3) n = 5のとき、

W値 -15 -13 -11 -9 -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 9 11 13 15 計

場合の数 1 1 1 2 2 3 3 3 3 3 3 2 2 1 1 1 25 = 32

正規近似：もし標本数が大きければ、中心極限定理が適用できる（Liapounov条件）から、

W − E(W)√
VarW

∼ N(0, 1)

により、検定をおこなう。

定理 5.3.1

２標本問題では、２つの母集団（第 1集団 X、第 2集団 Y）において、大きさを m, nとし、絶対値の値を並び

代えて、それぞれの順位の和を TX , TY とする。順位データは 1, 2, · · · , m + nである。TX で第 1集団の順位

和、TY で第 2集団の順位和とすると、

(1) TX + TY =
(m + n)(m + n + 1)

2
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(2) E[TX ] =
m (m + n + 1)

2

(3) Var[TX ] =
mn (m + n + 1)

12

が成り立つ。

２母集団分布 FX , FY を比較する検定は、

帰無仮説 H0 :すべての zで FX(z) = FY(z)

対立仮説 H1 :ある zで FX(z) ̸= FY(z)

分布に関する厳しい限定をせず、この統計量 TX をもちい、

H0 を棄却 ⇐⇒ |TX − E[TX ]|が大きい ⇐⇒ |TX − E[TX ]| ≥ k

ここで k の値は TX の漸近的正規性から、与えられる有意水準と正規分布のパーセント点をもちいて定めば

よい。

22222 練習問題 22222

問 5.3.1

中央値 m に関する符号検定で、n = 12個の観測値を得、帰無仮説 H0 : m = 40と対立仮説 H1 : m > 40

を考える。統計値として Y = {40 以下である観測値の個数 } とし、Y ≦ c ならば、H0 を棄却する。c と

p = F(40)を用いて、検出力 K(p)をもとめ、さらに c = 2のときの第 1種過誤の確率 αをもとめよ。ここで

Fは観測値の分布関数で連続、強単調増加とする。

問 5.3.2

中央値 mのまわりで対称な確率変数を考える。ウィルコクソンの検定をもちい、n = 16個の観測値から仮

説 H0 : m = 160, H1 : m > 160を調べる。観測値は以下の通り：

176.9 158.3 152.1 158.8

172.4 169.8 159.7 162.7

156.6 174.5 184.4 165.2

147.8 177.8 160.1 160.5

有意水準 0.05(第 1種の過誤確率)のもとで検定をおこなえ。

問 5.3.3

ウィルコクソンの検定は nが小さい場合には厳密な統計量W の分布を求めることができる。n = 1, 2, 3に

ついて、これをもとめよ。
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＝＝＝＝＝　練習問題の解答　＝＝＝＝＝
第 1.1節（1.1ページ）===============================================

問 1.1.1 (略）

問 1.1.2 (略)

問 1.1.3 (略)

第 1.2節（1.2ページ）===============================================

問 1.2.1 　 密度関数 f (x) から、その分布関数 F(x) を求めておく。分布関数は F(x) =
∫ t

−∞
f (x) dx =∫ t

0
f (x) dx =

∫ t

0
6x5 dx = t6 (0 ≤ t ≤ 1). また F(t) = 0, (−∞ < t < 0), F(t) = 1, (1 ≤ t < ∞) が得ら

れる。事象 max{X, Y, Z} ≤ t 　は同時事象 {X ≤ t} ∩ {Y ≤ t} ∩ {Z ≤ t} = {X ≤ t, Y ≤ t, Z ≤ t} と同
じである。また独立であることから、同時事象はそれぞれの確率の積になり、また同一分布という仮定から

P(X ≤ t) = P(Y ≤ t) = P(Z ≤ t) = F(t)である。したがって分布関数 FM(t) = P(max{X, Y, Z} ≤ t)は

P(max{X, Y, Z} ≤ t) = FM(t)3 = (t6)3 = t18, (0 ≤ t < 1) となる。ただし FM(t) = 0 (−∞ < t < 1), =

1 (1 ≤ t∞).

(注) 最小値の場合には、補事象を考え、P(min{X, Y, Z} ≤ t) = 1 − P(min{X, Y, Z} ≤ t) = 1 −
P(min{X, Y, Z} ≥ t) = 1 − P(X ≥ t, Y ≥ t, Z ≥ t) = 1 − {1 − F(t)}3 として計算する。

問 1.2.2 事象 Z ≤ t は X > 0 に注意して、Y ≤ tX と同じ。もしそうでない場合には正と負の場合に分

けて考える。正負の値によって、不等号の向きが異なるので十分に注意して計算しなければならない。した

がって (X, Y)の同時分布が独立性から、 fX,Y(x, y) = fX(x) fY(y) = e−xe−y, x, y > 0となるから、FZ(t) =

P(Z ≤ t) =
∫∫

Y/X≤t
fX,Y dxdy =

∫∫
Y≤tX

fX,Y dxdy =
∫ ∞

0
dx
∫ tx

0
fX,Y dy =

∫ ∞

0
e−xdx

∫ tx

0
e−y dy =∫ ∞

0
e−x(1 − e−tx)dx = 1 − (1 + x)−1, (t ≥ 0). ただし, FZ(t) = 0, (t < 0) これを微分すれば、密度関数

fZ(t) = (t + 1)2, (t ≥ 0),= 0 (t < 0)が得られる。

問 1.2.3 X のとり得る値から,Y のとり得る値を定める。このためには逆関数の関係をもちいる。事象

の関係： {Y = y} = {g(X) = y} = {X ∈ g−1(y)}. よって pY(y) = P(Y = y) = P(X ∈ g−1(y)) =

∑
{x:g(x)=y}

pX(x) = ∑
{xi :g(xi)=y}

1/n =
1
n
× [集合 {xi : g(xi) = y}を満たす個数]

問 1.2.4 密度関数の積分値は確率の全確率すなわち 1になるから、1 =
∫ ∞

−∞
f (x) dx =

∫ b

0
ax2 dx =

ab3

3
から、ab3 = 3という関係がある。いま Y = X3の密度関数 fY(y)をもとめるから、y = x3から　 x = y1/3,つ

まり, dx =
1
3

y1/3−1 dy =
dy

3y2/3 から、 fY(y)dy = f (x)dx = f (y1/3)
dy

3y2/3 = a(y1/3)2 dy
3y2/3 =

ay2/3

3y2/3 dy =

1/b3,範囲は (0 < x = y1/3 < b),つまり、0 < y < b3 で新しい密度関数 fY(y)は区間 [0, b3]上の一様分布に

等しい。

問 1.2.5 与えられた条件は fX(x) = 1/π, (−π/2 ≤ x ≤ π/2),= 0(その他) である。ここでは正接

関数 y = tan x の逆関数 x = tan−1 y = arctan y, （ただし ｙ 変域 −∞ < y < ∞ に対して、x 変域

−π/2 < x < π/2）、三角関数の正接関数の主値をもちいる。微分 y′ =
dy
dx

= (tan x)′ =
1

cos2 x
= sec2 x =

1 + tan2 x = 1 + y2 であるから、その逆関数の微分は
dx
dy

= (tan−1 y)′ = (arctan y)′ =
1
y′

=
1

1 + y2。した

がって fY(y) =
fX(tan−1 y)

|dy/dx|x=tan−1 y
=

1/π

1 + y2 =
1

π (1 + y2)
, (−∞ < y < ∞).

問 1.2.6 変換式は y1 = 2 x1, y2 = x2 − x1 と与えられているから、x1 =
y1

2
, x2 =

y1

2
+ y2 となる。変域

は 0 < x1 < x2 < ∞ には 0 < y1, 0 < y2 が対応する。ヤコビアン
∂(y1, y2)

∂(x1, x2)
= det

∣∣∣∣∣ 2 0

−1 1

∣∣∣∣∣ = 2。よっ

て fY1,Y2(y1, y2) =
fX1,X2(x1, x2)

|2| = 2e−x1 e−x2 × 1
2
= exp[−y1/2 − (y1/2 + y2)] = e−y1 e−y2 (0 < y1, 0 <
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y2)。この関係から、 fYi (y) = e−y,（y > 0）, i = 1, 2 とおけば、任意の y1, y2 に対して、 fY1,Y2(y1, y2) =

fY1(y1) fY2(y2)となるから、２つの確率変数は独立である。

問 1.2.7 変換式は y1 = x1/x2, y2 = x2 とするから、x1 = y1y2, x2 = y2 となる。ま

た領域は 0 < x1 < x2 < 1 に対して、0 < y1 < 1, 0 < y2 < 1。さらにヤコビアンは∣∣∣∣ ∂(y1, y2)

∂(x1, x2)

∣∣∣∣
x1=y1y2, x2=y2

=

∣∣∣∣∣det

∣∣∣∣∣ 1/x2 −x1/x2
2

0 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
x1=y1y2, x2=y2

=

∣∣∣∣ 1
x2

∣∣∣∣
x1=y1y2, x2=y2

= 1/y2。したがって

fY1,Y2(y1y2) = fX1,X2(x1, x2)

∣∣∣∣ 1
∂(y1, y2)/∂(x1, x2)

∣∣∣∣
x1=y1y2, x2=y2

= 8y1y2y2 × y2 = 8y1y3
2 = 2y1 × 4y3

2 ２つ

の密度関数 fY1(y) = 2y, fY2(y) = 4y3 とすると積に分離されるから、独立であることがわかる。

問 1.2.8 変換式のヤコビアンを求める。非負となるのは明らかだから、絶対値は省いてみると、

また逆関数の微分は求めた結果の逆数をとればよい。したがって y1 =
x1

x1 + x2
, y2 =

x1 + x2

x1 + x2 + x3
,

y3 = x1 + x2 + x3 より、x1 = y1y2y3, x2 = y2y3 − y1y2y3, x3 = y3 − y2y3, したがって
∂(x1, x2, x3)

∂(y1, y2, y3)
を求めて、その逆数をかければよい。偏微分 ∂xi/∂yj, i, j = 1, 2, 3 はそれぞれ計算してみると、∣∣∣∣∣∣∣∣

y2y3 y1y3 y1y2

−y2y3 y3 − y1y3 y2 − y1y2

0 −y3 1 − y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

y2y3 y1y3 y1y2

0 y3 y2

0 −y3 1 − y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

y2y3 y1y3 y1y2

0 y3 y2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = y2y2
3 したがって

fY1,Y2,Y3(y1, y2, y3) = e−x1 e−x2 e−x3 |x1=y1y2y3,x2=y2y3−y1y2y3,x3=y3−y2y3−y1y2y3
× y2y2

3 = exp(−y3)y2y2
3 とな

り、 fY1(y) = 1, (0 < y < 1), fY2(y) = 2y, (0 < y < 1), fY3(y) =
1
2

y2e−y, (y > 0)と分解できるから、３

つは独立であることが示される。

第 1.3節（1.3ページ）===============================================

問 1.3.1 Y = X1 + X2 とすると、仮定からモーメント母関数は MX1(t) = (1 − 2t)r1/2, MY(t) =

(1 − 2t)r/2 である。また X1, X2 の独立性から MY(t) = MX1+X2(t) = MX1(t) MX2(t) したがって関係

式として (1 − 2t)r/2 = (1 − 2t)r1/2 MX2(t) が得られる。よって MX2(t) = (1 − 2t)r/2 / (1 − 2t)r1/2 =

(1 − 2t)(r−r1)/2 つまり X2 ∼ χ2(r − r1)である。

問 1.3.2 Y = c1X1 + c2X2 とおくと、ガンマ分布のｍｇｆは MXi (t) = (1 − βit)−αi , i = 1, 2 だか

ら、MY(t) = E[etY] = E[et(c1X1+c2X2)] = E[etc1X1 ] E[etc2X2 ] = (1 − β1c1t)−α1(1 − β2c2t)−α2 もし β1c1 =

β2c2 = βとおくならば、MY(t) = E[etY] = (1 − βt)−(α1+α2) となる。よって Y ∼ Gam(α1 + α2, β)ここで、

β = β1c1 = β2c2 とする。

問 1.3.3 定義により、M = E[e(c1X1+c2X2+···+cnXn)t] = E[ec1X1t]E[ec2X2t] × · · · × E[ecnXnt] =

MX1(c1t)MX2(c2t) · · · MXn(cnt) = Πn
i=1MXi (cit)

問 1.3.4 パラメータ λiのポアソン分布に対するｍｇｆはMXi (t) = E[eXit] = exp[λi(et − 1)]であるから、

その独立な確率変数和 Y = ∑i Xi に対するmgf MY(t) = E[eYt] = E[ΠieXit] = ΠiE[eXit] = Πi exp[λi(et −
1)] = exp[∑i λi(et − 1)]。すなわち Y ∼ Po(∑i λi)。もし同一な分布、パラメータが λi = λ(i = 1, 2, · · · , n)

ならば Y ∼ Po(nλ)

問 1.3.5 第 1 段階での和と第 2 段階での和は合計すれば、その和に関する値は、平均 (n1 + n2)p, 分

散 (n1 + n2)pq となる。仮定から MXi (t) = E[eXit] = (pet + q)ni , (i = 1, 2)。したがって MX1+X2(t) =

E[e(X1+X2)t] = E[eX1t]E[eX2t] = (pet + q)n1 × (pet + q)n2 = (pet + q)n1+n2 つまり、Y ∼ Binom(n1 + n2, p)

第 2.1節（2.1ページ） ===============================================

問 2.1.1 E[(Xi − X)2] = E[({Xi − µ)− (X − µ)}2] = E[(Xi − µ)2 − 2(Xi − µ)(X − µ) + (X − µ)2}] =
var(Xi) + var(X) − 2E[(Xi − µ)(X − µ)]。ここで E[(Xi − µ)(X − µ)] = E[(Xi − µ) 1

n ∑j(Xj − µ)] =
1
n ∑j E[(Xi − µ)(Xj − µ)] =

1
n
{∑j ̸=i E[Xi − µ] E[Xj − µ] + E[(Xi − µ)2]} =

1
n

E[(Xi − µ)2]であるから、
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問 2.1.2 期待値（平均）については、E
[Xi + Xj

2

]
=

E[Xi] + E[Xj]

2
=

µ + µ

2
= µ より、E

[
X
]
=

1
(n

2)
∑
i<j

E
[Xi + Xj

2

]
= µ × 1

(n
2)

∑
i<j

1 = µ。また不偏分散とよばれる由縁であるが、２次モーメント（不偏分

散）の期待値は E

[
(Xi − Xj)

2

2

]
= 1

2 E[(Xi − µ)2 + (Xj − µ)2] = 1
2{var(Xi) + var(Xj)− 2E[(Xi − µ)(Xj −

µ)]} = 1
2{σ2 + σ2 + 0} = σ2 (i ̸= i)。したがってすべての i, j (i < j)に共通であり、これらの和をとるなら

ば、条件 {(i, j); i < j}を満たすものがすべて一定値 σ2 となるから、不偏性が示された。

問 2.1.3 (1)独立であるから、同時分布は積で表され、変換のヤコビアンを計算すればよい。

(2)この関係式から、和 Z,差の 2乗W2 も独立となるから、正規分布においては標本平均と標本分散が独立

になることがわかる。

問 2.1.4 標準正規分布の分布関数を Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2π

exp{−t2/2} dt とおくと、Φ(−x) =∫ −x

−∞

1√
2π

exp{−t2/2} dt = 1 − Φ(x) =
∫ ∞

x
1√
2π

exp{−t2/2} dt, (x > 0) だから、P(µ − c < X <

µ + c) = P
(
−c
√

n
σ2 <

X − µ

σ/
√

n
< c

√
n
σ2

)
= Φ(c

√
n/σ) − Φ(−c

√
n/σ) = 2Φ(c

√
n/σ) − 1 ≥ 0.954。

Φ(c
√

n/σ) ≥ 1.954
2

= 0.977。正規分布表から、c
√

n/σ ≥ Φ−1(0.977) = 2.00。n ≥ 4σ2

c2 。ここで、(a)

Xi ∼ N(µ, σ2) ⇒ X ∼ N
(

µ,
σ2

n

)
⇒ X − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1)。(b) NORMS.S.INV(α) = NORMS.INV(α, 0, 1) =

Φ−1(α), (0 < α < 1)を用いる。

問 2.1.5 事象 {X > Y}は事象 {X − Y > 0}に等しいことに注意する。いま Z = X − Y とおけば、X ∼
N(µ1, σ2

1 /n1), Y ∼ N(µ2, σ2
2 /n2)の差の分布はやはり正規分布で、分散が和になることから、Z ∼ N(µ, σ2),

σ2 =
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

,(２つの分散の和)。したがって P(Z > 0) = P
(

Z − µ

σ
>

−µ

σ

)
= 1 − Φ

(
−µ

σ

)
= Φ

(µ

σ

)
,

不等号の向きに注意。

問 2.1.6 確率変数
S2

σ2/n
= nS2/σ2 ∼ χ2(n− 1)をもちいる。P(a < S2 < b) = P

(
n a
σ2 < nS2/σ2 <

n b
σ2

)
=

F(
n b
σ2 )− F(

n a
σ2 ) = CHISQ.DIST(

n b
σ2 , n − 1, 1)− CHISQ.DIST(

n a
σ2 , n − 1, 1)で求められる。

問 2.1.7 モーメント母関数の定義から、E[exp{tS2}] = E
[

exp
(

n S2

σ2
t σ2

n

)]
= E

[
exp

(
X

t σ2

n

)]
。ここ

で X ∼ χ2(n − 1)より、MX(t) = (1 − 2 t)−(n−1)/2 である。したがって MS2(t) =
(

1 − 2 tσ2

n

)−(n−1)/2

=

(1 − β t)−α ここで α =
n − 1

2
, β = 2σ2/n とおいた。すなわち、これをパラメータとするガンマ分布、

S2 ∼ Gam
(

n − 1
2

,
2σ2

n

)
である。

第 2.2節（2.2ページ） ===============================================

問 2.2.1 確率変数が X ∼ Beta(a, b)だから、密度関数は fX(x) =
Γ(a + b)
Γ(a) Γ(b)

xa−1 (1− x)b−1, (0 < x < 1)

となるから、平均は EX =
∫ 1

0
x fX(x) dx =

Γ(a + b)
Γ(a) Γ(b)

∫ 1

0
xa (1 − x)b−1dx =

Γ(a + b)
Γ(a) Γ(b)

× Γ(a + 1) Γ(b)
Γ(a + b + 1)

=

a
a + b

。また分散は E[X2] =
∫ 1

0
x2 fX(x) dx =

Γ(a + b)
Γ(a) Γ(b)

∫ 1

0
xa+1 (1 − x)b−1dx =

Γ(a + b)
Γ(a) Γ(b)

×

Γ(a + 2) Γ(b)
Γ(a + b + 2)

=
a(a + 1)

(a + b)(a + b + 1)
より、var(X) = E[X2]− (EX)2 より、var(X) =

a(a + 1)
(a + b)(a + b + 1)

−(
a

a + b

)2
=

ab
(a + b)2 (a + b + 1)

で計算される。ここで Γ(α) = (α − 1)!に注意。

問 2.2.2 確率分布の t分布も正規分布と同様に y軸対称であることに注意して、自由度 (degree of freedom)

df = 15としているから、P(−c < T < c) = FT(c)− FT(−c) = FT(c)− (1 − FT(c)) = 2 FT(c)− 1 = 0.95。

ゆえに FT(c) = 1.95/2 = 0.975, df = 15. ∴ c = F−1
T (0.975) = T.INV(0.975, 15) = 2.131が得られる。t分
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布表から読み取る練習も必要。

問 2.2.3 仮定から, W ∼ F(m, n) つまり、独立なカイ２乗分布の比率が F 分布にしたがうことから、

X ∼ χ2(m), Y ∼ χ(n)とするとき、W =
Y/n
X/m

∼ F(m, n)、(分母分子の順に注意)であるから、逆数の分布

も F分布で、1/W =
X/m
Y/n

∼ F(n, m)となる。

問 2.2.4 F分布の確率について、上側 (right-hand-side)RTの確率は逆数の関係も用いる。たとえば、もし

W ∼ F(m, n)で P(W ≤ c) = 0.05を求める場合であれば、1/W ∼ F(n, m)であり、P(1/W ≥ 1/c) = 0.05

より、P(1/W ≤ 1/c) = 1 − 0.05 = 0.95よって 1/c = F.INV(0.95, n, m)から、c = 1/F.INV(0.95, n, m)。

問 2.2.5 自由度 nの t分布は標準正規分布 N と自由度 nのカイ２乗分布から、T(n) =
N(0, 1)√
χ2(n)/n

と定

められるものである。したがって２乗値は T2(n) =
N(0, 1)2

χ2(n)/n
=

χ2(1)
χ2(n)/n

= F(1, n)。ここで正規分布の２乗

は自由度 1のカイ２乗分布で、２つのカイ２乗分布の比率は F分布になることをもちいた。

問 2.2.6 確率変数 Xから、変換した確率変数 Y = 2Xを求めればよい。 fY(y) = fX(x)
∣∣∣∣ 1
dy/dx

∣∣∣∣をもちい
るから、x = y/2, dx/dy = 1/2, (y > 0)より、 fY(y) = e−y/2

∣∣∣∣12
∣∣∣∣ = 1

2
e−y/2, (y > 0)。Y ∼ Gam(1, 2) =

χ2(2)。ここで Z ∼ Gam(α, β) : fZ(z) =
zα−1

Γ(α) βα
exp{−z/β}1z>0(z) におけるパラメータが α = 1, β = 2

とすればよい。

また X ∼ Expo(1), Y ∼ Expo(1)より、2X ∼ χ2(2), 2Y ∼ χ2(2)であり、独立となることは明らか。した

がってその比率は
X
Y

=
(2X)/2
(2Y)/2

∼ χ2(2)/2
χ2(2)/2

= F(2, 2)となる。

第 3章

第 3.1節（3.1ページ） ===============================================

問 3.1.1 3 個のデータ Yi, i = 1, 2, 3 について fX(x) = 1, (0 < x < 1), FX(x) = x, (0 < x < 1) よ

り、 fY1,Y3(y1, y3) = 6(y3 − y1), (0 < y1 < y3 < 1) となる。したがって変換 Z = Y3 − Y1, W = Y3 を考

えれば、ヤコビアンの
∂(y1, y3)

∂(z, w)
の絶対値は 1 となるから、 fZ,W(z, w) = fY1,Y3(y1, y3) = 6(y3 − y1) = 6z,

0 < z < w < 1. したがって fZ(z) =
∫ 1

z
6z dw = 6z(1 − z), 0 < z < 1.

問 3.1.2 順序統計量の同時（結合）分布は、対称性と独立性から n 変量では、 f n
Y(y1, · · · , yn) =

n! f (y1) · · · f (yn), −∞ < y1 < · · · < yn < ∞ であるから、この分布から yn を yn−1 < yn < ∞ の範

囲で積分することで、周辺分布を求めていけばよい。すなわち f n
Y(y1, · · · , yn)から f n−1

Y (y1, · · · , yn−1)は

f n−1
Y (y1, · · · , yn−1) =

∫ ∞

yn−1

f n
Y(y1, · · · , yn) dyn =

= n! f (y1) · · · f (yn−1)
∫ ∞

yn−1

f (yn) dyn = n! f (y1) · · · f (yn−1)(1 − F(yn−1))

変数 yn−1 を範囲 yn−2 < yn−1 < ∞で積分すると

f n−2
Y (y1, · · · , yn−2) =

∫ ∞

yn−2

f n−1
Y (y1, · · · , yn−1) dyn−1

= n! f (y1) · · · f (yn−2)
∫ ∞

yn−2

f (yn−1)(1 − F(yn−1)) dyn−1

= n! f (y1) · · · f (yn−2)
(1 − F(yn−2))

2

2
と順次に上から下げていく。

f n−3
Y (y1, · · · , yn−3) =

∫ ∞

yn−3

f n−2
Y (y1, · · · , yn−2) dyn−2

= n! f (y1) · · · f (yn−3)
∫ ∞

yn−3

f (yn−2)
(1 − F(yn−2))

2

2
dyn−2

= n! f (y1) · · · f (yn−3)
(1 − F(yn−3))

3

2 · 3
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あるいは中間の変数 yi を範囲 yi−1 < yi < yi+1 で積分すると

f (−i)
Y (y1, · · · , yi−1, yi+1, · · · , yn) = f (−i)

Y (y1, · · · , (yi), · · · , yn) =
∫ yi+1

yi−1

n! f (y1) · · · f (yn) dyi

= n! f (y1) · · · f (yi−2){F(yi+1)− F(yi−1)} f (yi+2) · · · f (yn)

などと計算していけばよいから、n変量から、次数の少ないものへと帰着できる。

この方法では離散型の場合には成り立たない。それはタイのデータ、同順位の場合が起り得るから、このよ

うな密度関数からの積分ができないからである。

問 3.1.3 Yk の密度関数は fYk (x) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
xk−1(1 − x)n−k, (0 < x < 1) であり、n! = Γ(n +

1) = Γ(k + n − k + 1), (k − 1)! = Γ(k), (n − k)! = Γ(n − k + 1)の関係に注意すると α = k, β = n − k + 1

となる。

問 3.1.4 事象 {Yk > p} が起こることは、多くとも k − 1 個の観測データ Yi が区間 [0, p] に含まれるこ

と。一つの観測データがこの範囲に含まれる確率は p で、起らない確率は 1 − p であるから、P(Yk > p) =
k−1

∑
i=0

pi(1 − p)n−i となる。

問 3.1.5 一様分布であるから、F(x) = x, f (x) = 1(0 < x < 1),より、fYk (x) = n
(

n − 1
k − 1, n − k

)
xk−1(1−

x)n−k, fYj ,Yk (x, y) = n(n − 1)
(

n − 2
j − 1, k − j − 1, n − k

)
xj−1(y − x)k−j−1(1 − y)n−k,(j < k) であるから、平

均、分散、共分散の定義にしたがって計算する。(i) E[Yk] =
∫ 1

0
x fYk (x) dx = n

(
n − 1

k − 1, n − k

) ∫ 1

0
xk(1 −

x)n−k dx = n
(

n − 1
k − 1, n − k

)
B(k + 1, n − k + 1) = n

(n − 1)!
(k − 1)!(n − k)!

k!(n − k)!
(k + 1 + n − k + 1 − 1)!

=
k

n + 1
,

(ii) E[Y2
k ] =

∫ 1

0
x2 fYk (x) dx = n

(
n − 1

k − 1, n − k

) ∫ 1

0
xk+1(1 − x)n−k dx = n

(
n − 1

k − 1, n − k

)
B(k + 2, n −

k + 1) = n
(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
(k + 1)!(n − k)!

(k + 2 + n − k + 1 − 1)!
=

k(k + 1)
(n + 1)(n + 2)

, したがって分散は var(Yk) =

k(k + 1)
(n + 1)(n + 2)

−
(

k
n + 1

)2
=

k (n − k + 1)
(n + 1)2(n + 2)

(iii) E[Yj Yk] =
∫ ∫

0<x<y<1
xy fYj ,Yk (x, y) dxdy

=
∫ ∫

0<x<y<1
xy n(n − 1)

(
n − 2

j − 1, k − j − 1, n − k

)
xj−1(y − x)k−j−1(1 − y)n−k dxdy

= n(n − 1)
(

n − 2
j − 1, k − j − 1, n − k

) ∫ y

0
xj(y − x)k−j−1 dx

∫ 1

0
y(1 − y)n−k dy

= n(n − 1)
(

n − 2
j − 1, k − j − 1, n − k

) ∫ 1

0
tj(1 − t)k−j−1 dt

∫ 1

0
yky(1 − y)n−k dy

= n(n − 1)
(

n − 2
j − 1, k − j − 1, n − k

)
B(j + 1, k − j) B(k + 2, n − k + 1) =

j (k + 1)
(n + 1)(n + 2)

したがって cov(Yj, Yk) =
j (k + 1)

(n + 1)(n + 2)
− j

n + 1
k

n + 1
=

j (n − k + 1)
(n + 1)2(n + 2)

第 3.2節（3.2ページ） ===============================================

問 3.2.1 確率収束することは、任意の a > 0に対して、P(|Xn| > a) → 0 (a → ∞)であるから。しかし分

布収束については、極限の分布関数 limn Fn(x) = F(x)が、F(x) = 0, x < 0 = 1, x ≥ 0であるから、x = 0

では、F(0) = 1であり、limn Fn(0) = 0となって等号が成り立たない。このような点があるから、したがっ

て分布収束していない。

確率収束から分布収束を導く。まず Fn(x) = P(Xn ≤ x) = P(Xn ≤ x, X > x + ϵ) + P(Xn ≤ x, X ≤
x + ϵ) ≤ P( |Xn − X| > ϵ) + P(X ≤ x + ϵ) = P( |Xn − X| > ϵ) + F(x + ϵ) より、Fn(x)− F(x + ϵ) ≤
P( |Xn − X| > ϵ)。同様に F(x − ϵ) = P(X ≤ x − ϵ) = P(X ≤ x − ϵ, Xn ≤ x) + P(X ≤ x − ϵ, Xn ≤ x) ≤
P( |Xn − X| > ϵ) + P(Xn ≤ x) = P( |Xn − X| > ϵ) + Fn(x)より、F(x − ϵ)− Fn(x) ≤ P( |Xn − X| > ϵ)。

max{Fn(x)− F(x + ϵ), F(x − ϵ)− Fn(x)} ≤ P( |Xn − X| > ϵ)。
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仮定により、limn P( |Xn − X| > ϵ) = 0だから、max{limn Fn(x)− F(x + ϵ), F(x − ϵ)− limn Fn(x)} = 0.

つまり、F(x − ϵ) ≤ limn Fn(x) ≤ F(x + ϵ), ∀ϵ > 0。したがって F(x) = F(x−)となる（X の連続点）x で

は、limn Fn(x) = F(x)を得る。

問 3.2.2 カイ２乗分布の平均分散をもちいて、nS2
n/σ2 ∼ χ2(n − 1) であるから、E[nS2

n/σ2] = n − 1,

var(nS2
n/σ2) = 2(n− 1), E[S2

n] = (n− 1)σ2/n → σ2, var(S2
n) = 2(n− 1)σ4/n2) → 0したがって S2

n
P−→ σ2

問 3.2.3 Wn =
Sn − E(Sn)

n
とおけば、E(Wn) = 0であり、Var(Wn) =

Var(Sn)

n2 =
1
n2 ∑

i
σ2

i ≤ 1
n2 nM =

M
n

→ 0となる。したがって、Wn
P−→ 0。

問 3.2.4 もし独立同一分布ならば、
Sn − E(Sn)

n
P−→ 0は

Sn − nµ

n
=

Sn

n
− µ

P−→ 0より
Sn

n
P−→ µを得る。

問 3.2.5 |Xn − Yn| > ϵ を２つの場合、Xn − Yn < −ϵ, Xn − Yn > ϵ に分けて考える。{Xn ≤ x} ⊂
{Yn ≤ x + ϵ} ∪ {Xn − Yn ≤ −ϵ} から Fn(x) = P(Xn ≤ x) ≤ P(Yn ≤ x + ϵ) + P(Xn − Yn ≤ −ϵ) =

Gn(x + ϵ) + P(Xn − Yn ≤ −ϵ) となる。同様に、{Xn > x} ⊂ {Yn > x − ϵ} ∪ {Xn − Yn > ϵ} から
1 − Fn(x) = P(Xn > x) ≤ 1 − Gn(x − ϵ) + P(Xn − Yn > ϵ), Fn(x) ≥ Gn(x − ϵ)− P(Xn − Yn > ϵ) 。こ

の２つから、Gn(x − ϵ)− P(Xn − Yn > ϵ) ≤ Fn(x) ≤ Gn(x + ϵ) + P(Xn − Yn ≤ −ϵ),極限をとると確率収

束しているから、limn Gn(x − ϵ) = G(x − ϵ) ≤ limn Fn(x) ≤ limn Gn(x + ϵ) = G(x + ϵ) (∀ϵ > 0)ゆえに

limn Fn(x) = G(x)。

問 3.2.6 大数の弱法則から Xn → µ in probですなわち分布収束する。この定数 µ の分布関数は F(x) =

0 if x < µ,= 1 if µ ≤ x.

問 3.2.7 Xn ∼ Fn とすると、十分大きな nでは、Fn(x) = 0となり、恒常的にゼロになる関数は分布関数

になれないから、極限分布は存在しない。

第 3.3節（3.3ページ） ===============================================

問 3.3.1 モーメント母関数の極限と確率収束の関係をもちいる。仮定から MXn(t) = 1/(1 − βt)n で関

数 1/(1 − βt) は指数分布 Expo(β) = Gam(1, β). 平均は β であるから、大数の弱法則から Xn/n P−→ β,

Xn/n D−→ Expo(β).

問 3.3.2 χ2(n) = ∑n
i=1 X2

i ,ここで Xi ∼ N(0, 1)。自由度 nのカイ 2乗分布の平均は n,分散は 2nである

から、中心極限定理をもちいて正規近似される。

問 3.3.3 個数を求めると Yn = ∑i 1{a<Xi<b} である。ここで E[1{a<Xi<b}] =
∫ b

a
f(x)dx で、確率変数

1{a<Xi<b} は成功の確率パラメータが p =
∫ b

a
f (x) dxのベルヌーイ分布に等しい。よって Yn ∼ Binom(n, p)

で平均、分散が E(Yn) = np, var(Yn) = np(1 − p)という正規分布で近似される。

問 3.3.4 E(Xi) = 0, var(Xn) = E(X2
i ) =

∫ 1/2

−1/2
x2 dx = 2

∫ 1/2

0
x2 dx = 1/12中心極限定理より、Yn は

N(0,
n
12

)で近似できる。

問 3.3.5 Wn = n(1 − F(Yn) とおくと、P(Wn ≥ w) = P(n(1 − F(Yn) ≥ w) = P
(

F(Yn) ≤ 1 − w
n

)
=

P
(

maxi F(Xi) ≤ 1 − w
n

)
=
(

1 − w
n

)n
。ただし 0 < w < n とする。これから

(
1 − w

n

)n
→ e−w でパラ

メータ 1の指数分布。よってWn → Expo(1) in prob。

第 4章第 4.1節（4.1ページ） ===============================================

問 4.1.1 (a) fθ(xi) = e−θ θxi

xi!
, i = 1, 2, · · · , n であるから、 fθ(x1, x2, · · · , xn) = θx1+x2+···+xn

e−nθ

x1! · · · xn!
は, x = x1 + x2 + · · ·+ xn として L(θ) = ln fθ(x1, x2, · · · , xn) = xlnθ − nθ + ln(x1! · · · xn!) を θ で偏微分

し、ゼロとおくと、
∂

∂θ
L(θ) =

x
θ
− n = 0だから、θ̂ =

x
n
=

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= X、すなわち、標本平均。

(b) L(θ) = ∏
i

θxθ−1
i = θn

(
∏

i
xi

)θ−1

, 対数をとって lnL(θ) = n θ + (θ − 1)∑
i

lnxi となるから、

∂

∂θ
lnL(θ) =

n
θ
+ ∑

i
lnxi よって θ̂ = − n

∑i lnxi
を得る。ここで 0 < xi < 1より、lnxi < 0だから、θ̂ > 0で
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あることに注意。

(c) 指数分布だから、L(θ) = (1/θ)n exp{−∑i xi/θ} より、 ∂

∂θ
(−n ln θ − x

θ
) = −n

θ
+

x2

θ
= 0 (ここで

x = ∑i xi)として、θ̂ =
x
n
= X.

(d)絶対値が含まれている両側指数分布であることに注意する。またminθ ∑
i
|xi − θ|は {xi}の順序統計量

のうち、中央値 (median)で最小となるから、 θ = Md = med{xi}、すなわち中央値がMLEとなる。

(e)密度関数が正 fθ(x) > 0となる xの領域は {x : x > θ}であるから、L(θ) = exp[−∑
i

xi]enθ ∏
i

1{θ:θ<xi}(θ),

したがって∏
i

1{θ:θ<xi}(θ) ≤ 1{θ:θ<mini xi}(θ)となるから、不等号が成立するような θ の最大値としては、観

測値 {Xi}に対する最小値、θ̂ = mini Xi となる。

問 4.1.2 fθ(x1, x2, · · · , xn) = 1, if θ − 1/2 ≤ xi ≤ θ + 1/2, ∀i, θ である。このように範囲内では最大

値が一定であるから、θ − 1/2 ≤ Xi, ∀i より、θ − 1/2 ≤ mini Xi, よって θ ≤ mini Xi + 1/2。同様に順

序に注意して、xi ≤ θ + 1/2, ∀i より、maxi Xi − 1/2 ≤ θ となる。もし、ある関数 h(x1, x2, · · · , xn) が

maxi Xi −
1
2
≤ h(X1, X2, · · · , Xn) ≤ mini Xi +

1
2
であるならば、これは MLE となる。したがってこれを

満たすような関数 h はたくさん作れる。例えば、(i) h =
maxi Xi + mini Xi

2
(ii) h =

maxi Xi + 2 mini Xi
3

(iii) h =
4 maxi Xi + 2 mini Xi − 1

6
(vi) h =

2 maxi Xi + 4 mini Xi + 1
6

など。なぜならば、これら全て

maxi Xi − mini Xi ≤ 1を満たすから。

問 4.1.3 期待値と平均を等置させる方程式から、パラメータの推定値を定め、また一致性の証明には、

大数の弱法則や確率収束の関連定理をもちいる。(a) EXi = θ より、モーメント法では期待値と平均を等し

くするよう定めるから、θ∗ = X。一致性の証明は大数の弱法則から、明らか。(b) EXi =
∫ 1

0
xθxθ−1 dx =∫ 1

0
xθxθ dx =

θ

θ + 1
となる。したがって

θ

θ + 1
= Xより、θ∗ =

X
X + 1

。確率収束することとこの関数の連続

性から、X → θ

θ + 1
から、

X
1 − X

P−→ θ/(θ + 1)
1 − [θ/(θ + 1)]

= θ となり、ゆえに推定量 θ∗ は θ への一致性をもつ。

(c) EXi = θより、θ∗ = X。一致性は明らか。(d)対称性から明らかに EXi = θ。よって θ∗ = X。この一致性

も明らか。(e)期待値の計算は、y = x − θとおけばよいから、EXi =
∫ ∞

θ
xe−(x−θ) dx =

∫ ∞

0
(y + θ)e−y dy =

1 + θ。よって、θ∗ = X − 1。一致性は θ∗ = X − 1 → (1 + θ)− 1 = θ であるから。

問 4.1.4 確率 P(X ≤ r) =
∫ r

0

1
θ

e−x/θ dx = 1 − e−r/θ となるから、θ の最尤推定量は θ∗ = X であった

(4.1.1(c))から、この確率 P(X ≤ r) = 1 − e−r/θ の最尤推定量は 1 − e−r/X

問 4.1.5 ２項分布のパラメータ推定から、θ の推定量は X/n。つまり成功の回数における相対比率であっ

た。求める確率 P(a ≤ X ≤ b) = ∑b
k=a

(
n
k

)
θk(1− θ)n−k であるから、この式の θに X/nを代入すればよい。

第 4.2節（4.2ページ） ===============================================

問 4.2.1
X − µ

σ
√

n
∼ N(0, 1) から、P

(
−b <

X − µ

σ
√

n
< b

)
= Φ(b) − Φ(−b) = Φ(b) − (1 − Φ(b)) =

2Φ(b)− 1が信頼係数。信頼区間は X − b
σ√
n
< µ < X + b

σ√
n
で、その長さは X + b

σ√
n
− (X − b

σ√
n
) =

2b
σ√
n
となる。

問 4.2.2 分散の値が未知であるから、正規分布の分布関数値 Φ(b) の代わりに、t 分布のパーセン

ト値 FT(b) を用いる。つまり、2Φ(b) − 1 の代わりに 2FT(b) − 1 とする。P
(
−b <

X − µ

S
√

n − 1
< b

)
=

FT(b)− FT(−b) = FT(b)− (1 − FT(b)) = 2FT(b)− 1を信頼係数とする。ただし bは自由度 n − 1の t分布

表をもちいる。
X − µ

S
√

n − 1
∼ T(n − 1)で、信頼区間は X − b

S√
n − 1

< µ < X + b
S√

n − 1
であるから、その

長さは X + b
S√

n − 1
− (X − b

S√
n − 1

) = 2b
S√

n − 1
となる。
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問 4.2.3 未知の標準偏差 σ を用いる。S =
σ√
n

√
nS2

σ2 と変形すると、
nS2

σ2 ∼ χ2(n − 1) であるか

ら、信頼区間の長さ 2bS/
√

n − 1 に対する期待値は E
[

2b√
n − 1

S
]

= E
[

2b√
n − 1

σ√
n

√
χ2(n − 1)

]
=

2b√
n − 1

σ√
n

∫ ∞

0

√
x fχ2(x) dx ここで fχ2(x) は χ2(n − 1) の密度関数。さらに変数変換をおこない、計算

する。

問 4.2.4 ガンマ分布に対しては、E(Xi) = αβ, var(Xi) = αβ2 であるから、中心極限定理により、
X − αβ√
αβ/

√
n

=
X − µ

µ/
√

αn
∼ N(0, 1) となる。したがって c = 1/

√
αn とおけば、P

(
−b <

X − µ

cµ
< b

)
=

Φ(b)− Φ(−b) = 2Φ(b)− 1。この確率が信頼係数の値 aになるから、b = Φ−1
(

a + 1
2

)
。信頼区間は−b <

X − µ

cµ
< bを µについて解けばよいから、(1 − bc)µ < X < (1 + bc)µとしてから、、

X
1 + bc

< µ <
X

1 − bc
を得る。

問 4.2.5 信頼区間の長さを L, 信頼係数を a と与える。したがって２項母集団では X = ∑i Xi, X ∼

Binom(n, p) として
∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ < L
2

, a = 2Φ

(
L/2√

p(1 − p)/n

)
− 1。

L
√

n
2
√

p(1 − p)
> Φ−1

(
a + 1

2

)
。p(1 −

p) ≥ 1/4より、
L
√

n
2
√

1/4
> Φ−1

(
a + 1

2

)
= c,よって L

√
n > c の形になる。. n > (c/L)2 という評価が得

られる。

第 4.3節（4.3ページ） ===============================================

問 4.3.1 未知の分散 σ2
1 , σ2

2 を両方消去できる統計量が求められていないから。正規分布：
Z√

σ2
1 /n + σ2

2 /m
=

X − Y − (µ1 − µ2)√
σ2

1 /n + σ2
2 /m

∼ N(0, 1),カイ２乗分布：W =
S2

1
σ2

1 /n
+

S2
2

σ2
2 /m

∼ χ2(n + m − 2),

T分布：
Z√

W/(n + m − 2)
∼ T(n + m − 2)である。ここで、S2

1 =
1
n ∑i(Xi − X), S2

2 =
1
m ∑i(Yi − Y). こ

のように、２つの未知数が入っているから、σ2
1 , σ2

2 について解くことができない。

問 4.3.2 もし σ2
1 = c σ2

2 であれば、未知数が減り、１個の σ2
2 だけとできる。したがって

σ2
1

n
+

σ2
2

m
=

c σ2
2

(
1
n
+

1
cm

)
,

n S2
1

σ2
1

+
m S2

2
σ2

2
=

n S2
1 + cm S2

2
c σ2

2
。このような式変形が可能となるから、比率 c がわかってい

るならば、σ2
2 について解けば、分布のパーセント値から、これを含む区間、すなわち信頼区間が求められる。

第 4.4節（4.4ページ） ===============================================

問 4.4.1 与えられた検定は LRT（尤度比検定）によって、棄却域が定まり、この領域が最良であることは、

ネイマン=ピアソンの補題と同様な条件つき最小化問題（第１種の過誤を一定にし、第２種の過誤を最小にす

る）で求められる。この領域が cの値だけで定まり、θ > θ0 に依らないことから、一様最強力となる。

問 4.4.2 仮定によって、 f0(x) = 1/6, x = 1, 2, · · · , 6で、 f1(x) = 1/4, x = 1, 2, f1(x) = 1/8, 3, · · · , 6

としている。よって尤度比 L(x) = f1(x)/ f0(x) は, L(x) =
1/4
1/6

= 3/2, x = 1, 2 また L(x) =
1/8
1/6

=

3/4, x = 3, 4, 5, 6となる。尤度比の値 λは 3/4, 3/2をとるから、0 < λ < 3/4では H0 を棄却、このときは

α = 1, β = 0。3/4 < λ < 3/2では, x = 1, 2ならば H0 を棄却で、x = 3, 4, 5, 6ならば、H0 を採択とする。

このときは α = 1/3, β = 1/2。0 < λ < 3/4ではすべて H0 を採択。このときは α = 0, β = 1。、

有意水準を α = 0.1とするから、λ = 3/2として、採択は x = 3, 4, 5, 6, 棄却は x = 1, 2で確率 a とおく。

α = 1/3a = 0.1より、a = 0.3となるから、β = 1/2 + 1/2(1 − a) = 1/2 + 1/2 × 0.7 = 0.85。

問 4.4.3 帰無仮説から np = 200, np(1 − p) = 100 である。X = 220 で第１種の過誤の確率は α =

1 − Φ

(
X − np√
np(1 − p)

)
= 1 − Φ(2) = 1 − 0.977 = 0.023であるから、この値が有意水準, p値である。

第 4.5節（4.5ページ） ===============================================
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問 4.5.1 ∑i
(Xi − npi)

2

npi
を計算するから、観測値 Xi を代入して、

(40 − 50)2

50
+

(33 − 30)2

30
+

(27 − 20)2

20
= 2.00 + 0.30 + 2.45 = 4.75。カイ２乗分布表から、自由度 2 、有意水準 0.05 では

P(χ2(2) > 5.99) = 0.05より、棄却域は 5.99以上だから、含まれない。したがって帰無仮説は棄却されない。

採択と考えられる。

問 4.5.2 各マスの期待度数を周辺度数から求めると、

A B C 計

標本 1 33 147 114 294

標本 2 67 153 86 306

計 100 300 200 600

=⇒ A B C

標本 1 49 147 98

標本 2 51 153 86

この内訳計算は (A, 1) = 294 × 100/600 = 49, (B, 1) = 294 × 300/600 = 147, (C, 1) = 294 × 200/600 =

98, (A, 2) = 306 × 100/600 = 51, (B, 2) = 306 × 300/600 = 153, (C, 2) = 306 × 200/600 = 102である。

カイ２乗統計量は
(33 − 49)2

49
+

(147 − 147)2

147
+

(114 − 98)2

98
+ · · ·+ (86 − 102)2

102
= 5.224 + 0.0 + 2.612 +

5.02 + 0.0 + 2.510 = 15.366自由度は (2 − 1)(3 − 1) = 1 × 2 = 2, P(χ2(2) > 5.99) = 0.05, 15.366 > 5.94

であるから、帰無仮説は棄却される。

問 4.5.3 分割表の期待度数は

属性 B1 属性 B2

属性 A1 e11 e12

属性 A2 e21 e22

とおけば、行周辺度数が a + b, c + d, 列周

辺度数が a + c, b + d であるから、各セルの期待度数は e11 =
(a + b)(a + c)
a + b + c + d

, e12 =
(a + b)(b + d)
a + b + c + d

, e11 =

(a + c)(c + d)
a + b + c + d

, e11 =
(c + d)(b + d)
a + b + c + d

である。。これから、a − e11 =
ad − bc

a + b + c + d
, b − e12 =

bc − ad
a + b + c + d

,

c − e21 =
bc − ad

a + b + c + d
, d − e22 =

ad − bc
a + b + c + d

となる。対称行列である。これをカイ 2 乗統計量に当て

はめると、答えが得られる。ここで (c + d)(b + d) + (a + c)(c + d) + (a + b)(b + d) + (a + b)(a + c) =

(a + b + c + d)2 となることに注意する。

第 4.6節（4.6ページ） ===============================================

問 4.6.1 同時確率密度 x = (x1, x2, · · · , xn)は

fθ(x) =
n

∏
i=1

e−θxi θ xi
xi!

=
e−n θθu(x)

x1!x2! · · · xn!

となるから、g(θ, u(x)) = e−n θθu(x),また h(x) = 1/(x1!x2! · · · xn!)とする。

問 4.6.2 x = (x1, x2, · · · , xn)に対して、 fθ(x) =

{
{A(θ)}nB(x1)B(x2) · · · B(xn) all i, 0 < xi < θ

0 otherwise
。

この式を示性関数 IA(x) = 1, x ∈ A,= 0, x /∈ A を用いれば、関数の積は積集合で IA(x)IB(x) = IA∩B(x)

となる。書き直しすれば、 fθ(x) = {A(θ)}n ∏i B(xi)Imaxi xi<θ となるから、g(θ, u(x)) = {A(θ)}n Imaxi xi<θ ,

h(x) = ∏i B(xi)とおけばよい。

問 4.6.3 fθ(x) = ∏i θ(1 − θ)xi = θn(1 − θ)u(x) だから、g(θ, u(x)) = θn(1 − θ)u(x), h(x) = 1

問 4.6.4 fθ(x) = ∏
i

1
θ

e−θxi = θ−n exp[−(∑
i

xi)/θ]だから、g(θ, u(x)) = θ−n exp[(−u(x)/θ], h(x) = 1

問 4.6.5 Γ(θ) = θ − 1, Γ(2) = 1 より、B(θ, 2) = Γ(θ + 2)/[Γ(θ)Γ(2)] = (θ + 1)θ であるから、

fθ(x) = ∏
i

1
B(θ, 2)

xi
θ−1(1 − xi) = ∏

i
(θ + 1)θxθ−1

i (1 − xi) = {(θ + 1)θ}n

(
∏

i
xi

)θ−1

∏
i
(1 − xi) だ

から、g(θ, u(x)) = {(θ + 1)θ}nu(x)θ−1, h(x) = ∏
i
(1 − xi).
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問 4.6.6 fθ(x) = ∏
i

1
Γ(θ)

xθ−1
i e−xi =

1
Γ(θ)n ∏

i
xθ−1

i e−∑i xi =
1

Γ(θ)n u(x)θ−1 exp[−∑ xi].

g(θ, u(x)) = Γ(θ)−nu(x)θ−1, h(x) = exp[−∑ xi].

問 4.6.7 Pθ(X′
1 = x1, · · · , X′

n = xn) = ∏
i

θxi (1 − θ)1−xi = θ∑i xi (1 − θ)n−∑i xi = θy(1 − θ)n−y =

u(θ, y), X′
1 + · · · + X′

n = X1 + · · · + Xn = Y であれば、Pθ(X′
1 = x1, · · · , X′

n = xn) = Pθ(X1 =

x1, · · · , Xn = xn)が成り立つ。

問 4.6.8 (1) 連続型確率変数の場合を計算するが、離散型でも同様。同時分布と周辺分布の関係か

ら fY(y) =
∫

fX,Y(x, y)dx と fY|X(y|x) = fX,Y(x, y)/ fX(x) が成り立っている。したがって E[Y] =∫
y fY(y) dy =

∫
y
∫

fX,Y(x, y) dxdy =
∫ (∫

y fY|X(y|x) dy
)

fX(x)dx =
∫

(E[Y | X = x]) fX(x)dx =

E[ E[Y | X] ]. (2) {Y − E[Y | X]}{E[Y | X]− E[Y]} = YE[Y]− E[Y | X]E[Y] + YE[Y | X]− {E[Y | X]}2 と展

開して両辺の期待値をとると、E[Y] は定数であることに注意して、(右辺)= E[Y]E[Y]− E[E[Y | X]]E[Y] +

E[YE[Y | X]]− E[{E[Y | X]}2] = E[YE[Y | X]]− E[{E[Y | X]}2] = E[E[Y | X]E[Y | X]]− E[{E[Y | X]}2] =

0. (3) 証明すべきの式 Var(X) = E[Var(X |Y)] + Var(E[X |Y]) における右辺第 1 項は E[Var(X |Y)] =

E
[
E[X2 |Y]− {E[X |Y]}2] = E

[
E[X2 |Y]

]
− E

[
{E[X |Y]}2] = E

[
X2]− E

[
{E[X |Y]}2] であり、また右

辺第 2項は、分散の定義からVar(E[X |Y]) = E
[
{E[X |Y]}2]−{E[E[X |Y]]}2 = E

[
{E[X |Y]}2]−{E[X]}2

となる。加え合わすことで E[Var(X |Y)] + Var(E[X |Y]) = E[X2] − {E[X]}2 = Var(X) したがって関係

式が証明された。(4) 条件つき分散は Var(X |Y) ≥ 0 であるから、常に E[Var(X |Y)] ≥ 0 となる。よって

Var(E[X |Y]) ≤ Var(X) が得られる。条件を与えることで変動の要因が少なること、条件つきのほうが分

散が小さくなることがあるを示している。この等号が成り立つときは E[Var(X |Y)] = 0 のとき。つまり、

Var(X |Y) ≥ 0だから Var(X |Y) = 0でなければならない, Y の情報が完全に X を決定する、言いかえると、

ある関数 hがあって、X = h(Y)のときに他ならない。

問 4.6.9 m = 1とした指数族であるから、fθ(x) = a(θ)b(x) exp[p(θ)K(x)]として、fθ(x1, x2, · · · , xn) =

∏i fθ(xi) = ∏i a(θ)b(xi) exp[p(θ)K(xi)] = {a(θ)}n ∏i b(xi) exp[p(θ)∑i K(xi)] の形。指数関数を

exp[p(θ)∑i K(xi)] = exp[p(θ)y] = g(θ, u(x)) = g(θ, y)とし、h(x) = {a(θ)}n ∏i b(xi)と分解できるから、

十分統計量である。完備性は、指数関数 y = exp(x),−∞ < x < ∞がゼロになることはないから。

問 4.6.10 （略）

問 4.6.11 fθ(x) = exp[−∑i(xi − θ)]Imin xi>θ , x = (x1, · · · , xn) だから、Y = min Xi は十分統計量。

完備であることは

P(Y1 > y) = P(X1 > y)× · · · × P(Xn > y) =
(∫ ∞

y
exp{−(x − θ)} dx

)n
= exp{−n(y − θ)}

したがって
FY1(y) = 1 − exp{−n(y − θ)}, fY1(y) = nen(y−θ Iy>θ .

これからパラメータ θ のもとでの g(Y1)の期待値は

Eθ [g(Y1)] =
∫ ∞

−∞
g(y) fY1(y) dy =

∫ ∞

θ
g(y)nen(y−θ) dy

で、すべてのパラメータでゼロとなるときは, ne−nθ で割ると
∫ ∞

y g(y)enydy = 0 となる。微分をすれば、

−g(θ) exp(nθ) = 0となり、g(θ) = 0, ∀θ. すなわち完備であることが示された。

つぎに Y の推定量 ϕ(Y)で不偏統計量を求めればよいから、ϕ(y) = y − 1/nとすればよいことを示す。

Eθ [Y] =
∫ ∞

−∞
y fY1(y) dy =

∫ ∞

θ
ynen(y−θ) dy =

∫ ∞

θ
(y − θ)nen(y−θ) dy + θ

∫ ∞

θ
nen(y−θ) dy =

1
n
+ θ

すなわち不偏推定量 Eθ [ϕ(Y)] = E[ϕ(Y) | θ] = E[Y − 1
n | θ] = θ.

問 4.6.12 密度関数は fθ(x) = θxθ−1 = θe(θ−1) ln x と変形できるから、この形から指数族に属する。

fθ(x1, · · · , xn) = ∏i fθ(xi) = ∏i θe(θ−1) ln xi = θne(θ−1)∑i ln xi = θne(θ−1) ln y = θnyθ−1 = {θu(x)(θ−1)}n こ
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こで y = ∏i xi, u(x) = y1/n = (∏i xi)
1/n した。このように分解できるから、u(X) = y1/n = (∏i Xi)

1/n

が十分統計量である。完備性は指数族であるから成り立つ。最尤推定量は、同時密度関数の対数、すな

わち対数尤度を計算してみればよい。対数をとると ln fθ(x) = nθ + (θ − 1) ln y だから、両辺を微分し

て、ゼロとおくことから、最尤推定量が求められる。すなわち n
1
θ
+ ln y = 0 より、推定量を θ̂ として

θ̂ = −n/ ln Y = −1/ ln u(X)となり、u(X) = u(X1, · · · , Xn)の関数である。鍵となっている性質は、Y が

十分統計量であれば、1対 1対応の関数 gによる情報 g(Y)も同じ情報を与え、逆もそう。

問 4.6.13 密度関数 fθ の形から、X ∼ Gamma(2, 1/θ) である。よってその n 個の和の分布は Y =

∑i Xi ∼ Gamma(2n, 1/θ)となる。期待値は

Eθ

[
1
Y

]
=
∫ ∞

0

1
y

1
Γ(2n)(1/θ)2n y2n−1eθy dy =

θ

Γ(2n)
Γ(2n − 1) =

θ

2n − 1

ここで、途中の積分計算には z = θyと変換すればよい。したがって Eθ

[
2n − 1

Y

]
= θ となるから、不偏推定

量は
2n − 1

Y
でしかも UMVUEである。

問 4.6.14 ベルヌーイ分布の密度は、 fθ(x) = θx(1 − θ)1−x = (1 − θ)
(

θ
1−θ

)x
= (1 − θ)ex ln(θ/1−θ), x =

0, 1 となるから、指数族である。2 項分布 Binom(n, θ) も同様に、 fθ(x) =

(
n
x

)
θx(1 − θ)n−x =

(
n
x

)
(1 −

θ)n
(

θ

1 − θ

)x
= (1 − θ)n

(
n
x

)
ex ln(θ/1−θ), x = 0, 1, · · · , n となり、指数族である。ベルヌーイ試行の同時

分布は fθ(x1, · · · , xn) = θx1(1 − θ)1−x1 × · · · × θxn(1 − θ)1−xn = θ∑i xi (1 − θ)n−∑i xi = θy(1 − θ)n−y =

(1− θ)n(θ/1− θ)yから、完備十分統計量であり、不偏性も Eθ [Y] = Eθ [X1 + · · ·+Xn] = nθから Eθ [Y/n] = θ

から示され、よって Y/nが UMVUEとなる。標本平均が母平均の推定量としてよく用いられる由縁である。

つぎに Y2 = (X1 + X2)/2 の期待値は E[Y2] = Eθ [Y2] = (EθX1 + Eθ X2)/2 = (θ + θ)/2 = θ であり、

E[Y1] = Eθ [Y1] = Eθ [X1 + · · ·+ Xn] = nθとなっている。つまり、Y1/nは θの不偏推定量である。条件つき

期待値の関係式から、一般に E [ E[Y2 |Y1] ] = E[Y2]が成り立つ。２つの不偏推定量 E[Y2 |Y1], Y1/nがあって

E [E[Y2 |Y1]− Y1/n] = 0であるから、十分性と完備性の性質から、E[Y2 |Y1]−Y1/n = 0. E[Y2 |Y1] = Y1/n

が成り立つ。これから条件つき期待値で E[X1 + X2 | X1 + · · ·+ Xn = k] = 2k/n k = 0, 1, 2, · · · , n.

問 4.6.15 仮定から Xi ∼ N(0, θ) を標準正規分布に直すと Xi/
√

θ ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · , n である。

よってその 2 乗値の和 Y/θ = ∑i(Xi/
√

θ)2 は n 個が独立であるから、自由度 n のカイ 2 乗分布 χ(n) とな

る。平均は n,分散は 2n。2次モーメントは分散と平均の 2乗の和であるから、E[(Y/θ)2] = n2 + 2nとなっ

ている。したがって E[Y2] = θ2(n2 + 2n) より、不偏推定量は E[Y2/(n2 + 2n)] = θ2 となる。これが θ2 に

対する UMVUEである。

問 4.6.16 ポアソン分布の密度関数は fθ(x) =
θx

x!
e−θ , x = 0, 1, 2, · · · であり、 fθ(x) = e−θ 1

x!
exp{x ln θ}

となるから指数族である。よって Y = ∑i Xi は完備十分統計量となる。

(a) E[ E[I{X1≤1} |Y] ] = E[I{X1≤1}] = P(X1 ≤ 1) = P(X1 = 0) + P(X1 = 1) = exp(−θ)/0! +

θ exp(−θ)/1! = (1 + θ) exp(−θ), P(X1 ≤ 1, Y = y) = P(X1 = 0, Y = y) + P(X1 = 1, Y = y) であり、

P(X1 = 0, Y = 0) = 1, P(X1 = 0, Y = 1) = 0, また同一分布であるから P(X1 = 1, Y = 0) = 0, P(X1 =

1, Y = 1) = 1/n.

(b) P(X1 = r |Y = s) = P(X1 = r | X1 + · · · + Xn = s) =
P(X1 = r, X1 + · · ·+ Xn = s)

P(X1 + · · ·+ Xn = s)
=

P(X1 = r, X2 + · · ·+ Xn = s − r)
P(X1 + · · ·+ Xn = s)

=
P(X1 = r) P(X2 + · · ·+ Xn = s − r)

P(X1 + · · ·+ Xn = s)
, ここで (分子) =

e−θθr

r!
×

e−(n−1)θ {(n − 1)θ}s−r

(s − r)!)
, (分母) =

exp(−nθ)(nθ)s

s!
であるから、整理をすると、

s!
r!(s − r)!

(n − 1)s−r

ns =(
s
r

)(
1
n

)r (n − 1
n

)s−r
, r = 1, 2, · · · , s ∼ Binom

(
s,

1
n

)
. とくに r = 0のときには、

1
n

.
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(c) y > 0ならば、P(X1 = 0 |Y = y) =
(

1 − 1
n

)y
, P(X1 = 1 |Y = y) = y

(
1
n

)(
1 − 1

n

)y−1
. 和をと

ると、P(X1 ≤ 1 |Y = y) =
(

1 − 1
n

)y
+ y

(
1
n

)(
1 − 1

n

)y−1
=

(
n − 1

n

)y (
1 +

y
n − 1

)
. y = 0のときは

E[X1 ≤ 1 |Y = 0] = P[X1 = 0 |Y = 0] = 1.

問 4.6.17 θ = (θ1, θ2)とすると、∏i I{xi>θ1} = I{mini xi>θ1} となるから同時密度関数は

fθ(x1, · · · , xn) =
1
θn

2
exp

[
−∑

i

xi − θ1

θ2

]
I{mini xi>θ1} =

1
θn

2
exp

[
− 1

θ2

(
∑

i
xi − nθ1

)]
I{mini xi>θ1}

となり、Y = (Y1, Y2),ただし Y1 = mini Xi, Y2 = ∑i Xi が十分統計量であることがこの形からわかる。

第 4.7節（4.7ページ） ===============================================

問 4.7.1 （略）

問 4.7.2 （略）

問 4.7.3 （略）

問 4.7.4 h(θ) = θr−1(1 − θ)s−1, fθ(x) =
(

n
x

)
θx(1 − θ)n−x であり、δ(x)の分子は

∫ 1
0 θh(θ) fθ(x) dθ =

B(r + x + 1, n − x + s), また分母は
∫ 1

0 h(θ) fθ(x) dθ = B(r + x, n − x + s). したがって δ(x) =
Γ(r + x + 1)

Γ(r + x)
Γ(r + s + n)

Γ(r + s + n + 1)
=

r + x
r + s + n

.

問 4.7.5 リスク関数は Rθ(θ) = Eθ [(δ(X)− θ)2]において、δ(X) =
r + X

r + s + n
を代入し、Eθ [X − nθ] = 0,

Eθ [(X − nθ)2] = Var(X) = nθ(1 − θ)をもちいると

Rδ(θ) =
1

(r + s + n)2 {nθ(1 − θ) + (r − rθ − sθ)2}

=
1

(r + s + n)2

[(
(r + s)2 − n

)
θ2 + (n − 2r (r + s)) θ + r2]

問 4.7.6 r = s =

√
n

2
であれば、(r + s)2 − n = 0, n − 2r (r + s) = 0から、Rδ(θ) =

r2

(r + s + n)2 で θ

に依らない。

問 4.7.7 決定 δ をもちいたときの期待損失 B(δ) =
∫ ∞
−∞ h(θ)Rδ(θ) dθ とする。一方 ϕ をより小さな決定

とすると、Rϕ(θ) < Rδ(θ) = Rδ, ∀θ. 期待損失が B(ϕ) < B(δ)となるから、θ がベイズ推定であることに矛盾

する。

第 5章

第 5.1節（5.1ページ） ===============================================

問 5.1.1 平均 µX , µY,分散 σ2
X = Var(X), σ2

Y = Var(Y)、共分散 σXY = Cov(X, Y)とすると、

M(c, d) = E[({Y − µy} − {c(X − µX) + d})2] = σ2
Y + c2σ2

X + d2 − 2cσXY

これから、最小化を考えると c =
σXY

σ2
X

=
ρσXσY

σ2
X

= ρ
σY
σX

,また d = 0となる。最小値は σ2
Y(1 − ρ2).

問 5.1.2 (1) E[XY] = E[X]E[Y] より、共分散がゼロとなるから、相関係数もゼロ。(2) X = cos θ, Y =

sin θであれば、X2 +Y2 = 1の関係から、独立ではない。しかし E[XY]−E[X]E[Y] =
1

2π

∫ 2π
0 sin θ cos θ dθ −

1
2π

∫ 2π
0 cos θ dθ · 1

2π

∫ 2π
0 sin θ dθ = 0. (3) 2 変量正規分布では、相関係数が ρ であり、密度関数の形から、

これがゼロであることが、独立である、すなわち２つの密度関数の積となるための必要十分条件である。

問 5.1.3 (1) L(a, b) = ∑i{yi − (axi + b)}2 の１次、２次微分係数を求める。 ∂L
∂a = −2 ∑i{yi − (axi +

b)}xi = −2(sxy − asxx − bsx)
∂L
∂b = −2 ∑i{yi − (axi + b)} = −2(sy − asx − nb)ここで、sx = ∑i xi, sy = ∑i yi, sxx = ∑i xixi, sxy = ∑i xiyi

と、x = 1
n sx, y = 1

n sy, σxx = 1
n sxx − (sx/n)2 などとおいた。この微分係数をゼロとおいて得られる a, bに関
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する連立方程式（正規方程式）:{
a sx2 + b sx = sxy

a sx + n b = sy
,

(
sx2 sx
sx n

)(
a
b

)
=

(
sxy
sy

)
を解いて 

a =
nsxy − sxsy

nsxx − (sx)2 =
σxy

σxx
,

b = −x
(

σxy
σxx

)
+ y

となる。また
∂2L
∂a2 = 2 ∑i x2

i ,
∂2L
∂b2 = 2 ∑i y2

i ,
∂2L
∂a∂b

= 2n. であるから、Hesse 行列の行列式は、n > 0,

sxx > 0, nsxx − (sx)2 = n2(σxx) > 0で正定値であるから、極値が最小値となる。

問 5.1.4 (1) 独立性から、積を分解できるから、Var(XY) = E[(XY)2]− (E[XY])2 = E[X2]E[Y2] 　−
(E[X]E[Y])2 = (σ2

X + µ2
X)(σ

2
Y + µ2

Y)− µ2
Xµ2

Y = σ2
Xσ2

Y + µ2
Xσ2

Y + µ2
Yσ2

X

(2) Var(aX + bY) = a2Var(X) + b2Y + 2abCov(X, Y) = a2σ2
X + b2σ2

Y + 2abρσXσY 独立としているから、

ρ = 0. よって Var(aX + bY) = 　 a2σ2
X + b2σ2

Y

(3) Cov(X, X + Y) = Cov(X, X) + Cov(X, Y) = Var(X, X) + Cov(X, Y) = σ2
X + ρσXσY = σ2

X .

(4) 相関係数の添え数に確率変数を明記してこなかった理由は、当然 (X, Y)という組が前提であったからで

いまの場合 (X, X + Y)であるから、これを記して、前述の結果をもちいると、

ρX,X+Y =
Cov(X, X + Y)

σX σX+Y
=

σ2
X

σX

√
σ2

X + σ2
Y

=
σX√

σ2
X + σ2

Y

(5)
Cov(X, XY) = E[(X · XY)]− E[X] E[XY] = E[X2]E[Y]− (E[X])2E[Y]

= (σ2
X + µ2

X) µY − µ2
X µY = σ2

X µY

問 5.1.5 S2
x = ∑i x2

i , S2
y = ∑i y2

i , Sxy = ∑i xiyi とおく。データの和と差とのそれぞれの場合 xi ± yi を同

時に考えて、0 ≤ ∑i(xi ± yi)
2 = ∑i x2

i ± 2 ∑i xiyi + ∑i y2
i = S2

x ± 2Sxy + S2
y = (Sx ±

Sxy
Sx

)2 +
S2

xS2
y − S2

xy

S2
x

.

したがって S2
xS2

y − S2
xy ≥ 0. 等号は、(xi ± yi)

2 = 0, ∀iから、xi = ±yi のとき。直線 y = xあるいは y = −x

上に点 (xi, yi), i = 1, 2, · · · , nが並んでいるときである。

第 5.2節（5.2ページ） ===============================================

問 5.2.1 Yi = Xi − E[Xi] とすると、 ２乗モーメント値は 任意の t = (t1, · · · , tn) で MY(t) =

E
[
(∑i tiYi)

2] ≥ 0, ∀t となり、期待値は分散共分散行列 K = (σij), σij = Cov(Yi, Yj) をもちいて MY(t) =

E
[
(∑i tiYi)(∑j tjYj)

]
= ∑i,j tiσijtj = t

′
Kt, K は対称行列で、K の固有値 λi はすべて非負。もし K が正則で

あれば、固有値 λi > 0より、定正値。特異であれば、λi ≤ 0.

問 5.2.2 X = CZ + µで、行列 C は非特異で、Z の平均ベクトルは 0ベクトル。Y = AX = ACZ + Aµ

となって正規分布である。

問 5.2.3 MX(c1t, · · · , cnt) = exp
(

t ∑i ciµi +
t2

2 ∑i,j ciaijcj

)
において、m次元の周辺分布の積率母関数

は cm+1, · · · , cn = 0とすればよいから、やはり多変量正規分布の形である。

問 5.2.4 Y = ∑i ciXi のとき、MY(t) = E[etY] = E[exp (∑i citXi)] = MX(c1t, · · · , cnt) =

exp
(

t ∑i ciµi +
t2

2 ∑i,j ciaijcj

)
. W = c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn = c′X = c′(AY + µ) = b′Y + c′µという

形になるから、やはり多変量正規分布である。

問 5.2.5 X = x のとき、Y の最良推定値は y − µY = ρ
σY
σX

(x − µX)で,最小平均偏差は σ2
Y(1 − ρ2))であ

る。このことから、ρ
σY
σX

= 3, µY − ρ
σY
σX

µX = 7. これらの関係から、ρσY = 6,また σ2
Y(1 − ρ2)) = 28より、

σY = 8, ρ2 = 36/64 = 9/16, ρ = 3/4 = 0.75.
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問 5.2.6 パラメータ θ を含む２変量分布関数 fθ(x, y)は

fθ(x, y) = a(θ) b(x, y) exp{p1(θ)x2 + p2(θ)y2 + p3(θ)xy + p4(θ)x + p5(θ)y}

の形に変形できることを計算する。したがって(
∑

i
X2

i , ∑
i

Y2
i , ∑

i
XiYi, ∑

i
Xi, ∑

i
Yi

)
が完備十分統計量で、推定するパラメータ θ は

θ =
(

σ2
X , σ2

Y, ρXY, σ2
Y, µX , µY

)
またそれぞれが１対１対応の完備十分推定量である。

問 5.2.7 確率変数 Y = f (X) を考え、連続型とし、A = {x : a ≤ f (x) ≤ b} とおけば FY(b)− FY(a) =

P( f (X) ≤ b)− P( f (X) ≤ a) = P(a < X ≤ b) =
∫

A f (x)dx 連続型では不等号に等号が含まれていてもいな

くても同じ確率であることに注意する。離散型の場合には、領域の範囲から対応する値を求めればよい。

問 5.2.8 (1) ベルヌーイ分布 Bernoulli(p) = Binom(1, p): fθ(x) = θx (1 − θ)1−x, x = 0, 1だから

∂

∂θ
ln fθ(x) =

∂

∂θ
[x ln θ + (1 − x) ln(1 − θ)] =

x
θ
− 1 − x

1 − θ
∂2

∂θ2 ln fθ(x) = − x
θ2 − 1 − x

(1 − θ)2

よって

　　 Iθ = Eθ

[
x
θ2 +

1 − x
(1 − θ)2

]
=

1
θ
+

1
1 − θ

=
1

θ (1 − θ)

クラメル=ラオの不等式では

VarθY ≥ 1
nI(θ)

=
θ(1 − θ)

n

標本平均 X = 1
n ∑ Xi の分散は

Var(X) =
1
n2 nθ(1 − θ) =

θ(1 − θ)

n

したがって X が θ の UMVUEである。

(2) 正規分布 N(θ, σ2): fθ(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− (x − θ)2

2σ2

)
, −∞ < x < ∞

∂

∂θ
lnθ fθ(x) =

∂

∂θ

[
− (x − θ)2

2σ2

]
=

x − θ

σ2 ,
∂2

∂θ2 lnθ fθ(x) = − 1
σ2 .

よって I(θ) =
1
σ2 を得る。

Varθ(Y) ≥
1

nI(θ)
=

σ2

n

であり、Varθ(X) = σ2/nから、これは UMVUEである。

(3) ポアソン分布: fθ(x) =
θx

x!
e−θ , x = 0, 1, 2, · · ·

∂

∂θ
ln fθ(x) =

∂

∂θ
(−θ + x ln θ) = −1 +

x
θ

∂2

∂θ2 ln fθ(x) = − x
θ2

よって I(θ) = E
[

X
θ2

]
= θ/θ2 = 1/θ を得る。

Varθ(Y) ≥
1

nI(θ)
=

θ

n
= Varθ(X)
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であり、UMVUEである。

第 5.3節（5.3ページ） ===============================================

問 5.3.1 帰無仮説 H0 のもとでは p = 1/2, c = 2とするから検出力は K(p) =
c

∑
k=0

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k =(

n
0

)
(1− p)n +

(
n
1

)
p(1− p)n−1 +

(
n
2

)
p2(1− p)n−2 = (1− p)n−2{(1− p)2 + np(1− p) +

n(n − 1)
2

p2}.

n = 12を代入すると、α = (1/2)12{1 + 12 + 66} = 79/4096 = 0.019

問 5.3.2 各データ xi − m(i = 1, 2, · · · , 16)を計算し、その順位を求める。
xi abs(xi − m) rank ±1 wilcoxson

176.9 16.9 14 +1 14

158.3 1.7 5 -1 -5

152.1 7.9 9 -1 -9

158.8 1.2 4 -1 -4

172.4 12.4 12 +1 12

169.8 9.8 10 +1 10

159.7 0.3 2 -1 -2

162.7 2.7 6 +1 6

156.6 3.4 7 -1 -7

174.5 14.5 13 +1 13

184.4 24.4 16 +1 16

165.2 5.2 8 +1 8

147.8 12.2 11 -1 -9

177.8 17.8 15 +1 15

160.1 0.1 1 +1 1

160.5 0.5 3 +1 3

W = 60

帰無仮説 H0 のもとでは、E[W] = 0, Var(W) =

n(n + 1)(2n + 1)/6 = 16(16 + 1)(2 · 16 +

1)/6 = 1496, σW =
√

Var(W) =
√

1496 =

38.678. 正規近似をもちいると
W − E[W]

σW
=

W/38.678 ∼ N(0, 1). 右側 95% 点は 1.645 であ

るから、P(W > c) = P(W/σW > c/38.678) =

0.05 だから c/38.678 = 1.645, c = 63.626.

W < c であるから、有意ではない。帰無仮説

H0 は採択される。

問 5.3.3 Vj の確率母関数は MVj(t) = 1/2(e−jt + ejt), W について MW(t) = ∏j MVj(t) となる。n = 1

では明らかにW = ±1で、n = 2では

MW(t) =
1
2
(e−t + et)

1
2
(e−2t + e2t) =

1
4
(e−3t + e−t + et + e3t)

これをまとめると

W値　 -3 -1 1 3 計

場合数 1 1 1 1 22 = 4

n = 3では

MW(t) =
1
4
(e−3t + e−t + et + e3t)× 1

2
(e−3t + e3t) =

1
8
(e−6t + e−4t + e−2t + 1 + 1 + e2t + e4t + e6t)

W値　 -6 -4 -2 0 2 4 6 計

場合数 1 1 1 2 1 1 1 23 = 8

n = 4では
MW(t) = 1

8 (e
−6t + e−4t + e−2t + 1 + 1 + e2t + e4t + e6t)× 1

2 (e
−4t + e4t)

= 1
24 (e−10t + e−8t + e−6t + · · ·+ e8t + e10t)

W値　 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 計

場合数 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 24 = 16

以上


