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1 はじめに

ディンキンゲームとよばれる最適停止時刻問題（最適停止問題）とは、確率過

程に関する停止時刻から定めた期待利得を、２人プレーヤによる零和ゲーム問題

へと変形した最適化問題をさす。本特集号にみられるよう、最適停止問題にはさ

まざまな興味ある問題やその拡張などが多く議論され発展しているが、そのう

ちの一つの基本的な変形である。このディンキンゲームの由来は E. B. Dynkin
が 1969年（英訳）に停止問題のゲーム変形として発表したものがオリジナルで
あると思われるが、今日ディンキンゲームとよばれる最適停止問題は、ディン

キン型ではなく、むしろヌブー型とよぶべきであろう。1975年 J. Neveu が今
日の数理ファイナンスの理論では基幹的な概念となってマルティンゲールのテ

キストで取り上げたタイプである。

本論ではこのディンキンゲームの古典的オリジナル問題を述べ、その後の主

要な結果を解説し、ひとつの拡張として停止という決定を多数回可能とした場

合のモデルについて議論しよう。

2 マルコフ型決定過程の最適性方程式

マルコフ過程あるいは連鎖と限定して、その推移（運動）法則に決定者の意

志を反映させるよう、決定変数を導入し、その選択した決定と各時点での状態

変化により得られる利得を，計画期間全体にわたって総計した総利得を最大に

する問題がマルコフ型決定過程とよばれる。いわゆる統計的逐次決定過程の流

れをくむ多段決定問題のひとつである。

いま決定者が２つの選択枝のうちから一つの決定を選ぶ。一つはそのまま過

程の観測をし続けること、もう一つは現在状態へと変化したことを考慮し、停

止の決定をとって、このときに得られる利得で過程の観測を終了すること。こ

のように観測をしつづけるか、停止するかの２つの選択肢をもつ２決定問題は

マルコフ型決定過程のなかで決定個数が最も少ない場合である。したがって一

般に動的計画法での最適性の原理を適用して得られる「最適性方程式」が簡潔

な場合、すなわち決定が２選択の場合に問題が帰着される。これが最適停止問

題の特徴でもある。

与えられた状態空間 (E,B) 上の確率空間 (Ω,F ,P) での時間一様なマルコフ
連鎖を (Xn,Fn), n = 0, 1, · · · , N と表す。この確率過程の実現値に対して，あ

る利得関数 ϕ(x), x ∈ E を用いて最適停止問題が定式化できる。一般に利得関
数は、 ϕ : E→ R の B-可測な関数である。また確率空間に附随する停止時刻
τ = τ(ω) とは、連続（離散）時間の値をとる確率変数であって、確率過程に対
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する合成関数として新たな確率過程 Xτ (ω) = Xτ(ω)(ω) が定義される。われわ
れの目的はこの停止時刻から定めた確率過程の期待値を最大化すること。すな

わち v(x) = supτ Exϕ(Xτ ), ここでは停止した時刻のみでの利得の値しか考慮
せず、この時刻までの継続期間の決定に対しては利得がゼロである。この形で

も一般性を失わない。

よく知られた動的計画法の最適性原理から、つぎの最適性方程式（あるいは

ベルマン方程式）とよばれる関数方程式が導かれる。これは繰り返しの状況を

反映した再帰関係式であって、マルコフ過程を対象とする場合には、簡潔に表

現され、決定に応じた要素が表れる。すなわち

v(x) = max{ϕ(x),Pv(x)}, x ∈ E

であり、この max 演算は、どちらがより多くの利得を得ることができるかとい
う決定に応じている。カッコ内の２項は、前者が停止による利得で現状態値に

対応する値が利得として得られるもの、後者の部分が現時刻では継続すること

で、その後同じ最適政策をとることで得られる総利得に対応する値を意味する。

この最適性方程式はつぎの形にも書き直すことができる。∀x ∈ E, に対し、

v(x) ≥ ϕ(x), v(x) ≥ Pv(x),
(v(x)− ϕ(x)) (v(x)−Pv(x)) = 0

これはいわゆる変分不等式とよばれ、さまざまな最適化問題の特徴付けなどに

ついては有効な解析手段である。

ディンキンゲームの場合（ヌブー型）での変分不等式は、モデルで与えた２

つの利得関数（２オブジェクトを考える）に適当な条件を課した２オブスタク

ル問題となる。同じように自由境界問題 として既に Grigelionis & Shiryaev[?],
R. Myneni[?] が定式化している。Benssousan & Lions [?] には詳しい議論が述
べられている。また凸計画問題形のマルコフ型決定過程として論文 [?] がある。
さらに関連したいくつかの話題については，参考文献のリストを御覧いただき

たい。

3 ディンキンゲームのはじまり

確率過程の最適停止問題はマルティンゲールとの関係が知られていたが、1969
年のディンキンが定式化したゲーム版としてのモデルの期待利得は、

E[II{τ1<τ2,X(τ1)≥0}a(τ1) + II{τ1>τ2,X(τ2)≤0}a(τ2)]

のタイプとして与えた。目的は，それぞれのプレーヤが停止時刻を選び，一方が

最大，他方が最小となるようとしたゼロ和ゲームである。ある確率過程 {X(n)}
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に対して、一つの利得関数 {a(n)}と正と負の領域に分割した停止できる領域を
考えている。ここで IIA は集合 A の示性関数とする。

1975年のヌブーでは、停止できる領域を制限することはなく、２種類の利得
関数 {a(n), b(n)}を取り入れる。ただしこの利得には意味をもたせるために大
小関係を仮定する。すなわち a(n) ≤ b(n) とする。この仮定の根拠には触れて
いないが，後述している停止時刻（戦略）のランダム化と関係をもつことが分

かる。

E[II{τ1≤τ2}a(τ1) + II{τ1>τ2}b(τ2)]

このようなタイプの利得関数に関する停止問題が通常ディンキンゲームとよば

れているものである。

さらに 1985年の論文 [?]では

E[II{τ1<τ2}a(τ1) + II{τ1>τ2}b(τ2) + II{τ1=τ2}c(τ1)]

として議論した。とくに３つの利得関数 {a(n), b(n), c(n)}には大小関係を仮定
しないことが特徴である。しかし、この仮定をしない結果、戦略の拡張を考え

る必要が起ってくる。利得関数 a(n) と b(n) は一方が他方に先駆けて停止した
場合に得られる利得を表す。どちらが先に明示したかにより、それぞれ異なる

利得が対応する。もうひとつの利得 c(n) は同時に停止をした場合である。ヌ
ブー型問題のように a(n) ≤ b(n) を仮定すると、同時に停止することが均衡解
にならず、したがって、停止時刻を純戦略とみなし、この枠組みの中で考えて

おけば十分であることが分かる。またこの大小関係の意味することは変分不等

式問題でも理解できるが、自分の決定が他方の決定に対してコンフリクトの起

らないように調整されている。同様のことは、マルコフ型決定問題の例題とし

て、あるいはオペレ－ションリサーチでの古典的な在庫問題でよく知られてい

るよう、発注と在庫の兼ね合いから、最適な注文量とその在庫水準を自由境界

問題としてとらえたいわゆる (s, S) 政策がある。ここでいうゲーム版の最適停
止問題はこれを拡張した両サイド (s, S) 政策に対応している。

4 ランダム化した停止時刻

停止時刻をランダム化することは、通常の最適停止時刻問題にはその必要を

生じない（Chow/Robbins/Siegmund[?]）ことが知られている。しかし、ゲー
ム変形にした場合には必要性が起ってくる。この考え方は、いわゆる行列ゲー

ムにおける均衡解の存在を混合戦略のなかで考えることの延長とみなされる。

よく知られているよう、２人ゼロ和ゲーム、すなわち行列ゲームにおけるミニ

マックス均衡を考えると、一般には純戦略ではなく混合戦略のなかに最適戦略
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が存在する。これと同じことが、逐次決定のゲーム版である最適停止時刻問題

でも起っている。通常の確率変数である、停止時刻が純戦略に対応し、そのラ

ンダム化した停止時刻（停止時刻のランダム化 Irle[?]）が混合戦略に対応する。
なぜならば、ゲーム変形した停止時刻問題の最適性方程式は、max, min を同

時に考慮した行列ゲームの値 valをつかえば表現されるから。具体的には支払
い行列が vn(x) (present stage)から Pv(n+1)(x) (next stage) への再帰的関係
式として

vn(x) = val

[
c a

b Pv(n+1)(x)

]

の形で与えられるから、いわゆる行列ゲームのミニマックス均衡解がすぐに連

想される。このようなゼロ和ゲームではなく，自然な拡張として非ゼロ和ゲー

ム [?]も考えられる。

5 多数回停止選択が可能なゲーム版への拡張

5.1 多数回の停止時刻問題

最適停止問題において，多数回の停止を考えた参考論文として、Haggstrom[?],
Nikolaev[?] などが挙げられる。われわれの目的は，このような多数回をヌブー
型に拡張してみることである。

ある時間一様なマルコフ連鎖 (Xn,Fn,Px)N
n=0 が状態空間 (E,B) 上の確率空

間 (Ω,F ,P) で定義され、さらに f : E× E→ < は、B × B 実数値可測関数が
与えられたとする。また計画期間 N は有限と仮定する。このマルコフ連鎖の観

測を続けていき、関数 f による評価値が最も高くなる “the best realizations”
を選択することが目的である。集合族 {Fn}N

n=0 に関するマルコフ時間の集ま

りを SN と表す。ここでは τ ∈ SN に対し、Px(τ ≤ N) < 1 を認めるとする。
つまりマルコフ連鎖が正の確率で停止しないことも許す。この集合 SN の要素

がここでの停止時刻問題のとり得る戦略である。

２回の停止回数をもつ問題では集合 SN から停止時間の組を選んでつぎの期

待利得を最大にする。つまり

v
(2)
N (x) := sup

τ1,τ2∈SN

τ1<τ2

Exf̃(Xτ1 , Xτ2) x ∈ E (5.1)

とし，最適戦略 τ∗1 , τ∗2 ∈ SN はすべてのx ∈ Eに対し, Exf̃(Xτ∗1 , Xτ∗2 ) = v
(2)
N (x)



Multiple stopping in Dynkin game 6

となるものを求める。 ただし、

f̃(Xτ1 , Xτ2) :=





f(Xτ1 , Xτ2) if max(τ1, τ2) ≤ N ,
f1(Xτ1) if τ1 ≤ N , τ2 = ∞,
f0 if τ1 = ∞, τ2 = ∞,

かつ、f1(x) = infy∈E f(x, y), f0 = infx,y∈E f(x, y), {τ = ∞} = {τ ≤ N}.
２回停止問題の解を構成するためにつぎの補助問題を解く。まず SN

k := {τ ∈
SN : τ ≥ k}, S̃N := {(τ, {σn}) : τ ∈ SN , σn ∈ SN

n+1 for every n} とおき，
s ∈ S̃N に対して，ϕN (x, s) := Exf̃(Xτ , Xστ ) とおく。式 (??)から v

(2)
N (x) =

sups∈S̃N w(x, s) と ṽ
(2)
N (n, x) = Exv

(2)
N−n−1(X1)を得る。また

vN (x, y) := sup
τ∈SN

Ey f̃(x,Xτ ) (5.2)

とすれば，問題 (??) の解はつぎの動的計画法で構成される。

Qyf(x, y) := max{f(x, y), Tyf(x, y)}

ここで Tyf(x, y) := Eyf(x,X1) ([?]をみよ)とおき，これから，N 回の繰り返

しで QN
y = Qy(QN−1

y ) を定義すると，vN (x, y) = QN
y f(x, y) が成り立ち、最

適なマルコフ時間は τ∗ = min{n ≤ N : vN−n(x,Xn) = f(x,Xn)} となる。
この手順を利用して、２回停止の問題における最適停止時刻の第２成分が

構成できる。一方第１成分は g(n, x) = ExvN−n−1(x,X1) ([?], [?]をみよ) に
おけるマルコフ連鎖の最適停止問題の解として得られる。いま Qg(n, x) :=
max{g(n, x), T g(n, x)}, Tg(n, x) := Exg(n+1, X1) とおく。制限した停止時刻
SN

n に対しての利得関数 g(n, x) をもつ最適停止問題の最適値は ṽN (n, x) であ
る。この解は ṽN (n, x) = QN−ng(n, x)で与えられ、ベルマン方程式 ṽN (n, x) =
max{g(n, x), T ṽN (n + 1, x)} を満たすことがわかる。

5.2 優先権をもつ場合の最適停止ゲーム問題

プレーヤ１は１回の停止だけであるが、プレーヤ２は２回の停止を許す場合

を考えよう。そのときの利得関数は f : IE× IE× IE → < とし，このようなゲー
ムを G(12)

pn と表す。この関数はそれぞれの選んだ状態の値に依存している。確

率変数 Xn の実現値を xn とする。もし両方のプレーヤがまだこの実現値で採

択をしていないときには，時刻 n におけるマルコフ連鎖の状態を評価して，２

つのオプションを選べる。観測した値を採択するか，棄却するかである。もし

同時に両者が採択をしようとしたならば，ルールとして，プレーヤ１がこれを

獲得できるものとする。しかしプレーヤ１がこの候補を棄却するときには，プ
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レーヤ２の手番になり，採択か棄却かの決定をくだす。両者の一方が確率変数

Xn の実現値 xnを採択したならば，他方はこれの通知を受けるとする。プレー

ヤ１が最初に採択をしてしまったならば，これから後はプレーヤ２だけの問題

となる。逆にプレーヤ２が採択をすれば，それぞれ１回停止の選択をもち，プ

レーヤ１が優先される場合の２人ゼロ和ゲームに帰着される。このときの決定

で，プレーヤ１は採択の値が x ，またプレーヤ２は y, zで採択をしたとするな

らば，対応するプレーヤ２がプレーヤ１へ f(x, y, z) を支払う。同様にプレー
ヤ１が状態の値 x，プレーヤ２が (y, z or only y) で採択したとすれば，仮定に
よって，プレーヤ１は f1(x) = supy,z∈E f(x, y, z) (f2(y, z) = infx∈E f(x, y, z)
あるいは f21(y) = infz∈E f2(y, z)) を獲得する。また１回のみしか選択をしてい
ないならば，利得は f3(x, y) = supz∈E f(x, y, z) となる。全く選択をせずに決
定過程が終了したときには，両者の利得は 0であるとする。
プレーヤのとる戦略としては状態を観測して得るから， (Fn)N

n=0 に関する

停止時刻を考えることが自然であろう。いまの場合では一つだけの確率変数列

{Xn}N
n=0 を対象にしているから，各時刻 n ではプレーヤは Xn の実現値 xn

を得ている。優先順位のあるばあい，すなわち両プレーヤが同時に対象の割り

当て，獲得を得たいときの問題は，[?], [?], [?] などで議論されている。優先権
があれば，実現値 xn を得ることができるが，そうでなければ，時刻 n < N に

おける xn の選択は拒まれ，その後表れる実現値だけが選択できる。

リコールなし、すなわち現時点から過去にさかのぼって選択することはでき

ない、と仮定する。マルコフ過程によって記述されるという特徴をもった対象の

探索という意味での決定過程と考えることができよう。ここでは両方のプレー

ヤを合わせて３回までの対象を選択できるから，この決定過程としては，プレー

ヤの選択としての戦略は，ゲームの異なった状態の値に準備しておかねばなら

ない。

いま ΛN
k と M N

k を SN
k のコピー (SN := SN

0 ) とおく。戦略の組 Λ̃N ={
(λ, {ν1

n}, {ν1
nm}) : λ ∈ ΛN , ν1

n ∈ ΛN
n+1, ν

1
nm ∈ ΛN

m+1; n < m
}
および M̃ N ={

(µ, {ν2
n}, {ν2

nm}) : µ ∈ M N , ν2
n ∈ M N

n+1, ν
2
nm ∈ M N

m+1; n < m
}
をそれぞれプ

レーヤ１と２の戦略と定義する。各々の s ∈ Λ̃N と t ∈ M̃ N に対して，プ

レーヤ１の停止時刻 τ およびプレーヤ２の停止時刻の組 (σ1, σ2) に対応した時
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刻は

{τ = n} = {λ = n, µ ≥ n} ∪
n−1⋃

i=0

{µ = i, ν1
i = n, ν2

i ≥ n}

∪
n−1⋃

k=0

n−1⋃

i=k+1

{µ = k, ν2
k = i, ν1

ki = n}

{σ1 = n} = {µ = n, λ ≥ n} ∪
n−1⋃

i=0

{λ = i, ν2
i = n}

{σ2 = m} =
n−1⋃

i=0

{µ = i, ν2
k = m,λ ≥ m}

∪
n−1⋃

k=0

n−1⋃

i=k+1

{λ = k, ν2
k = i, µ2

ki = m}

∪
n−1⋃

k=0

n−1⋃

i=k+1

{µ = k, ν1
k = i, µ2

ki = m}

と定義できる。

補題 5.1 確率変数 τ , σ1 および σ2 は集合族 (F̃n)N
n=0 に関するマルコフ時間

であって σi 6= τ , i = 1, 2, σ1 6= σ2 が成り立つ。

(証明) なぜならば，各 n について {τ = n} = {λ = n, µ ≤ n} ∪ ⋃n−1
i=0 {µ =

i, ν1
i = n, ν2

i ≥ n} ∪⋃n−1
k=0

⋃n−1
i=k+1{µ = k, ν2

k = i, ν1
ki = n} ∈ F̃n であるから。

同様に各 n について，{σ1 = n} ∈ F̃n, {σ2 = m} ∈ F̃m また σ1 < σ2 である。

したがって τ , σ1 および σ2 はマルコフ時間で τ 6= σi, i = 1, 2 を得る。（終）

各々の n,m = 0, 1, . . . , N と x ∈ IE について、

Exf+
1 (Xn) < ∞, Exf−2 (Xn, Xm) < ∞,

Exf−21(Xn) < ∞， および Exf+
3 (Xn, Xm) < ∞

と仮定し，また s ∈ Λ̃N , t ∈ M̃ N とする。プレーヤ１が得る期待利得として

R̃(x, s, t) := Exf(Xτ1 , Xτ2 , Xτ3) を定義する。
これによって正規形のゲーム (Λ̃N , M̃ N , R̃(x, s, t)) が定義できる。このゲー

ムを G(12)
pn と表す。すなわちマルコフ過程に対する双形停止の問題は G(12)

pn が

このモデルを表している。

定義 5.1 ゲーム G(12)
pn における組 (s∗, t∗), s∗ ∈ Λ̃N , t∗ ∈ M̃ N が均衡解である

とは、各々の x ∈ Eに対して、s ∈ Λ̃N と t ∈ M̃ N が

R̃(x, s, t∗) ≤ R̃(x, s∗, t∗) ≤ R̃(x, s∗, t).
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を満たすとき。

均衡解の組 (s∗, t∗)を構成することが目的である。つぎのような接近法を提
案する。時刻 n での実現値 xn をプレーヤ１が採択したならば、プレーヤ２は

他のプレーヤの妨げなどを受けることなく、自分の利得が最大となるよう２回

の選択を実行できる。もしプレーヤ２が時刻 n での実現値 xn を採択したなら

ば、この２人のプレーヤたちは、プレーヤ１が優先権をもつゼロ和ゲーム G(11)
pn

をすることとなる。このことは、もし時刻 nまで状態の採択をしていないなら

ば、Xn の実現値 xn を採択あるいは棄却する前に、相手方のプレーヤのとる

戦略からの影響を考慮に入れなければならないということである。この節の終

わりにつぎの補助問題を導入しよう。この問題には G(11)
pn と２回停止問題の解

をもちいる。

5.2.1 部分ゲーム問題 G(11)
pn の解

ゲーム G(11)
pn においては、その利得が gy1(x, y) = f(x, y1, y) (cf. [?])で与え

られていたことに注意する。このとき s0(x, y1, y) = S0(x, y1, y) = f(x, y1, y)
とおき、さらにすべての x, y1, y2 ∈ E, n = 1, 2, . . . , N で

s(1)
n (x, y1, y2) := inf

τ∈Sn
Ey2f(x, y1, Xτ ),

S(1)
n (x, y1, y2) := sup

τ∈Sn

Exf(Xτ , y1, y2)

とおく。

マルコフ過程の最適停止問題 [?]によって、関数 s
(1)
n (x, y1, y2), S

(1)
n (x, y1, y2)

は再帰的な手順により構成できる。つまり s
(1)
n (x, y1, y2) = Qn

min,y1
f(x, y1, y2),

S
(1)
n (x, y1, y2) = Qn

max,y1
f(x, y1, y2). ただし、ここで Qmin,y1f(x, y1, y2) =

f(x, y1, y2) ∧ T2f(x, y1, y2), Qmax,y1f(x, y1, y2) = f(x, y1, y2) ∨ T1f(x, y1, y2)
および T2f(x, y1, y2) = Ey2f(x, y1, X1), T1f(x, y1, y2) = Exf(X1, y1, y2), (∧,
∨ はそれぞれ minimum と maximum を表す). この作用素 ∧ と T2 (∨ と T1)
は可測性を保つ。したがって sn(x, y1, y2), Sn(x, y1, y2) は B ⊗ B ⊗ B 可測で
ある。

プレーヤ１がまず時刻 n (n = 0, 1, ..., N − 1) で x を採択したとするならば、

その期待利得は

h(n, x, y1, y2) = Ey2s
(1)
N−n−1(x, y1, X1) (5.3)

であり、 h(N, x, y1, x) = f3(x, y1) となる。プレーヤ２のほうが最初であると
すれば、プレーヤ１の期待利得は、

H(n, x, y1, y2) = ExS
(1)
N−n−1(X1, y1, y2) (5.4)



Multiple stopping in Dynkin game 10

さらにH(N, x, y1, y2) = f(x, y1, y2)となる。関数 h(n, x, y1, y2)とH(n, x, y1, y2)
の定義は well defined であることに注意する。これらの関数は，２，３番目の
変数について B ⊗B ⊗B-可測であり，h(n,X1, y1, y2) と H(n, x, y1, X1) は Px

で積分可能である。

ゲーム G(11)
pn におけるプレーヤ１と２の戦略の集合をそれぞれ ΛN と M N と

おく。この λ ∈ ΛN と µ ∈ M N に対して，支払い関数を

r(y1, λ, µ) :=





h(λ,Xλ, y1, Xλ)II{λ≤µ}
+H(µ, Xµ, y1, Xµ)II{λ>µ} if λ ≤ N or µ ≤ N ,

0 otherwise,
(5.5)

で定義する。ゲームの解としてはつぎの関係式； ∀x ∈ E に対し，

R(1)(x, y1, λ, µ∗) ≤ R(1)(x, y1, λ
∗, µ∗) ≤ R(1)(x, y1, λ

∗, µ) (5.6)

を満たすような均衡解 (λ∗, µ∗)を求めることである。ただし R(1)(x, y1, λ, µ) :=
Exr(y1, λ, µ)とする。式 (??)によって,戦略の集合を拡張し，支払い関数を (??)
とすれば， 戦略集合 ΛN と M N をもつゲーム Ga は Yasuda [?] が議論した
Neveu’s stopping problem [?]と同値となる。マルコフ過程を観測して，E× E
上で定めた列w

(1)
n (x, y1), n = 0, 1, . . . , N +1 を以下のようにw

(1)
N+1(x, y1) := 0

から始めて，順次 n = N, . . . , 1, 0 と続ければ，

w(1)
n (x, y1) := val

[
h(n, x, y1, x) h(n, x, y1, x)
H(n, x, y1, x) Tw

(1)
n+1(x, y1)

]
(5.7)

によって定義できる。ここで

Tw
(1)
· (x, y1) := Exw

(1)
· (X1, y1), w̃(1)(n, y) := Tw

(1)
N−n−1(X1, y)

とし，さらに記号 val A の意味は，支払い行列 A における２人ゼロ和ゲームの

値である ([?], [?]をみよ)。
このような構成である理由を説明する。なぜなら (??)における支払い行列が，

A =

[
a a

b c

]
(5.8)

なる形で与えられていて，a, b, c を実数値とし，行と列をそれぞれ s (stop) お
よび f (forward)とおいて，直接行列ゲームの値を計算してチェックすること
ができる。つまり
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補題 5.2 ２人零和ゲームで支払い行列 A が (??) で与えられているならば、純
戦略のなかで均衡解 (ε, δ) が存在する。

(ε, δ) =





( s,s ) if a ≥ b,
( s,f ) if c ≤ a < b,
( f,s ) if a < b ≤ c,
( f,f ) if a < c < b.

この補題の結果と w
(1)
N+1 が可測であることに注意する。式 (??)から関数 w

(1)
i ,

i = N, N − 1, . . . , n + 1 は可測であると仮定する。いま

Ass
n := {(x, y1) : h(n, x, y1, x) ≥ H(n, x, y1, x)}

Asf
n := {(x, y1) : Tw

(1)
n+1(x, y1) ≤ h(n, x, y1, x) < H(n, x, y1, x)}

Afs
n := {(x, y1) : h(n, x, y1, x) < H(n, x, y1, x) ≤ Tw

(1)
n+1(x, y1)}

とおき、Aff
n := IE\(Ass

n ∪Asf
n∪Afs

n )とする。これらの集合について Ass
n , Asf

n , Afs
n ∈

B⊗Bであり、補題??からw
(1)
n (x, y1) = h(n, x, y1, x)(IIAss

n
(x, y1)+IIAsf

n
(x, y1))+

H(n, x, y1, x)IIAfs
n
(x, y1) + Tw

(1)
n+1(x, y1)IIAff

n
(x, y1), であるから、B⊗B-可測と

なる。

集合 {Xn = y1} 上で ν1∗
n := inf{k > n | (Xk, y1) ∈ Ass

n ∪ Asf
n} および

ν2∗
n := inf{k > n | (y1, Xk) ∈ Ass

n ∪Afs
n} と定める。

定理 5.1 支払い関数 (??) のゲーム G(11)
pn においてプレーヤ１と２のそれぞれ

の戦略 ΛN と M N は解をもつ。 集合 {Xn = y1} 上で組 (ν1∗
n , ν2∗

n ) は均衡点
であり、関数 w

(1)
n (x, y1), n = 0, 1, . . . , N がゲームの値である。

定理の証明は [?] の結果を用いる。均衡点の形は補題 ?? から得られる。

5.2.2 ２回停止の補助問題に対する解

第 ?? 節で述べた結果とゲーム G(12)
pn における利得関数 f(x, y, z) によってプ

レーヤ１が最初に時刻 nで状態 xで採択を選んだとき、プレーヤ２がまだ２回

の停止が可能であれば、支払い関数 gx(y, z) = f(x, y, z)を保つことになる。マ
ルコフ連鎖 (Xn,Fn,Px) が時間一様であることを考慮すれば、時刻 n で状態

が Xn = xである場合から、２回停止の問題を解くことになる。このプレーヤ

１の期待利得は ϕ̃(2)(n, x, x) = Exϕ
(2)
N−n−1(x,X1) である。ただし

ϕ
(2)
N (x, y) := inf

σ1,σ2∈SN

σ1<σ2

Eyf(x,Xσ1 , Xσ2) (5.9)

とする。
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5.2.3 部分ゲーム G(12)
pn の解

第??節での議論と同様に空間 E 上の関数列 w
(2)
n (x), n = 0, 1, . . . , N + 1 を

逐次的に w
(2)
N+1(x) := 0 および

w(2)
n (x) := val

[
ϕ̃(n, x) ϕ̃(n, x)

w̃(1)(n, x) Tw
(2)
n+1(x)

]
(5.10)

n = 0, 1, . . . , N で定める。ここで Tw
(2)
· (x) = Exw

(1)
· (X1), w̃(2)(n, y) =

Tw
(2)
N−n−1(X1) とする。ゲーム G(12)

pn の均衡戦略 (s∗, t∗) は、再帰的方程式 (??)
および (??)の解から導くことができる。
行列ゲーム (??)の停止（均衡）集合により、まず最初の採択する停止時刻が

定まる。関数 w
(2)
N+1 は可測である。関数 w

(2)
i , i = N, N − 1, . . . , n + 1 は可測

であると仮定する。また

Bss
n := {x ∈ E : ϕ̃(n, x) ≥ w̃(1)(n, x)}

Bsf
n := {x ∈ E : Tw

(2)
n+1(x) ≤ ϕ̃(n, x) < w̃(1)(n, x)}

Bfs
n := {x ∈ E : ϕ̃(n, x) < w̃(1)(n, x) ≤ Tw

(2)
n+1(x)}

Bff
n := E \ (Bss

n ∪Bsf
n ∪Bfs

n )

とおく。集合 Bss
n , Bsf

n , Bfs
n ∈ B と補題?? によって、

w
(2)
n (x) = ϕ̃(n, x)

(
IIBss

n
(x) + IIBsf

n
(x)

)

+w̃(1)(n, x)IIBfs
n

(x) + Tw
(1)
n+1(x)IIAff

n
(x)

が得られるから、よって w
(2)
n (x) は B-可測である。また λ∗ := inf{n |Xn ∈

Bss
n ∪Bsf

n }、µ∗ := inf{n |Xn ∈ Bss
n ∪Bfs

n } と定義する。

定理 5.2 支払い関数 f(x, y, z) と各プレーヤの戦略を Λ̃N , M̃ N とするゲーム

G(12)
pn は均衡解をもつ。組 (s∗, t∗) は、最初の座標成分を λ∗, µ∗で定め、第２の

座標成分は、定理 ?? より定義される {ν1∗
n }, {ν2∗

n }で定める。また 第 ??節で

記述した第３番目の座標成分は均衡点であり、 w
(2)
0 (x) がこのゲームの値に等

しい。

6 終わりに

この拙論は，後半に述べている多数回のディンキンゲームというアイディア

で意見交換をしつつ第１著者がまとめたものが主題であって，その翻訳とよぶ
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べきものかも知れません。第２著者は多数人数による停止規則のもとでのナッ

シュ均衡解を計算したことがあります。また共同論文となった直接のきっかけ

は投票手順停止問題として “ Voting Procedure on Stopping Games of Markov
Chain”, K.Szajowski and M.Yasuda, LN in Economics and Math System 445,
pp.68-80, Springer 1997 を発表したことが縁となっています。また千葉大学
の蔵野正美先生，中神潤一先生，北九州市立大学の吉田祐治先生とは，ファ

ジィを入れた場合の停止問題も考えています。物事のあいまいさや不確実性を

加味するモデルにはファジィの概念を取り入れることも多いので，このよう

な最適停止問題においても、状態の把握をファジィ関数とみなし、さらにファ

ジィ確率変数列に対する停止時刻を考えています（[?]）。ここでは省略させ
ていただます。ご参考までに http://neyman.im.pwr.wroc.pl/~szajow/ や

http://www.math.s.chiba-u.ac.jp/~yasuda/をご覧いただければ幸いです。

いくつかの誤りを指摘下さった査読者に謝辞を述べたいと存じます。最後に

この機会を与えていただいた，土肥正先生（広島大学）と玉置光司先生（愛知

大学）に感謝申し上げます。
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