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Primal Problem (Pc4)

主問題 (primal problem)として次の最小化問題を考える.

minimize
3∑

n=0

[
(xn + xn+1)2 + x2

n+1

]
(Pc4) subject to (i) − ∞ < xn < ∞ n = 1, 2, 3, 4

(ii) x0 = c.

主問題 (Pc4)の最小解 x̂と最小値m4は,

x̂ = (x0, x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)

=
c

34

(
34 , −13 , 5 , −2 , 1

)
m4 =

21
34

c2

である.
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Dual Problem (Dc4)

主問題 (Pc4)に対する双対問題 (dual problem)(Dc4)は、次で表
される.

Maximize 2cµ0 − µ2
0 −

2∑
n=0

[
(µn + µn+1)2 + µ2

n+1

]
− µ2

3

(Dc4)
subject to (i) − ∞ < µn < ∞ n = 0, 1, 2, 3.

双対問題 (Dc4)の最大解 µ∗と最大値M4は,

µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3)

=
c

34

(
21 , −8 , 3 , −1

)
M4 =

21
34

c2
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主問題(Pc4)



x̂ = (x0, x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)

=
c

34

(
34 , −13 , 5 , −2 , 1

)
,

m4 =
21

34
c2.

双対問題 (Dc4)



µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3)

=
c

34

(
21 , −8 , 3 , −1

)
,

M4 =
21

34
c2.

主問題 (Pc4)の最小解 x̂と、双対問題 (Dc4)の最大解µ∗及び、最
小値m4と最大値M4の間には交互フィボナッチ相補双対性と呼

ばれる関係が成り立っている.
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Fibonacci sequence

フィボナッチ数列は次の 2階線形差分方程式（3項間漸化式）

Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0, F1 = 1, F0 = 0

の解で定まる.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Table 1: Fibonacci sequence {Fn}

14 / 74



.

.
交互フィボナッチ相補双対性

(Alternately Fibonacci Complementary Duality) I

主問題 (Pc4)と双対問題 (Dc4)の間には次の 3の関係が成り立つ.
これを交互フィボナッチ相補双対性という.

.

.

.

1 (双対性)

主問題 (Pc4)の最小値m4と双対問題 (Dc4)の最大値M4が

等しい. すなわち、

m4 =
21
34

c2 =
F8

F9
c2,

M4 =
21
34

c2 =
F8

F9
c2,

であり、m4 = M4 が成り立つ.

15 / 74
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交互フィボナッチ相補双対性

(Alternately Fibonacci Complementary Duality) II

.

.
.

2 (2段階フィボナッチ)

主問題の最小解 x̂と双対問題の最大解 µ∗ は共に交代フィボ
ナッチ数列の後ろ向き 2段跳びである.

x̂ = (x0, x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)

=
c

34

(
34 , −13 , 5 , −2 , 1

)
=

c
F9

(
F9 , −F7 , F5 , −F3 , F1

)
,

µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3)

=
c

34

(
21 , −8 , 3 , −1

)
=

c
F9

(
F8 , −F6 , F4 , −F2

)
.
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交互フィボナッチ相補双対性

(Alternately Fibonacci Complementary Duality) III

.

.
.

3 (相補フィボナッチ)

主問題の最小解 x̂と双対問題の最大解 µ∗を交互に編むと、
2連交代フィボナッチ数列の後ろ向き（1段跳び）である. す
なわち、定数

c
F9
を無視すれば、

( x0 , x̂1 , x̂2 , x̂3 , x̂4 )

( µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3 )

x0 µ∗0 x̂1 µ∗1 x̂2 µ∗2 x̂3 µ∗3 x̂4

F9 F8 −F7 −F6 F5 F4 −F3 −F2 F1

となる.
17 / 74
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交互フィボナッチ条件

(Alternately Fibonacci Condition)

主問題 (Pc4)及び、双対問題 (Dc4)において、それぞれ次の 4つ
の等式からなる系 (AF)Pc 及び (AF)Dc を、それぞれ問題 (Pc4)、
(Dc4)に対する交互フィボナッチ条件という.

(AF)Pc


c + x1

F8
=

x1

−F7
,

x1 + x2

−F6
=

x2

F5
,

x2 + x3

F4
=

x3

−F3
,

x3 + x4

−F2
=

x4

F1
.

(AF)Dc


c − µ0

F7
=

µ0 + µ1

F7
=

µ1

−F6
,

µ1 + µ2

−F5
=

µ2

F4
,

µ2 + µ3

F3
=

µ3

−F2
.

18 / 74
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(AF)Pcの同値条件

主問題 (Pc4)の目的関数を x = (x1, x2, x3, x4)の 4変数関数 f(x)
で表す.

f(x) :=
3∑

n=0

[
(xn + xn+1)2 + x2

n+1

]
.

(AF)Pc ⇐⇒


(c + x1) + x1 + (x1 + x2) = 0

(x1 + x2) + x2 + (x2 + x3) = 0
(x2 + x3) + x3 + (x3 + x4) = 0

(x3 + x4) + x4 = 0

⇐⇒
∂f
∂xn

= 0 n = 1, 2, 3, 4.

目的関数 f(x)は xの 2次の凸関数であることから、問題 (Pc4)の
最小解 x̂ = (x0, x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)は、最適化の 1階条件を満たす.

19 / 74
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問題 (Pc4)の交互フィボナッチ分割

(AF)Pc

def
⇐⇒


c + x1

F8
=

x1

−F7
,

x1 + x2

−F6
=

x2

F5
,

x2 + x3

F4
=

x3

−F3
,

x3 + x4

−F2
=

x4

F1
,

⇐⇒


c − (−x1)

F8
=

−x1

F7
,

−x1 − x2

F6
=

x2

F5
,

x2 − (−x3)

F4
=

−x3

F3
,

−x3 − x4

F2
=

x4

F1
,

⇐⇒


c − (−x1)

21
=

−x1

13
,

−x1 − x2

8
=

x2

5
,

x2 − (−x3)

3
=

−x3

2
,

−x3 − x4

1
=

x4

1
.
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.

.

問題 (Pc4)の交互フィボナッチ分割による最適解の解法

x0 = c ( > 0 )

c − (−x1)

21
=

−x1

13
,

−x1 − x2

8
=

x2

5
,

x2 − (−x3)

3
=

−x3

2
,

−x3 − x4

1
=

x4

1
.

0 c

−x1

13
F7

21
F8

x2

5
F5

8
F6

−x3

2
F3

3
F4

x4

1
F1

1
F2
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0 c

−x̂1

F8F7

x̂2

F6F5

−x̂3

F4F3

x̂4

F1 F2

(Pc4)の最適解



− x̂1 =
F7

F7 + F8
c =

F7

F9
c ,

x̂2 =
F5

F5 + F6
(−x̂1) =

F5

F7
·

F7

F9
c ,

− x̂3 =
F3

F3 + F4
x̂2 =

F3

F5
·

F5

F7
·

F7

F9
c ,

x̂4 =
F1

F1 + F2
(−x̂3) =

F1

F3
·

F3

F5
·

F5

F7
·

F7

F9
c .
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すなわち、主問題 (Pc4)の最小解 x̂は、

x̂ = (x0, x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)

=
c

F9

(
F9 , −F7 , F5 , −F3 , F1

)
となる.

−c c0

x0

F9

F9
c

−x1

F7

F9
c

x1

−
F7

F9
c

x2

F5

F9
c

−x3

F3

F9
c

x3

−
F3

F9
c

x4

F1

F9
c

この列、(x0, x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)を交互フィボナッチ経路という.
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.

.

問題 (Pc4)の最適値の導出

主問題 (Pc4)の目的関数は、

f(x) :=
3∑

n=0

[
(xn + xn+1)2 + x2

n+1

]
であり、最小解 x̂は、

x̂ =
c

F9

(
F9 , −F7 , F5 , −F3 , F1

)
なので、

f(x̂) =
c2

F2
9

{[
(F9 − F7)2 + (−F7)2] +

[
(−F7 + F5)2 + F2

5
]

+
[
(F5 − F3)2 + (−F3)2] +

[
(−F3 + F1)2 + F2

1
]}

となる。
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.

.

Lucas Formula

.

リュカの公式（Lucas formula）

.

.

.

. ..

.

.

n∑
k=1

F2
k = FnFn+1

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Table 1: Fibonacci sequence {Fn}

例えば、n = 5では、

F2
1 + F2

2 + F2
3 + F2

4 + F2
5

= 12 + 12 + 22 + 32 + 52

= 40

= F5F6
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f(x̂) =
c2

F2
9

{[
(F9 − F7)2 + (−F7)2] +

[
(−F7 + F5)2 + F2

5
]

+
[
(F5 − F3)2 + (−F3)2] +

[
(−F3 + F1)2 + F2

1
]}

より、

F2
9

f(x̂)
c2

=
[
(F9 − F7)2 + (−F7)2] +

[
(−F7 + F5)2 + F2

5
]

+
[
(F5 − F3)2 + (−F3)2] +

[
(−F3 + F1)2 + F2

1
]

= F2
8 + F2

7 + F2
6 + F2

5 + F2
4 + F2

3 + F2
2 + F2

1

= F8 ·F9.

すなわち、最小値は f(x̂) =
F8

F9
c2 =

21
34

c2 である.
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.

.
交互フィボナッチ条件

(Alternately Fibonacci Condition)

主問題 (Pc4)及び、双対問題 (Dc4)において、それぞれ次の 4つ
の等式からなる系 (AF)Pc 及び (AF)Dc を、それぞれ問題 (Pc4)、
(Dc4)に対する交互フィボナッチ条件という.

(AF)Pc


c + x1

F8
=

x1

−F7
,

x1 + x2

−F6
=

x2

F5
,

x2 + x3

F4
=

x3

−F3
,

x3 + x4

−F2
=

x4

F1
.

(AF)Dc


c − µ0

F7
=

µ0 + µ1

F7
=

µ1

−F6
,

µ1 + µ2

−F5
=

µ2

F4
,

µ2 + µ3

F3
=

µ3

−F2
.
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.

.

(AF)Dcの同値条件

双対問題 (Dc4)の目的関数を µ = (µ0, µ1, µ2, µ3)の 4変数関数
g(µ)で表す.

g(µ) := 2cµ0 − µ2
0 −

2∑
n=0

[
(µn + µn+1)2 + µ2

n+1

]
− µ2

3.

(AF)Dc ⇐⇒


−(c − µ0) + (µ0 + µ1) = 0

(µ0 + µ1) + µ1 + (µ1 + µ2) = 0
(µ1 + µ2) + µ2 + (µ2 + µ3) = 0

(µ2 + µ3) + 2µ3 = 0

⇐⇒
∂g
∂µn

= 0 n = 0, 1, 2, 3.

目的関数 g(µ)は µの 2次の凹関数であることから、問題 (Dc4)
の最大解 µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3)は、最適化の 1階条件を満
たす。
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.

.

問題 (Dc4)の交互フィボナッチ分割

(AF)Dc

def
⇐⇒


c − µ0

F7
=

µ0 + µ1

F7
=

µ1

−F6
,

µ1 + µ2

−F5
=

µ2

F4
,

µ2 + µ3

F3
=

µ3

−F2
,

⇐⇒


c − µ0

F7
=

µ0 − (−µ1)

F7
=

−µ1

F6
,

−µ1 − µ2

F5
=

µ2

F4
,

µ2 − (−µ3)

F3
=

−µ3

F2
,

⇐⇒


c − µ0

13
=

µ0 − (−µ1)

13
=

−µ1

8
,

−µ1 − µ2

5
=

µ2

3
,

µ2 − (−µ3)

2
=

−µ3

1
.
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.

.

問題 (Dc4)の交互フィボナッチ分割による最適解の解法

x0 = c ( > 0 )

c − µ0

13
=

µ0 − (−µ1)

13
=

−µ1

8
,

−µ1 − µ2

5
=

µ2

3
,

µ2 − (−µ3)

2
=

−µ3

1
.

0 c

−µ∗1 µ∗0

8
F6

13
F7

13
F7

µ∗2

3
F4

5
F5

−µ∗3

1
F2

2
F3
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µ0 − (−µ1)

13
=

−µ1

8
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−µ1 − µ2

5
=

µ2

3
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1
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0 c

−µ∗1 µ∗0

F7 F7F6

µ∗2

F5F4

−µ∗3

F2 F3

(Dc4)の最適解



µ∗0 =
F6 + F7

F6 + F7 + F7
c =

F8

F9
c ,

− µ∗1 =
F6

F6 + F7 + F7
c =

F6

F9
c ,

µ∗2 =
F4

F4 + F5
(−µ∗1) =

F4

F6
·

F6

F9
c ,

− µ∗3 =
F2

F2 + F3
µ∗2 =

F2

F4
·

F4

F6
·

F6

F9
c .
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すなわち、双対問題 (Dc4)の最大解 µ∗は、

µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3)

=
c

F9

(
F8 , −F6 , F4 , −F2

)
となる.

−c c0
−µ∗1

µ∗1

−
F6

F9
c

µ∗0

F8

F9
c

µ∗2

F4

F9
c

−µ∗3

µ∗3

−
F2

F9
c

列 (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3)は交互フィボナッチ経路を構成している.
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.

.

問題 (Dc4)の最適値の導出

双対問題 (Dc4)の目的関数は、

g(µ) := 2cµ0 − µ2
0 −

2∑
n=0

[
(µn + µn+1)2 + µ2

n+1

]
− µ2

3

であり、最大解 µ∗は、

µ∗ =
c

F9

(
F8 , −F6 , F4 , −F2

)
なので、

g(µ∗) =
c2

F2
9

{
2F8F9 − F2

8 −
[
(F8 − F6)2 + (−F6)2]

−
[
(−F6 + F4)2 + F2

4
]

−
[
(F4 − F2)2 + (−F2)2] − (−F2)2

}
.
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リュカの公式より、

g(µ∗)F2
9/c2 = 2F8F9 − F2

8 −
[
(F8 − F6)2 + (−F6)2]

−
[
(−F6 + F4)2 + F2

4
]

−
[
(F4 − F2)2 + (−F2)2] − (−F2)2

= 2F8F9 −
[
F2

8 + F2
7 + F2

6 + F2
5 + F2

4 + F2
3 + F2

2 + F2
1
]

= 2F8F9 − F8F9

= F8F9

となり、すなわち、最大値は g(µ∗) =
F8

F9
c2 =

21
34

c2 である.
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.

.

Primal Problem (Ps8)

主問題 (primal problem)として次の最小化問題を考える。

minimize
7∑

n=0

[
F8−n(xn + xn+1)2 +

F2
7−n

F8−n
x2

n+1

]
+

F0F1

F2
x2

8

(Ps8) subject to (i) − ∞ < xn < ∞ n = 1, 2, · · · , 8
(ii) x0 = c.

主問題 (Ps8)の最小解 x̂と最小値m8は、

x̂ = (x̂1, x̂2, · · · , x̂8)

=
c

34

(
−21 , 13 , −8 , 5 , −3 , 2 , −1 , 1

)
m8 =

13 · 21
34

c2

である。
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.

.

Dual Problem (Ds8)

主問題 (Ps8)に対する双対問題 (dual problem)(Ds8)は、次で表
される。

Maximize 2cF8µ0 −
6∑

n=0

F8−n

[
µ2

n +
(

F8−n

F7−n
µn + µn+1

)2
]

− F1µ
2
7

(Ds8)
subject to (i) − ∞ < µn < ∞ n = 0, 1, · · · , 6

(ii) µ7 = 0.

双対問題 (Ds8)の最大解 µ∗と最大値M8は、

µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , · · · , µ∗6 , µ7)

=
c

34

(
13 , −8 , 5 , −3 , 2 , −1 , 1 , 0

)
M8 =

13 · 21
34

c2

である。
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(Ps8)において、
x̂ = (x̂1, x̂2, x̂3, x̂4, x̂5, x̂6, x̂7, x̂8)

=
c

34

(
−21, 13 , −8 , 5 , −3 , 2 , −1 , 1

)

m4 =
13 · 21

34
c2.

(Ds8)において、
µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3 , µ∗4 , µ∗5 , µ∗6 , µ7)

=
c

34

(
13 , −8 , 5 , −3 , 2 , −1 , 1 , 0

)

M8 =
13 · 21

34
c2.

主問題 (Ps8)の最小解 x̂と、双対問題 (Ds8)の最大解µ∗及び、最小値m8
と最大値M8の間には交互フィボナッチ・シフト双対性と呼ばれる関係が

成り立っている。
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.

.
交互フィボナッチ・シフト双対性

(Alternately Fibonacci Shift Duality) I

主問題 (Ps8)と双対問題 (Ds8)の間には次の 3の関係が成り立つ。
これを交互フィボナッチ・シフト双対性という。

.

.

.

1 (双対性)

主問題 (Ps8)の最小値m8と双対問題 (Ds8)の最大値M8が

等しい。すなわち、

m8 =
13 · 21

34
c2 =

F7F8

F9
c2,

M8 =
13 · 21

34
c2 =

F7F8

F9
c2,

であり、m8 = M8 が成り立つ。
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.

.
交互フィボナッチ・シフト双対性

(Alternately Fibonacci Shift Duality) II

.

.
.

2 (交互フィボナッチ)

主問題の最小解 x̂と双対問題の最大解 µ∗ は共に交代フィボ
ナッチ数列の後ろ向きである。

x̂ = (x̂1, x̂2, · · · , x̂8)

=
c

34

(
−21, 13, −8, 5, −3, 2, −1, 1

)
=

c
F9

(
−F8, F7, −F6, F5, −F4, F3, −F2, F1

)
,

µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , · · · , µ∗6 , µ7)

=
c

34

(
13, −8, 5, −3, 2, −1, 1, 0

)
=

c
F9

(
F7, −F6, F5, −F4, F3, −F2, F1, −F0

)
.
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.

.
交互フィボナッチ・シフト双対性

(Alternately Fibonacci Shift Duality) III

.

. . 3 (シフト)

主問題の最小解 x̂と双対問題の最大解 µ∗はお互いを 1段シ
フトさせたものである。

( x̂1, x̂2, x̂3, x̂4, x̂5, x̂6, x̂7, x̂8 )

( −F8, F7, −F6, F5, −F4, F3, −F2, F1 )

( µ∗0 , µ∗1 , µ∗2 , µ∗3 , µ∗4 , µ∗5 , µ∗6 , µ7 )

( F7, −F6, F5, −F4, F3, −F2, F1, −F0 )
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.

.
交互フィボナッチ条件

(Alternately Fibonacci Condition) I

主問題 (Ps8)において、次の等式からなる系 (AF)Ps を、問題

(Ps8)に対する交互フィボナッチ条件という。

(AF)Ps



c + x1

F7
=

x1

−F8
,

x1 + x2

−F6
=

x2

F7
,

x2 + x3

F5
=

x3

−F6
,

x3 + x4

−F4
=

x4

F5
,

x4 + x5

F3
=

x5

−F4
,

x5 + x6

−F2
=

x6

F3
,

x6 + x7

F1
=

x7

−F2
, x7 = −x8.
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.

.
交互フィボナッチ条件

(Alternately Fibonacci Condition) II
また、問題 (Ds8)に対する交互フィボナッチ条件は次の等式から
なる系 (AF)Ds で与えられる。

(AF)Ds



c − µ0

F8
=

F8

F7
µ0 + µ1

F7
=

µ1

−F6
,

F7

F6
µ1 + µ2

−F6
=

µ2

F5
,

F6

F5
µ2 + µ3

F5
=

µ3

−F4
,

F5

F4
µ3 + µ4

−F4
=

µ4

F3
,

F4

F3
µ4 + µ5

F3
=

µ5

−F2
,

F3

F2
µ5 + µ6

−F2
=

µ6

F1
, µ7 = 0.
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.

.

(AF)Psの同値条件 I

主問題 (Ps8)の目的関数を x = (x1, x2, · · · , x8)の 8変数関数
f(x)で表す。

f(x) :=
7∑

n=0

[
F8−n(xn + xn+1)2 +

F2
7−n

F8−n
x2

n+1

]
+

F0F1

F2
x2

8
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.

.

(AF)Psの同値条件 II

(AF)Ps ⇐⇒



F8(x0 + x1) +
F2

7

F8
x1 + F7(x1 + x2) = 0

F7(x1 + x2) +
F2

6

F7
x2 + F6(x2 + x3) = 0

...

F3(x5 + x6) +
F2

2

F3
x6 + F2(x6 + x7) = 0

F2(x6 + x7) +
F2

1

F2
x7 + F1(x7 + x8) = 0

F1(x7 + x8) +
F2

0

F1
x8 = 0

⇐⇒
∂f
∂xn

= 0 n = 1, 2, · · · , 8.
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.

.

(AF)Psの同値条件 III

目的関数 f(x)は xの 2次の凸関数であることから、問題 (Ps8)の
最小解 x̂ = (x̂1, x̂2, · · · , x̂8)は、最適化の 1階条件を満たす。
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.

.

交互フィボナッチ条件 (AF)Ps

.

.

(AF)Ps

def
⇐⇒



c + x1

F7
=

x1

−F8
,

x1 + x2

−F6
=

x2

F7
,

x2 + x3

F5
=

x3

−F6
,

x3 + x4

−F4
=

x4

F5
,

x4 + x5

F3
=

x5

−F4
,

x5 + x6

−F2
=

x6

F3
,

x6 + x7

F1
=

x7

−F2
, x7 = −x8.

⇐⇒



c − (−x1)

13
=

−x1

21
,

−x1 − x2

8
=

x2

13
,

x2 − (−x3)

5
=

−x3

8
,

−x3 − x4

3
=

x4

5
,

x4 − (−x5)

2
=

−x5

3
,

−x5 − x6

1
=

x6

2
,

x6 − (−x7)

1
=

−x7

1
, −x7 = x8.
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.

.

交互フィボナッチ条件 (AF)Ps

.

.
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8
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3
=

x4

5
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2
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−x5

3
,

−x5 − x6

1
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x6

2
,
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1
=

−x7

1
, −x7 = x8.
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.

.

主問題 (Ps8)の交互フィボナッチ分割

x0 = c ( > 0 )

c − (−x1)

13
=

−x1

21
,

−x1 − x2

8
=

x2

13
,

x2 − (−x3)

5
=

−x3

8
,

−x3 − x4

3
=

x4

5
,

x4 − (−x5)

2
=

−x5

3
,

−x5 − x6

1
=

x6

2
,

x6 − (−x7)

1
=

−x7

1
, − x7 = x8.

0 c

−x1

21
F8

13
F7

x2

13
F7

8
F6

−x3

8
F6

5
F5

x4

5
F5

3
F4

−x5

3
F4

2
F3

x62
F3

1
F2

−x7
x8

1
F2

1
F1
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すなわち、主問題 (Ps8)の最小解 x̂は、

x̂ = (x̂1, x̂2, · · · , x̂8)

=
c

F9

(
−F8 , F7 , −F6 , F5 , −F4 , F3 , −F2 , F1

)
となる。

−c c0 −x̂1
F8

F9
c

x̂1

−
F8

F9
c

x̂2

F7

F9
c

−x̂3
F6

F9
c

x̂3

−
F6

F9
c

x̂4

F5

F9
c

x̂5

−
F4

F9
c

x̂6

F3

F9
c

この列、(x̂1, x̂2, · · · , x̂8)は交互フィボナッチ経路を構成して
いる。
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.

.

主問題 (Ps8)の最小値

主問題 (Ps8)の目的関数は、

f(x) :=
7∑

n=0

[
F8−n(xn + xn+1)2 +

F2
7−n

F8−n
x2

n+1

]
+

F0F1

F2
x2

8

であり、最小解 x̂は、

x̂ = (x̂1, x̂2, · · · , x̂8)

=
c

F9

(
−F8 , F7 , −F6 , F5 , −F4 , F3 , −F2 , F1

)
なので、

f(x̂) =
c2

F2
9

{
(F8F2

7 + F2
7F8) + (F7F2

6 + F2
6F7) + · · ·

· · · + (F2F2
1 + F2

1F2) + (F1F2
0 + F2

0F1)

}
となる。
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.

.

準立方和

.

補題（準立方和）

.

.

.

. ..

.

.

フィボナッチ列 {Fk}において、次が成り立つ。

2
n∑

k=1

F2
kFk+1 = FnFn+1Fn+2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Table 1: Fibonacci sequence {Fn}

例えば、n = 4では、

2 ×
(
F2

1F2 + F2
2F3 + F2

3F4 + F2
4F5

)
= 2 ×

(
12 · 1 + 12 · 2 + 22 · 3 + 32 · 5

)
= 120

= F4F5F6
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よって、

f(x̂) =
c2

F2
9

{
(F8F2

7 + F2
7F8) + (F7F2

6 + F2
6F7) + · · ·

· · · + (F2F2
1 + F2

1F2) + (F1F2
0 + F2

0F1)

}

より、

F2
9

f(x̂)
c2

= (F8F2
7 + F2

7F8) + (F7F2
6 + F2

6F7) + · · ·

· · · + (F2F2
1 + F2

1F2) + (F1F2
0 + F2

0F1)

= 2(F8F2
7 + F7F2

6 + · · · + F2F2
1 + F1F2

0)

= F7 ·F8 ·F9.

すなわち、最小値は f(x̂) =
F7F8

F9
c2 =

13 · 21
34

c2 である。
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.

.
交互フィボナッチ条件

(Alternately Fibonacci Condition)

問題 (Ds8)に対する交互フィボナッチ条件は次の等式からなる系
(AF)Ds で与えられる。

(AF)Ds



c − µ0

F8
=

F8

F7
µ0 + µ1

F7
=

µ1

−F6
,

F7

F6
µ1 + µ2

−F6
=

µ2

F5
,

F6

F5
µ2 + µ3

F5
=

µ3

−F4
,

F5

F4
µ3 + µ4

−F4
=

µ4

F3
,

F4

F3
µ4 + µ5

F3
=

µ5

−F2
,

F3

F2
µ5 + µ6

−F2
=

µ6

F1
, µ7 = 0.
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.

.

(AF)Dsの同値条件 I

双対問題 (Ds8)の目的関数を µ = (µ0, µ1, · · · , µ7)の 8変数関
数 g(µ)で表す。

g(µ) := 2cF8µ0−
6∑

n=0

F8−n

[
µ2

n +
(

F8−n

F7−n
µn + µn+1

)2
]
−F1µ

2
7.
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.

.

(AF)Dsの同値条件 II

(AF)Ds

⇐⇒



c − µ0 +
F8

F7

(
F8

F7
µ0 + µ1

)
= 0

−
F8

F7

(
F8

F7
µ0 + µ1

)
− µ1 −

F7

F6

(
F7

F6
µ1 + µ2

)
= 0

...

−
F4

F3

(
F4

F3
µ4 + µ5

)
− µ5 −

F3

F2

(
F3

F2
µ5 + µ6

)
= 0

−
F3

F2

(
F3

F2
µ5 + µ6

)
− µ6 −

F2

F1

(
F2

F1
µ6 + µ7

)
= 0

µ7 = 0

⇐⇒
∂g
∂µn

= 0 n = 0, 1, · · · , 6, µ7 = 0.
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.

.

(AF)Dsの同値条件 III

目的関数 g(µ)は µの 2次の凹関数であることから、問題 (Ds8)
の最大解 µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , · · · , µ∗6)は、最適化の 1階条件を満
たす。
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.

.

(AF)Ds

def
⇐⇒



c − µ0

F8
=

µ0

F7
,

µ0 + µ1

F5
=

µ1

−F6
,

µ1 + µ2

−F4
=

µ2

F5
,

µ2 + µ3

F3
=

µ3

−F4
,

µ3 + µ4

−F2
=

µ4

F3
,

µ4 + µ5

F1
=

µ5

−F2
,

µ5 + µ6 = −
F0

F1
µ6, µ7 = 0.

⇐⇒



c − µ0

21
=

µ0

13
,

µ0 − (−µ1)

5
=

−µ1

8
,

−µ1 − µ2

3
=

µ2

5
,

µ2 − (−µ3)

2
=

−µ3

3
,

−µ3 − µ4

1
=

µ4

2
,

µ4 − (−µ5)

1
=

−µ5

1
,

µ5 + µ6 = 0, µ7 = 0.
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0 c

µ∗0

F8F7

−µ∗1

F5F6

µ∗2

F4F5

−µ∗3

F3F4

µ∗4

F2F3

−µ∗5

F2F1

µ∗6

最適解



µ∗0 =
F7

F7 + F8
c =

F7

F9
c ,

− µ∗1 =
F6

F6 + F5
µ∗0 =

F6

F7
·

F7

F9
c ,

µ∗2 =
F5

F5 + F4
(−µ∗1) =

F5

F6
·

F6

F7
·

F7

F9
c ,

− µ∗3 =
F4

F4 + F3
µ∗2 =

F4

F5
·

F5

F6
·

F6

F7
·

F7

F9
c ,

...
...

...

µ∗6 = −µ∗5 =
F2

F2 + F1
µ∗4 =

F2

F3
·

F3

F4
· · · · ·

F7

F9
c .
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すなわち、双対問題 (Ds8)の最大解 µ∗は、

µ∗ = (µ∗0 , µ∗1 , · · · , µ∗6 , µ7)

=
c

F9

(
F7 , −F6 , F5 , −F4 , F3 , −F2 , F1 , −F0

)
となる.

−c c0

µ∗0

F7

F9
c

−µ∗1

µ∗1

−
F6

F9
c

µ∗2

F5

F9
c

−µ∗3

µ∗3

−
F4

F9
c

列 (µ∗0 , µ∗1 , · · · , µ∗6 , µ7)は交互フィボナッチ経路を構成して
いる。
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.

双対問題 (Ds8)の最大値

双対問題 (Ds8)の目的関数は、

g(µ) := 2cF8µ0−
6∑

n=0

F8−n

[
µ2

n +
(

F8−n

F7−n
µn + µn+1

)2
]
−F1µ

2
7.

であり、最大解 µ∗は、

µ∗ =
c

F9

(
F7 , −F6 , F5 , −F4 , F3 , −F2 , F1 , −F0

)
なので、

g(µ∗) =
c2

F2
9

{
2F7F8F9 − F8

[
F2

7 + (F8 − F6)2]
−F7

[
F2

6 + (F7 − F5)2] − · · ·

· · · − F2
[
F2

1 + (F2 − F0)2] − F1F2F2
0

}
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補題（準立方和）より、

g(µ∗)F2
9/c2 = 2F7F8F9 − F8

[
F2

7 + (F8 − F6)2]
−F7

[
F2

6 + (F7 − F5)2] − · · ·

· · · − F2
[
F2

1 + (F2 − F0)2] − F1F2F2
0

= 2F7F8F9 − 2(F8F2
7 + · · · + F2F2

1)

= F7F8F9

となり、すなわち、最大値は g(µ∗) =
F7F8

F9
c2 =

13 · 21
34

c2 で

ある。
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.

.

ダ・ヴィンチ・コード

映画「ダ・ヴィンチ・コード」（2006年）では冒頭のシーンで 10
桁の暗証番号

1 1 2 3 5 8 1 3 2 1

が現れている。

この 10個の数字は 8つの数字からなる列

1 1 2 3 5 8 13 21

すなわち、フィボナッチ数列の第 1項 F1 = 1から第 8項 F8 = 21
までの数列に他ならない。

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Table 1: Fibonacci sequence {Fn}
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.

.

交互ダ・ヴィンチ・コード 46

主問題 (Pc4)および双対問題 (Dc4)の変数を反転させて、反転
問題

minimize
4∑

n=1

[
x2

n + (xn + xn+1)2]
(RPc4) subject to (i) − ∞ < xn < ∞ n = 1, 2, 3, 4

(ii) x5 = c

および

Maximize − µ2
1 −

3∑
n=1

[
µ2

n + (µn + µn+1)2] − µ2
4 + 2cµ4

(RDc4)
subject to (i) − ∞ < µn < ∞ n = 1, 2, 3, 4

を考える.
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問題 (RPc4)の最小解 x̃と最小値m′4は、

x̃ = (x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x5)

=
c

34

(
1 , −2 , 5 , −13 , 34

)
m′4 =

21
34

c2

であり、問題 (RDc4)の最大解 µ⋆と最大値M′
4は、

µ⋆ = (µ⋆1 , µ⋆2 , µ⋆3 , µ⋆4)

=
c

34

(
−1 , 3 , −8 , 21

)
M′

4 =
21
34

c2

となる.
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両反転問題の最適解の間には今度は前向きの交互フィボナッチ相

補双対性が成り立つ.
(双対性)

最小値と最大値が等しい：

m′4 = M′
4 =

21
34

c2.

(2段階フィボナッチ)

最小解 x̃と最大点 µ⋆ は共に交代フィボ数列の前向き 2段跳
びである.

x̃ = (x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x5)

=
c

34

(
1 , −2 , 5 , −13 , 34

)
=

c
F9

(
F1 , −F3 , F5 , −F7 , F9

)
,
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µ⋆ = (µ⋆1 , µ⋆2 , µ⋆3 , µ⋆4)

=
c

34

(
−1 , 3 , −8 , 21

)
=

c
F9

(
−F2 , F4 , −F6 , F8

)
.

(相補フィボナッチ)

最小解 x̃と最大解 µ⋆を交互に編むと、

x̃1 µ⋆1 x̃2 µ⋆2 x̃3 µ⋆3 x̃4 µ⋆4 x5

1 −1 −2 3 5 −8 −13 21 34

になる.

すなわち、これは「交互ダ・ヴィンチ・コード」を構成する。
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交互ダ・ヴィンチ・コード 64

主問題 (Ps8)および双対問題 (Ds8)の変数を反転させて、反転
問題

minimize
F−1F0

F1
x2

1 +
8∑

k=1

[
F2

k−1

Fk
x2

k + Fk(xk + xk+1)2

]
(RPs8) subject to (i) − ∞ < xn < ∞ n = 1, 2, · · · , 8

(ii) x9 = c

および

Maximize − F1F2µ
2
1 −

7∑
k=1

[ Fk+1

F2
k

(Fkµk + Fk+1µk+1)
2

+Fk+1µ
2
k+1

]
+ 2F8cµ8

(RDs8) subject to (i) − ∞ < µn < ∞ n = 2, 3, · · · , 8
(ii) µ1 = 0

を考える。
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主問題 (RPs8)の最小解 x̃と最小値m′8は、

x̃ = (x̃1, x̃2, · · · , x̃8)

=
c

34

(
1 , −1 , 2 , −3 , 5 , −8 , 13 , −21

)
m′8 =

13 · 21
34

c2

であり、双対問題 (RDs8)の最大解 µ⋆と最大値M′
8は、

µ⋆ = (µ1, µ⋆2 , · · · , µ⋆8)

=
c

34

(
0 , 1 , −1 , 2 , −3 , 5 , −8 , 13

)
M′

8 =
13 · 21

34
c2

となる。
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両反転問題の最適解の間には今度は前向きの交互フィボナッチ・

シフト双対性が成り立つ。

(双対性)

最小値と最大値が等しい：

m′8 = M′
8 =

13 · 21
34

c2.

(交互フィボナッチ)

最小解 x̃と最大点 µ⋆ は共に交代フィボナッチ数列の前向き
である。

x̃ = (x̃1, x̃2, · · · , x̃8)

=
c

34

(
1 , −1 , 2 , −3 , 5 , −8 , 13 , −21

)
=

c
F9

(
F1 , −F2, F3 , −F4, F5 , −F6, F7 , −F8

)
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µ⋆ = (µ1, µ⋆2 , · · · , µ⋆8)

=
c

34

(
0 , 1 , −1 , 2 , −3 , 5 , −8 , 13

)
=

c
F9

(
−F0, F1 , −F2, F3 , −F4, F5 , −F6, F7

)

(シフト)

最小解 x̃と最大解 µ⋆はお互い 1段シフトさせている。

x̃ =
c

34

(
1 , −1 , 2 , −3 , 5 , −8 , 13 , −21

)
µ⋆ =

c
34

(
0 , 1 , −1 , 2 , −3 , 5 , −8 , 13

)
になる。

x̃ = (x̃1, x̃2, · · · , x̃8)は、「交互ダ・ヴィンチ・コード」を構
成する。
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