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5章一弗

固有値と固有ベク トル

5。 1 固有値 と固有ベク トル

正方行列スに対し,0でないベクトルπと定数入が存在して

An - ),n

をみたすとき,入 をスの固有値,π を入に対するスの固有ベクトルという.言

い換えれば,固有ベクトルとは線形変換ル (")=五"に
よって `向 き'の変わら

ないベクトルのことであり,固有値λは固有ベクトルが同一方向にのびる割合

を表す.(反対方向も含めて考える.)

五=(αを′)を 絶次正方行列とする.(1)式は

入
"一

スπ=(λE一 ス)π =0

と書けるから,入 が スの固有値であるということは同次連立 1次方程式

(λE一 ス)“ =0

(1)

0)

が非自明解をもつということである.そ して,そ の非自明解が入に対する固有

ベクトルである.(2)の解空間,す なわち人に対する固有ベクトルの全体 (と

0)を 固有値人に対する固有空間という。

連立 1次方程式 (2)が非自明解をもつための必要十分条件は
lλ
E― 川 =0,

すなわち

λ―αll  ―α12  …° ~α
lη

~α21  人~α22 …° ~α
2η

=0

~α
ηl   ~αη2  …° 人~α

ηη

が成 り立つことである.言い換えれば,未知数 χに関する方程式

χ ~α ll   ~α 12   ・・・   ~α lη

~α 21   χ ~α22  ・・°   ~α22
=0 6)

一 αηl
~α

η2 ・・・  χ 一‐αηη
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が解χ=λ をもつということにほかならない。(3)の左辺を展開すると
"の

物次多項式が得られる.こ れをψバχ)で表し,■ の固有多項式という.さ ら

に方程式ψA(χ)=0を スの固有方程式という.入 がスの固有値であるとは
,

入が固有方程式 9A(χ)=0の 解であるということにほかならない。ところで

固有方程式リス(χ)=0は 2次方程式であり,2次方程式は2個の複素数解

λl,λ 2,…・,λお(重解はその重複だけ数える)を もつことが知られている.した

がってスはこれら2個の入1,λ 2,… °
,ληを固有値としてもつ.こ のときリス(χ )

を 1次式に因数分解すると

ロス(χ)=(χ 一人1)(χ ―λ2)… °
(χ ―λη)

となる.同 じ固有値をまとめれば

りA(χ)=(“ ―λl)η
l(χ ―λ2)22.… ("_人r)η

r

の形になる.各 ηじを固有値 λをの重複度 という.

注 :ス の成分

ベク トルは複

がすべて実数

例 1ロ ス =

pild: χ-4 -3

-l χ-2
=κ

2_6χ +5=(χ -1)(χ -5)

だか ら,固 有値 は 1と 5で ある . 1に 対 す る固有 空 間 を ″ 1と お

-3χ -3ν =0
を解 い て

"「

1=
0一χ―ν=

α
  」1  1?∈

R ・ 固有値 5に文すする固有空間をレ予ぅとおくと,フレЪは

くと,"「1は (E― ■)"=0,す なわち
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定理 1.ス を η次正方行列 ,入 1,λ 2,・ …,λπを ス の固有値 とする.こ の とき

入1+λ2+° …+λπ=tr五, 入lλ 2・ …λπ=det五

が成 り立つ .

定理 2.ス を2次正方行列,Pを 2次正則行列とし,3=P~1■Pと おく.こ

のときス とBの 固有多項式は一致する.したがってス とBの 固有値 も一致

する.

定理 3.2次正方行列 スの相異なる固有値を入1,λ 2,° …,λT,各固有値 λtに対

する固有ベクトルを
"を

とする (づ =1,2,… 0,γ ).こ のとき
"1,"2,…

°
,π rは 1

次独立である.

定理 4(ハ ミル トン。ケーリー (Hamilton― Cayley)の定理).ス を物次正方行

列,9A(χ )=χ
η+αη_1"η

~1+・
…+α lχ +αOを スの固有多項式とする.こ

のとき

9ス (■)=ス
π+αη_1ス

η~1+… 。十 αl五 十 αOE=0

解答

０〓Ｅ
一

α
α＋スの十α

養
　
　
２．

の

　

　

ス

ヽヽ
ヽ
、
、
、
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固有値および固有ベ

e A(r) -

χ-3 -2  二4

-2  χ  -2

-4 -2 χ-3

χ+1 0  0

-2  χ  -4

-4  -2 χ-7

χ+1

-2

-4

=(χ +1)

一(χ +1)

-2

χ-3

-4

χ-7

Ｏ

　

χ
　

・
２

χ

　

・
２

=(χ +1)(χ
2_7χ -8)=(χ -8)(χ +1)2

よって スの固有値は 8っ -1(重複度は 2)である.
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例題 2.

2次正方行列
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スの固有値を

十人2+…・+

λl,λ 2,… °
,

入η=tr■ ,
λl

を示せ .

解答  ス=(αづプ)と し,9A(χ)=(χ ―入1)(χ ―λ2)… °
(χ ―λη)と する.

すると

~α
lη

~α
2η

χ ――αll   ―α12

~α21   χ ~α
22

(χ 一人1)(χ ―λ2)… °
(χ 一人η)… 。

(*)

が成 り立つ.こ こで (*)式で両辺のχπ
~1の

係数を考える.左辺の行列式の展開

を考えるとχη
~1の

項が出てくるのは (χ ―αll)(χ 一α22)・ …
(χ 一αηn)か らだか

~α
ηl    ~αη2   ・°・  χ ~― αηη
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解答  ロス(χ)=

となる.

ら,さ らに展開して考えるとπけ 1の
係数は 一αll― α22~…・~αππ=― trス で

ある.一方,右辺のχπ
~1の

係数は―λl― λ2~…・~λη=一 (λl+λ 2+…・十λη)

である.よ って

trス =λ l+λ2+…・十λπ

となる.

次に (*)式の両辺に″=0を代入すると

|一 ス|=(-1)ηλlλ 2° …λ
,。

ここで |一 五|=(-1)π lス |=(-1)π detス だから入lλ 2・ …λη=detス となる。

例題 3.

ハミル トン・ケーリーの定理を用いてス=

次の関係式を求めよ.
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(重複度は 3)
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を第 1行で余因子

94(χ )=lχ Eπ+1~■ |=
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O  "E鶴 一B

=(χ 一人)lχE鶴 一BI=("一 人ル B(χ )。
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5。 2 行列の対角化
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=λ五
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2π
.
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((1)の結果

Иr-lαフス
η-2α

,…
.,スα,α

が 1次独立なことをいえば十分。

α14η
~lα

+α 2ス
η~2α +… 。十απ_1スα+αηα=0 ……… (*)

とお く.こ の両辺に左からス をかけると (■
η=0に 注意 して)

α2ス
η~lα

十。…+αη_1■
2α +αηスα=0。

この操作を繰 り返すとαηス町 lα =0と なる.と ころが 五η~lα
≠ 0だから

αη=0。 (来 )で αη=0と おいて同じ作業を繰 り返すと,結局αl=α2=…・=
απ=0を得る.
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5。3 対称行列

行列の三角化

正方行列は必ずしも対角化可能ではないが,対角行列に形の近い三角行列に

変形にすることは可能である.こ こでは固有値が実数の場合を扱う.

定理 1.2次実正方行列スの固有値がすべて実数ならば,適当な正則行列Pに
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η次正方行列 スは,切 =ス をみたすとき対称行列であると定義した.も し

さらにスの成分が実数であれば,ス は実対称行列であるという.

定理 2。 実対称行列 スの固有値はすべて実数である.

定理 3.実対称行列 スの相異なる固有値に対する固有ベクトルは互いに直交

ことができる.
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例題 1。

対称行列 五 =

解答  (1)ψス(χ)=

スの固有値は 1,2,4で

につい て

な直交行列 Tを求めよ
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となる.

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

′

／

一．
０
２
　
は
組

１
２
０
よ．
林
陵

３
１

一．
勅
レ
制

／
‐
‐
‐
ヽ
＼
を
　
ク
　
角^

値

べ
　
対

有

有

が

固
　
固
　
Ｔ

の
　
の
　
ス

ス

ス

ャ

ー

　

２

　

３

一
．

　

一
　

〇

χ

χ-3

-1

1

ある。
＼

、

‐

‐

‐

′

／

０

　

１

　

１

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

＼

、

‐

‐

‐

′

／

１

　

一
　

１

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

＼

、

‐

‐

‐

′

／

２一√
１一√
ユ√

０
　
上
の
上
の

・
一√
．
一編
上
√

(2)固有値 1,2,4に対する固有ベク トルはそれぞれ

は 0で ない任意定数)である .

は定理 3よ り互いに直交する.こ れらの

ヽ

１

‐

‐

‐

′

／

２

　

１

　

一

／

１

‐

‐

―

＼

＼

、

‐

‐

‐

‐

′

／

０

　

１

　

１

鶴
　
　
　
　
　
／
′
′
‥
‥
‥
ｌ
ｌ
ｌ
、
、

ち

　

　

ヽ

１

１

１

ノ

ヽヽ
、．．．．．．日■■口■■・・・・・・・・・・・・・・・・ｒｒｒｒｒ′′′′
　　　　　　　　´．．．．ム
　　　
　　　
　　　
　　
一　　　　　　　　　　
「́．．．．．．ニ

２

１

一
．

／

１

‐

‐

＼

／

１

１

＼

　

　

０

鶴

＼

、

‐

‥

‐

‐

′

／

／

′

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

ベクトルの長さを 1に して並べた行列をT=

とおけばTは直交行列で竹ⅥT=
1   0

0  2

0  0

例題 2.
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解答  スの固有多項式は (χ -1)2(χ _2)で ,固有値は 1,2。 固有値 1に対す



の
　
　
　
　
　
　
一父

組
　
　
　
　
直

鋭
　
　
　
　
　
規正を

Ｒ

れ

む

こ

含

　
　

　

　

こ

を

次

れ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
。
　

　

　

　

で

こ
　

　

　

　

し
，
　

　

　

、ヽ

‐
‐
ノ
／
　

　

列

る．　　　　と　　　　　０　上のユ√　　一囃

き

　

　

、ヽ

‐

‐

‐

／

で
　
　
　
０
　
１
　
０
　
　

／ノ
ー
ー
ー
、

　
　
　
ま

力
　
　
　
／
１
１
１
１
＼
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
の
）

じ
⊂

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

，

，

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

し

⊂

ゝ
」
　
　
　
　
　
　
　
　
ヽヽ
、
．‐
‐
‐
‐
―
―Ｉ
Ｊ
′
ノ
／
　
　
　
　
　
、、．．．．．．．・・・・日日Ｊ′′′／

る

１

　

０

　

０

　

　

　

　

．

　

０

　

０

お

と

　

　

　

′／

１

１

１

ヽ

、

　

／

ｆ

Ｉ

Ｉ

‐

＼

　

　

と

を

＼

、

‐

‐

‐

′

／

，

０
　
上
の
．
一√

０

　

１

　

１

　

　

０

　

１

　

１

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

１

０

０

０

上
の
上
の

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

値
　
　
　
ン」
　

　

一父

有

る
．
　

　

直

固

規

の
　
　
　
と
　
　
　
正

３
　
　
　
を

●

　

　

　

　

　

　

ヽ

、

．

．

．

‐

‐

．

′

′

ノ

／

　

　

　

　

　

ｈ

Ｈ

ブ

ゝ
つ

と

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

行
　
詭
　
一３
　
を

を

３一真

．一√

業作
　
　
　
ゞ

　

　

．
　
０

の
　
　
　
が

　

／
‐
‐
＼
　
　
　
．

様
　
　
　
夕

　

ヽ
―
―
ノ

‐
／
ヽ
ノ
　
√
場
濃

同

に　　　　っ，　　層２　３　　　上√Ｆ備一　　３一√層“μ
に

１
人
　
　
　
Ｖ

　

．

Ｂ

の
　
　
／
１
１
、
＼
　
　
／
１
１
ヽ
＼

，　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ら
　
０
　
上
の
上
√

レ

き
　
ノ　
ゴ　
　
，
√
端
τ
＝
日
、

お

　

　

　

ト

Ｌ
　
　
ヽ
―
―
ノ

ク

と

タ

林
　
Ⅸ
　
√
端
／引
瀧
哺
川
η

＼

、

‐

′

／

の

二．
　
固
　
　
と

る
　
　
　
底
　
　
／
１
１
＼
　
　
　
　
　
街
　
０

す
　
　
　
基
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一父

４
Ｍ
　
釧
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
．
０
０

の
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
直

・　

　

―
　
　
　
組
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
／／
‐
‐
‐
＼

の

・
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

次

　

　

の

／
１
ヽ
＼
　

値
　
　
　
の
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
２
　

　

　

〓

・・　
　
　
有
　
　
メ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ま
　
　
Ｐ

固

Ｂ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
Ｒ

る
　
　
に

　

　

　

２
。
　

　

む
　
　
と

と

な

　

次
　
　
　
１
，
　

　

含

　

る
　

　

　

　

て

を

　

す

　

　

　

　

つ

と
　
　
　
　
　
　
ま
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ぉ

―
　
　
　
れ

　

化

　
　
　
　
よ

と

194 第 5章 固有値と固有ベクトル

る固有ベク トルとして

基底をつ くる.例 えば

化すれば

そこでの=

０
の
　
一‐

が
４
轟

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

〓０スの〓０■一０



5。3 丈寸称行列   195

とおけば,Pは 3次の直交行列で

TttP=

が得 られる.

例題 3。

6の
√

4の
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の固有値,固有ベクトルを求め
,

を示せ。
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3。

B

1。  スが実対称行列であ り,かつその固有値がすべて正であるためには
,

ス =む 3と なる実正則行列 Bがあることが必要十分条件であることを証明

せよ.

2. (1)行列式の値が 1の 3次直交行列 スは回転軸をもつこと,すなわち

ある直線のまわりの回転を表すことを示せ .
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となる.
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6.(1)ス *
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できる.こ のとき

である.

とおけば Bは正則で

tP=五

定する.λ をスの固有値,

t(3")Bπ
=t"五

"=λ
tπ

"。

π≠0よ りt"π >0で t(B“
)Bπ >0だからλ>0と なる.

2。 (1)定理 5よ リスはユニタリー行列だからその固有値の絶対値は1である.

3次実行列の固有方程式は実係数の3次方程式だから必ず実数解をもつ.すな

わち3次実行列には必ず実数の固有値μが存在する.他の固有値も実数の場合

は固有値の絶対値が1であることと固有値の積が 1川 =1と なることより必ず

固有値 1を もつことがわかる.他の固有値が虚数λ(lλl=1)である場合は天も

固有値であることと,固有値の積が 1川 =1であることからμλ天=μ lλ 12=1。

ゆえにμ=1。 よっていずれにせよ固有値 1を もつ.

そこで固有値 1に対応する固有ベクトルeを ふくむ正規直交基底によリル

は

ス =

と表現され,Bは 2次直交行列で
,

回転を表す .
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従ってスは cを含む直線のまわりの回転である

(2)固 有値 1に対する固有ベク トルは c= 上
桁

であるか ら回転軸 は

直線 χ=ν =zで ある。 (■
3=Eだ から回転角は

3。 (1)ス
*=ス

(2)(i)スπ=λπより
"*(■

π)=入π*“

(ii)(■π)*=t(И万)=t(Иb)=t(π)t(И)=π
*五 *

(五i)(入π)*=t(天万)=t(天万)=天
tπ =天π*よ り(入π)*π =天 (π

*π
)

(3)(i)よ り
"*ン

b)=λ
“

*π .一方ス*=ス と (五 ),(iii)よ り

"*(■")=(π
*ス*)“

=(スπ)*"=(λ
")*“

=ハπ*"

∴  λπ
*"=λ

π
*π

.

π≠0よ りπ*π >0だから入=λ .

4。
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2θδ 第 5章

を表す.

αβ=0の とき,例えばβ=0の ときは,⑥ において座標軸の平行移動を行

うと

αx2+c′ y=0(c′ ≠0の とき), αχ2+∫′′
=0(C′ =0の とき)

の形になる.こ れらはそれぞれ放物線,平行2直線 (1直線又は空集合の場合

を含む)を表す.α =0の ときも同様の考察により,同 じ形の曲線が得られる

ことがわかる◆ところで,5。 1の定理 1よ りαβ=1川 =αC― b2でぁった.し

たがつて2次曲線 ④ は



5.4 2次 曲線の分類  2θ 7

点又は空集合の場合を含む)

(交わる 2直線の場合を含む)

(平行 2直線,1直線又は空集合の場合を含む)

次の 2次形式の標準形 と変形に使われる直交行列 Pを求めよ

f @,il - 2r2 - 4rA + 5a2

と表せる.

αc_b2>0

αc_b2<0

αc_b2=0

と分類 される .

例題 1.
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2θ8 第 5章 固有値と固有ベクトル
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すなわち X2_2y2=1(双 曲線)である.

ν

1。 次の2次形式の標準形と変形に使われる直交行列Pを求めよ.

(1)∫ (χ ,ν)=χ
2+χ

ν+ν
2  (2)∫

(χ ,ν)=6“ν  (3)∫ (χ ,ν)=3χν+4ν
2

(4)∫ (χ ,ν,Z)=2“ν+2νz+2zχ

2.次 の2次曲線のグラフをかけ.

(1)3χ
2+4χ

ν+3ν
2=5 (2)3χ 2_2χ

ν+3ν
2=2

(3)χ
2_2χ

ν+ν
2+4、

わ χ+6=0

(4)χ
2+3χ
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2_2κ -3ν =0

1。 χ子十χ3+。 ,0+χλ二1の とき,関数∫(χ l,χ 2,・ …,χ2)=】EαじJχβJ

t,ブ=1

(αづプは実数で αづJ=αル)の最大値 と最小値はそれぞれ行列 ス =(atJ)の 固有値

の最大値 と最小値に等 しいことを示せ .

Aの解答
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すなわちど二十y2=1(楕円)である.
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