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3章一弗

行列式

3。1 行列式の定義と性質
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χl=
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同じようにして,
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azzbt - anbz
χ2=

αllα 22‐
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12α 21

1次方程式

αllχ l+α 12χ 2+α 13χ3=bl
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αllα 22α33+α 12α 23α31+α 13α 21α 32~α llα 23α32

のとき,解を表す式が得られることがわかる。
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(1)の左辺を と表し,そ れぞ

れ 2次の行列式,3次の行列式という

によって定める.

例。 4次の順列 (2143)に ついて,た1=1,た2=0,た3=1だから転倒数は

1+0+1=2。 よつて (2143)は 偶順列である.

定理 1.順 列の隣同士の数を入れ換えると,順列の符号が変わる:

行列式の定義
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3。 1 行列式の定義と性質

“ことを表す.ス の行列式は

αll  α12  °・・  αlη

α21  α22  °・・  α22

αηl  αη2  ・・・  αηη

で表し,略して 1川 ,detス とも書く.

例.1次 と2次の行列式はそれぞれ次のようになる:

lo't rl : ort ,

行列式の性質

定理 2.

en atz

azt azz

0

α2η

απη

レ屯:

- €(I2)att&zz * E (zL)arzazr - altazz - arzazt.

また,3次の行列式は

αll  α12  α13

α21  α22  α23 1= e (L2s)etrazzags * e(23L)orrazzan * t(3L2)ap(rzra3z

α31  α32  α33

十ε(132)α llα 23α 32+ε (213)α 12α 21α 33+ε (321)α 13α 22α 31

=α llα 22α33+α 12a/23α31+α 13α 21α32~α llα 23α32~α 12α 21α 33~α 13α 22α 31

となり,こ れらは先に述べた定義 と一致する.2次 と3次の行列式は次のたす

き掛けの方法で記憶すると便利である.な お,4次以上の行列式にはこの方法

は適用できない .

0 0…

α22   °・°

+

αll

α21

鈍
　
０
　
。
‥
　
０

α12  ・・°

α22 …・

αη2  ・・・

αlη

α2η

αηη

: aTr

α22  ・・°  α2η

αη2  ・・・  αηη
αηl  αη2  ・・・
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定 より,特 に次の式が成 り立つこ

0
azz

&n2 ann

定理

理 2

αll

α21

απl

3。

αll atz aln

と が わ か る 。

α12  ・°°  αlη

α22  ・・・  α2η

απη

=λ

αηl

αlπ

αηη

αll

行列式の値は

=二 αll α22・
°°απη

αlη

αlη

αll

0

定理 4.

定理 6.

α21

華轟華重轟難:難言難:彗ス:
+

αηl  αη2  ・・・  αηη

定理 5。 2つの行を入れ換えると行列

重垂菫萎華:華藝華:言華華藝轟華:

轟難彗攀難華華彗轟彗

つの行が一致すれば,



3.1 行列式の定義と性質

定理 7。 1つ の行に他の行の定数倍を加えても行列式の値は変わらない :

定理 8.行 と列を入れ換えても行列式の値は変わらない:

定理 8よ り,行列式の行に関する性質 (定理 3～ 定理 7)は 列に対 しても同様

に成 り立つ.

定理 9(積の行列式).2次 正方行列 ス,3に対 して,次の等式が成 り立つ .

|スBI=|ス‖BI

行列式の幾何学的意味

平面上の点 Oを始点とする 2つ のベクトル こ戒 =(α ,b),譴 豊
(c,α)のつ

くる平行四辺形の面積 Sは 2次正方行列ス=

l det川 に他ならない:

α

　

　

Ｃ

／

′

ｉ

ｌ

＼
:  

の行列式の絶文寸値

平行六面体の体積 y

=α =(α l,α2,α3),

α,b,cが右手系 (左

の行列式 detス が正
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例題 1。

α=(α l,α2,α3),b=(bl,b2,b3),C=(Cl,C2,C3)と する。このとき

(a× b)

また,(α ×b)。 α=0を示せ。

解答

α×b=(α2b3~α3b2,α 3bl~αlb3,α lb2~α 2bl)

だから

(a× b)・ C=(α2b3~α3b2)Cl+(α 3bl~αlb3)C2+(α lb2~α 2bl)C3

=αlb2C3+α2b3Cl+α3blC2~α lb3C2~α2blC3~α 3b2Cl

αl  α2  α3

bl   b2   b3

Cl  C2  C3

αl  α2  α3

bl   b2   b3

Cl   C2   C3

次に定理 6よ り

(o"b) .a-
α

　

ｂ

　
　

α

α

　

７θ

　
　

α

α

　

ｂ

　
　

α

=0。

例題 2。

次の行列式を計算せよ。

解答  2行 に 1

-1  --4  5   1

1  3 -1 2

2  -1  4  3

2  -4  3  -4

行 を,3行 と

-1 -4

0  -1

0  -9

0  -12

4行に 1

5    1

4   3

14  5

13 -2

行の 2倍をそれぞれ加えると

-1

-9

-12

３

５

一
２

４

　

１４

　

・３

∠ = =(-1)
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さらに 2行 に 1行の (-9)倍 ,3行に 1行の (-12)倍 をそれぞれ加えると

-1  4   3

∠=(-1) 0  -22 -221= (_1)2
-22  -22

-35 -38
0  -35 -38

1行から (-22)を ,2行から (-1)を それぞれくくり出すと

77

∠ =(_1)2.(_22)(-1)

例題 3。

次の行列式を因数分解せよ.

解答  1行に 2行 と

1    1

35  38

3行 を加えて,1行から

α+b+c α+b tt c

α     b

C        α

- (-1)n 22(38 - 35) _ 66.

(α +b+C)を く

ｃ

　

ｂ

　

　

α

ｂ

　
　
α

　

　

ｃ

ａ

　
　
Ｃ

　

７θ

∠ =

α tt b+c

C

b

- (o + b * c)

り出すと

1   1

α  b

C  α

く

1

C

b

と2列 と3列 に 1列 の (-1)倍 をそれぞれ加えて,直接展開する

∠ =(α tt b+C)

-(o+br")

1    0

C α―C b

b c一 b α

α一c b一 c

c一 b α― b

0

一 c

― b

- (o +b * "){(" - c)(a - b) - (b - ")(, - b)}

- (a + b r ")(o' + b2 + 
"2 - ab - bc - "o).

1。 次の順列の転倒数を求め,偶順列か奇順列かを判定せ よ。さらに符号 を

求めよ.

(1)(4 3 2 1)(2)(2 5 3 1 4)(3)(3 1 4 6 5 2)

A
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2.4次 の行列式は,たすき掛けの方法では求められない.その理由を行列式

の定義に戻 り説明せよ.

3。 次の行列式の値を求めよ.

5 -9

3   7

1   2

3    1

-1 5

123  122  124

124  123  122

122  124  123

α―十b―+2c

C

C

cos A sin 0

-sind cos0

5  0  0

-1 2 0

4  1  3

20   33

-20 -11

70   55
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(2) (3)
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２
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-1

1

せ よ.

1    1    1

α  b  c

α3  b3  c3

α         b

b■―c+2α     b

α   C+α +

0  0

0  2

0  4

6  0

1111

1234

1345

1456

2b

α+3 -1  1

5  α-3  1

6  -6 α+4

1  1  l  α

l  l  α  l

l   α   l   l

α  l  l  l

α 000

0b00

0 0 c r

0 0 r c

O g 0 0

P 0 0 0

1

0

0

0

-1

-1

1

1

(10) (11)

0

4. 次の行列式を因数分解

l abc
lbca
lcab

(2) (3)

(→ (5)

(6)

1111

χ  α  α  α

χ ν b  b

“
 ν Z C

α  b  c  0

b α O c

c O α b

O  c  b  α

(7) (8)

O p

9  0

0  0

0  0

b  0

0  α

＼

、

‐

′

／

１

　

０

０

　

１

／

Ｆ

…

ｌ

＼

ｄ５ はどのような図形の面積を表しているか,図示せよ
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一
　
　
　

を示せ
．

夕

　

　

　

と

何
　
　
　
ン」

く
　
　
　
　
つる

し
　
　
　
わ

体

　

　

⇒

　
　
Ｃ

粒

・，２，

ユ

‐

ゝ
つ

　

　

　

一
　

　

　

，
６

は

猟

眸

一

一
．

，

０

，

　

　

励

　

　

．．
２

哺
ｏｌ

‐ノ
蝋
よ・
坤
　
〓・ヽ

(2)

6.

さらヤ

7。

積 y

8。

1

α

9。

(2

(3

10。

島0

∠ =

:  0

０

０

２

Ｂ

2  0

0  2

0  0

次の等式を示せ .1.

=χ 2~χ l

=(χ2~χ l)(χ3~χ l)("3~″ 2)

1    1

"l 
χ2

1    1

"l 
χ2

χ:  χ;

1

χl

χ:

χT~1

1

π3

χ:

1

χ2

π3

χ,~1

1

χη

χλ

χl~1

(2)

1  0…

″3   … °

": 
…

χ旨

~1  
・…

= Π 。ブー銑)

1≦づ<J≦η

(3)
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2。 次の行列式の値を求めよ.

1   1    1    1

2 1 -1 3

4  1   1   9

8 1 -1 27

3。 次の行列式を因数分解せよ.

α  b  c  α

b α α c

c α α b

α  c  b  α

gg gg3 gg2

100 1003 1002

101 1013 1012

α 一b 一α  b

b  α  ―b 一α

c 一d  c  ―α

α  c   a   c

(2)

(2)

4.ス を犠次正方行列,3を 2次正方行列とする

示せ .

=|五‖BI,

とき,次が成 り立つことを

=|五‖BI

(を,J=1,2,3,4)の とき

Ｏ
　
Ｂ

ス
　
θ

Ｄ
　
Ｂ

Ａ
　
θ

一一　

≠

5。

け 鴨 詢 =
(づ

0

P1  91  rl  Sl

P2  92  r2  S2

P3  93  γ3  S3

P4  94  T4  S4

１

　

　

０

きと

　

　

到

=± 1

を示せ .

6.ス ,3を η次正方行列 とする 次を示せ .

=|五 十B‖五一

=|五 十づBII五 一づBI(づ は虚数単位 )

特に■,3の成分がすべて実数のとき

(1)

(2)

五 B

B A

ス ーB

B ス

五 一B

B A
=(|五 十づBIの絶対値)2

Aの解答

■。(1)転倒数 6,偶順列,ε (4321)=1.

(2)転倒数 5,奇順列,ε (25314)=-1。



0) 転倒数 6,偶順列,ε (314652)=1.

の展開式における項 α4b3C2α lの係数はAの 1(1)よ り
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と し

2.

a1 h c1 d,t

a2 bz c2 dz

ag bs Cs d,s

a4 b+ c4 d+

123  122  124

124  123  122

122  124  123

+1である.と ころがたす き掛けのような考え方で求めようとすると,こ の項

の係数を -1と 誤解することになり正 しい値 を求められない .

3.(1)62 (2)1 (3)30 (4)45 (5)-18 (6)40700 (7)1107

て計算せ よ.

(8)12 (9)16 (10)-224 (11)0

(12)

=(-1)η
~1

０

　

１

　

　

０

　

ｏ

ｏ

・

　

０

０

　

０

　

・
‥

　

・
‥

　

一η

２

　

０

　

。
…

　

。
‥

　

０0

0

369  369  369

124  123  122

122  124  123

0

2-1

1     1     1

124  123  122

122  124  123

=369

η-2

…・ 0

…・ 0

1

・・   0

…・ 0

0

0

０

　

　

・

２

　

０

=(-1)π
~1(-1)η ~2

=・ … =(-1)(η
~1)+い -2)+… +1

η(π -1)

=(_1)2 d

０

　

一
　

。
‥

　

・
‥

　

０

２

２
　

０

　

・
‥

　

・
‥
　

０
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(1)

(2)

(0

α+3 -1

5  α-3

6   -6

溌

　

“
　
励

α

　

ｂ

　

　

ｃ

ｌ
　
α

♂

ｌ
　
ｃ
　
メ
）

ｌ
　
ｂ

（ダ

ー
　

α

♂

labc
0 b-a c(a-b)
0 c-a, b(o-c)

- (a-b)("- a)

0       0

b― α  c一 α

b3_α3 c3_α 3

1

b2+bα +α
2

- (a - b) (b - c) (c - a) (a + b +

b-a c(a-b)
c-a b(o-c)

=(α 一b)(b― C)(C― α)

b一 α  c― α

b3_α3 c3_α3

1

c'+ca*a2

c)

Ｃ

　

　

一

一　　　　　　　　　４．．．．

1

1

α+4

0

α-2

α-2

1

1

1

α+2  -1   1

α+2 α-3  1

0  -6 α+4

1  -1   1

l α-3  1

0 -6 α+4

- (a+2)("-2)

=(α +2)

=(α +2)

1

1

+4

b

b

c+α +2b

α

b十一C+2α

α

-(o+2)("-2)
1  0     1

1   1     1

0 1 α+

1

1

0

b

b

c+α +2b

α

卜十 C+α

0

1  0   0

1   1     0

0 1 α+4

b

0

α+b+c

α
　
　
　

ヽヽ
ノ

４

- (o * 2)(o - 2)(a *

“

)

α―十b―+2c      α

c     b十一C+-2α

C         α

2α ―+2b―+2c      α

2α ―+2b+2c  b―■c―+2α

2α ―+2b―■2c      α

=(2α +2b+2c)

1

0

0

=(2α +2b+2c)

b

b

+α +2b

-2(o*b+c)3
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(5)

1   1   1

1   l   α

l   α   l

α   l   l

1

1

α

0     0

0     0

0  α-1

-1  0

0

0

α 一

α

1

1

α+b tt c

α

0

C

1

1

1

α+b tt c

0

α

b

=(α +3)

1

1

1

1

1111

1   l   α   l

l   α   l   l

α l l l

0     0

0     0

0  α-1

α-1  0

α

1

1

1

α+3 α+3 α+3 α+3

1

α

1

0

=(α +3)

=― (α +3)

(6)

1   1   1

χ  α  α

χ ν b

χ ν Z

(つ

α  b  c

b  α  0

c  O  α

O  c  b

α -1 1

0

0

O  α-1

α-1  0

0     0

=(α +3)(-1)3

=(α _1)3(α +3)

0

α -1

0

0

1

α

b

C

1    0     0     0

" 
α―χ α一χ α― χ

χ ν一 χ b一 χ b一 χ

χ ν
~χ  Z一 χ C― χ

-(o-r)

=(α ―χ)(b― ν)

111
A-r b-r b-r
a-r z-r c-r

1       1

Z~ν  C一 ν

=(α ― χ)(b一 ν)(C― Z).

100
A-r b-y b-y
a-r z-a c-a

1111

b α O c

c O α b

O  c  b  α

α+b tt c

C

b

α

1   0     0     0

b α一b ―b c一 b

C 一C α一C b― C

O   c     b    α

0

C

b

α

α+b tt c

b

C

0

- (o*b+c)
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=(α +b+C)

=(α +b+C)

α一b 一b c一 b

一C α一C b一 C

c     b     α

-(r*b+c)

1   0

1   1

b  α

α一P  0   0
0  b-9  0

0  0  c― γ

0     0     r

0     9     0

P    0    0

a-b-c a-b-c 0

-c a-c b-c
cba

0  0 P一 α

0  9-b  0

γ一c 0  0

c     0     0

0     b     0

0     0     α

a,-b-c a-b-c 0

0 a*b-c a*b-c
cba,

- (a * b + c)(a - b - c)(o * b - ")

“上

　
　
（Ｕ

　

　

Ｃ

=(α +b tt C)(α 一 b一 C)(α tt b― C)(α 一 b tt c)

=一 (α +b+C)(―α+b+c)(α 一 b tt C)(α tt b一 C)

(8)

α 000

0b00

0 0 c r

0 0 r c

0900

P 0 0 0

O p

9  0

0  0

0  0

b  0

0  α

=(α 一p)(b-9)(C― r)

=(α 一P)(b一 g)(C一 r)

1 0 0 0  0  -1

0 1 0 0  -1  0

0 0 1 -1 0  0

0 0 r c 0 0

0900b0

P0000α

1  0  0   0     0

0  1  0   0     0

0  0  1   0     0

0 0 r c+γ  0

0 9 0  0  b+α

P 0 0   0    0

0

0

0

0

0

α+P

=(α 一p)(b-9)(C― γ)(α +P)(b+α )(C+r)



5.(1)
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121

(0,2,0)

(3,0,0)

6.

(-1,2,1)

１

一
６

１

　

２

　

　

１

３

　

５

　

４

１

　

０

　

２

２

　

６

　

６

２

　

一　

　

一　

　

　

・

　

４

　

２

7。

- -11 r v) , V - | - 111 - 11.

=18よ り,y= 18=3.

=4(b2_α c)は 2次方程式∫(χ)=0の判別式で8.∠ =-1
α

ある。

9。 (1)スス
~1=Eよ

り|スト|五

~11=1

(2)勿 =―スより|ス|=1勿 |=(-1)η lス |,

ηは奇数だから降|=o。

(3)1勿 |・ |五 |=|五 12=1 ∴  |ス |=± 1。

ｃ
　
Ｏ
　
％

ｂ
　
ｂ

　

α

２
　
２
　
２

α
　
％
　
０

。|五

~11=ギ

缶。
{1-(-1)η }|ス |=0.
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10。

0 島

0

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

〓

0: Eγ 2

∠=(-1)η 2

=(Tl)3η 231Eη l=(-1)η 23

gg3 gg2

1oo3 1oo2

1013 Lor2

- (- 11zn2z

-8

=(-99)。 1000101

=-1999800。

1      1      1

99   100   101

992  1002  1012

０

　

２

２

　

０ 0

(2=偶数)

(2=奇数)

Bの解答

1・ (1),(2)は 省略する.

(3)左辺の行列式で
"づ

=χプ(づ ≠J)と おくと第づ列と第ブ列が一致するか

ら,行列式の値は0。 よって (χブーχt)(づ <プ)で割り切れる.し たがって,

I (χブー均)で も割り切れる.両辺とも1+2+… 。+0-1)=2(2~1)
1≦づ<J≦ η

次の多項式だから,定数 たがあって左辺 =た  Π  (χブーχo)・ 行列式の中

で対角成分の積を考えると両辺におけるχ2・
":・

……χ維
~1の

係数はどちらも

1だからた=1.

2.Bの 1を利用する.(1)-48。

(2)

９９

‐００

・０．

3。 (1)

α  b

b  α

C  α

α  c

=(α tt b+C+α )

1     0

b α一

c α―

α c一

1   1   1

b  α  α

c  α α

α  c  b

0     0

-b c― b

一c b― c

―α α―α

C

α

α

b

α

C

b

α

1

C

b

α

α

　

α
　

ｂ

ｂ

　

ｃ
　

α

=(α +b+C+α )



一‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐―‐―

=(α +b+C+α )(α ― b一 C+α )(α 一 b tt c一 α
)

=(α +b+C+α )

-(o+b*c+d)

一b 一α  b

α  ―b ―α

一α  c  ―α

c   a   c

θ  B

α一b α一 b

α一c α一 c

c― d b一 α

α一 b

α一 b― c+α

α一b+c一 α

24

C一 b

b― c

α一α

α― b

α一 b― c+α

C― b

0

α―b+c一 α

α―b α一 b

l       l

1       0

=4

α 一b 0  0

b α  0 0

c ―α c ―α

α  c  α  c

- 4(o' + b')("' + d,')

… 。απしpπ 
απ+lpπ +1・

… αArpN

J=鶴 +1,…・Ⅳ)だ から
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C― b

0

1

一一

（ヽ勾

　

α
　

ｂ

　

ｃ
　

α

(α
+b+C+α

)(α

一 b― C+α

)(α

一 b tt C一 α

)(α
+b― C一 α

)

α ―b 0  0

b  α   0   0

c ―α 2c -2α

α  c  2α   2c

C ―α鋤
　
α

α

　

ｂ
α  c

:(*)で はBの 4の結果を使った

αll ・・・ …・

=1川 IBIを示す.Ⅳ =m+η とし,

とおくと定義から

ス  0

である。仮定 よりαづブ=0(づ =1,2,… 0,m;

Pl,° …,Pπ の中に観 より大きい数があれば

αlpl° …α爾りπαπ+lpπ +1・
…αNpN==0。

よ っ て (*)の右 辺 の順 列 (P10… PN)に つ い て の和 は (Pl・ …Pm)が 1,2,… 。,m

の 順 ダjと な っ て い る もの の み で 取 れ ば よい .こ の と き (P鶴 +1… ◆PN)は 観 十

1,0… ,Ⅳ のサ1頂列 で あ る.し たが って ε(Pl…
。PN)=ε (Pl・ …Pm)ε (Pπ +1° …PN)

(注

4.
Ｏ
　
Ｂ

４
　
θ

Ｏ
　
Ｂ

五
　
θ

αlⅣ

αηⅣ
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となる とに注意すれば

ス

θ
€(Pr''' P,n)t(P,.+l''' Pt)

× αlpl 'aNpN

e(Prn+l ' ' 'pl/) Q,rn*rp,n+r '

行列を転置して考えればよい

Ｏ

　

Ｂ
(P t "' P,n) (P,n +t'''P.nr )

十π
α

　

　

　

　

　

一Σ
一ｒ
ｔ
ｗ
阻

／
１
１
Ｌ
ヽ
　
　
　
　
　
　
五

ε(P10… Pm)α 121

)

ヽ

、

‐

′

／

ＮｐＮα

鶴+1・・・P IV)

=|

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

ノ

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

１

＼

〓

ヽ
１
‐
‐
‐
‐
‐
ノ
／
　
旦

P3 P4

93   94

r3  r4

S3  S4

1ス|=

1000

0  1  0  0

0  0  1  0

0001

等式

5.ス

五勿

6.B

(1)

=|

(2)

=|

0

五 一づB

Ｂ

０

　

一
ス

Ｂ＋
　
Ｂ

ス

Ｂ＋
　
Ｂ

Ａ
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ダ

鶴
μ

て
　
″Ｑ

除

き

り
　
ぉ

取

と

を

　

引

列

陽
　
　
て

ら
　
″Ｑ

開

か

た

６

３

８

展

五

ま

１

０

２

行

　

　

を

3。2 余因子展開

|■231= =-4, a23=(~1)5。 (_4)=4`

定理 1。 2次正方行列ス=(αづプ)の行列式 1川 は次のように余因子展開さ

れ る .

(1)1川 =αづlaづ 1+αt2at2+・ …+αttatη (第 づ行に関する展開)

(2)|五 |=α lJalブ +α 2ブ a2ブ +・ …+αttaηグ (第 ブ列に関する展開)

定理2.2次 正方行列ス=(α tブ )に対して,次の (1),(2)が成り立つ.

(1)αづlaJl+α。2a′2+…・+αtnaル =o(づ ≠プのとき)

(2)α ltalブ +α 2づ a2ブ +… °+αηtaη′=o(づ ≠プのとき)

６

　

８

１

　

２

・′

　

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

ｌ

Ｉ

ノ

／

よせ土思注とこ

ヽ

１

‐

‐

‐

‐

‐

′

ノ

る

η
　
　
Ｌふり

″％
　
で

０
　

　

″
α

◆

　

　

ま

″％
齢

〓

ヽ

―

―

―

―

―

―

ノ

余因子行列1正則行列

η次正方行列 五=(αづプ)

の転置行列

子 a,ィ を成分とする行列

αlη

α2π

αηη

αづプの余因し．釧
　
″如
　
″勉
　
　
　
″鋪

‐

　

／

１

‐

‐

‐

‐

―

＼

π
　
　
　
η

″
α

　

”
α

α12  °°・

α22   °°°

αη2  °°・

α21

a/22

″″

因余

３
．

加
鯉

を

|ス IE

|ス |

|五 |
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定理 4。 スが 2次正方行列のとき,次の (1)～ (3)は 互いに同値である。

(1)ス は正則である.

(2)|五 |≠ 00

(3)rankス =η・

さらにスが正貝Jであるとき,ス の逆行列五
~1は

五
~1=再

百
五

で与えられる.

定理 5。  正方行列 ス に対 し,BA=Eと なる正方行列 Bが存在すれば

AB=Eが 成り立つ。すなわちスは正則で,3=ス
~1で

ある.スθ=Eと な

るθが存在する場合も同様である.

クラメル (Cramer)の公式

χl,χ 2,・ …,χηを未知数とする連立 1次方程式

attfrr f atzfrz + " '* atnfrn: br

aztfrl + azzfrz + '' ' * azrfrn : b2

anrrt * an2rz *''' + annfrn - b,

を

五 =

とおいて

組の解 を

。・・  αηη

もし |五 |

／
１
１
１
１
＼

洵
』

αll

α21

αηl

=b

,そ

… °  αlπ

°・°  α2π

α

　

　

α

す

は

嘘
　
球
　
叫

＼
、
‐
‐
‐
‐
‐
‐
′
／
最

鈍
め

…

硫

却

／
１
１
１
１
１
＼

程

ｂ〓　
　
　
　
妨

，
　
　
　
　
　
ユエ

ヽ
―
―
―
―
―
ノ
／
連

ａ
Ｑ
…

為
“，

”　　　　　ｍ

ヽ

―

―

―

―

ノ

′

≠ だ 1

で与えられる.こ こで五J スの第J列 をbで置き換えた行列である:

五J=

注 :特にb=0の とき五π=0が非自明解をもつための必要十分条件は1川 =0
である.

χゴ=W・ =La… .→

は
　
／
１
１
１
１
１
１
１
＼



角翠宅罫

角翠窪罫

例題 1。

第 1列で展開して
, 次の行列式 を計算せ よ.

α -1 0  0

b χ -l o

c O  χ -1

α  O   o   χ

+C

-1 0 0

r -1 0

00r

*br2*cr*==αχ
3

α -1 0  0

b χ -l  o

c O  χ -1

α  O   o   χ

例題 2。

行列 五 =

一 b

=-18≠ 0

=-4, α31二=

正則ならばその逆

3.2 余因子展開 91

=-4,

列を余因

し｛疋
半をカ

幅　　めょ．

測　　嘲
ゝ
」

２

一２
‐
妨

２

〇

一
．

林

１

１

３

制

／

１

１

１

＼

子

０

〇

一
．

０

　

一
．

　

χ

一
．

　

χ

　

０

２

　

一
２

２

　

０

２

　

一
２

０

　

一
．

　

χ

Ｏ

　

χ

　

０

一　　　　　　　　　　〈【̈
〕̈）　　　　　　　　（ぃ̈
〕̈）

０

　

一
．

　

χ

一
．

　

χ

　

０

χ

　

０

　

０

だからス は正貝Jである.

αll=
0  -2

-1  1

|ス |=

=-2, α21=~

２

一
２

・

２

〇

一
．

１

　

１

　

３

2

-1

2

1

２

　

１

1

3

２
一　　　　　　　　　　　　　　　́．．．．．．．

１

　

３

α12=~ =-7, α22二= - -5, dsz =4,
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=-2

＼

、

‐

‐

‐

′

／

・
４

４

一
２

２

　

０

２

　

７

　

１

一　

　

一　

　

一

／

１

‐

‐

―

＼

１

一
・８一

２

　

一

１

　

３

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

・
４

４

一
２

０

　

・
１

　

　

一
　

一
　

一

／

１

‐

‐

‐

ヽ

＼

１
　
３

　

　

　

　

〓

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

４

一
２

３

／

ｆ

‐

‐

‐

ｌ

＼

〓

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

”

　

　

ν

　

ｚ

／

ノ

ー

ー

ー

ｉ

ｌ

、

＼

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

ノ

／

１

　

２

　

１

１

一
．

０

／

１

‐

‐

卜

ヽ

＼

- 7, dzs:α13= - -1. d'zs: -

よリス

-4

-5

7

例題 3.

クラメルの公式を用いて
,

解答

Z==         =

1    1

1 -1

2   0

, I 2< 4-r:

次の連立 1次方程式 を解け .

χ+ν +z= 4

χ―ν+2z=-2

2χ   + z= 3

-4

-5

7

=4≠ 0よ リクラメルの公式が使える.

ν =

4

-2

3

１

一
．

０

１

　

１

　

２

１

　

２

　

１

４

一
２

３

１

　

１

　

２

１

　

２

　

１

１

一
．

０

４

一
２

３

１

　

２

　

１

１

一
．

０

１

　

１

　

２

１

　

　

２

　

１

4'4' １

　

２

　

１

１

一
．

０

１

　

１

　

２

１

一
‐

０

１

　

１

　

２ １

一
２一
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A

1。 行列式

1 4 -7

2  5   8

3  6   9

を第 1行で展開して計算し,たすき掛けの方法で

求めたものと等 しくなることを確かめよ.

2。 次の行列式を第 1行の展開および第 3列の展開によって求め,値が等 し

いことを確かめよ.

∠ =

-1  2  0  1

4   2  -3  -2

1  -3  0  2

1  2  0  -3

∠ =

1  -1  0  2 1

0   1   2   1  0

χ   ν   Z  tt υ

1  0  -1 0 1

-1  1  0  1 1

-e,r*bA*cz-tdu*etu

とするとき,α ,b,c,α,cを 求めよ.

4。 余因子展開を利用 して,次の行列式を因数分解せよ.

χ -1 0  0

3。

(1)

″

　

イ上

１

　

０

　

０

　

０

″ス
　
　
　
　
よ
．

列

　

　

　

め

行

　

　

　

か

子

　

　

　

確

因

　

　

　

を

余

　

　

　

と

〔

」

ギ

ｏ
ノ

立っこ

求めょ
．

Ｏ
ｂ
０
０
珈
貶

ｏ

ｏ

ｃ

ｏ

陶

桁

０

０

０

α

ス

因

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

‐

‐

＼

＼
、
１
‐
‐
′
／

に

比

♂

励

′

掟

♂

励
　
∝

／
ｆ
‐
‐
‐
ｌ
＼

＼

、

‐

‐

‐

′

／

／

′

‐

‐

‐

ｌ

＼

O   α

―α  0

-b ―c

―C ―b

b   c

C   b

O  α

一α 0

χ  -1

l    χ

0     1

0   0

0

-1

0

0

0

5.

(2)

(2)

-1

を求めよ.

(3)

1234

5678

9  10  11  12

13  14  15  16

また

6.

(1)

100  101  99

99  100  1ol

101  99  100
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る
　

　

　

　

一一　

〓
　

一一　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
解
　
　
　
　
　
　
の

の
　
　
　
　
　
　
め

』
　
　
池
疵
韓

藤
　
　
鞠
勺
ν
　
　
　
　
　
輪
・・―
・２ノ
　
　
け

閾
　
　
歩
針
卜
　
　
　
　
　
／
〓―、
　
　
孵

そ

　

　

　

　

ｒ
ｉ
ノ
ｌ
ｌ
ｋ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ヽ
‐
‐
‐
′
／
　

　

　

　

つ

は

　

　

ナ
。
　

　

（り

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
．
　

２
　

３
　

　

　

　

１

χ
　
　
”
　
　
”
　
　
　
　
　
　
　
バた
　
　
　
　
　
　
・

／
１
‐
‐
ヽ
＼
　
　
　
　
た
　
　
　
・け

ス
　
　
　
　
　
　
が
　
　
　
一解

【
【

ブ

　

求めょ
．

と

　

　

　

　

リヽ

７
。

　

　

　

　

　

　

　

　

８
．
　

ゝ
」

９
．
　

　

　

に

1。

島 =

χ

0

0

α0

とお く.

(1)」現 を第 2列で余因子展開すると礼 と民卜1と の関係式が得 られる。

れを求めよ.

一
．

　

χ

　

・
．

・… 。…  0  "  -1

…・  …・  ・◆・  απ_l  αη
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るすと
〓

０ゴ

［
［
［
　
［

―
ｌ

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

α

Ｍ
Ｆ
　

　

　

十
　
＋
　
＋
　
　
　
＋

，
　

　

　

一
　

一
　

一
　

　

　

¨
　

き

　

　

　

よ

３
。　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
の

2。 η次正方行列スの余因子行列スについて次を示せ.

(3)ス が正則であるとき,ク ラメルの公式より方程式を解け.

(4)ス が正則でないとき,方程式の解は存在するか.存在すれば解を求めよ.

Aの解答

1.第 1行で展開すると

=α lχ +αOであることから順に几 を求めよ.

-4 -7 ==42.

(2)Fl=

1 4 -7

2  5   8

3  6  9

χ  -1

αO  αl

５

　

６

２

　

３

８

　

９

２

　

３

８

　

９

５

　

６

1 4 -7

2  5   8

3  6  9

たすき掛けの方法で計算すると

=1◆ 5・ 9+4◆ 803+(-7)。 2・ 6-108・ 6-402・ 9-(-7)・ 5・ 3=42.

2。 第 1行による展開

∠ =(-1)(-1)1+1 + 2(-1)1+2

4 -3 -2

1  0   2

1  0  -3

4  2  -3

1 -3  0

1   2   0

・
２

２

一
３

・
２

２

一
３

・
３

０

０

２

一
３

２

2

-3

2

4

1

1

+ 1 ' (-1)t+a+ 0'(-1)t+a



9δ 第 3章 行列式

=一 (-12+27)-2(-6-9)+0-(-6-9)=30。

第 3列 による展開

4  2

1 -3

1   2

+(-3)(-1)2+3/ - 0. (-1)1+3

-1 2  1

4  2 -2

1  2 -3

+4+3+4+6

る .

0  2  1

2   1  0

-1 0 1

0    1   1

-1 2 1

1   1  0

0  0  1

1    1   1

+ 0 (-l)a+a

2    1

-3  2

2  -3

2     1

2  -2

-3  2

・
．

１

１

　

一
．

４

１

・
２

２

一
３

+ 0 ' (-1)s+a

=0+3(-9

3.∠ を第 3行で展

)+0+0=30。

十 ν(-1)3+2

+2

開す

-1

1

0

1

1   0   2  1

0   2   1  0

1  -1 0 1

-1  0  1 1

/ - r(-l)e+t

* z(-1;s+s

* u(-l;s+s

(1)

O   α   b  c

―α  O  c  b

―b ―c  O  α

一c 一b 一α 0

1

0

1

-1

1

0

1

-1

* u(- 1;s++

-3r*6A-62*6u-9w.

α   b  c

O   c   b

―c  O  α

一b 一α 0

1  -1 0 1

0   1   2  0

1  0  -1 1

-1  1  0  1

lcA a -3.b-6,c

-1  0 2

1    2   1

0  -1 0

1     0    1

α+b+c

一α+b+c

α― b一 c

―(α +b+C)

4。

a*b+c a b c

-a*b+c 0 c b

0 -c c a*b
0 a-b b-a c
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=(α +b+C)

-(r*b+c)

0cb

-c c a*b
a-b b-a c

cb
c a*b

b-a c

一 (一α+b+C)

*(o-b-c)
α+

0

0

bc
c a*b

b-a c

α

一 C

α― b

Ｃ

　

∩
）
　

∩
）

b    b

(α +b+C)C{C2_(α  tt b)(b― α)}+(α ―b一 C)(α 十

(α

2_b2+c2){(α +b+C)C+(α ―b一 C)(α +b)}=

C  α tt b

b― α  c

b){c2_(α +b)(b

(α

2_b2+c2)2

一α)}

０

　

一
．

　

“

一
．

　

χ

　

ｌ

χ

　

ｌ

　

０

＋

ヽ

１

‥

＞

Ｉ

Ｉ

ノ

笏
　
＝

群
　
ぱ

χ

　

　

ヽ
ノ

＜

　

　

３

＋
　
　
＋

１

　
　
　
″

０

０

〇

一
．

χ

　

Ｏ

一
．

χ

ノ

諷

０
〇
一．
χ
ｌ

一．
χ
ｌ
斜
刊

９
“
　

　

２

・・０【
』
０‐
００
」ｒ　ｔ‐０

一一

②

χ

ｌ

ｏ

ｏ

ｏ

　

　

一一

　

　

一一
　

〓

〓

ヽ

１

‐

‐

‐

‐

ｌ

ノ

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

α

０
励
０
０

闘

０
０
０

ｏ

ｏ

“

ｏ

ｒ

ｌ

ｌ

ヽ

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

五 =

0

0

0

bcα

スス =スス =

αbc

0

0

0

lAl - abcd,

0     0     0

αbcα   0    0

0   αbcα   0

0    0   αbcα

-1 0  0  0

l χ -1  0

0  1  χ -1

0  0  1   χ

|ス IE。

χ -1

l    χ

0    1

0   0

0   0

-1  0

"  -1
l   χ

０

　

一
．

　

χ

Ｏ

　

”
　

１

一　　　　　　　　“．．．． 　　　　　　　^
（〔］口）

5。



＼

、

‐

‐

‐

′

／

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

0000

0000

0000

0000

(3)

＼

、

‐

‐

‐

′

／

０

　

０

　

０

０

　

０

　

０

０

　

０

　

０

／

′

‥

‐

‐

ｌ

＼

＼

、

‐

‐

‐

′

／

／

ｒ

ｉ

‐

‐

ｌ

＼
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五
~1

1  -299

301    1

-299  301

121

=1-づ ,

α21=~

α23 == ~

301

-299

1

-2づ

一 Z

=1-づ ,

=1-2づ ,

6。 (1)

7。

-2-2づ  0

1-づ   0

-1-を  一づ

十
　
・ｚ
　
０

２Ｚ
　
Ｏ
　
。「

|五 |=

0

1-づ

-1-

0

1-

＋
　
。２
　
０

２

２

　

１

一＋
　
・ｚ

２

０

　

一

刊

一

== ―-2

=-1-づ , a12=~ =-1,

=2-2づ ,

=1+3づ ,

=-2,

4    -4づ

3-づ  -2-2づ

-2+4づ  4+2づ

|ス |≠ 0,IBI≠ 0

０

　

一

・Ｚ

　

（Ｕ

dn:

α13==

α22二=

-1

1-づ

-1-づ

2+づ  2づ

0  -づ

0

1-づ

0     2づ

1-づ  一づ

2+づ   0

0  -1-づ

，
０

　

０

Ｚ
　
０

十
　
。ｚ

２
agt

α33 =

Oχ =絡

0"=井
10。

(1)detス =

=-2-2づ , a32=~

=3-づ ,

Ｚ
　
０

踊一２
　
功
一
２
円

』
　

・・
‘

■

・一四
　
　
　
叩

十
　
。ｚ

２

・
２
．

．
２

３
．
　

知

ある
．

ｚ
ｚ
＆
　
川
贈

２．
卜
軒

「
旺

。２
　
　
　
　
　
　
　
綱

　
Ｂ

‐

・
．踊〓

　
　
　
である．
９． ―

規|(2)"=3,ν =5,z=7

23         7~百
〕

Z=~面

一一　

　

〓

ν

　

　

ν

-9
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(2)ス の余因子行列の (2,3)成分は (-1)3+2 det

A4の o,の 成分は1=:.
(3)

６

一〓

＼

、

‐

′

ノ

ー

　

５

２

　

４

／

１

‐

１

＼

だか ら,

l  α   l

α   l   l

3 -4 -2

det

９

＼

、

‐

…

…

′

／

１

　

５

　

８

０

　

１

　

２

２

　

４

　

７

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

χ2 ==

11。 与えられた方程式がた

すなわちα≠一
事

1.こ の

１

　

　

一　

　

一
　

２

　

　

き

だ
　
　
　
　
　
　
　
　
と

det A        3・
つの解をもつ条件は

クラメルの公式から

=0,

島 =(-1)(-1)2η
-1

* a,(-D"

=-1。

(2α +1)(α -1) ―(2α +1)(α -1)V' -(2o+1)(o-t)

0

χ   -1

αη-2  αη-1

- Fn-r * &nfrn

Bの解答

1。

χ

Ｏ

…

…
・

０

鈍

．
．

χ

　

０
一

‐

　

χ

０
一

　

・

。
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Fr:anfrn*Fn-t

Fn-1.: an-rtrn-t + Fn-z

Fz:azr2tFt
+) F1 -alrlas

島 =αη
“

η+αη_lχ
け 1+…・+α 2“

2+α
l"+α 0

2.

(1)|ス |≠ 0の とき

スス=|ス IEよ り|ス‖ス|=|ス lη  。・. |ス |=|ス lπ

~1・

|五 |=0の とき

|ス ト≠0な ら,ス に逆行列があることになり五五=0よ リス=0と なるが,

スの成分がすべて0な ら五=0であり矛盾.よ って1川 =0・

(2)|ス |≠ 0の とき

スス=|スIE=|ス lη

~lEよ
リススス=|ス lπ

~1■
である.五ス=|スIEよ り

|五 |ス =|ス lη

~1■  。°。 ス=|五 lη

~2五
.

|ス |=0の とき

(i)η >2の場合

rank五 ≦η-1であり,rank五 <η -1であれば,ス の
(η -1)次小行列式

はすべて 0と なるので,ス =0.よ って■=0.
rankス =2-1で あれば,スス=0よ りrankス =1<η -1な ので,ス の

(2-1)次小行列式はすべて 0で 五=0.

(2)

(ii)■=2の場全

ス = : : に対 しス = 
ニ

ス〓

ヽ

―

―

ノ

ｂ

　

α

α

　

　

Ｃ

／

１

‐

ヽ

＼

〓
χ
五でのな

ヽ

―

１

／

鋤
　
α

これはス=|五 lη

~2■
でぁることを示している。

3。 (1)

|五|= - (a*n- 1 )

- (atn- 1) -(a*n- 1) (a- 1 )n 
-t
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(2)ス が正則

|五ブ|=

=b

=b

∴α≠1 か

1

=b

ｌ

　
　

α

α-1… … …

0  
°

0。

“
養
符
養
ハ「＝川リ

の
　
　
一一　
　
の

１

　

／．∪

　
　
η
　
　
　
五

一

一

　

　

　

　

　

　

　

　

　

′

す

。
」

〕

′

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

一

　

　

　

′

′

′

′

′

〓

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

・

ヽ

、

、

い
け
［
　
ｒａｎｋ

0… …‥‥

=b(α -1)協
~1

。_ヒ望 _  bθ~ |五
| ~ α tt η―T (プ

=1,2,…・,2)

…,→ とおけば
"1=b― Σtタ

プ=2

>rank五 より解なし.


