
1章一弟

平面・空間のベク トル

1。1 ベク トルの内積・外積

ベク トルとは

向きと大きさを持った量をベクトルという.力や風速や位置の変化などはベ

クトルで表現することができる.ベ クトルは線分に矢印をつけて表示すること

ができ,矢印の始まる点を始点,終わる点を終点という.始点 Aから終点 Bま

でのベクトルはI」 と書 くeま た,始′点と終″点が同じ,すなわち大きさが零の

ベクトルを零ベクトルと呼ぶ .

あるベクトルを平行移動 したものはすべて同じ向きと大きさを持つと考え,

同じベクトルとして扱う.す ると,始点や終点に依存した書き方をする必要は

ないことになるので,こ のような場合はごやαと書く.零ベクトルはσ,0と

書 く.

ベクトルをχν平面上に描いた時,始点から終点までのχ,ν 座標のそれぞれ

の変化量をこのベクトルのχ,ν 成分といい,ベクトルを平行移動させても成分

は同じなので,ベクトルをχ,ν 成分の組で表せる.こ れをベクトルの成分表示

という.た とえば,始点と終点を比較してχ座標が 1増加しν座標が 2増加し

ているようなχν平面上のベクトルαはα=(1,2)と かα=(:)と 成分表

示する.ま た,始点が原点0に なるようにベクトルを平行移動させたときの終

点の座標がこのベクトルの成分であると考えることもでき,点 P(α ,b)に 対し

てoゴ =(a,b)と なる.このベクトル5言 を点Pの位置ベクトルと呼ぶ.χνz
空間内のベクトルについても同様に成分表示を考えることができる.

ベクトルαの大きさのことを lα lと 表す.α =(α,b,C)であれば三平方の定

理によりlαl=ν乞2+b2+c2と なる.

ベクトルの和 0実数倍

ベクトルαの終点にベクトルbの始点を合わせるように平行移動し,α の始
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点からbの終点までのベクトルを考えて,こ れをベクトルの和といいα+bと

書 く。α=(α ,b,C),b=(P,9,r)で あれば,α tt b=(α  tt P,b+9,c tt r)と ,

",ν
,z成分をそれぞれ合計 したベクトルになる.

ベクトルα=(α ,b,C)に 対 してその た倍のベクトルをたα〒 (たα,た b,たc)と

定義する.た >0の場合にはαと同じ向きで大きさが た倍になったベクトルの

ことであり,0倍は零ベクトルとなり,た <0の場合はαと反対の向きで大き

さが |た 1倍になったベクトルとなる。また,(-1)α のことを一α,α 十 (― b)の

ことをα一bと書く.

和と実数倍に関して次のような法則が成り立つ.

(α +b)+C=α 十 (b tt C)

α tt b=b+α

ん(α +b)=たα十 んb

(た 十 J)α =たα+Jα

ん(Jα)=(た I)α

α+0=α ,  α十 (一a)=0

lα =α,  Oα =0,  た0=0

ベ ク トルの内積 (ス カラー積 )

大きな岩を10の力で 20の距離運ぶ仕事の量は 10× 20=200と 定義するの

が良さそうである.しかし,移動方向に対して斜め (た とえば,仰角
:ラ

ジア

ン)に力を掛けている場合,移動方向に文寸して実際に使った力はcos:=:で

半分ということになるので,こ の場合の仕事の量は

える.

ベクトルで考えると,α という力で bと いう位置の移動をしたときにαとb

のなす角がθであれば,仕事の量は
lα llbl COSθ となるが,こ れを一般化して任

意の二つのベクトルに対 して同じように定義 して内積と呼び,α・bと 書き表

す.こ こで,演算記号の「・」を省略してはいけない.ベ クトルを成分で表した

場合,α =(α,b),b=(P,9)で あれば,α ob=叩 十b9と ,χ 成分同士,ν 成

分同士の積 (空間ベクトルであれば z成分同士の積も)の合計になることがわ

かっている.内積の計算結果はベクトルではなく数値になることに注意せよ.

そのため,三つのベクトルの内積のようなものαObOcは定義されない.

なお,α Obは (a,b)も しくは(a,b)と 書くこともある.

: 
×10× 20=二 100 と考



1.1 ベクトルの内積・外積

内積に関して次のような法則が成り立つ.

α・b=boα

(α tt b)・ C=α oC+b・ C

a。 (b+C)=α ◆b+α oC

(たα
)。
b=α O(んb)=ん (a.b)

α・α =lα 12

1α o bl≦ lα llbl

内積は成分からすぐに計算できるので,2つのベクトルα,bの なす角 θは

cos θ=薫
珊可 (0≦

θ≦π
)

から簡単に求めることができる.と くに,二つのベクトルのなす角が直角(3

ラジアン)であればα・b=oと いう条件式を満たすことになる.こ の条件が

成立する二つのベクトルは直交するといいα tt bと 書く.

平行四辺形 ABCDで ,α =五誼,b=五3と すれば,こ の平行四辺形の面積

はS=lα llblSinθ (θ はαとbの なす角)と なり

s2=1司 21b12(1_coS2 θ)=lα 121b12_(aOb)2

のように内積から計算できることがわかる.平面ベクトルα=(α ,b),b=(C,α )

の場合は S2=(α 2+b2)(c2+α 2)_(αc+bα)2=(αα_bC)2ょ り

S=lαα一 bCI

となり,空間ベク トル α=(α ,b,C),b=(P,9,r)の 場合は

(br一 C9)2+(の _αr)2+(αg_の)2

となる。

空間ベク トルの外積 (ベク トル積)

内積は平面ベクトルにも空間ベクトルにも定義できるが,こ れに対 して空間

ベクトルに特有の外積という演算がある.α,bの外積 α×bは

(1)α とbの両方に直交していて,

(2)α とbを二辺にもつ平行四辺形の面積の値を大きさにもち,

(3)α ,b,α ×bで右手系 (右手の親指・人差 し指・中指を立てたような位置関

係)と なる

ような空間ベクトルのことである.α =(α ,b,C),b=(P,9,r)の 場合は

α×b=(br_cg,印 ―αr,α9-“ )
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となる。あとで学ぶ行列式を使うと

1:;Hl;|
α

P :'
とも表せるし,づ =(1,0,0),ゴ =(0,1,0),た =(0,

ベクトルとするとき

0,1) をχ,ν ,z軸方向の単位

axb-
づ J た

α  b  c

P g r

とも表せる.

2つ のベク トルが直交することは内積が 0と なることで判定できたが,2つ

のベク トルが平行であることは (向 きが逆である場合 も含め)外積が零ベク ト

ルとなることで判定できる.

α tt b⇔ α・b=0

α//b⇔ α×b=0

外積に関して次のような法則が成 り立つ .

α×b=一 b× α

(a+b)× C=α ×C+b× C

a× (b tt c)=α ×b+α ×C

(たα)× b=α ×
(たb)=ん (α ×b)

α。
(b× C)=b。 (C× α)=C・ (α ×b)

=(α ×b)◆ C=(b× C)・ α=(C× α)・ b

α×(b× C)=(a・ C)b一 (α
Ob)C

(α ×b)× C=(α oC)b一
(boC)α

α×(b× C)+b× (C× α)+C× (α ×b)=0

α,bを 二辺 とする平行四辺形をcだけ平行移動 してできる立体を平行六面体 と

いう.α,b,cが右手系をなす場合,平行六面体の体積はy=(a× b)OC=α O(b× C)

で求められる.左手系 (左手の親指 0人差 し指・中指を立てたような位置関係 )

の場合はこの値は負になり,体積はその絶対値 となる。この α・(b× C)の こと

をスカラー三重積 といい,[α ,b,司 と表す .

し ,b,C]=ib,C,司 =[C,α ,b]=一 [α ,C,b]=一 [C,b,α ]=― [b,α ,C]

となる.



1。 1 ベクトルの内積・タト積

例題 1。

不等式 ―lα llbl≦ α・b≦

の不等式

を証明し,こ れよリシュヴァルツ (Schwarz)

(α lbl+α 2b2+α3b3)2≦ (α:+α3+α:)(bi+b3+b:)

を導け.ま た等号が成立する条件を示せ .

解答 α,bの なす角をθとすればα・b=lα llbl COSθ において -1≦ cOs θ≦ 1で

あるから,一 lα llbl≦ αOb≦
lα llblが成り立つ.等号が成立するのはcos θ=± 1

すなわちα//bの ときに限る.α =(α l,α2,α3),b=(bl,b2,b3)と すると,上

の不等式は

_ν乞:+α3+α:7/罐 +b3+b::≦ αlbl+α 2b2+α3b3

</α:+α3+α:1/b:+b3+b:

となるので

(α lbl+α 2b2+α3b3)2≦ (α:+α;+α:)(bi tt bう 十b:)

が成立する.

等号が成立するのはα〃bす なわちαl:α2:α3=bl:b2:b3の ときに限る.

(別解)。 =0の 時は一lα llbl=α ・b=lα llbl=0と なるので成立する.

α≠0と すると,任意の実数tについて
lι
α tt b12≧ 0でぁることから

0≦
lι
α+b12=(ια tt b)。 (ι

α tt b)=ι
2α .α +2ια・b tt bob

という2次不等式がすべての実数 ιについて成立することになるので,こ の 2

次式の判別式は

D/4=(aob)2_(α oα)(bob)≦ 0

となる.こ れを書き換えると

(α
.b)2≦

(a・ a)(bob)=lα 121b12

すなわち

―lα llbl≦ α・b≦ lα llbl

が成立することがわかる.
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例題 2.

4点 O(0,0,0),A(2,-1,1),B(1,-1,0),C(3,4,5)に 対 し,

ものを計算せ よ.

(⇒ 16ズ |,lσ動,試 0譴,試 と前 のなす角θ

②薇 ×譴

(3)△ ABCの面積 S

(4)四 面体 OABCの体積 y

次に示された

解答 (1)10苅 =

の,試 .譴 =

2+(-1)2+12=νて, 16言 |=v仁2+(-1)2+02=

十 (-1)。 (-1)+1・ 0=3。

6式 。6言 =16式‖6言 lcosθ ょり

OA.O菫cos0-
15試珀譴 |~ 落

。

の

0≦ θ≦πであるから,θ =:◆

(2)6式 ×5言 =(1,1,丁 1)

(3)A菫 =(-1,0,_1),Iさ =(1,5,4)よ りA言 ×Id=(5,3,-5)。 よつて

S=:lAt× 薦|=:yメ +ノ +←→2=写

④ 四面体の体積は試 ,譴,前 を3辺 とする平行六面体の体積の
:だ

から

y=:。
|(6ズ ×6言 )。

6さ |=:1103+104+(―⇒051=:.

1。 ベクトルα=(2,3,-1)を 図示せよ.

2.α =(5,-2,た )の とき,lαl=/面 となるようにたの値を定めよ。

3.平 行四辺形 ABCDにおいて A(-1,4,3),B(2,3,5),C(3,7,5)と するとき,

点 Dの座標を求めよ.

4。  α=(1,2,1),b=(2,3,4),c=(0,-1,2)と する.α =sb tt tcと 表わ

すとき,s,tの値を求めよ。

5. α=(-2,1,z),b=(2,ν ,-3),c=(χ ,0,4)の どの 2つのベクトルも直

交するようにχ,ν ,zの値を定めよ.

6。  ベクトルα=(1,-2,2),b=(3,4,-5)に ついて

(1)α ・b,lα l,lbl,α としのなす角 θをそれぞれ求めよ.

(2)α ,bの両方に直交するベクトルを 1つ求めよ。

7.α =(-3,5,6),b=(5,7,9)に ついて次に示されたものを計算せよ.

落

A



1.1 ベクトルの内積・外積

(1)(2α +3b)0(5α -2b),lα l,lbl

(2)α ×b,(2α +3b)× (5α -2b)

8.ベ ク トル α=(2,3,-1),b=(3,-2,1),c=(1,2,2)で作 られる平行六面

体の体積 yと 表面積 Sを 求めよ.

9。 4点 A(2,3,5),B(7,5,9),C(8,7,11),D(-1,6,-5)を 頂点にもつ四面体

の体積 を求めよ.

10。 ベクトルα=(2,-1,1),b=(2,0,1),C=(1,3,た )の作る平行六面体の

の体積が5であるとするとき,次の間に答えよ。

(1)α ,b,Cが左手系をなすとき,た の値を求めよ.

(2)α ,bの作る平行四辺形がcの底面であると考えたとき,oの高さを求

めよ.

11。 空間ベク トル α,bについて次を示せ .

(1)lα +b12=ld2+2α ob十
lb12

(2)lα +b12+lα 一 b12=2(lα 12+lb12)

B

1.ベ ク トル α,b,cに ついて次を示せ .

(1)a× (b× C)=(aoc)b一 (a・ b)C

(2)a× (b× C)+b× (C× α)十 C× (a× b)=0

Aの解答

1.

α=(2,3,-1)

522.lα l=

た=± 1 となる .

3.I言 +A3=Aさ ょりA3=Aさ _A言 =(4,3,2)一 (3,-1,2)=(1,4,0).

よってD(0,8,3)で ある.
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を解いて

χ=6

ν=13

z=3

となる.

6。 (1)α ・b=103+(-2)・ 4+2・ (-5)=-15

lαl=v俎2+(_2)2+22=3, lbl=

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

α・b=lα llbl COSθ より

酬=舗 =異鶏―子・
0≦ θ≦πよりθ==:π .

ょ賃,lrる
ベク陶レをc=仏銑ぅとするこ"c=Q卜 c=0となれゴ

32+42+(_5)2=51カ .



=0-15α ×b-4α ×b-0

=-19α ×b

=(-57,-1083,874)

8。 α。
(b× C)=(2,3,-1)。 (-6,-5,8)=2・ (-6)+3・ (-5)+(-1)・ 8=-35。

よって y=|-351=35.α ,bを 二辺 とす る平行四辺形 の面積 は α×b=

(1,-5,-13)よ り

lα ×bl=v俎2+(_5)2+(_13)2=√ 面 。

b,cを三辺とする平行四辺形の面積は b× c=(-6,-5,8)よ り

lb× CI=1/(-6)2+(_5)2+82=5νら.

c,α を三辺とする平行四辺形の面積は c× α=(-8,5,-1)よ り

IC× αl=7(-8)2+52+(_1)2=3緬 。

よつてS=2(面 +5、だ+3/10).

9.A言 =(5,2,4),Aさ =(6,4,6),AS=(-3,3,-10)よ り求める体積は

=|

:1驚
0(薦 ×扇 )|=:|“,2,oO← 58,名 3の

|

5。 (-58)+2・ 42+4030 43

3

10。 (1)(a× b)OC=(-1,0,2)・ (1,3,た)=2た -1。 α,b,cが左手系をなす

から,こ の値は負であり,12た -11=5であることより2た -1=-5,よ って

た=-2で ある.

(2)α ,bの作る平行四辺形の面積は

lα
×bl=7(-1)2+02+22=ν写

であり,こ れが底面積であるから,求める高さんは/L=5と なることより,

ん=～石である.

110(1)lα +b12=(attb)0(α +b)=α・α+α ob+boα +bOb=lα 12+2α
Ob十

lb12

(2)(1)よ り

la - bl' : lol' * 2a. (-b) + lbl' - lol' - 2a . b + lbl'

la * bl' + la - bl' : 2lol' + 2lbl2 - 2(l"l' + lbl')

1.1 ベクトルの内積・外積

よって
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Bの解答

1・ (1)α =(α l,α2,α3),b=(bl,b2,b3),C=(Cl,C2,C3)と すると,b× c

(b2C3~b3C2,b3Cl~blc3,blC2~b2Cl)よ り α × (b× C)の χ 成 分 は

α2(blC2~b2Cl)~α 3(b3Cl~blc3)=(α 2C2+α3C3)bl~(α 2b2+α3b3)Cl

=(α lCl+α 2C2+α3C3)bl~(α lbl+α 2b2+α3b3)Cl

=(aoC)bl― (α
・b)Cl

となる .

同様 の計算 により,ν ,z成分 はそれぞれ

(a◆ C)b2~(a・ b)C2, (aoC)b3~(aOb)C3

となるか ら

α×(b× C)

=((α
eC)bl―

(aeb)Cl,(aOC)b2~(aOb)C2,(a・ C)b3~(a・ b)C3)

=(α oC)(bl,b2,b3)~(a・ b)(Cl,C2,C3)

=(α・C)b一 (α
・b)C

が示 される .

(2)(1)よ り

b× (C× α)=(boα )C一 (boC)α ,

C× (a× b)=(C・ b)α ― (C・ α)b

となるから

ax(bx") +bx("to) +cx(o"b) :0.



1.2 直線・平面の方程式
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α,bは 0で はないが c=oの 場合は

χ一P ν―α

α      b  '

αは 0で はないが b=c=oの 場合は

ν=9,

が直線の方程式である

なお,直線の方程式は A言 〃d⇔ 芹

(χ ―P,ν -9,Z一 r)

が成立することからも導かれる.

上記のα=(α ,b,C)を 直線の方向ベクトルと呼ぶ .

平面の方程式

χνz空間内の点 A(P,9,r)を 通 り,ベ クトルπ =(α ,b,C)に 垂直な平面上に

Z=γ

×α=0よ り

×
(α ,b,C)=(0,0,0)

点P(χ ,ν ,Z)があるとすると,Aゴ 上ηより

すなわち

(*-p, U-e, z-r).(a,b,,") -0

a(r - p) + b(a - d * c(z - r) - 0

が成立することがわかる.こ れを平面の方程式という.こ の式を展開すると

αχ+bν +cz+α =0 (こ こで,α =―←孵+bα +Cr))
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のようにχ,ν ,zの 1次方程式になる。逆に,χ ,ν ,Zの 1次方程式

α
"―

卜bν ―卜cz+α 二=0

の解の 1つ を (χ ,ν,Z)=(P,9,r)と すれば,α =― (叩 +bg+Cr)と なるので ,

この 1次方程式を

α(χ ―p)十 b(ν 一α)+C(Z― r)=o

と変形で きる.つ ま り,χ ,ν ,Zの 1次方程式 α
“
+bν +cz+α =0は ,点

A(P,9,r)を 通 り,ベ ク トル π =(α ,b,C)に 垂直な平面を表すことがわかる.

上記の π =(α ,b,C)を ,平面の法線ベク トルと呼ぶ .

直線 と平面のパラメータ表示

直線の方程式を導いたAゴ =ιdを ,点 A,Pの位置ベクトルα,"を使って書

き直すと

"=α tt ια  (ι は任意実数)

という直線のパラメータ表示が得られる.こ れと同様に,平行でない 2つのベ

クトルし,υ に対 して,点 Aを通 り鶴方向の直線とυ方向の直線を両方とも含

むような平面がただ 1つ定まるが,こ の平面上の点 Pの位置ベクトルを
"と

すると

"=α +S鶴 十ιυ  (S,tは 任意実数)

という平面のパラメータ表示が得られる.

点と平面の距離

χν平面上の直線 αχ+bν tt c=0と 点 P(P,9)と の距離は

la/P+b9+CI

、/α2+b2

で求められた.こ れと同様に,"νz空間内の平面 α
"+bν

+cz+α =0と 点

P(P,9,r)と の距離は

lα
p+bα +Cr+α

l

yα2+b2+c2

で求められる.

球面の方程式

点 A(α ,b,C)か らの距離が定数 rに等しい点 P(χ ,ν,Z)の全体は,Aを 中心と

し半径 γの球面となる.こ の条件 |ヌ
ご |=rの両辺を2乗することにより

(χ tt α)2+(ν
_b)2+(z_c)2=r2

という球面の方程式が導かれる.
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すなわち

χ― (-1) ν-4 z-3
3    -1   2

χ+l ν-4 z-3
3    -1    2

と表 される.求める平面は五Ё に垂直で点 C(2,3,7)を 通るから

3(χ -2)+(-1)(ν -3)+2(z-7)=0

すなわち

3χ ―ν+2z-17=0
と表される. 直線をパラメータ表示すると, 

χ+1=竺 二■ _≒ 3=ι
ょり

(χ ,ν,Z)=(3ι -1,―ι+4,2ι +3)

と表されるので,求める交点においては

3(3ι -1)一 (―ι+4)+2(2ι +3)-17=0

解答 求める直線はA三 =(3,-1,2)に 平行で,点 A(-1,4,3)を 通るから

となる.よって交点の座標は
(翠

,半 ,琴りである.

９

一
７〓

ｈ
ソ

よ

例題 1.

A(-1,4,3),B(2,3,5)を 通る直線の方程式を求めよ。また,こ の直線に垂

直で,点 C(2,3,7)を 含む平面の方程式を求めよ.更に,こ の平面と直線

の交点を求めよ.

例題 2.

2平面
“
一ν+2z-1=0,2χ +ν +z+4=0に ついて次の間に答えよ。

(1)交線の方程式を求めよ.

(2)2平面のなす角θを求めよ.ただしo≦ θ≦
,と
する.

(3)2平 面の交線を含み,点 P(1,1,1)を 通る平面の方程式を求めよ.

は 2平面の方程式を同時に満たすので,連立 1次方程式

を解いて,χ =-1-zフ ν=-2+zと なる.こ こで

,ν,Z)=(-1,-2,0)+ι (-1,1,1)と パラメータ表示さ

Q(-1,-2,0)を 通り,ベ クトルα=(-1,1,1)に 平行

よって求める直線の方程式は

χ+l ν+2 z

撹

・１〓
・４〓
職
動
か

一

■

潤

‐直

ゎ

である.

-1 1      1
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(2)2平面の法線ベク トルは (1,-1,2)と

αとすると,求める角 θはαもしくはπ一

3
COS α

(2,1,1)で あり,こ れらのなす角を

αであることがわかる。

1

となる.

π

一〇
〇

２
　
　
〓

θπ

一２
＜
一

π
一つ
０

＜
一

０
π

一
〇
〇

〓α
ｈ
ソ

よ

拓

0拓

であるからであり,

(2平面を横から見た図)

(3)求める平面の法線ベクトルは2平面の交線の方向ベクトルd=(-1,1,1)

と,交線上の点Q(-1,-2,0)か らP(1,1,1)ま でのベクトルξメ=(2,3,1)の

両方に垂直であるから d× Q声 =(-2,3,-5)が法線ベク トルとなるので,求

める方程式は

-2(χ -1)+3(ν -1)-5(z-1)=00

よって -2χ +3ν -5z+4=0と なる.

例 題 3。

球面

平面

(1)S

(2)K

s:χ
2+ν2+z2_10"_10z+25=0と

κ :2χ -2ν +z=6が ある.

とKの交わりの円の中心の座標と半径を求めよ。

に平行で Sに接する平面の方程式を求めよ.

解答  (1)Sの方程式を変形すると

("-5)2+ν
2+(z_5)2=25

となるので,Sは点 A(5,0,5)を 中心 とする半径 5の球面である.求める円の中

心は A(5,0,5)を 通 り,Kの 法線ベク トル (2,-2,1)に 平行な直線 イが κ と交

わる点である。イをパラメータ表示 した (χ ,ν,Z)=(5,0,5)+t(2,-2,1)よ り

2(5+2t)-2(-2t)十 (5+t)=6。

よって t=-1と なるから,求める円の中心は B(3,2,4)で ある .

AB=y22+(_2)2+12=3よ り,求める円の半径は752_32=4。

(2)求める平面はイと球面の交′点を通 り,κ と同じ法線ベクトルを持つ平面
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従

である.イ とSの交点は

(5+2ι -5)2+(_2t)2+(5+ι -5)2=25

より9ι
2=25. よってt=土

:と
なるから

Z2直線と:ザ =7=7み豊=
次の間に答えよ.

“
土事45土》 (複号同順 )

=0。

1.次 のように定義される直線の方程式を求めよ.

(1)点 A(1,-2,3)を 通 り,d=(3,-2,1)に 平行な直線 .

(2)2点 A(1,-2,3),B(1,2,0)を 通る直線 .

(3)2点 A(1,-1,1),B(2,0,-1)を 通る直線 .

(4)2点 A(1,-1,1),B(2,-1,4)を 通る直線 .

o直 線 χ=を =zに平行QttAc a動 を通る直線 .

2。 2平面 χ+ν tt z=4,χ -3z=1の交線の方程式を求めよ.

3。 次のように定義される平面の方程式を求めよ.

(1)点 A(-1,5,3)を 通 り,電 =(2,-5,7)に 垂直な平面 .

(2)3点 A(1,-1,1),B(0,1,0),C(2,0,-1)を 通る平面 .

(3)点 A(2,-1,1)を 通 り,χ 軸に垂直な平面 .

(4)平面 χ+2ν +3z=1に平行で点 A(2,1,1)を 通る平面 .

4。  直線
写

=ν +1≡
Z~1と

平面 2χ +3ν ―z=1の交点の座標を求

めよ.

5。  直線 κ+1=ν =:を含み,平面 2χ +2ν +z=1に 垂直な平面の方程

式を求めよ.

a直 線 ム
;=7=7袷

^点
坤 ,刷 樋 る輛 け 程式を

求めよ.

ヽ
―
ノ

る

５

一
３

　

あ

干

　

で

５

　
　
　
０

一　

　

〓

↑

ｚ

十
　
叶

ヽ

―

ノ

´

２

．０土．３　か

り

　

ま

（
／

引
＼

潤

は
　
　
一　
　
ま

（　
ヮ

緬
一　
針　
　
彬

る。

／
復

か
　
つ
　
　
　
　
て

わ
　
よ
　
　
　
　
つ

A

竺舌丘=争量井について

(1)交点の座標を求めよ.

(2)こ れらの直線のなす角をθとするとき,cOs θを求めよ.

(3)こ れらを含む平面の方程式を求めよ.
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8。 点 P(3,2,-1)か ら平面 3χ 一ν-2z+5=0に 下ろした垂線の長さを求

めよ.

仇 点 鴫 乳一⇒ から献 7=;=響
い ろした酬 の長さ林

めよ.

10。 4点 0(0,0,0),A(0,0,4),B(1,1,0),C(1,-1,6)を 通る球面 Sがある.

(1)Sの 中心の座標 と半径 を求めよ。

(2)Sが χν平面から切 り取る部分の面積を求めよ.

■ 2直線 と期 -1=写 =Z― 色 第 一χ=7=:が ある

(1)イ2を含み,ノ1に平行な平面 αの方程式を求めよ.

(2)α の方程式を利用 して,ノ 1,イ2の共通垂線の長さを求めよ.

2.2平 面 αl:5"-4ν -3z=1,α 2:2χ -2ν +z=1お よび

直線と守=7=7があれ
(1)2平面 αl,α2の なす角を求めよ.

(2)直線 イと平面 αlと の交点 Aの座標を求めよ.

(3)直線 イは平面 α2に含まれていることを示せ。

(4)直線 イと平面 αlの なす角を求めよ.

(5)2平 面 αl,α2の交線 鶴 と直線 Zの なす角を求めよ。

3。  3平面鉱 χ+ν =1,β :ν +Z=1,γ :2χ tt ν tt Z=-1がある.β とγ

の交線を〃,γ とαの交線をmと する.

(1)2平面α,β のなす角を求めよ.

(2)2平面α,γ のなす角を求めよ.

(3)2直線 〃,%のなす角を求めよ.

(4)2直線 〃,mの交点の座標を求めよ.

(5)直線 イを含み,平面 αとなす角が
,で

ある平面の方程式を求めよ.

B

・ 0雫 =写=7
(2)A言 =(0,4,-3)よ りχ=1,

1311言 =(1,1,_勾 より雫

(4)A言 =(1,0,3)よ りν=-1,

ν+2 z-3
4    -3
ν+l  z-1
1    -2

χ -l z-1

1         3

o求める直線はd=出⇒畔行だから7=7=
2。 交線上の点は 2平面の方程式 を同時に満たすので,連立

z-2
1

1次方程式
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を解 くと,χ =1+3z,ν =3-4zと なる.こ こで z

17

ね　る
ル
桁

１

　

　

′
」

４

　

＞

一
　

１

６

・４

＋
　
０

０

〓

＆
ノ

α

」
ノ

リ

＜

に

の

〓４
・
ば
紐
酬

彬
＾
け
植
』

¨
薦
胸

，求め
つて求

ｒ
リ
ｌ
ｋ
座
　
で
　
よ

の
　
い
　
０
　
　
　
ト

面

な

　

一一　
　
　
クベ

〓ニ´（多
１

０

　

０

　

０

一一
　

一一
　

〓

α

　

α

　

α

十

十

＋

７

十

　

　

　

一

ｂ

　
ｂ
　
　
　
ｂ
　
な

　

っ

一　

　

　

　

　

よ
ノ

と

　
よ

α

　

　

　

　

　

α

　

　

一　

　

∩
）
　

　

・

２

　

・・
　

一一　
ぃ
　
　
・

１

４

ｔ

α

α

な

る

と

＋

ら

あ

ノ
　
　
　
・
・‐，２
＜・３，
一３

炒チム，る

一

０

　

山

す
は
≠
】
Ｍ
面

工工
　
式
　
α
　
め

成

程

で

求

が

方

の

が

鰯

ル

χ-l ν-3 z
3    -4   1

3。 (1)2("+1)-5(ν -5)+7(z二 3)=0よ り

2χ -5ν +7z+6=0

(2)求める平面の方程式をαχ tt bν tt cz+α =0と すると,3点 を通ること

より

よりχ tt ν+z-1=0。

(3)χ 軸に垂直であることより,電 =(1,0,0)は 法線ベクトルとなるから

1(χ -2)+0(ν +1)+0(Z-1)=0

よりχ=2.

(4)平面 χ+2ν +3z=1の 法線ベクトルη=(1,2,3)は 求める平面の法線

ベクトルでもあるから

1(χ -2)+2(ν -1)+3(z-1)=0

より
“
+2ν +3z-7=0.

47=ν +1=7=tとおくこ直線上Q輛ま
(χ ,ν,Z)=(2t+3,ι -1,3ι +1)

と表せ るか ら,交点が平面の方程式 を満たす ことにより

2(2t+3)+3(ι -1)― (3t+1)=1.
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よって ι=

5.求める平面の法線ベクトルは,与えられた直線の方向ベクトル d=(1,1,2)

および与えられた平面の法線ベクトルη=(2,2,1)に 垂直であるから,α ×π=

(-3,3,0)は 求める平面の法線ベクトルになるとわかる.ま た求める平面は,与

えられた直線上の点 (-1,0,0)を 通るから,その方程式は

-3("+1)+3(ν -0)+0(Z-0)

よつてχ―ν+1=0と なる.

6.直線 イは点 B(0,1,2)を 通 り,ベ クトルα=(2,3,4)に平行な直線である.

求める平面の法線ベクトルは,こ のベクトルαとベクトル五誌 =(-1,0,1)に

垂直であるから,α ×A言 =(3,-6,3)は 求める平面の法線ベクトルである。求

める平面は点 A(1,1,1)を 通るので

3(, - 1) - 6(a - 1) + 3(, - 1)

・ 07=7=7=tとおくこ酬ち上Q輛まに銑a=
(2t+3,ι +3,一ι+2)と 表せる.こ れが 〃2上の点である条件は

2ι +3  ι+3-4  -ι +2-1
-1       2         -2

よりt=-1で ある.よ って求める交点の座標は (1,2,3).

(2)イ1/2の 方向ベクトルは,それぞれ(2,1,-1),(-1,2,-2)で あるから

cos θ=鳥 =平 .

(3)求める平面の法線ベクトルはイ1/2の方向ベクトルの外積を考えればよ

いから

(2,1,-1)× (-1,2,-2)=(0,5,5)

となる.ま た,(1)で求めた交点を通るから,求める平面の方程式は

0(χ -1)十′5(ν -2)+5(z-3)=0

よって ν tt z-5=0と なる.

8。 平面の法線ベク トルは (3,-1,-2)で あ り,垂線はこのベク トルに平行なの

で,点 Pを通 りこのベク トルに平行な直線をパラメータ表示すると

(χ ,ν,2)=(3,2,-1)+ι (3,-1,-2)=(3+3t,2-t,-1-2ι )

となる。この直線と平面との交点をQと すると,求める垂線の長さはPQで

ある.

3(3+3ι )一 (2-ι )-2(-1-2ι )+5=0

よりt=-1。 よってQ(0,3,1)で ある。

となるあで求める交点の座標は
(3-:,1)で

ある.
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求める垂線の長さはPQ=732+(_1)2+(_2)2=/M.

(補足) この考察を一般化し,点 P(P,9,r)と 平面αχ+bν +cz+α =0と の

距離を求めてみよう.点 Pを通り平面に垂直な直線は

(χ ,ν,Z)=(P,9,r)+ι (α ,b,C)=(P+ια,9+ιb,T+tc)

と表せるので,交点Qは

a(p r ta) + b(q + tb) * c(r * tc) + d- 0

a,p + bq * cr * d zrr r, rr- --r*-r- 2 r. r_ r- 2よりι=―
α2+b2+c2 のときであるとわかる.

19

lop+bq*cr*dl
yα2+b2+c2

9.与えられた直線は′点Q(2,0,1)を 通リベクトルd=(2,2,-1)に 平行な直線で

ある.Pか らこの直線に下ろした垂線の足をHと し,ベクトルQ声 =(1,2,-2)

とαとのなす角をθとすると

=yι 2(α2+b2+c2)=lι
lV乞

2+b2+c2

∴PQ=卜   17′十〆+′ =

田 げ酬 輛

|び 。d
lα l

1102+202+(-2)0(-1)1  8
22+22+(-1)2

(3,2,-1)
よって

(別解)

=7た 2:22+(_2)2_(:)2= √
丁

語一制
手．８「

，

（影

て

酬
　
　
¨
叩
ぃ

橘
卜
獄
解
Ｆ

と
　
り
ヽ
こ
　
　
Ｈ

と直交する

となるので

√
丁

〓編
一９

(P+ια一p)2+(9+ιb-9)2+(r+ι C― r)2

Q(2,0,1)

PH=γ
(:)2+(長チ)2+(v)2=
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100(1)Sの 中心を P(α ,b,C),半径を rと すれば,赫 =Aゴ =麗言 =こ言 =γ

よ り

が成立する.

となり,α =4,b=-3,c=2を 得2る .ま た,C)よ りr=/】 9。

(2)Sが χν平面から切り取る部分は円となるので.その半径をsと すると

よりs

r2=二 s2_十 C2

よって面積は 25π である.

Bの解答

10(1)イ 1はベクトル dl=(1,2,1),ノ 2はベクトル d2=(~1,2,2)に 平行な直

線である.よ って求める平面 αの法線ベクトルとしてdl× d2=(2,-3,4)を

とることができる.ま た,α はイ2上の点 (2,3,0)を通るので,求める方程式は

2(* - 2) - 3(a -3) + aQ- 0) - 0,

すなわち

である.

2χ -3ν +4z+5=0

ノ
　
　
　
①．④③

　
洵
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ジ
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『
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ｆ
ｌ
ｔ

②

＋
　
十

　

一　
　
一

一

′

メ

し

い

①

ｒ

ｌ

ｌ

ｌ

く

―

ｌ

ｌ

ｋ

①

②
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一一
　

一
　

ょ

〆

び

り

　

０

・３
8=0

(2)イ 1上の点Pと イ2上の点Qを結ぶQPが共通垂線であるとすると,ご

- - --71 P(o, b, 
")

はαl,α2のいずれとも直交するので.Q」 は平面αの法線ベクトルとなる.



1.2 直線・平面の方程式

よって求める垂線の長さはPと 平面 αとの距離であるが,α はイ1に平行な平

面であるので,ノ1上のどの点とαとの距離も同じ値である.よ って Zl上 の点

(1,-2,4)と 平面 αとの距離を求めればよい.その値は公式より

12・ 1-3・ (-2)+404+51 =ν菊
vり

2+(_3)2+42

となる.

2。 (1)α l,α2の なす角は αl,α2の 法線ベク

(2,-2,1)の なす角 θlも しくはπ―θlである.

ItVn1

21

cos θl=lπ
lllπ 21=

COS θ2=lπ
211dl=

15 √

5ψ・3

π

一
／
牡

〓
θよ よって

(2平面を横から見た図)

(2)直線 イをパラメータ表示すると (",ν ,Z)=(5t-1,3ι +1,-4ι +5)と

なる.よ って交点 Aを表すパラメータtの値は

5(5ι -1)-4(3ι +1)-3(-4t+5)=1

よりt=1。 よってA(4,4,1).

(3)直線 イは″点B(-1,1,5)を 通 り,ベクトル d=(5,3,-4)に平行な直線で

ある。点 Bの座標をα2の方程式の左辺に代入すると2・ (-1)-2・ 1+5=1と
なるので,こ の点は平面α2上の点であり,α・η2=5。 2+3・ (-2)-4・ 1=0
であるので,dは平面 α2上のベクトルである.よ って直線 イは平面 α2に含ま

れる.

(4)α lと イのなす角はηl

θ2~'である.

π

一
４

とdとのなす角をθ2とすると,,一 θ2も しくは

π

一
〇
〇

〓
θよ よって

25

5\n-50 2

(直線と平面を横から見た図)

(-10,-11,-2)に 平行な直線であるので
,

π

一
次
Ｕ

(5)α lと α2の交線は 21× η2=
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であるから

求める角はαとηl× η2の なす角 θ3も しくはπ一θ3である.

COS θ3=d°
(π l× π2)=5ν

ワ015=~万砺

よりθ3==:π・ よつて「
1・

3。 (1)α ,β の法線ベクトルを鶴=(1,1,0),υ =(0,1,1)と すると,求める角

はし,υ のなす角θもしくはπ一θである。

よりθ=:.よ つて
:・

(2)γ の法線ベクトルをυ =(2,1,1)と すると,求める角はし,り のなす角

りもしくはπ―りである.

cos θ=百
肩可

=

包 ι・ 切

COS 9=1鶴
‖υl=

の

。

の

ャ42。 拓     2

桁

よリヮ=:.よ つて
:・

(3)イ,mはそれぞれυ×υ =(0,2;-2),o× 鶴=(-1,1,1)に 平行なので
,

求める角はこれらのベクトルのなす角 μもしくはπ―μである。

(υ ×り )。 し ×鶴)  0  ∩
COS μ= =  =0

π

2°

3平 あ 連立 1次方程式2

μ
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針

　
＞ｏ

α
　
　
／
１
１
１
Ｊ
く
ｌ
‥
‥
ｌ
、
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線ベク

である

α〓π
　
ｈ
ソ

を

　
よ

ル
　
と

卜

　
こ

とすると,π tt υ×υおよび

覆 : =

2b-2c=0
α+b

yα2+b2+c2。 の

b=c  ……・ ①

c2=2αb ……… ②

√
丁

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

ψ

ｒ

ｌ

く

ｌ

ｋ

となる.よ って
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を得る。ここで②に①を代入し因数分解すると,c(c-2α )=0よ りc=0も

しくはこ=2α となる.

(i)c=0の とき.

b=c=0だ から,法線ベクトルとしてπ=(1,o,0)を 考えることができる.

このベクトルを法線ベクトルとし,点 (-1,2,-1)を 通る平面であるから,求

める平面の方程式は

10(χ +1)+00(ν -2)+00(Z+1)=0

よりχ+1=0.

(ii)c=2α のとき.

b=c=2α だから,法線ベクトルとしてπ=(1,2,2)を考えることができ

る.こ のベクトルを法線ベクトルとし,点 (丁 1,2,-1)を 通る平面であるから,

求める平面の方程式は

1・ ("+1)+2(ν -2)+2(z+1)=0

よりχ+2ν +2z-1=0。
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