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データの整理 と表現

1-1 データの整理

連続変量と離散変量  身長や交通事故の件数などのように,あ る集団にお

いて観測の対象となる特性を数量で表したものを変量 という。変量には,身長

や体重のように連続的な値をとる連続変量 と,交通事故の件数や家族の人数の

ようにとびとびの値 しかとらない離散変量 とがある。

度数分布表  連続変量のデータを整理するときには,データをできるだけ

同じ幅の区間に区切って分類する.こ の とき,各区間を階級 といい,そ の中央

の値を階級値 という。また,各階級に分類 されたデータの個数を度数 という。

階級の幅はデータ全体の傾向が読みとれるように,適 当な大きさに選ぶ.階級

または階級値に度数を対応させたものを度数分布 といい,分類の結果でき上っ

た表を度数分布表という。

離散変量のデータの分類は,そ の変量がとる値の個数を数えるだけでよいか

ら簡単であるが,変量のとる値が多いときは,連続変量の場合のようにい くつ

かの階級を作って分類する。

累積度数分布表  各階級の度数の累計を累積度数 といい,そ れらを表にま

とめたものを累積度数分布表という。

相対度数分布表  各階級の度数をデータの総数で割った値を相対度数 とい

い,こ れを表にしたものを相対度数分布表という.



1 データの整理と表現

度数分布表,相対度数分布表,累積度数分布表

階級 階級値 度数 相対度数 累積度数

αO～αl

αl~α 2

αた_1~α ぇ

∬

　

∬

．
．
．
　
″

ス

ん

…

ん

/1/π

/2/η

三
ん/π

Fl=/1

F2=/1+/2

鳥 =/1+・ …+ん =η

計

1-2 グラフによる表現

ヒストグラム  度数分布表を柱状グラフに表した

てる長方形の面積は階級の度数に比例させる。

度数多角形  ヒストグラムの各長方形の上辺の

中点を結んで得られる折れ線グラフ.

累積度数多角形  累積度数分布表をグラフに表

したもので,階級の上方限界値と累積度数を座標に

もつ点を結んで得られる.

もので,各階級の上に立

ヒス トグラム 度数多角形

窒 葉 図  た とえ ば,10個 の データ (1.67,1.82,1。 75,1.63,1.72,1。 79,

1.84,1.60,1.73,1。 75)が与えられたとき,各データを次のように“茎"に 当たる

(1。 6,1.7,1。 8)と “葉"に 当たる 3桁 目の数に分解し,茎 を縦に葉を横に記録す

ることでデータを表現したものを茎葉図 (ま たは幹葉図)と いう.

茎葉図



1-3 代表値と散布度

1… 3 代表値 と散布度

(a)生 のデータからの場合。

π個のデータを″1,χ 2,・ …,″ηとする。

(b)度数分布表からの場合。

η個のデータが 力個の階級に分類されているとして,階級値 を″1,

″た,度数を/1,/2,… °,ん ,累積度数を Fl,F2,… °,凡 とする。

1-3-1 代 表 値

データ全体の中心的傾向を表す値で,平均値,メ ジアン,モ ー ドなどがある。

平均 (ま たは平均値 )

∬=場を∬J

∬=場羞∬J勇

平均の簡便計算法  階級の幅をε,仮平均を″。とする。ここで,変換 πJ

=∬
J~″ o(′

=1,2,… 0,力 )に よって,χ を πに換えれば

Σ %Jん

∬=χ。+σ笏=″。+ε

メジアン

(a)π 個のデータを大 きさの順 に並べた とき,π が奇数ならば小 さい方か

ら
午

番 目の値 を,多 が偶数か らば,中央 に くる 2つ の値の平均 をメ

ジアンまたは中央値という.

(b)こ の場合,メ ジアン″。は次式より求められる。

いH托午
ここで,αJ_1は メジアンを含む階級の下方限界値 ,

ん はメジアンを含む階級の度数 ,

几 はメジアンを含む階級より前のすべての階級の度数の和 ,

すなわち几 =/1+/2+…・十ん_1,

cは階級の幅 .

モー ド

(a)デ ータの中で最も多 く現れている値をモー ドまたは最頻値 という。

(b)最 大の度数をもつ階級の階級値 .

∬2, °…

(a)

(b)



1 データの整理と表現

1-3-2 散 布 度

データの散らばりを表す特性値で,標準偏差,分散,範囲などがある。

分散

(∬J_∬ )2

∬′
2_∬ 2

(∬ J_∬ )2勇

χ J2勇
_∬ 2

笏2ん _→

笏=券 Σ %J勇

ηΣ
Ｈ　
ηΣ
Ｈ　
た
Σ
Ｈ　
た
Σ
Ｈ　
法

．
・．し

‐
・し

‐
・巧

‐
・一し

講

Ｓ２　
　
　
　
　
Ｓ２　
　
　
　
便簡

＞
　
　
　
　
＞
　
　
　
　
の

ａ
　
　
　
　
ｂ
　
　
　
　
散

＜
　
　
　
　
＜
　
　
　
　
分

た「ろ
Ｈ

ｌ

一
π

ε〓

ただ し
,

標準偏差

πJ=″
J~χ°

ε

分散の正の平方根を標準偏差 という.

(a) s=7年2=

(b) s=7毎2=

標準偏差の簡便計算法

,Σ

を四分位偏差という。(注 :レ ]は実数″の整数部分)

(χ J_∬ )2勇



題例

題例

夕の度数分布 )
~pりB 日 醒ヽ 臥 万 ~ン υノ反 製ガ 仰 ノ

次 の数 はある町での 30日 間の救急車 の出動 回数 の記録 である。この

データか ら度 数 分布 表 と累 積 度 数 分布 表 を作 れ。また,(a)平 均 値 ,

(b)メ ジアン,(c)モ ー ドを求めよ.

2611203023
3042110340
5145105020

解 データの分類の結果 ,

∬ 検数マーク

正 丁

正
~

正

T
丁

丁

したがつて,度数分布表 と累積度数分布表は

∬/

8

14

19

23

26

29

30

計

0

6

10

12

12

15

6

8

14

19

23

26

29

30

計 30

(a)平均値は,∬ =器≒2(回 ).

(b)累 積度数分布表より小さい方から 15番 目と16番 目の値はともに 2で
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あるから,メ ジアンは2(回 )。

(C)最 大度数は 8だから,モ ー ドは 0.

120-129

130-139

140-149

150-159

160-169

170-179

1 データの整理と表現

例題 2 (ヒ ス トグラム・度数多角形・累積度数多角形)

次の度数分布において,階級の真の限界,階級値および相対度数を与え

よ。また,ヒ ストグラム,度数多角形,お よび累積度数多角形を図示せよ。

階級 度数

1

5

18

21

13

2

解

60

階級 階級の真の限界  階級値  度数  累積度数

120-129

130-139

140-149

150-159

160-169

170-179

124.5

134.5

144.5

154.5

164.5

174.5

119.5-129.5

129.5-139.5

139.5-149.5

149.5-159.5

159.5-169.5

169.5-179.5

1

5

18

21

13

2

1

6

24

45

58

60

ヒス トグラム

130  140  150  160  170  180

身 長 (cm)

度数多角形

140  150  160  170  180

身 長 (cm)

120 120  130



ま え が き

本書は大学 102年次学生のための統計学の演習書である◆

著者 らの経験では,大学で初めて学ぶ統計学の講議内容は学生諸君にとって

必ずしも理解 しやすいとはいえないようである◆統計的考え方や統計学の基礎

的概念を真に理解するためには,講議をきくだけでは十分ではなく,自 らの力

で問題を解いてみることが必要である。

本書は各章の始めに公式や定義などを要項の形で簡潔にまとめ,そ の後に例

題 と演習問題が続 く。例題は理論的に難 しい問題は避け,標準的でかつ興味あ

る実際的な問題を慎重に選び,すべてにていねいな解答を与えた。また,章末

の演習問題 も例題 と同種なもので,こ れにも詳 しい解答をつけている。文系 ,

理系を問わず広 く学生諸君らが容易に理解できるよう,数学の予備知識 として

は高校の数学 I,基礎解析の程度 とした。

この演習書は,講義の進行に合わせて予習,復習ができ,ま た試験などにも

対応できるように配慮したつもりなので,必ずや読者諸氏の期待に沿うものと

信ずる。

最後に,本書の出版 に際 して大変お世話になった培風館編集部の野原 剛,

根岸誠一の両氏に心から御礼申しあげたい。

1988年 12月

者著
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累積度数多角形

題例

累
積
度
数

（人
）

120

例題 3

男子学生

169    176    169

163    182    173

171    164    168

159    161    167

172    169    164

157    175    154

167    168    159

172    170    173

171    164    161

174    175    168

このデータか ら,身長の

(a)茎 葉図 ,

(b)度 数分布 ,

(C)平 均 と標準偏差 ,

(d)メ ジアンとモー ド

を求めよ。

解  (a)茎 葉図

130  140  150  160  170  180

身 長 (cm)

(茎葉図 と度数分布 )

70人の身長 (cm)を測って,次の結果を得た。

169    167    170

175    163    168

162    167    163

164    176    164

174    165    177

169    155    176

168    171    162

171    166    168

165    168    164

161    180    181

6677
5556

172

173

177

159

175

183

173

168

156

166

778888888899999
6677

葉

15

16

17

18

4567
1112
0011
0123

99
23
11

9

33
22

4444
2333

4455
3445
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(b)最 大値は 183で
,

級の幅を 5cmに とれば
,

最小値は154で あるから
,

7個の階級となる.

1 データの整理と表現

範囲は 183-154=29。 階

(C)簡 便計算法によって
,

平均を″。=167に とり

によって,χ を πに変換する。

階級  検数マーク 階級の真の限界

150-154  ~~

155-159  1E~~

160-164  1EIETF

165-169  11EIEIE~~

170-174  1EIEIE

175-179  1ETF

180-184  TF

149.5-154。 5

154.5-159.5

159.5-164.5

164.5-169.5

169。 5-174.5

174.5-179.5

179.5-184.5

平均 と標準偏差 を求める.階級の幅は ε=5,仮

χ-167
π=  5

階級値  度数

″     / グ π2/
笏=Σ πjん

π

=器 ≒0.229

∬=χ。+ε笏

=167+5× 0.229≒ 168.1(cm)

152

157

162

167

172

177

182

1

6

14

21

15

9

4

-3
-12
-14

0

15

18

12

9

24

14

0

15

36

36

一
　

一
　

一

一π一

”

π

70 134 ≒6。8(cm)

(d)メ ジアンは公式より直接求めるπ=70,c=5,α J_1=164。 5,几 =1+6

+14=21,ん =21で あるから

″。=164.5+5×亜
テ
笙≒167.8(cm)

モードは度数分布表より,167(cm).

計

度数分布

階級値 度数

152     1

157     6

162     14

167    21

172     15

177     9

182     4

十_←疑ぅ
2



lγり題 脅  PヽL~檄 νノl順 ぴ寺 し ヽな い こ さの こス トク フム ノ

ある日,図書館で本を借りた人の年齢の分布は次のようであった.

年歯令  8-12 13-20 21-60 61-64

人数   9  22  35  14

(a)こ のデータをヒス トグラムで表せ。

(b)80人の年齢の平均 と標準偏差を求めよ.

例 題

例題 4 (階級の幅が等 しくないときのヒス トグラム)

階級 階級の真の限界 階級の幅 度数 度数密度

解 (a)こ こでの変量は年齢であるから階級の真の限界を定めるときに注

意が必要である。たとえば,階級 8-12は 8歳ちょうどから 13歳未満の人を含

む (下表参照)こ の問題は階級の幅が等間隔でないから,ヒ ス トグラムをか くと

き,柱の面積が各度数に比例するようにしなければならない.こ れは
,

柱の高さ ×階級の幅 =柱の面積 ∝階級の度数

の関係より,

柱の高さ∝

よって,ま ず与えられた度数分布より
薪壽議編!E(こ

れを度数密度 という)

を求め,柱の高さをこの値に比例するようにとればよい。

8-12

13-20

21-60

61-64

8-13

13-21

21-61

61-65

5

8

40

4

9  1.8
22    2.75

35    0.875

14    3.5

よって
,



1 データの整理と表現

(b)前 の表より,

階級の真の限界 階級値 度数

∬    / ガ ″2/

8-13

13-21

21-61

61-65

10。 5     9

17.0    22

41.0    35

63.0    14

94.5       992.25

374.0      6358.00

1435.0     58835。 00

882.0     55566.00

計 2785.5    121751.25

よって
, 動 ∬=等 ≒囲 御

標準偏差 s= 一MF≒ r<御

例 題 (平均 標準偏差―ソU洒諷 Э  叶 羽 ,標準 1隔差 ,メ ン //,t~Pノ

次の表は 1988年全国高校野球選手権大会での全試合の勝敗の結果を示

したものである.こ の表より

(a)得 点差の度数分布 と累積度数分布を作れ。

(b)得 点差の平均 と標準偏差を求めよ.

(C)得 点差のメジアンとモー ドを求めよ。

3-0

7-4

8-0

6-0

4-3

9-3

4-0

2-1

19-1

5-2

4-2

8-4

10-1

4-1

9-0

3-2

7-4

4-3

5-4

4-1

2-1

6-4

5-3

7-5

6-2     2-1

5-1     4-1

3-2     4-3

10-1     6-3

3-2     3-2

9-3     5-0

8-1     7-3

4-0     2-1

4-3     9-3

12-1     4-2

1-0     5-1

4-2     1-0

解 得点差 ″を求めると



題例

3  3  8  6  1  6  4  1 18  3  2  4

939131131222
4  4  1  9  1  6  7  4  1 11  1  2

131315416241

度数を/,累積度数をFで表し,次のようにデータを分類して,度数分布と累

積度数分布を作る。

(a)度 数分布   累積度数分布

検数マーク

1 正正正

2 正
~

3 正丁

4 正 T
5 ~
6 T
7 ~
8  ~~

9  ~F

ll  ~~

18  ~~

15  15

6  21

8  29

7  36

1  37

4  41

1  42

1  43

3  46

1  47

1  48

計

(b)度数分布表より
ガ ″2/

1    15

2     6

3     8

4     7

5     1

6     4

7     1

8     1

9     3

11     1

18     1

15      15

12      24

24      72

28     112

5      25

24     144

7      49

8      64

27     243

11     121

18     324

計 1193

平均″=寺宇=&7鰊 )

よって
,



1 データの整理と表現

標準偏差 s=/平 ―
曙 )2=&猟劇

(C)累 積度数分布表より,小 さい方から24番 目と25番 目の値はともに 3

だから,メ ジアンは 3(点 ).

モー ドは,度数分布表から1(点 ).

解 モー ドが 6であることから,″ ,y,zの うち少な くとも2つ は 6で なけ

ればならない。3つ とも6と すると,平均値が 7に ならないから2つ が 6で あ

る。いま,″ ,ク を6と すると平均値は 7だから

7=              =重
≒1生

 ⇒ Z=-9

よって,こ れらの数を大きさの順に並べると

-9,6,6,6,8,8,10,21
↑↑

ゆえにメジア冽ま立苦豊=■

-49Utt1 0 tメ ン /ン ノ

次 の数 の平均値 は 7で ,モ ー ドは 6であ る。これ ら数 のメジア ンはい く

つか .

8,10,″ ,6,y,z,8,21

と四分位偏差 )…ソ頒邑 ′  tメ ン /ン こ四 ,,17隔差 ノ

高速道路のある地点で,走行中の車 400台 の時速 (km/h)を 測って,次

の度数分布を得た。

隣彗剖叉f●L    30  35  40  45  50   55  60  65

度数   3 12 37 61 89 130 58 10

この結果を

(a)ヒ ス トグラム
,

(b)累 積度数多角形

で表せ.求めた累積度数多角形からメジアンと四分位偏差を求めよ.



例  題

解 (a)

100

度
数

（台
）

40   45   50   55   60

時 速 (km/h)

(b) 累積度数分布表は
,

階級値 度数  階級の真の限界  累積度数

30      3

35     12

40     37

45     61

50     89

55    130

60     58

65     10

27.5-32.5

32.5-37.5

37.5-42.5

42.5-47.5

47.5-52.5

52.5-57.5

57.5-62.5

62.5-67.5

3

15

52

113

202

332

390

400

計

累積度数多角形

400

この図からメジアンは 52.

01は 46,o3は 56。 よって,四分位偏差は o3~01=56-46=10.

13



1 データの整理と表現

解 公式の証明 :

Σ (∬ J一 ″)2=Σ (χ J2_2″ j∬ +∬ 2)

=Σ ∬j2_2∬ Σ ″J+π″2

=Σ ″j2_22∬ 2+π″2 (Σ ″J=η∬ より)

=Σ χJ_π 2

3年生全員の身長の平均は

_ 263× 155。 5+282× 163.0=159。 4(cm)∬=      545

標準偏差の計算には上記の公式を使 う。標準偏差を sと すると,こ の公式より

Σ″J2=バ F2+s2)

女子生徒の場合,こ の値は

Σ χJ2=263(155。 52+4。02)=6363613.75

男子生徒の場合,こ の値は

Σ∬J2=282(163。 02+4.42)=7497917。 52

よって,3年生全員の身長の標準偏差は

一∬一∬Σ
１

一
η

夕の平均と標準偏差 )… 17叩巳  0  1ヽヨ17r7・
~フ υノ~l~Jtt C T示

午 l欄 万フ

公式

Σ (∬ J一 ∬)2=Σ ″J2_π∬2

を証明せよ.

ある中学校の 3年生は女子生徒 263人 と男子生徒 282人からなり,女子

の身長 は平均 155。 5cm,標 準偏差 4。 Ocmで ,男 子の身長 は平均 163.0

cm,標準偏差 4.4cmである。この学校の 3年生全員の身長の平均 と標準

偏差を求めよ.

Σ χJ_χ 2

=押鴫 響 壁‐m″ =痴巧m



1章の問題

1章の問題

1.1 次の各階級に対して,階級の真の限界,階級値,階級の幅を示せ。

(a) 20-29

(b) 150-, 180-

(C) 1.6-3.5

(d) (-8)― (-5)

1.2(a)数 {3,5,4,1,7}の 平均と標準偏差を求めよ。この結果を用い

て,計算によらずに次の数の平均と標準偏差を求めよ.

(i)13,15,14,11,17

(ii)-2,0,-1,-4,2

(iii)α +3,α +5,α +4,α +1,α +7

(市 )0◆ 3,0.5,014,0。 1,0。 7

(v)3α +ら ,5α +b,4α +b,α +b,7α +b

(b)次のデータから,平均,メ ジアン,モードを求めよ.ただし,α <b<ε

<グ <θ 。

α,α ,α ,α ,α ,b,b,b,ι ,b,b,c,c,c,ε ,グ ,グ ,グ ,θ ,θ

l.3 次の数はある電話交換局が 30秒間隔で延べ 25分間に受 けた電話呼

び出し数の記録である.

2352201324
3223113346
2413545236
3525302054
4212436420

このデータか ら呼び出し数の度数分布 を作 り,度数多角形 をかけ。また,呼び

出し数の平均値 ,メ ジアン,モ ー ドを求めよ◆

1.4 以下の数値 は 100人 の生徒の IQの データである.55-64,65-74,… ・

を階級 に選び,こ れ らデータを分類 して

(a)度 数分布表 を作れ。

(b)IQの 平均 と標準偏差 を求めよ。

(C)IQの メジアンを求めよ.
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81

109

100

82

107

86

108

107

101

81

106

98

101

109

102

81

101

121

100

94

81

106

120

90

96

91

58

108

102

72

116

133

73

97

101

91

95

79

94

118

105

108

90

101

88

124

106

94

89

93

107

109

99

116

80

111

106

82

90

103

110

105

90

103

85

108

91

93

108

104

84

102

143

84

124

82

118

104

114

103

1 データの整理と表現

78     91

97     77

100    102

104    119

117    100

97     99

107     66

128    100

92    111

100     92

1.5 観浪l値 ∬,5,y,13は大きさの順に並んでいる。これらの平均値は 7

で,メ ジアンは6である。分散を求めよ。

1.6 3つ のかごに,そ れぞれ 6個 ,5個,4個 の りんごが入っている.第 1

のかごのりんごの重さの平均値は 220gで,第 2のかごの りんごの重さの平均

値は 280gで ,第 3の かごのりんごの重さは

247g,   250g,   239g,   264g

である.第 3の かごの りんごはどれもが第 1の かごの りんごより重 く,第 2の

かごのりんごより軽い.そ のとき,こ れら 15個 の りんごの重さの平均値 とメ

ジアンとを求めよ。次に,こ れら3つ のかごの重さを夕,c,γ とする.

夕+α +γ =240,  夕
2+α 2+γ2=20000

のとき,か ごの重さの標準偏差を求めよ.

1.7 2個のサイコロを同時に 100回投げ,出た目の和 χを観測して次の度

数分布を得た。χの平均 と標準偏差を求めよ.

計

００

″
　
／

4567
9  10  16  17

8   9  10  11  12

15  11   8   6   2

1.8 ある中学校の遅刻者 100人 の遅刻時間 (分)の 度数分布は次のようで

あった.

遅刻時間 (分)0-2
度数    40

3-7 8-12 13-17 18-27  計

37   13     5      5      100



1章の問題

(a)こ の分布のヒス トグラムをかけ。

(b)遅 刻時間の平均 と標準偏差を求めよ。

1.9 ある試験を受けた 200人の生徒の得点の度数分布が,次のよう

えられたとき
,

(a)こ の分布の平均 と標準偏差を求めよ。

(b)累 積度数分布表を求め,累積度数多角形をかけ.

17

に与

階級  1-20 21-30
度数  4  15

31-40  41-50  51-60  61-70

43     55     39     31

71-80  81-100

10     3

1.10 4個の観測値の平均は 3.13,標 準偏差は 0。 15である.こ れに,さ ら

に 6個の観測値

3。 19    2.86    2.93    3。 15    3.14    3。 21

が追加された。これら 10個の観測値の平均 と標準偏差を求めよ.

1.11 4個の数の平均は 5,分散は 2で,別な 6個の数の平均は 7,分散は

3である。これら 10個 の数の平均 と分散を求めよ。



確

2… 1 標本空間と事象

同一条件の下での繰り返しが可能で,そ の結果が偶然に支配されるとみなせ

るような実験や観測を試行という。ある試行で起こるすべての結果の集合を標

本空間といい,Sで表す。Sを構成する個々の結果を標本点,Sの任意の部分

集合を事象という.特に,1つ の標本点のみからなる事象を根元事象という。

2-2 確率の定義

定義 (1) Sを 構成しているすべての標本点の起こりやすさが同様に確

からしいとき,事象Eの起こる確率を

PC洋纂}

で定義する。ここで,バE)と η(S)は それぞれ事象 Eと標本空間 Sに含まれ

る標本点の個数である.こ の P(E)を事象 Eの確率 (ま たは数学的確率)と い

つ。

定義 (2) π回の試行で事象 Eが γ回起 こったとき,事象 Eの起 こる確

率を,π → ∞ のときの相対度数
場

の極限値で定義する.す なわち

PIE)=爛券
この確率を事象 Eの経験的確率 (ま たは統計的確率)と いう.π が大きいとき

の相対度数は経験的確率の近似値 とみなされる。

確率の公理  次の 3公理をみたす測度 P(E)を事象 Eの確率 と定義する.

1°  0≦ P(E)≦ 1

18



192-4 確率の基本定理

2°  P(S)=1

3°  EJ∩ Eノ =φ (プ ≠ノ)な らば,P(El∪ E2∪ …°)=P(El)+P(E2)+… ・

2… 3 事象 と記
‐
号

和事象  El∪ E2 Elま たは E2が起 こるという事象

積事象  El∩ E2 Elお よび E2が起 こるという事象

余事象  E   Eが 起 こらないという事象

全事象  S   必ず起 こる事象

空事象  φ   起 こり得ない事象

2-4 確率の基本定理

(1)任 意の事象 Eに対 して

0≦ P(E)≦ 1

特に,        P(s)=1,  P(φ )=0

(2)余 事象の確率

P(E)=1-P(E)
(3)加 法定理

P(El∪ E2)=P(El)+P(E2)~P(El∩ E2)

特に,Elと E2が互いに排反ならば

P(El∪ E2)=P(El)十 P(E2)

(4)事 象 Elが起 こったという条件下で事象 E2の起 こる条件つき確率を

P(E21El)で表し,次で定義する。

PIE2聞 =

(5)事 象の独立性

Elと E2が独立 ―  P(El∩ E2)=P(El)P(E2)

(6)乗 法定理

P(El∩ E2)=P(El)P(E21El)

=P(E2)P(EllE2)

特に,Elと E2が独立ならば

P(El∩ E2)=P(El)P(E2)



20 2確 率

2-5 ベイズの定理

η個 の事 象 El,E2,…・,Eη は,ユ ∩EJ=φ (グ ≠ノ),El∪ E2∪ …・∪Eη =S

とする。3を任意の事象 (た だし,P(3)≠ 0)と するとき,次が成 り立つ .

ベイズの製 PIEtl〕=  い 2… ′

J=1

解 (a)標 本空間 Sは

題例

(2,4)

(3,4)

(1,5)

(2,5)

(3,5)

、、(4,5)

(5,1)

(6,1)

(4,2)

(5,2)

(6,2)

(4,3)｀

(5,3)

(6,3)

、(4,4)｀
｀

(5,4)｀

(6,4) (6,5)｀

同じ目が出る事象を El,日 の和が 5以下である事象をE2と すると
,

El={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

E2={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1)}

上の図より,

%(S)=36,  π(El)=6,  π(E2)=10,  π(El∩ E2)=2

各標本点は同様 に確か らしいか ら

(標本空間と確率)

2個のサイコロを転がすとき,次 を求めよ.

(a)標 本空間 S。

(b)両 方が同じ目を出す確率 .

(C)目 の和が 5以下である確率 .

(d)(b)ま たは(c)が起 こる確率。



例 題

(b)P(El)=会計=金=÷

(C)P(E2)=勢号)=器=岳

(d)P(El∪ E2)=P(El)+P(E2)~P(El∩ E2)=

21

７

一１８
〓

２

一３６一

５

一
１８

＋
１

一６

(経験的確率)

次の表は新生児 1万人が特定の年齢まで生き残ると期待される人数を示

したものである。

自F歯令        0    10    20    30    40    50    60    70    80    90

」三孝再是争委文    10000  9590  9510  9295  9067  8651  7590  5278  3625  1530

この表を用いて,次の確率を求めよ。

(a)い ま生まれた新生児がこの後 10年以内に死ぬ.

(b)い ま生まれた新生児が 60歳 まで生きる.

(C)い ま生まれた新生児が 30歳から40歳 までの間に死ぬ.

(d)い ま40歳の人が今後 10年以内に死ぬ.

解 (a)新 生児 1万人 の うち,10歳 まで に死 ぬのは 10000-9590=410

閃 だか転 求める確れ ま
警器1抑 上

(b)新 生児 1万人のうち,60歳 まで生 き残る人は 7590人 いるので,求 め

る確れ ま
手器キ

コrあ)

(C)30歳から40歳 までに死亡する人は 9295-9067=228(人)い るから,

求める確率は
子:|=000228.

(d)こ れは条件つ き確率で,40歳 まで生 きた人 9067人 の うち
,

に死亡する人 は 9067-8651=416(人)だか ら,求 める確率は
器

50歳 まで

=0。 0459.



(ベ ン図と確率)

ある市ではA,B,Cの 3紙の新聞が販売されている。この市で世帯 を

対象に新聞購読調査を行つた結果,次のことがわかった.

20%が Aを購読 .

16%が Bを購読 .

14%が Cを購読 .

8%が A,Bの 2紙 を購読 .

5%が A,Cの 2紙 を購読 .

4%が B,Cの 2紙 を購読。

2%が A,B,Cの 3紙 を購読 .

このとき,3紙のうち

(a)少 なくとも1紙
,

(b)1紙 のみ
,

(C)A紙 のみ

を購読する世帯の割合を求めよ。

2確 率

解 ベ ン図を使 って解 く。題意か ら

P(■ )=0.20,P(3)=0.16,P(C)=0。 14,P(∠ ∩B)=0。 08,

P(■ ∩C)=0。 05,P(3∩ C)=0。 04,P(4∩ B∩ C)=0。 02

(a) P(4∪ B∪ C)=P(■ )+P(3)十 P(C)一 P(∠ ∩3)一 P(■ ∩C)

一P(B∩ C)+P(∠ ∩B∩ C)

=0。 20+0.16+0.14-0。 08-0。 05-0。 04+0.02

=0。35

(b) 左図より

P(∠ ∪B∪ C)一 P(∠ ∩3)一 P(∠ ∩C)

一P(B∩ C)+2P(∠∩B∩ C)

=0.35-0。 08-0。 05-0。 04+2× 0.02

=0。22



例 題 23

左図 よ り

P(■ )一 P(∠ ∩3)一 P(五 ∩C)十 P(■ ∩B∩ C)

=0.20--0。 08--0。 05-卜 0。 02

=0。 09

このような問題を解 くときには,必要に応じてベン図を使うと便利であ

P(∠ ∪3)=P(■ ∩3)

=1-P(■ ∩3)

=1-c

P(∠ ∩3)=P(∠ ∪3)

=1-P(■ ∪3)

=1-{P(■ )十 P(3)一 P(■ ∩3)}

=1-α―ら+c

P(∠ ∪3)=1-α tt c

(C)

A

解

る.

(a)

(b)

(C)

(ベ ン図 と確率 )

P(■ )=α ,P(3)=b,P(∠ ∩3)=ε とす る とき,次 の事象の確率 を α
,

b,ε で表せ。

(a) ∠∪B  (b) ∠∩B  (C) ∠∪B

(d) ∠∩B   (e) ∠∪B   (f) ∠∩B

(d) P(∠ ∩3)=ら 一θ



2確  率

P(■ ∪3)=P(∠ ∩3)

=1-α―btt c ((b)と 同値 )

P(4∩ 3)=P(∠ ∪B)

=1-c ((a)と 同値 )

(f)

(確率の計算)

ある選挙では夫婦のうち夫が投票する確率は 0.5,妻が投票する確率は

0.6,夫 が投票 したことがわかつたとき,そ の妻が投票する確率は 0。 9で

あるというeこ の選挙で

(a)夫 妻がともに投票する確率 ,

(b)夫 妻のうち,少なくとも一方が投票する確率 ,

(C)妻 が投票したことがわかったとき,そ の夫が投票する確率

を求めよ.

解 夫が投票する確率 を P(■ ),妻が投票する確率 を P(3)と する。

(a)題 意よりP(■ )=0。5,P(BI∠ )=0.9であるから

P(4∩ 3)=P(■ )P(31■ )

=0。 5× 0.9=0。 45

(b)P(4∪ 3)=P(4)十 P(3)― P(∠ ∩B)

=0.5+0.6-0.45

=0。 65

∝)ズ川B〆需書=器 =仇%

ス とBは 互いに排反な事象で,P(ス )=0.2,P(3)=0.8で ある。い ま
,

P(C14)=0。 4,P(C13)=0。 5の とき,P(■ IC)を求めよ.

(確率の計算)



題例

04=π 倒歩   =  ⇒ズ C∩ 歩 面

)5=則 B浄  =  ⇒ ズ C∩ B卜回

五 とBが排反ならば,C∩∠ とC∩ Bもリト反であるから

P(C)=P((C∩ ス)∪ (C∩ 3))

=P(C∩ ス)+P(C∩ 3)

=0。 08+0。 40=0。 48

よって
,

P141の=寺器 =器 =÷≒仇
“

7

例題 7 (確率の計算)

2次方程式

″
2+

の 2つの係数 をサイコロの 2回の 1

が

(a)実 数解,(b)有 理解

をもつ確率 を求めよ。

解 サイコロの 2回の投げで決 まる (α,b)の すべての組合せは,次 の 36通

りである。

(1,1)(2,1)(3,1)(4,1)(5,1)(6,1)
(1,2)(2,2)(3,2)(4,2)(5,2)(6,2)
(1,3)(2,3)(3,3)(4,3)(5,3)(6,3)
(1,4)(2,4)(3,4)(4,4)(5,4)(6,4)
(1,5)(2,5)(3,5)(4,5)(5,5)(6,5)
(1,6)(2,6)(3,6)(4,6)(5,6)(6,6)

(a)2次 方程式で実数解をもつのは
,

きで,こ れを満たす(α,b)の組合せは

判別式が D=α2_4b≧ 0を満たす と

(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(5,1),(5,2),(5,3),

(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6ぇ 6)

の19組だから,求める確率は器.

α̈″+b=0

投げで決めるとき,得 られた 2次方程式



26

(b)2次 方程式が有理解をもつのは
,

平方であればよい.

これを満たす (α,b)の組合せは
,

(2,1),(3,2),(4,3),(4,4),(5,4),(5,6),(6,5)

の7組だから,求める確率は岳.

例題 8(確 率の計算)

52枚の トランプ本Lを よく切つて 4人のプレーヤーにそれぞれ 13枚ずつ

配るとき

(a)特 定のプレーヤーの手にある種類の札が一枚 も含まれない確率 ,

(b)特 定のプレーヤーの手にエースが 4枚 とも配られる確率

を求めよ。

(c)ゲ ームを繰 り返して,特定のプレーヤーがすべてのエースを少な

くとも 1回受けとる確率を 0.5以上 とするためには何回のゲームが

必要か。

解 (a)特定のプレーヤーの手にある種類の札,た とえばスペードがこな

い確率は,こ のプレーヤーの手にスペードを除いた39枚の中から13修がくれ

ばよいから

39!

39C13=13!26!≒
0。01279

13!39!

ハー ト,ク ラブ,ダイヤについて も同 じことが考 えられるか ら,求 める確率は

0。01279× 4≒ 0。051

(b)エ ースが 4枚配 られる確率は,13枚 中 4枚がエースで,あ との 9枚が

エース以外の 48枚か らとられればよいか ら

48!

=半 =剛 %

13!39!

(C)1回 のゲームで,特定のプレーヤーに 4枚のエースが配 られる確率 を

夕,配 られない確率 を αとする。題意 より

Σ ηCttγα
″~γ

≧0・ 5

2確  率

判別式 D=α 2_4わ が 0か,有理数の
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この不等式 の左辺 は 1-σたに等 し く,(b)よ り,

であるから

、 (0。 9974)″ ≦0.5

π log O。 9974≦ log O。 5

π≧266.24

よって,267回以上。

例題 9 (樹形図と確率)

4個の白球 と6個の赤球を含む箱か

3個 をとるとき,同 じ色の球が続けてと

解 白球をW,赤球をRで表し,次の樹形図を作る.

最初の球 2番 目の

同じ色の球が続けて出ない場合は*印のついた (W,R,W)
合で,こ れらは互いに排反であるから,求める確率は

P{(W,R,W)∪ (R,W,R)}

=P{(W,R,W)}+P{(R,W,R)}

=合×

=×=+合

×÷×

==会

を満たす ηを求 めれ ばよい :

σ=1-夕 =1-0.0026=0。 9974

目の球   結果

W   (W,W,W)

R  (W,W,R)

W   (W,R,W)*

Ｒ

Ｗ

Ｒ

Ｗ

(W,R,R)

(R,W,W)

(R,W,R)*

(R,R,W)

(R,R,R)

と(R,W,R)の場

らゝ,非復元抽出で 1個ずつ無作為に

出ない確率を求めよ。
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ミイズの定理 )― 例 民風 lU tヘ イス の疋■■ノ

3つ の袋をA,B,Cと する。各袋は10個 の球を含み,Aは 白球 3個 と

赤球 7個,Bは 白球 5個 と赤球 5個 ,Cは 白球 7個 と赤球 3個 を含む。い

ま,1つの袋をランダムに選び,選ばれた袋から1球をとり出したら白球

が出た.こ の球が A,B,Cの それぞれから出たという確率を求めよ.

解 白球がとり出されるという事象を 7と すると,与 えられた情報より

P(■ )=P(3)=P(C)=÷

P(71ス )=合,P(713)=島,P(71C)=岳

よって,ベイズの定理から

PIA1 7ト

÷×壽+÷×岳十÷×岳 5
P@)P(WIB)P@lw):

÷×壽+÷×岳+÷×岳
P(CI″つ=1-P(五 17)一 P(B17)

=1-÷一÷=岳

2章の問題

2。 1(a)P(■∪B)==,P(∠∩3)=÷,P(・ )==のとき
,

(i)P(■ ),(ii)P(3),(i五 )P(■ ∩3)

を求めよ。

(b)P(4)=÷,P(3)=÷ ,P(■∩3)=÷のとき
,

(i)P(■ 13),(五 )P(BI五 ),(i五 )P(4∪ 3),(市 )P(■ 13)

を求めよ。

１
一

３

一１０
×

１

一３

５

一１０
×

１

一３
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2.2 2つ の袋 Aと Bがある.ス は 2個の赤球 と8個の白球を含み,B´は 3

個の赤球と7個の白球を含む.サ イコロを投げ,1ま たは 2の 目が出たらAか
ら 1球 をとり出し,1,2以外の目が出たら,Bか ら 1球 をとり出す。サイコロ

の投げで,1ま たは 2の 目が出る事象をχ,赤球が とり出される事象を yと

するとき,次の確率を求めよ。

(a)P(χ ), (b)P(y), (C)P(χ ∩ y),

(e)P(χ ∩y)
(d)P(ylx),

2.3 第 1の箱は α個の赤球 とみ個の青球 とε個の白球を含み,第 2の箱

は,夕 個の赤球 とα個の青球 とγ個の白球を含む.い ま,硬貨を投げ,お もて

が出たら第 1の箱から,う らが出たら第 2の箱から,非復元抽出で 2個の球を

無作為にとり出す。どちらの箱 も40個 の球を含むとき,と り出した 2個が同

じ色である確率は

島鮨2+舟♂+〆 +〆 +め一士
となることを示せ .

2.4 あるゲームをA,B,Cの 3人で競 う。Aが Bに勝つ確率は 0.60で
,

Bが Cに勝つ確率は 0.40で ,Cが Aに勝つ確率は 0。 55で ある.“ クジ"で不

戦勝を決めて勝負を競 うとき,こ のゲームで Aが優勝する確率はいくらか。

2.5 3人の競技者 A,B,Cが 5イ固の自球 と5個 の黒球の入った“ツボ"か

ら 1度に 1個ずつ非復元抽出で球がなくなるまで順次球をとり出す。最初に自

球をとり出した ものを勝 ちとし,ゲームは A→ B→ Cの 順で行 うとき,A,
B,Cが このゲームにそれぞれ勝つ確率を求めよ。

2。 6 (a)52枚 の トランプ本しから非復元抽出で 3枚 をランダムにとると

き,次の確率を求めよ。

(i)3枚 とも同じ種類である。

(五 )3枚 とも同じ数である。

(iii)3枚が同じ種類か同じ数のいずれかである。

(b)3個 のサイコロを投げる.そ のとき,出た目の和が

(i)8ま たは 9に なる
,

(ii)完全平方になる

確率を求めよ。
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2。 7 赤球 3個 と白球 4個 を含む袋から2個 の球を無作為にとり出し,得

られた球の色をみた後,そ れらを袋にもどす.次に,再度 2個の球をとり出し
,

球の色をみる.そ のとき,次の確率を求めよ.

(a)最 初のとり出しで赤球が 2個出て,次のとり出しで白球が 2個出る.

(b)と り出された 4個の球が赤球 2個 と白球 2個 よりなる。

(C)と り出された球が 4個 とも同じ色である.

2.8 ある円の内部でランダムに 1点 を選ぶ とき,そ の点が円周までの距

離より円の中心までの距離の方に近い確率は
÷

であることを示せ。

(a)こ の円内で何個かの点を逐次選ぶとき,4番 目の点がはじめて円周よ

り円の中心に近い方に入る確率を求めよ。

(b)円 周より円の中心に近い点をはじめて得る確率を 0。 90以上にするに

は,少なくとも何個の点を選ばねばならないか。

2。 9 ある養鶏場には A,B2品種のめんどりが飼われている.こ こで産み

落される卵の 80%は品種 Aに よるものである.品種 Aの めんどりが産む卵の

大 きさはサイズ 1が 30%,サ イズ 2が 45%,サ イズ 3が 25%で ある.品種 B

のめんどりの場合,こ れらの比率はそれぞれ 35%,40%,25%で ある。卵の色

(褐色 と自色)は両品種 とも大きさとは無関係であり,品種 Aの 40%と 品種 B

の 30%は褐色である.こ のとき,次の確率を求めよ。

(a)品 種 Bの めんどりの産んだ卵がサイズ 1で褐色である。

(b)産 み落された卵がサイズ 1で自色である。

(C)白 色の卵がサイズ 1である。

2.10 ある病気に対する成人の罹患率は 1%であることが知 られている。

この病気の発見に有効 と見られる検査法が開発された。この病気にかかってい

る成人患者の 90%は この検査法に陽性反応を示 し,病気にかかっていない成

人は 0。 5%が同じ陽性反応を示した.無作為に選ばれたある成人がこの検査法

で陽性反応を示したとき,こ の人が本当にその病気にかかっている確率を求め

よ.



確 率 分 布

3-1 確 率 変 数

試行の結果に対応していろいろな値をとる変数を確率変数 という。確率変数

には整数などの値をとる離散型確率変数 と,あ る区間内の任意の実数値をとり

得る連続型確率変数 とがある.以下においては,確率変数を表すのにX,y等
の大文字を用いる。

3-2確 率 分 布

離散型確率分布  離散型確率変数 χ の とる値 を″1,χ 2,° …,″ら Xが こ

れらの値をとる確率を夕1,夕 2,… °
,沙たとする。すなわち

,

P(χ =χ ′)=夕 J (グ =1,2,… 0,力
)

Σ 夕J=1

このとき,″ 1メ 2,・ …,χたと夕1,夕 2,° …,夕んとの対応関係をχ の確率分布 (ま

たは離散型確率分布)と いう。確率分布は通常,次のような表で示すことが多

い.

表 l Xの確率分布

″      ∬1 ″2 °°° ″た

P(X=∬ ) 夕1 夕2 … ° 夕た

連続型確率分布

/(

計

１

カ僻

　

　

　

ゝ
つ

・

る
　
　
　
　
い

と

　

　

　

　

と

睦
　
　
　
敵

的
　
　
　
難

蹄
励
［

連
　
　
　
をχで表 されるとき

,
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/(″ )の性質

3確 率 分 布

(i)F(― ∞ )=0, F(+∞ )=1

(ii) F(″ )は非減少関数

m響 =/1rl

3-3 結合確率分布

結合確率分布  2つ の離散型確率変数 X,yが それぞれχJ,yJを とる確

率を

P(X=χ J,y=yJ)=夕 ″  (グ =1,2,…・,力 ;ノ =1,2,… 0,解
)

とするとき,こ れを2次元確率変数 (X,y)の 結合確率分布 (ま たは同時確率

分布)と いう。

結合確率分布も1次元の確率分布の場合と同じく,次のような表で示すこと

が多い.

表 2(χ,y)の結合確率分布

y
″

ク 1 y2 yπ P(χ =∬ )

∬

　

∬

．
．
．
　
″

夕H    夕12    °°°   夕lπ

夕21    '22    °°°   '2π

:    :        :
夕た1    夕た2    …・   夕たπ

夕1・

夕20

:

タル・

P(y=y) 夕・1 ク・2 ク・″

周辺分布  P(χ =χ J)=夕′.=自 タガ (グ =1,2,… ,力 )

P(y=yJ)=夕。ノ=忍 夕″ (プ =1,2,… ,解 )

この とき,χ Jと 夕J.の 対応を Xの周辺分布,同様 にyJと 夕,プ の対応 を yの

周辺分布 という.

確率変数の独立性  2つ の離散型確率変数 χ と yが独立であるとは

すべての グ,ノ に対して
,

と数関布分こ単ま

０

　

　

　

　

　

　

た

≧
一　
　
　
　
　
　
　
　
　
ま
｝

淘

　

　

　

励

　

麟

＞

＞

π

た

＜
　
＜
　
　
　
Ｈ数麟　　　　”

姉
　
誌
ンつ・時

で
　
い
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P(χ =∬ J,

すなわち
,

が成 り立つ ときをいう.

y=yJ)=P(χ =″J)P(y=yJ)

夕JJ=夕 J.夕 .ノ

３．４
師
　
　
　
御
確

期

き

　

　

き

と

　

　

と

の
　
　
の

型

　

型

る。　
　
撒
　
晰

す
　
　
　
が
　
　
が

分
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分散の正の平方根標準偏差

σ=/7(スつ=/E[(χ 一μ)2]

を標準偏差 という。

Xの平均値 を μ,標準偏差 を σとするとき標準化

__χ 一μZ=  
σ

を Xの標準化変量 という。Zの平均は 0で,分散は 1である。

E(Z)=0,  7(Z)=1

3確 率 分 布

題例

昭和 55年発行のジャンボ宝くじの賞金金額は1ユニット(1000万本)当

たり,次のようであつた.

1等 30,000,000円

組違い 150,000円

2等 10,000,000円

組違い 80,000円

3等  5,000,000円

組違い 50,000円

4等  1,000,000円

5等   100,000円

6等   10,000円
300円  2,000,000本

宝 くじ 1本の獲得賞金額 Xは離散型確率変数である。Xの期待値を求め

よ。

10冽ヽ

90冽ド

10冽ド

90冽ヽ

10冽ヽ

90冽ヽ

300冽ヽ

100冽ヽ

1,000本

解 はずれ くじの本数は

10,000,000-(10+90+10+90+10+90+300+100+1,000+2,000,000)

=7,998,300

よって,Xの 期待値の定義 より

]X浄 地∞Q∞0×  十bQ∞0×  +…

+∞0×   +0×   =B脱 ジ 0



例 題

例題 2 (離散型確率分布の平均と分散)

χ の確率分布が

35

∬    ~1

P(χ =∬ ) 0。 1

1

0.4

2      4

0。 3     0.2

の とき
,

(a)E(χ ),E(χ 2),

(b)y=2χ -3の と

7(χ )を求めよ。

き,E(y),7(y)を求めよ.

解 (a)E(スつ=(-1)× 0。 1+1× 0。 4+2× 0.3+4× 0.2=1。 7

E(χ 2)=(_1)2×
0。 1+12× 0。4+22× 0.3+42× 0.2=4。 9

7(スつ=E(χ2)_{E(χ
)}2=4。 9-1。 72=2。 01

(b)y=2χ -3の確率分布は

y    -5  -1
P(y=y) 0.1  0.4

1      5

0.3     0.2

であるか ら

E(y)=(-5)× 0.1+(-1)× 0。4+1× 0.3+5× 0。 2=0。 4

7(y)=E(y2)_{E(y)}2

=(-5)2× 0.1+(-1)2× 0.4+12× 0.3+52× 0.2-0.42=8。 04

解 E(スつ=μ ,7(χ )≡ σ2=E(χ2)_μ 2ょ り

(a)E(2X)=2E(χ )=2μ

(b)E(3X+1)=3E(χ )+1=3μ +1

(c)E(χ 2)=μ 2+σ 2

(d)E(2χ 2+5X+7)=2E(χ 2)+5E(ス
つ+7=2(μ 2+σ2)+5μ +7

=2μ2+5μ +2σ2+7

(e)7(3χ )=97(χ )=9σ
2

(確率変数の平均と分散 )

χが平均μ,分散 σ2を もつとき,次の値をμまたはσ2に よって表せ。

(a)E(2X)       (b)E(3X+1)   (C)E(χ 2)

(d)E(2X2+5X+7)  (e)7(3ス つ     (f)7(2X-3)
(g)7(3χ +1)     (h)E(χ 2+4ス

つ
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(f)y(2X-3)=47(スつ=4σ 2

(g)7(3χ +1)=97(スつ=9σ 2

(h)E(χ 2+4χ )=E(χ
2)+4E(χ

)=μ
2+σ 2+4μ

3確 率 分 布

例題 4 (独立な確率変数の 1次結合の平均と分散 )

解 題意よりE(χ )=E(y)=μ,7(χ )=σ
2,7(y)=2σ 2でぁることを用

いる。

(a)E(χ -2)=E(χ )-2=μ -2

(b)7(χ +y)=7(スつ+7(y)=σ 2+2σ2=3σ 2

(C)7(χ 一y)=7(スつ+7(y)=3σ 2

(d) 7(2X+3y)=47(ス つ+97(y)=4σ2+9×
2σ

2=22σ 2

(e)7(χ -3y_5)=7(スつ+97(y)=σ 2+9×
2σ

2=19σ 2

(f) y(α X― by)=α 27(スっ十b27(y)=α 2σ2+b2×
2σ

2=(α2+2b2)σ 2

解 赤球をR,青球をBで表す。Xの確率分布は Xが とる値 とそれに対す

る確率を求めればよい.

∬

事象系列

確率

P(χ =∬ )

2

RB
4  3

3

RRB
3  3

３

一
３５

２

一
７

ｌ

Ｂ

３

一７

３

一７

7  6 6  5

6

35

4

RRRB
3  2

7654

5

RRRRB

+・

=・ =0÷

01

1

35

χ は平均 μ,分散 σ
2を

もち,yは 平均 μ,分散 2σ
2を

もつ。Xと yが

独立の とき,次の値 を μとσ
2に

よって表せ。

(a)E(χ -2)  (b)y(X+y)  (C)7(χ ― y)

(d)7(2X+3y)(e)7(χ -3y_5)(f)7(α χ―by)

(あ る離散型確率分布の平均 と分散 )

箱の中に 4個の赤球 と3個の青球がある.こ の箱から,非復元抽出で青

球が出るまで球のとり出しを続ける。Xを青球が出るまでの球のとり出

し回数 とするとき,Xの確率分布を求めよ.ま た,Xの平均 と分散を求め

よ.
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よつて,Xの確率分布は

37

χ

P(χ =″ )

ゆえに
,

E(χ )=1×÷+20子+3×会+4×金+5×士=2(回 )

7(χ )=E(χ 2)_22

=12×÷+22×子+32×会+42×金+52×士_22=1。 2(回 )

解 (a)試 合が 3ゲームで終わるのは,Aが 3連勝するか Bが 3連勝す

るかのいずれかであるから,求める確率は p3+α 3。

(b)試 合が 4ゲームで終わるのは,Aが第 4セ ットに勝ち,通算 3勝して

終わるか,Bが第 4セ ットに勝ち,通算 3勝して終わるかのいずれかである。

Aが勝つ場合は,Aの勝を○,負 を×で表すと

５

１

一
３５

４

３

一
３５

３

６

一
３５

２

２

一
７

１

３

一
７

第 1セ ット 第 2セ ット 第 3セ ット

×    ○    ○

○     ×     o

第 4セ ット

○

確率

aヴ)3

○    ″
3

0   ″
3

の 3通 りで,そ の確率は3″ 3と
なる.夕 とαを入れ替えればBが勝つ確率

3″3が
得られるから,試合が 4ゲームで終わる確率は

3“り
3+3夕

σ
3=3pα

(p2+α
2)

○○

(離散型確率分布の応用)

バレーボールの試合は,ど ちらか一方のチームが先に 3セ ットを勝てば

試合は終了する。1セ ットで Aチームが Bチームに勝つ確率を夕,負 ける

確率をσとし,各セットの試合は独立で,夕 はゲームを通して一定 とする.

このとき,次を求めよ.

(a)試 合が 3ゲームで終わる確率 .

(b)試 合が 4ゲームで終わる確率 .

(c)試 合が終わるまでのセット数をχ とするとき,Xの確率分布 .

(d)夕 =÷のとき,Xの期待値と分散.
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(C)(b)と 同様に考えて,試合が 5ゲームで終わるのは第 1セ ットから第

4セ ットまでにAが 2回勝ち,第 5セ ットで Aが勝つか,第 4セ ットまでに

Bが 2回勝 ち,第 5セ ットで Bが勝つかのいずれかである.前者の確率 は

4C2夕
2α 2×

夕で,後者の確率は 4C2夕
2σ 2×

αでぁるから,試合が 5ゲームで終わ

る確率は

4C2夕
2σ 2×

夕+4C2夕 2σ 2×
σ=4C2夕

2α 2=6夕 2σ 2

試合は 5ゲームまでに必ず終わるので,試合が終わるまでに要したセット数

をXと すれば,Xの確率分布は

″

P(χ =∬ )

(d) の確率分布は

″

P(χ =″ )

よって
,

解 この人の会社への行き方は,車 をA

くかの 2通 りで,Aか らの所要時間は 8分
,

3          4          5

ク
3+α 3 3夕

α(夕
2+α 2) 6夕 2α 2

Ｘきとの
１

一
２〓ク

５

３

一
８

４

３

一
８

３

２

一
８

３９

一６４〓

３３

一８

３３
一８
　
３
一８

３
一８
　
牧

隊
　
　
馬

卜

群

×
　
　
″

↑
÷

〓３×　　Ｈ
姻
　
暉

に駐車して行 くか,Bに駐車して行

Aに駐車する確率は÷,Bからの

(確率分布の応用)

ある人は毎日車で会社に通い,会社の近 くの A駐車場を利用している。

A駐車場から会社 までは歩いて 8分である.彼の車が Aに着いた とき
,

ここが空いておれば駐車するが,満杯のときは Aか ら少 し離れた B駐車

場を利用することにしている.Bは十分なスペースをもつのでいつでも駐

車できる.Bか ら会社 までは歩いて 15分,Aか らBま では車で 9分かか

る。彼が A駐車場に着いた とき,そ こが満杯である確率は常に 1/4で あ

る。彼が A駐車場に着いてから彼の会社 まで χ 分かかるとき,Xの平均

と標準偏差を求めよ。



例  題

所要時間は 9+15=24

分布は

39

(分),Bに 駐車する確率は
÷

である。よって χ の確率

∬

P(χ =″ )

２４

１

一
４

８

３

一
４

ゆえに
,

解 (a)2元 表でそれぞれの周辺和を求めれば
,

Xの周辺分布

μ=E(スつ=8×÷+24×÷=12(分 )

=6.9(分 )

yの周辺分布

３

２

一
５

２

１

一
５

１

２

一
５

ｙ〓

ｙ
　

ｙＰ

２

２

一
５

１

１

一
５

０

２

一
５∬〓

″
　
χＰ

(b)(a)よ り

E(スつ=0×÷+1×÷+2×÷=1

σ=/7(スつ=4/82× 阜+242×斗_122

(結合確率分布 )

次の 2元表は2つの離散型確率変数の結合確率分布を示す。

(a)Xの 周辺分布と yの周辺分布を求めよ。

(b)E(χ ),E(y),E(χ y),7(χ ),7(y)を求めよ.

(C)E(χ y)=E(χ E(y)は 成り立つが,χ と yは独立ではないこ

とを示せ。

(d)Z=χ +yの 分散 を求めよ。

３

一
２０

１

一
１０

３

一
２０

１

一
１０

　

０

　

１

一
１０

３

一
２０

１

一
１０

３

一
２０
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E(y)=1×÷+2×÷+3×÷=2

7(スっ=02×÷+12×÷+22×÷_12=÷

7(y)=12×÷+22×÷+32×÷_22=÷

E(ス「y)=1× 1×ギ号+1× ,×ギ号+2× 1×らむ+2× 2×
:号

+2× 3×らむ=2
(C)(b)よ り

E(χ y)=E(X)E(y)

は成 り立つ。しかし,た とえば

P(χ =0,y=1)=会,P(χ =0)=÷ ,

より

P(χ =0,y=1)≠ P(χ =0)P(y=1)

であるから,Xと yは独立ではない。

(d)Z=X+yの 確率分布は,2元表よりの直接計算によって
,

z(-r*u)
P(Z - z)

であるから

E(Z)=3 (分 布の対称′
性より)

y(z)=12×発+22×÷+32×壽+42×÷+52×発_32=1。 6

２

一
５〓〓ｙＰ

５

３

一
２０

４

１

一
５

３

３

一
１０

２

１

一
５

１

３

一
２０

(確率密度関数)

≦
一

χ≦
　
し，

一　
　
一不

＜

　
をと

＞

　

こ

ノ
　
る

一
　

あ

は

　

で

二
８

数

一一　

関確
　
　
　
　
　
　
・

型
　
＞

　

＞

　
よ

続

　

ａ
　
　
ｂ
　

め

連
　
＜

　

＜
　
求



題例

解 ある関数 /(χ )が密度関数であることを示すには

(i)すべてのχに対して /(χ )≧ 0

(ii)I1/(χ )″ =1

の 2条件が成り立つことをいえばよい。

明らかに,=(1-χ 4)≧ 0(_1≦″≦1)だから,(i)は成立.

f=(1_″
4)″ ==[″一

|「1:1=1
より(ii)も 成立.

よって,与 えられた関数は密度関数である.

(a)P(χ >÷)=fホ 1-χ 4)″ ==[χ一千L=轟
(b)P←χ2<場ぅ=P(一÷<χ <÷

)

７９

一・２８〓

１

一
２

．

一２

が
一５

一χ

５

一８〓″∬一

５

一８

１

一
２

１

一２

ｒ
上〓

(密度関数の平均

χ の確率密度関数が

(1≦ ″≦2)

(そ の他 )

のとき
,

(a)ε の値 ,

(b)χ の平均 ,

(C)χ の分散 ,

(d)χ のモー ド

を求めよ。

り
　
３ァ

″ノ．
・２＋
歩

ａ＞

　

″
ｌ

　

Ｅ

ｒ
ヽ
　

　

　

ε

解

(b)

2_千
]i=1 

⇒  ε=6
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=6/2(_2″ +3χ 2_″ 3)″

=6[一χ2+∬3_千
1=号

(C) y(スつ=E(χ 2)_{E(χ
)}2

=6/2χ 2(1_∬
)(″ -2)″一÷

=6卜争3+÷″4_千1_÷
23   9   1~10 4~20

/(χ )=6(1-∬ )(χ -2)

/′ (χ)=18-12χ =0 ⇒ χ=
３

一
２ よって,モードは

=:

(d)

(b)

解

上
げ
ゴ
フ

一

　

　

．

一　
　
　
＞

８
一３
月眸Ｗ

一一　
８一３
一性ヮ一．一８

α
ｌ…〓
↓
じ

⇒
　
‐
一π
　
″
一が
　
・６
一３

一　

　

　

　

２

〓
り
別
Ｉ
判
リ

よ
陽
↑
　
器

〓‐

　

　

α

　

ハｆ
ノ
．

″
　
　
　
上
３
　
ズ

一
一
　

　

２

一
が
　

　

　

勁

ｆ

　

　

　

≦χ

＞

　

　

　

　

Ｐ

ａ

(密度関数のメ

Xの確率密度関数が

(1≦ χ≦2)

(そ の他 )

のとき
,

(a)α の値 ,

(b)P(χ ≦y)=2P(χ≧y)を満たす y,

(C)Xの メジアン
,

を求めよ。

より,y=√。



例 題

(C)メ ジアンを ″ とすると

例題 12 (密度関数と分布関数)

χ の確率密度関数が

″) (0≦″≦2)

(そ の他 )

の とき

(a) αの値 を求 めよ。

(b) P(0≦χ≦1)を求 め よ。

(C) Xの平均は 1で,分散は
÷

であることを示せ .

(d) χ の累積分布関数を求めよ。

解 (a)

２
．

　

０

″α

〓χ／

÷/″ 1籍=÷

÷(÷
―百券7)=÷

″
2=÷ ⇒  〃 =牢

１

　

　

〓

雄
　
物

的一　わ

２
″　　″Ｈ【幻

ｒ
ｆ
ノｏ
　

　

α

α
[∬

2_千
1=1

P(0≦χ≦1)=÷ズ
lχ

(2-″ )″

=÷
[χ

2_千
1=÷

E(χ )=ズ
2″

.÷″(2-″ )″

=÷[午一千1=1
7(スつ=E(χ2)_{E(χ

)}2

=÷ f2″
3(2-χ

)″ -12

３

一４〓α⇒

(b)

１

一
５〓一

が
一５

一ノ
丁

３

一
４〓
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(d)P(X<0)=0よ り,

P(χ >2)=1よ り,

0≦ χ≦2の範囲では
,

方=0の とき
,

よって
,

∬<0に対 しては F(χ )=0。

″>2に対 しては F(″ )=1.

3確 率 分 布

ギ
イ
司

χ
　
　
　
　
　
　
　
，

Ｉ
　
　
　
らゝカだ〓″Ｆ

争鬱一″)″

″
2__||)+ε

一千)①≦″≦2)

1     (χ >2)

解1=五 ぼ
“
一″2)″ =ε

[“
″一千14=疑奔ε⇒ε=壕≒

(a)ズX>2)=万
4嘉は6-″ 2)″ =嘉

[“
″一千1=島

(b)ズχ<-1)=I11会は6-χ 2)″=尭
[“
″一千1=轟

(C)ズ 1<χ<3)=/3会は6-χ 2)″ =嘉
[“
χ一千1=器

χ

３

一４〓″Ｆ

(密度関数の応用問題 )

列車が R駅に到着するときの誤差 χ (分)の確率密度関数が

嗣=icl161ノ
)|】

昴「
→

で与えられるとき,cの値を定めよ。この列車が定亥Jよ り

(a)少 なくとも2分遅れる
,

(b)少 なくとも 1分早 く着 く
,

(C)1分 から3分遅れる

確率を求めよ。



累積分布関数が

０

繊

１

〓∬Ｆ

(″ <0)

(0<″ ≦2)

(■ >2)

χ の確率密度関数 /(χ ),

Xの平均と分散

/(χ )の グラフを示せ.

例  題 45

例題 14
χ の累積

(分布関数と密度関数)

の とき
,

(a)

(b)

を求め
,

解(a)/(χ )=∠勇■=3繊 2

F(2)=1よ り

8カ =1

よって
,

一 例題 15

あるガソリンスタンドは毎週月曜日の朝 ,

のスタンドの週当たリガソリン販売量をχ

過去の経験から,Xの確率密度関数は

バか去15-げ

ガソリンの補給 を受 ける.こ

(1000リ ットル単位)と する.

(0≦ ″≦5)

１

一
８〓

カ
⇒

ｆ

ｆ

諸
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，
　

′「

　
『

砿

障
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ｔｏ
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ブの

／

　

　

＞＞

　

　

　

↓

″)

３
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９

一
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３
一２

が
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卜

引
需
併
とおり。

り
　
　
　
し

＜

　

　

　

　

／

∬

　

　

　

″
　
　
上

２
　
　
　
　
　
２

　

　

　

　

」
コ

であることが知 られている.

(a)こ のスタンドのある週の販売量が 2000リ

を求めよ.

トル未満である確率
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(b)こ のスタンドのガソリンタンクの容量は4000リ ットルであると

き,あ る週に,こ のスタンドがガソリンの需要を満たせない確率を

求めよ.

χ       0   2   5   9

P(χ =″ ) 0.4 0.1 0.2 0。 3

解 (a)週 販売量 χ は 1000リ ットル単位で測 られているから

ズx<幼 =ズ
2去

G_χソ″

=去 15y2ヵ  6_″ =yとおく)

=去 [千1=器 =仇784

(b)需 要を満たせないのは,Xが 4000リ ットルを超えるときであるから

ズχ>4)=/5去 t5-χソ″ 6-″ =yとおく)

=去
[千1=去=仇008

3章の問題

3。 1 次の各確率分布の平均と分散を求めよ.

(a)

(b)
″

P(χ =∬ )

-2 -1 0  1  2
0.1   0.2   0.4  0.2  0.1

∬

(C) P(χ
平″)

５

１

一
４

４

３

一
８

２

１

一
４

・
２

‐

一
８

3。 2 Xの 確率分布が

∬

P(χ =″ )

９

１

一
１２

６

１

一
６

４

１

一
２

１

１

一
６

０

１

一
・２
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の とき,こ の確率分布のグラフを示せ。 E(χ ), 7(χ )を 求めよ.

y=5X+2の とき,E(y),7(y)を求めよ.

3.3 χ の確率分布が

47

また
,

″       0   1
P(χ =∬ ) 0.1 0。 1

２

０

・

３

3    4

0.3   0.2

のとき
,

(a)Xの 期待値 と分散を求めよ.

(b)χ 2の
期待値 と分散を求めよ。

3.4 χ が確率分布

∬

P(χ =∬ )

0   1    2

タ タ
2 2,2

３

タ

をもつ とき,Xの 平均 と分散 を求めよ.

3.5 Xの 平均が 2,分散が 5の とき.

(a)χ -1 (b)3χ   (C)2X+1

(e)5-3χ
の平均 と分散 を求めよ.

(d)÷ (χ +3)

3.6 数 1,2,3,4,5,6が 記入された 6個の球の入った箱がある.こ の箱か

ら,非復元抽出で 2個の球をとり出す。とり出された球の数の和をχ,積 を y

とするとき,Xと yの確率分布をそれぞれ求めよ.

3。 7 4人で競 うトランプゲームで,あ る 1人 に配 られた 13枚 の札の中の

“エース"の数をχ とするとき,確率変数 Xの確率分布を求めよ.

3.8 次の式で正しくないのはどれか。その理由は.

(a)E(X+χ )=E(χ )+E(χ )=2E(χ )

(b)7(χ +スつ=7(χ )+7(χ )=27(χ )

(C)7(χ  ttχ )=7(2スつ=47(χ )

3.9 サイコロを2回投げ,最初に出た目をχ,2回 目に出た目を yと す

るとき
,
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(a)Z=lχ 一yl

(b)7=min(χ ,y)
の確率分布をそれぞれ求めよ.ま た,Zと ア の平均 と分散をそれぞれ求めよ.

3.10 χ と yの結合確率分布が

のとき
,

(a)Xと yの周辺分布をそれぞれ求めよ.

(b)χ と yは独立かどうか .

(C)2X― yの平均 と分散を求めよ。

3.11(X,y)の結合確率分布が

のとき,次を求めよ。

(a)Xの 周辺分布 と yの周辺分布 .

(b)E(y)と フてy).

(C)χ と yは独立かどうか。

(d)E(X+y).
(e)E(χ y).

3.12 赤球 2個 ,青球 1個,自球 5個 を含む袋から非復元抽出で 4個 の球

をとり出すとき,赤球 1個 と白球 3個が とり出される確率は
子

になることを

１

一
２０

１

一
１０

３

一
２０

１

一
１５

１

一
３０

１

一
１５
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一
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一
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一
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１

一
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１

一
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１

一
１５
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示せ.こ の袋から非復元抽出で 4個の球をとり出すとき,得 られた赤球の数を

χ,青球の数を yと する。そのとき,Xと yの結合確率分布を与える 2元表

を示せ。この表からχ と yは独立でないことを示せ.Z=X+yの 確率分布

を導き,そ の平均 と分散を求めよ.

3。 13 ある自動車セールスマンの基本給は月 12万円で,新車を1台売る

ごとに3万円の歩合がもらえる。セールスマンの月間新車販売台数は確率変数

で,そ の平均は1.85台 ,標準偏差は1.24台 である。このセールスマン́の月間

収入の平均と標準偏差を求めよe

3。 14 Xの密度関数が

(0≦χ≦1)

(そ の他 )

の とき
,

(a)

(b)

(C)

(d)

3.15 χ の確率密度関数が

/1rl=F+≒
+α21舅

痛|)

で,その平均は÷,分散は券のとき,

cの値 を求めよ.(a)α ,ら ,

この分布のモー ドとメジアンを求めよ.(b)

”
　
０

〓″／

散

　

・

分

数

ｍ

よめ求

χ

↓

↓

↓

る

ス

バ

バ
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3.17 次の密度関数から分布関数を求めよ。

(a)/(χ )=÷(1-″
2) (_1≦χ≦1)

(b) /(″ )=3(1-χ )2  (0≦ ″≦1)

(C)バ″)=3″
“
―∬)(0≦χ≦4)

3確 率 分 布

3.18 シリ

で与 えられると

取 り替 えねばな

も500時間以内に

3。 19 ある人が半径 4cmの 円形の標的に向けてライフルを発射する。標

的は中心の半径がそれぞれ lcm,2cm,3cmの 同心円からなる.標的の中心

から着弾点までの距離 χ は確率変数で,そ の確率密度関数が

/(″ )=0。03(″
2+3)  (0≦ χ≦4)

であるとき
,

(a)弾 丸が小さい円に当たる確率を求めよ。

(b)弾 丸が小さい円に当たると5点 ,こ の円と中間の円の間に当たると3

点,中間の円と大 きい円の間に当たると1点,大 きい円の外にはずれた

ら0点が与えられる。この場合 ,

(i)確 率が最も大きいのは何点のときか。

(ii)1発当たりの得点の平均を求めよ。

3。 20 Xの 確率密度関数が

/(″ )=÷θ~日  (一∞<″ <∞ )

のとき,/(χ )の グラフを図示し,Xの平均と分散を求めよ.

と方

コ
　

　

　

　

　

　

き

ら



2項分布 とポアソン分布

4-1 2項 分 布

2項分布  1回 の試行である事象の起 こる確率を夕とする。π回の独立試

行でこの事象の起 こる回数 χ の確率分布は

P(χ =∬ )=ηC″夕
″
σ
η~″

  (∬ =0,1,2,… 0,η
;σ =1~沙 )

で与えられる。この分布を2項分布 といい,記号 B(η ,夕 )で表す。ここで,η C″

は 2事郵系勢t=C,η C″ =石
戸てチ生石両T

である.χ が 2項分布 B(π ,夕 )

に従うことを

χ ～ B(π ,夕 )

と書 く.2項分布は表の形で示す

と次のようになる.

0。 4

0。 3

0。 2

0。 1

π=10
p=0.5

/′
′′ ｀`

｀`
■、

r01
P(X - x) q' nbqn-'

2   ・…

ηC2夕
2α η-2 。… ηC″夕

″
α
η~″  ・・・ 夕

η

計

１

表のなかの各確率は 2項展開

(α +夕 )″ =σ
η
+η Cl夕α

″~1+η
C2夕α

η~2+.… +夕 η

の各項である.

2項分布の平均と分散

p- np

o": npq

51.



52 4 2項分布とポアソン分布

2項分布のモー ド

(i)(η +1)夕 が整数ならば,モー ドは

(2+1)夕 と (π +1)タ ー1の 2つ 。

(ii)(π +1)夕 が整数でないならば,モ ー ドは

(π +1)夕 を超えない最大の整数値。

4-2 ポアソン分布

ポアソン分布 χ の確率分布が

ズ χ=か
争

し=QLa… →

で与えられるとき,こ の分布を母数スのポアソン分布という。πが十分大きく
,

夕は非常に小さく,2夕 =ス のときの 2項分布は母数スのポアソン分布で近似さ

れる。ポアソン分布はまた,時間または空間内でランダムに起こる現象の単位

時間または単位体積内での生起数

に対する理論分布 として使われる。

たとえば,あ る物質が単位時間内

に放出する放射性粒子の数や,電

話交換機が単位時間に受ける電話

の呼出し数などはポアソン分布に

従う。

ポアソン分布の平均と分散

μ=ス

σ2=ス

2項分布のポアソン分布によ

近似できるための一般的条件は

4-3 その他の重要な離散型確率分布

離散型―様分布

λ〓６
ヽヽヽ
ヽヽ、、　　）

ポアソン分布

る近似  2項 分布 B(π ,夕 )が ポアソン分布で

π>50,  多夕≦5

η●
　

　

　

　

　

ン
フ

“
枷̈

＜
　
＜

様で与えられるとき
,



例  題

離散型一様分布の平均 と分散  P(X=χ )|

π+1
μ= 2

♂=午

幾何分布  χ の確率分布が

P(χ =″ )=夕 (1-夕 )κ

~1

で与えられるとき
,

この分布 を幾何分布 という。

幾何分布の平均 と分散

1 2 3 4 ・̈  π-1

-様分布

(″ =1,2,…・ ;0≦夕<1)

53

1
μ=丁

g牲デ

0.4

0.3

0。 2

0。 1

2  3  4  5  6

ρ=0.4の 幾何分布

解 8個の部品のなかの不良品の数 をχ とすると,Xは π=8,夕 =0.2の

2項分布

P(X=χ )=8C″ (0.2)″ (0.8)8-″  (″ =0,1,2,… 0,8)

に従 う.よ って

(a)P(χ =2)≡ P(2)=8C2(0。 2)2(0.8)6=0。 294

(b)P(χ ≦1)=P(0)+P(1)

=(0◆ 8)8+8(0.2)(0。 8)7=0。 382

(C)P(χ ≧3)=1-沙 (0)一 P(1)― P(2)=0。 324

題例

(2項分布の応用)

ある機械が作る部品の 20%は不良品である。この機械で作 られた部品

を無作為に 8個 とるとき,そ の中に

(a)2個 の不良品が含まれる
,

(b)高 々1個の不良品が含まれる
,

(C)少 なくとも3個の不良品が含まれる

確率を求めよ。



(2項分布の平均と分散 )

χ は 2項分布 B(π ,0.8)に 従い
,

P(X=4)=5P(χ =3)

である。この 2項分布の平均 と分散を求めよ.

4 2項分布 とポアソン分布

解 χ ～ B(π ,0。 8)よ り

P(X=χ )=ηCr(0.8)″ (0.2)η
~″

(″ =0,1,2,… 0,π
)

それゆえ
,

P(χ =4)=η C4(0・ 8)4(0.2)η
~4

P(X=3)=η C3(0・ 8)3(0◆ 2)η
~3

与 えられた関係 より

η !

5=景華参=‐7上×器=π-3 ∴π=8
3!(η -3)!

よって,2項分布 の平均 と分散 の公式か ら

E(χ )=2夕 =8× 0。 8=6。 4

7(χ )=のα=8× 0。8× 0.2=1。 28

解 2項分布 B(2,夕 )の 各確率は

(α 十夕)2=α
2+2夕

σ+夕 2

の各項であるか ら,3(2,夕 )は

∬      0   1   2
P(χ =″ ) α

2 2夕
α 夕

2

と書ける.ゆ えに,こ の分布の平均 と分散は

E(χ )=0× α
2+1×

2夕α+2× 夕
2=2夕

(α +夕 )=2タ

7(スつ=E(χ2)_{E(χ
)}2

=02× α
2+12×

2夕α+22× 夕
2_(2夕

)2=2夕σ

(2項分布の平均と分散 )

2項分布 B(2,夕 )と B(3,夕 )の平均 と分散を,公式からでなく,直接計算

によって導け。

(° .・ 夕+α =1)



題例

同様 に,2項分布 B(3,夕 )の各確率は

(α 十夕)3=σ
3+3夕

α
2+3沙 2α +夕 3

の各項であるか ら,3(3,夕 )は

″      0   1    2   3
P(χ =″ ) α

3 3夕
α
2 3夕 2α  沙

3

と書ける。よって
,

E(Jχ )=0× α
3+1×

3クα+2× 3夕
2α +3× 夕

3

=3夕 (α
2+2夕

α+夕 2)=3夕
(α 十夕)2=3p

7(スっ=02× α
3+12×

3夕α+22× 3夕
2α +32× 夕

3_(3夕
)2

=3夕α(σ +4夕 )-9夕
2(1_沙

)

=3夕α(α +沙 +3夕 )-9夕
2α =3pα

[注]同 様な計算によって,2項分布 B(4,夕 )の平均 と分散は,4夕 と 4夕αとなるこ

とも簡単 に示 される。これ らより,一般の 2項分布 B(η ,夕 )の 平均 と分散 は π夕と

π夕αとなることが類推される。

解 セールスマンの毎月の販売量 を χ とすると,Xは π=100,夕 =0.2の 2

項分布 に従 う確率変数である。よって
,

E(χ )=2夕 =100× 0.2=20

7(χ )=π夕σ=100× 0.2× 0。8=16

セールスマンの毎月の収入を yと すると

y=10+0.5χ

E(y)=10+0.5E(X)=10+0。 5× 20=20(万 円)

7(y)=(0.5)27(χ )=0。 25× 16=4(万円)

(2項分布の応用 )

ある商品のセールスマンの基本給は月 10万円で,商品 1個売るごとに

歩合 5000円 が もらえる。セールスマンは毎月 100軒 の家を訪門し,彼の

訪れた家がこの商品を買う確率は 0.2で あるとする。1人のセールスマン

の月間販売量の平均 と分散を求めよ。また,セ ールスマンの月間収入の平

均 と分散を求めよ。

ゆえに
,



(2項分布の応用)

ある集団には左 ききの人が 10%い るといわれている.こ の集団からπ

人を選んで左ききか否かを調べ,そ の中の少な くとも 1人が左 ききである

確率を 0.95以上にするには,少なくとも何人を選ばねばならないか.

与 えられた条件か ら

よって
,

4 2項分布とポアソン分布

解 η人中の左ききの数をχ とすると

χ ～ B(π ,0。 10)

P(χ≧1)=1-(0.9)η ≧0。 95

(0.9)″ ≦0。05

%三 :」

場晃島浅昇
=28。 4

ゆえに,29人以上 .

解 χ を第 1回 の標本での不良品の数 とし,yを 第 2回 の標本での不良品

の数 とする。仕切 りは十分大きいと仮定しているから
,

χ は近似的に 2項分布 3(8,0.1)に 従い
,

yは近似的に 2項分布 B(5,0.1)に従う.

すなわち
,

P(χ =″ )=8C″ (0.1)″ (0.9)8-″  (″ =0,1,2,… 0,8)

P(y=y)=5Cy(0。 1)y(0◆ 9)5-y (y=0,1,2,… 0,5)

(抜取検査 )

ある検査法は,非常に大 きい仕切 りから無作為に 8個の標本をとり,そ

の中の不良品の数が 2個以上のときは仕切 りを不合格 とし,不良品の数が

0の ときは合格 とする。もし不良品の数が 1個のときは,仕切 りからさら

に 5個の標本をとり,そ の中に不良品がなければ合格,少な くとも1個あ

るときは不合格 とする。

仕切 り不良率が 10%の とき,次の確率を求めよ。

(a)第 1回の標本で仕切 りが合格 となる。

(b)第 2回の標本で仕切 りが合格 となる。

(C)こ の検査法で仕切 りが合格 となる。



例  題

よって

(a)P(第 1回の標本で仕切 りが合格 )

=P(χ =0)=(0.9)8=0.430

(b)P(第 2回の標本で仕切 りが合格 )

=P(χ =1)P(y=0) (χ と yは独立であるか ら)

=8(0.1)(0。 9)7× (0.9)5=0.226

(C)P(仕 切 りが合格 )

=P(第 1回 で仕切 りが合格 )+P(第 2回で仕切 りが合格 )

=0.430+0.226=0。 656

57

分布の応用 )
~17り

疋己 ′ 不ヽ /ソ ンガ f17のルさ用 ノ

リんごを 250個ずつ箱に詰める。箱詰めされたりんごは平均 して 0。 8%
が腐るという。箱詰めりんご 1箱 をあけたとき,腐 ったりんごが 3個以上

見出される確率を求めよ。

解 1箱中の腐った りんごの数をχ とすると,Xは η=250,沙 =0.008の 2

項分布に従う。この 2項分布は πが 50よ り大 きく,夕 は非常に小さく,ス =″
=250× 0。008=2≦ 5であるから,ス =2の ポアソン分布

庫 =→=午,レ載L和
で近似できる。よって,求める確率は

P(χ≧3)=1-P(0)一 P(1)一 P(2)

=1_θ -2_2θ~2_2θ ~2

=1-5θ
~2=0。

32

分布の応用 )
…

1フリ蔵 0 不ヽ/ソ ン分f13のルさ用リ

A駅の売店でのある月刊雑誌の販売数 は平均 2冊のポアソン分布 に従

う.売店では毎月 この雑誌 を 3冊仕入れている。

(a)こ の店がある月,客の需要を満たせな くなる確率 を求めよ.

(b)こ の店でこの雑誌が 1月 当たりに売れる平均販売数を求めよ。

(C)こ の店が毎月の雑誌の需要を満たす確率を少なくとも0.95に す

るには毎月最低何冊を仕入れねばならないか。
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解 この店の毎月の雑誌販売数を Xと すると

4 2項分布 とポアソン分布

庫=→=γ ttL"
(a)客 の需要が満たせないのは,X≧ 4の ときだか ら

P(χ≧4)=1-P(χ ≦3)

=1-P(0)一 P(1)一 P(2)一 P(3)

=1_θ -2_2θ~2_2θ ~2_Ttt。 ~2

=1-≒
;θ

-2二=0.14

(b)こ のポアソン分布の平均は 2だか ら,2冊 .

(C)求 める冊数 を πとすると

P(X≦ π)≧ 0。95

θ-2△チ≧095

ムチ≧・01

こ こで
,

とおくと
,

/3=6。3, /4=7, /5=7.2

ょって,π≧5。 最低 5冊仕入れねばならない。

例題 9 (ポ アソン分布の応用)

ある溶液は l mJ当 た り平均 3個 のバクテ リアを含む◆この溶液 l mJ

中のバクテリアの数はポアソン分布に従 うと仮定 して,次の確率を求め

よ。

(a)l mJの標本をとるとき,そ のなかに 5個以上のバクテリアが含

まれる。

(b)l mJずつ 2個の標本をとるとき,ど ちらもそのなかにバクテリ

アを含
いまない。

(C)l mJずつ 3個の標本をとるとき,3個のうち 2個が少なくとも 1

個のバクテリアを含む.

解  この溶液 l mJ中 のバクテリアの数を Xと すると,Xは ス=3の ポアソ

ン分布に従うから

ν
一メ

η
Σ
「

〓ん



題例

庫 =→=子 回 L和
よって

,

(a)P(χ ≧5)=1-P(0)一 P(1)一 P(2)一 P(3)― P(4)

=1_θ -3_3θ~3_÷θ-3_÷θ-3_子θ-3

=1_里 θ
-3≒

Oe185

(b) [P(0)]2=θ -6≒
0。 002

(C)lmノ の標本が少な くとも 1個のバ クテ リアを含 む確率 は P(χ≧1)

で

P(χ≧1)=1-P(0)=1-θ ~3≒
0.95

よって,3個の標本のうち 2個が少な くとも 1個のバクテリアを含む確率は

3C2(0.95)2(0。 05)≒ 0。 135

解 200人 中血液が α型の人の数をχ とすると

χ ～ B(200,奇
)

この 2項分布は,η =200が大 きく,夕 =奇 は十分小さく,

2。 5は 5よ り小さいから,ス =2.5の ポアソン分布

ズχ=か   し=QLa… →

で近似できる。よって
,

(a)P(χ ≧4)=1-P(0)一 P(1)一 P(2)一 P(3)

=1_2-2.5_2が 5_  _

≒0。 24

〓

１

一８０
×〓タπ〓

ス

(2項分布のポアソ〕17販已 IU  Zヽ・LH例晰13σ)不/ソ ンだ
=1以

ノ

大都市では平均 80人に 1人が α型の血液をもつという.

(a)無 作為に 200人の血液提供者を選ぶとき,そ の中にα型の血液の

人が少なくとも4人含まれる確率を求めよ。

(b)α 型の血液提供者をその中に少なくとも1人含む確率を 0.9以上

にするには何人を選ばねばならないか。



60

(b)χ ～3(π ,奇
)・

4 2項分布 とポアソン分布

題意 よ り

P(χ ≧1)≧ 0。9

1-P(X=0)≧ 0.9

({:)″
≦001

%:≧          ≒183。 1

よって,184人以上 .

分布の当てはめ )―ソ憫邑 ■1 不ヽ /ソ ノ例晰ll υノヨ tほ リノ

次の表は,高速道路のある地点で観測 した車の交通量の度数分布であ

る.

車の数 (10秒間ごとの) 0 1 2 3 4  計

観測度数     68 81 38 9 4  200

データから平均 と分散を求めよ.こ の分布にポアソン分布を当てはめたと

きの理論度数を求めよ.

解 度数分布

∬ =

s2=

から,車の数の平均 と分散を求めると

=1

_12=0。 89

平均 と分散はほぼ等しいので,車の交通量の分布は近似的にポアソン分布に従

うことが示唆される。

平均 ″はスの推定値を与えるから,こ のデータに当てはめるポアソン分布

は
,

庫=ルチ け=QLZ…→
理論度数はこれら確率に 200を かけて求める。

200×」
る
「土‐:≒ 74,   200× 二

::L圭
平74,   200× 二

ちlL圭
平37,

200×」
::L≒

12,   200× 」
::L圭

平3

よって
,



題例

車の数  0
観測度数  68
理論度数  74

1   2

81  38

74  37

3  4

9  4

12  3

計

200

200

[注]ポ アソン分布のデータヘの当てはまりが良いか否かは,通常 カイ 2乗検定

によってなされる (9章 カイ 2乗検定を参照).

例題 12 (離散型一様分布 )

乱数表から無作為に選んだ 2個の乱数 を

(a)χ +y (b)4X-3y
の平均 と分散 を求めよ。

解 Xの確率分布は

P(X=χ )=士

であるか ら,そ の平均 と分散は

E(χ )=0×士年+1×鼻+2×鼻+…・+9×共=共×9(9+1)=
1010 10  10

９

一
２

7(χ )=02×寺+12×士+22×士+..。 +92×士_(=)2

=士×≦型量
子

堕二L_キ=器

yは χ と同じ確率分布をもつから

E(χ )=E(y)=

7(χ )= 7(y)=

９

一２

　

３３

一
４

よって
,

(a) E(χ +y)=E(χ )+E(y)=9
7(χ +y)=7(χ )+7(y) (χ と yは独立であるから )

=器 +器=器

(b)E(4χ -3y)=4E(スつ-3E(y)=÷

/“χ-3y)=“ 7α卜94y)=25×器=等

χ,yと するとき



(幾何分布の応用 )

ある射撃手の標的への命中率は 0。 6である.こ の射撃手が標的に命中す

るまで弾丸を射つ とき,射つた弾丸の数の平均 と標準偏差 を求めよ。ま

た
,

(a)射 撃手が標的に命中するまでに少なくとも4発を射たねばならな

い確率を求めよ。

(b)射 撃手が標的を命中させるのに π発を必要 とする確率が 0。 99以

上になる最小の πを求めよ。

62 4 2項分布とポアソン分布

解 標的を最初に命中させるまでの弾丸の数をχ とすると,Xは 夕=0。 6の

幾何分布に従うから

P(χ =χ )=0.6× (0.4)χ
~1 (″

=1,2,3,… 0)

幾何分布の平均 と分散の公式より

μ=÷=轟≒・67

σ=厚=√評≒上眺
(a)P(χ ≧4)=1-P(χ ≦3)

=1-P(1)一 P(2)― P(3)

=1-0.6-0.24-0。 096

=0。 064

(b)P(χ ≦π)≧ 0.99

を満たす最小の πを求めねばならない。

P(χ≦π)=1-P(χ ≧π+1)

=1-Σ  O.6(0.4)″
~1

=1-0.4η

だか ら

1--0。 4η 二≧0.99

π≧」
:亀烏£許

≒5.03

よって,最低 6発が必要 .



4章の問題

4章の問題

4.1 次の確率を求めよ。

次の値を求めよ.

4.2 2項分布の平均が 16で,分散が 3。 2の とき,こ の 2項分布の πとタ

を求めよ。また,こ の 2項分布のモー ドを求めよ.

4。 3 男が生まれる確率は
÷

であるとして,5人の子供をもつ家族で次の

事象の起 こる確率を求めよ。

(a)5人 のうち,少なくとも4人が男である。

(b)男 と女が少なくとも 1人は含まれる.

(C)5人 とも性別が同じである。

(d)上 2人が女で下 3人は男である。

4。 4 ある多肢選択型試験は問題が全部で 10間 あつて,各問題は 1つ の正

答を含む 4つの選択肢からなる.あ る受験生が各問題ごとに答を無作為に選ぶ

とき,高々 2個の正答を得る確率を求めよ。

4。 5 サイコロを何回か投げて,6の 目が少な くとも 1回 出る確率を 0。 95

以上にするには,何回の投げが必要か。

4。 6 Aは 3個の硬貨を投げ,同時に Bは 4個 の硬貨を投げる.そ のとき
,

Aが Bよ りおもてを多 く出す確率を求めよ。

１

１

１

２

Ｐ

Ｐ

Ｐ

＜ａ
０
０
０
が
０
０
０

(b)

4.7

(a)

(b)

(C)

レ
嚇

１
７
標

８
．″

と

うとき,次の値を求めよ.

lσ .
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4。 8 2項分布 B(π ,夕 )の モー ドは,(η +1)夕 が整数でないならば (η +1)タ

を超えない最大の整数で,(π +1)夕 が整数ならば (η +1)夕 と (π +1)タ ー1の 2

つであることを示せ .

4。 9 600頁のある本には 300個 の誤字があって,こ れらは本全体にランダ

ムに分布している.こ の本の任意の 1頁が

(a)2個 の誤字, (b)少 なくとも2個の誤字

を含む確率を求めよ。

4。 10 ある都市における 1日 当た りの交通事故による死者の数は,平均

1。 8人のポアソン分布に従うという.こ のとき次を求めよ.

(a)こ の都市のある日の交通事故による死者の数が 3人 を超える確率 .

(b)こ の都市のある日の交通事故による死者の数が 0人である確率 .

4.11 月曜日 1時限の講義に遅刻する学生の数は,平均 1.2人 のポアソン

分布に従う。次の確率を求めよ。

(a)あ る週,3人の学生が講義に遅刻する.

(b)あ る週,高々 1人の学生が講義に遅刻する.

4。 12 確率変数 Xがポアソン分布に従い
,

P(X=3)=5P(X=5)

なる関係を満たすとき,次の値を求めよ.

(a)P(χ =1) (b)P(χ ≦3)

4.13 ある小さなハイヤー会社には 5台の車がある.こ の会社には平日は

平均して 2台の需要があり,週末には平均して 3台の需要がある.車の申込み

は 1日 単位で行われるとして,こ の会社が次のとき客の申込みを断らねばなら

なくなる確率を求めよ。

(a)月 曜日  (b)週 末 .

4。 14 ある機械が作るレンズは平均 1。 5%が欠陥品である。この機械で作

られた 100個のレンズの中に

(a)欠 陥品が高々1個含まれる
,

(b)欠 陥品が 4個以上含 まれる

確率を求めよ.
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正 規 分 布

5-1 正 規 分 布

正規分布  Xの 確率密度関数が

/1rl号訂〆7(一∞<χ <可

で与えられるとき,こ の分布を正規分布 という。式の中の定数 μとσ2は正規

分布の平均 と分散である。平均 μ,分散 σ2の正規分布をⅣ (μ ,σ
2)で

表 し,X
が正規分布 N(μ ,σ

2)に
従うことを

χ～Ⅳ (μ ,σ
2)

と書 く.

標準正規分布  μ=0,σ =1の特別な正規分布 N(0,1)を標準正規分布 と

いう.そ の確率密度関数は

ばか芳〆 (-oo<-r<oo)

で与えられる.

標準化  χ ～Ⅳ (μ ,`σ
2)の

とき
,

Z=χ
~μ

σ

は標準正規分布 N(0,1)に従 う。χ か ら Zへの この変換 を標準化 といい,Z
を標準化変量 という.

正規分布の平均 と分散

E(χ )=μ

7(x)=σ 2

65
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正規分布表  Zが Ⅳ(0,1)に 従うとき,Zの累積分布関数

αかズZ<かIi芳〆″
の値をz(>0)の 各値に対して表にしたものを正規分布表という (図 1参照).

一zに対するα z)の値は
,

の(一 z)=1-0(z)

か ら求 まる (図 2参照 )。

0

図 1

0

図 2

2項分布の正規近似  χ が 2項分布 B(π ,夕 )に従うとき,π が十分大 きい

ならば,Xの分布は正規分布 N(π夕,″α)で近似される.したがつて,π が大

きいならば

Z=

の分布は N(0,1)で近似される.

実際には, 多 と夕が

り >5かつ πα>5

を満たすとき,2項分布の正規分布への近似は十分 とされる。

5-2 半整数補正

Xは整数値のみをとる離散型確率変数で,yは連続型確率変数 とする。2項

分布を正規分布で近似するときのように,離散変量 Xの分布を連続変量 yの

分布で近似 して確率の計算をするとき
,

P(χ =″ )笙 P(″ -0。 5<y<″ +0.5)

ψ(χ )=蔵ο



その他の連続型分布

P(χ≦″)笙 P(y<∬ +0.5)

P(χ ≧χ)笙 P(y>″ -0。 5)

のように近似することを半整数補正 (ま たは連続性の補正)と いう。
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♂=

指数分布  Xの 確率密度関数が

期=Flに 1琉冨
で与えられるとき,こ の分布を母数 θの指数分布という。

指数分布の平均と分散

．一θ
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μ

　
　
　
σ
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解 正規分布表を正確に使 うためには,必要に応じて図をかいてみるのがよ

い .

以下 において の(π )は Zの累積分布関数を表す。すなわち,

0(z)=P(Z≦ z)=P(Z<z)

正規変数の確率計算では,不等式 に等号があつて もな くて も同 じ値 となるの

で,本書では等号 をつけていない。

(a) P(Z<1)=0(1)=0。 8413

(b) P(Z<1.24)=0(1。24)=0。 8925

(C) P(Z<-0.5)=0(-0.5)=1-0(0.5)=1-0.6915=0。 3085

(d) P(-1<Z<0.5)=P(Z<0.5)一 P(Z<-1)

=の (0.5)一 {1-0(1)}

=0.6915+0.8413-1=0。 5328

(e) P(1。 51<Z<2.16)=の (2.16)一 の(1。 51)

=0.9846--0。 9345==0。 0501

(f)P(-1.64<Z<-0.8)=P(0.8<Z<1。 64) (分 布の対称性 より)

=0(1。64)-0(0.8)

=0。 9495-0。 7881=0。 1614

(g) P(Z<ε )=0.65を 満たす εは,正規分布表 より

の(0。 38)=0.6480,  の(0。 39)=0.6517

であるか ら,補間によって

題例

(正規分布表の使い方 )

Zが N(0,1)に従 うとき,正規分布表によって次の値 を求めよ.

(a) P(Z<1)

(b) P(Z<1。 24)

(C) P(Z<-0.5)
(d) P(-1<Z<0.5)
(e) P(1.51<Z<2。 16)

(f) P(-1.64<Z<-0。 8)

(g) P(Z<ε )=0。65を 満たす εの値

(h) P(Z>ε )=0。42を 満たす εの値



題例 69

ε=剛 +   0"一 )3勁

=0.38+0。 005=0。 385

(h) P(Z>ε )=0.42

P(Z<ε )=0.58

表 より

の(0.21)=0◆ 5832の(0。 20)=0.5793,

であるか ら,補間によって
,

ε=剛 +   m― 囲

=0。202

(正規分布表の使い方 )

χ が Ⅳ (10,22)に従 うとき
,

(a)P(χ <13)

(b)P(χ >11)

(C)P(χ >8)

(d)P(χ <7)

(e)P(9<χ <12)

(f)P(7.8<χ <9◆ 6)

(g) P(χ <ε )=0。85を満たす εの値

(h) P(χ くε)=0。3を 満たす εの値

次の値を求めよ.

解 χ～Ⅳ(10,22)ょ り

Z=ザ ～ⅣQ⊃

い)スX<R卜くZ<ザ)=は"‐
9332

(b) P(χ >11)=1-P(χ <11)

=1-P(Z<り
)

=1-0(0。 5)=1-0.6915=0。 3085

")庫刈=ズZ>ザ
)
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=P(Z>-1)

=1-P(Z<-1)=1-φ (-1)=φ (1)=0。 8413

P(χ <7)=P(Z<二
も|≧)

=P(Z<-1.5)

=の (-1。 5)

=1-ω (1.5)=1-0。 9332=0。 0668

P(9<χ <12)=P(ザ <Z<り
)

=P(-0。 5<Z<1)

=P(Z<1)一 P(Z<-0.5)

=の (1)一 の(-0。 5)

=の (1)+の (0.5)-1

=0.8413+0.6915-1=0。 5328

48<χ <)0=P( <Z< )

=P(-1.1<Z<-0.2)

=P(0.2<Z<1.1) (分布の対称性 より)

=P(Z<1.1)一 P(Z<0.2)

=の (1.1)-0(0.2)

=0。 8643--0。 5793==0。 2850

P(」て<ε )=PIZ<ε
~10)=0(―

・ 毛手
上

)

(d)

(e)

(f)

(g)

より

ο
(≦

≧≡1塁≧)=0085
を満たす εを求めればよい。正規分布表より

0(1.03)=0.8485,  の(1。 04)=0。 8508

補間によって
,

ザ
=1。 03+

ε=10+2× 1.037≒ 12。07

い)ズχ<の =0(正モチ・ )よ 先εは

0.85--0。 8485
0.8508--0。 8485

×0。 01≒ 1.037

の(ザ )=0・
3



題例

さいかヽ 相 よリ
ザ

中 は負になな

よって,0(z)(z>0)の 表を使 うには,図か

らわかるように,上の式に代って

ο(午 )=0・
7

か ら cを求めねばならない。

表 より,の (0.52)=0.6985, 0(0.53)=0.7019で あるから補間によって

0。 7--0.6985
×0。01≒ 0.5234

0.7019--0。 6985

ε=10-2× 0.5234≒ 8。953

与
=0.52+

』一２剌一２

(正規分布の応用)

測定器具である物の長 さを測 るとき

mmの正規分布に従う.こ の器具による

(a)0.5mm以 上
,

(b)0.3mm以 内

となる確率を求めよ。

の誤差 は,平均 0,標準偏差 0。 2

1回の測定の誤差が

解 測定値の誤差 を χ とすると

χ ～ N(0,0.22)

であるか ら
,

(a)P(lχ l>0.5)

=2P(X>0.5) (正 規分布の対称性 より)

=2P(Z>零
)

=2P(Z>2.5)

=2(1-P(Z<2.5))

=2(1-0(2。 5))=2(1-0。 9938)=0。 0124

(b)P(lχ l<0.3)

=P(-0.3<χ <0。 3)

=P(     <Z<」需t評
L)

=P(-1。 5<Z<1.5)
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=0(1.5)一 の(-1.5)

=2の (1。5)-1=2× 0。9332-1=0。 8664

解 IQを χ とすると

χ ～ N(100,152)

よって

餡)Rχ <詢 =くZ< )
=0(-1)=1-ω (1)=1-0.8413=0。 1587

6)H∞ <χ <2の =P( <Z< )

=0(1。 33)一 の(-0.67)

=の (1.33)+の (0.67)-1

=0。 9082+0.7486-1=0。6568

(C)P(χ >130)=1-P(χ <130)

=1-P(Z<      )

=1-ω (2)=1-0。 9772=0.0228

上位 10%の IQの最小値は右の図の cの値を求めればよいから

0。10=P(χ >ε )

=P(Z>≦≧
長罪

生
)

=1-ο
(≦1提半上)

よって
,

の
(≦

2111聾≧
)==0・

90

正規分布表より

の(1.28)=0.8997,

であるから,補間によって

c-100
15

(正規分布の応用)

IQが Ⅳ(100,225)に 従うとき,IQが
(a)85以下,(b)90か ら120の間,(C)130以 上

の人の割合を求めよ.ま た,上位 10%に あるIQの最小値を求めよ.

の(1.29)=0.9015



題例 73

χ とし,そ の平均 と標準偏差をμとσで表

≦
1提器■=朗十   ×剛≒L器2

ε=100+15× 1.282=119。2

解 高校 3年生の男子の身長 を

す と
,

X～ Ⅳ (μ ,σ
2)

与 えられた条件 より

P(χ >176)=0.10

P(Z>ヤ
)=0・

10

P(Z<7)=0・ 90

正規分布表 より

ヤ
=璃 2… に )

もう 1つ の条件から

P(χ <165)=0.15

P(Z<ヤ
)=0015

正規分布表より

(1),(2)よ り

165- tt
o

tt*I.282o -176
p- 1.037o- 165

tt:169.9 (cm)

o- 4.7 (cm)

(正規分布の応用)

高校 3年生の男子の身長の分布は正規分布に従 うことが知 られている.

これら生徒の 10%は その身長が 176 cmを 超 え,15%は 165 cm以 下であ

る.男子高校 3年生の身長の平均 と標準偏差を求めよ。

これを解いて
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(正規分布の応用 )

300人の学生の「統計学」の試験の結果から,そ の得点分布は近似的に平

均 55点,標準偏差 10点 の正規分布に従うとみなされた.

(a)こ の試験で得点が 60点から70点 までの人数は約何人いるか。

(b)成 績が上位のもの 20%に `優 'を つけるとき,何点以上が優になる

か .

解 得点を χ とすると,X～ N(55,102)。

よって

鮨 )P160<χ <η卜 P(7<Z<7)

=0(1.5)一 の(0.5)=0。 9332+0。 6915=0.2417

300× 0.2417=72.51.よ って約 73人.         |

(b)求 める点数を cと すると

P(X>ε )=0.2

P(χ <ε )=0.8

P(Z<イ
)=0・

8

正規分布表 より

の(0.84)=0.7995,  0(0。 85)=0.8023

よって,補間により

ギ
=剛 十   ×剛 ≒)譴 2

ε=55+10× 0.842=63.42

ゆえに,64点以上が優 である。

・
５５

一‐０

(正規分布の応用 )

ある走 り幅跳び選手の飛距離 Xは平均 6。 5m,標準偏差 0.2mの 正規

分布に従う。(a)こ の選手の 1回 の飛距離が 6.9mを超える確率を求め

よ。(b)こ の選手が 3回跳ぶとき,3回中 1回 だけ飛距離が 6.9mを超え

る確率を求めよ。(C)100回 に 1回 ,こ の選手が超えると期待される飛距

離はいくらか。

解 χ ～ Ⅳ (6.5,0.22)



例  題

(a) P(χ >69)=1-P(χ <6.9)

75

=1-PIZ<重ギ話′
亜L)

=1-ω (2)=1-0.9772=0。 0228

(b) P(3回 中 1回 ,χ が 6.9を超 える)=3Cl(0.0228)(0.9772)2=0。 0653

(C)期 待 される値 を εとすると

P(χ >ε )=0。 01

P(χ <ε )=0.99

P(Z<げ
)=0099

ω(ザ )==0099

正規分布表 より,

の(2.33)=0。 9901の(2.32)=0.9898,

補間によりよって
,

げ
=22+ ×0。01≒ 2.327

ε=6.5+0.2× 2.327≒ 6。 97(m)

解 到着時刻の平均を∬,標準偏差を sと すると

χ =
3+0+10-1+6+8-2+5+0+1

=3(分 )
10

(正規分布の応用 )

時刻表によると,毎 日ある駅に午前 9時 30分 に刻着する列車がある。

延べ 10日 間にわたって,こ の列車の定刻からの遅れ (分)を調べ,次の結

果を得た。

3,0,10,-1,6,8,-2,5,0,1
この列車の到着時刻の平均 と標準偏差を求めよ。列車の到着時刻はこれ

と同じ平均,同 じ標準偏差の正規分布に従うと仮定して,あ る日,列車が

(a)定 刻より10分以上遅れる確率 ,

(b)定 刻より早 く到着する確率

を求めよ。

32+02+102+(_1)2+62+82+(_2)2+52+02+12
=涯 ≒3。87(分 )
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この列車の駅への到着時刻 を Xと すると,仮定 より

χ ～ N(3,15)

よって

(a)P(定 刻 より 10分以上遅れる )

=P(X>10)

=P(Z>精
)

=P(Z>1。 81)

=1-0(1。 81)=1-0。 9649=0。 0351

(b)P(定 刻 より早 く到着する )

=P(χ <0)

=P(X<号
孝))

=P(X<-0.77)

=の (-0。 77)=1-0(0.77)=1-0.7794=0.2206

解 Xを おもての出る数 とすると,X～ B(400,÷
)

π=400,  2夕 =πα=400

η=400は 十分大 きいか ら
,

近似で きる。

yを平均が200で,分散が 102の正規変量とすると
,

1)z=_∠
-200、

A<0,
10

よって求 める確率 は,半整数補正 によ り

P(180≦ χ ≦210)≒ P(179.5<y<210.5)

=P(       <z<210.5-200)

05)=P(-2.05<Z≦ 1.

5正 規 分 布

５

，

　

４０

は
　
ダ
ヽ

２０

　

布

÷
鳴

π夕α=400×
1曇
×

1曇
=100

÷)は
正規分布N(200,102)で

(2項分布の正規近似 )

硬貨を 400回投げるとき,お もてが 180回 から210回 まで出る確率を求

めよ。
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=0(1.05)+ω (2。05)-1

=0.8531+0.9798-1=0。 8329

例題 10 (2項分布の正規近似 )

ある人があるゲームに勝つ確率を÷,負ける確率を÷とする。ゲーム
に勝てば1000円得をし,負 ければ250円 損をする。この人がこのゲーム

を20回行うとき,少なくとも3000円 の得をする確率を求めよ.

解  この人がゲームに勝つ回数 を″ とす る と,20回 のゲームによるこの人

の不U益は

1000″ -250(20-″ )

で, これが 3000よ り大 きいことか ら

1000″ -250(20-χ )≧ 3000

∬≧6。4

よって,少 な くとも 3000円 の得 をす るには,20回 中 7回以上ゲームに勝たね

ばなら
年

い.そ の確率は 多=20,夕 =÷ の 2項分希 ょり

220C″ (÷ )″(÷)20-κ

この確率の計算には 2項分布の正規近似を使う.

μ=″ =20×÷≒6.67,

≒ 2。 11,

=―剛
,

"・#=a"

であるから,

P(χ≧7)=Σ 20C″
(÷ )″ (÷)20-″

≒II芳グザ″≒αttH"2



(正規分布とポアソン分布 )

郵便配達員が月曜 日の朝,あ る家に配達に行 く時刻 Tは ,平均午前 9

時 50分,標準偏差 10分の正規分布に従い,配達する郵便物の数 χ は平

均 3の ポアソン分布に従う。このとき,次の確率を求めよ.

(a)こ の家が月曜日の朝 1通の郵便物を受け取る.

(b)こ の家の主人が午前 10時に家を出た後に配達員が くる。

(C)配 達員が午前 8時 50分から午前 9時 55分の間に,そ の家に 3通

以上の郵便物を届ける.

5正 規 分 布

解 与 えられた情報か ら
,

T～ N(9:50,102)

χ～庫 =→=禁 しも 相
よって

,

(a)P(χ =1)=3θ
~3=0。

15

0)″ >Ю』ω=くZ>  )
=P(Z>1)

=1-の (1)

=1-0.8413=0。 1587

(C)P{(8:50<T<9:55)∩ (χ≧3)}

(Tと χ は独立だか ら)=P(8:50<T<9:55)P(χ ≧3)

=P(  <Z<  トーズの一m)_PttD

=P(-6<Z<場う(1-θ-3_3θ ~3_4.5θ ~3)

=0.6915(1-0.423)=0。399

例題 12 (指数分布の平均と分散 )

指数分布

＞θ

　

＞創
柳

．′
）

　
∩
Ｕ

ａ
υ

〓″／

の平均 と分散を求めよ.



題例

解E(χ )=θ
f∞
″θ―θ″″

=θ
[三
二
『

輩」:+ズ

∞θ―θ″″  (部分積分による)

=0+‐ IFθ
―θ″

6歳,=[一―翌
1夕

L]:=÷

E(χ 2)=θ ズ
∞″2θ―θ″″

=θ[    ]:+2f∞ ″θ~θ″″  (部分積分による)

=0+争α)=多

よって
,

7(χ )=E(χ 2)_{E(χ
)}2

2    1    1~θ2 
θ
2~θ 2

例題 13 (連続型―様分布 )

長さαの線分上でランダムに 1点 を選ぶ.短かい方の線分と長い方の線

分の長さの比が÷より小さい確率を求めよ.

とすると,残 りχを

陣翡丁ｔＯ

枷
ある．　
嗣

の
　
で

麟
ザ

た
　
α

れ
　
は

ら

さ

え

長

与

の分

解

部の

に従う。ところで

χ<者のとき,α _χ <÷ ⇒ χ<子

χ>子のとき,二衰単<÷ ⇒ χ>÷α
となるか ら,短い方の線分 と長い方の線分の長 さの比 を Rと すると

P(R<÷
)=P(χ

<サ
)P(χ

<子
lχ

<サ
)+P(χ

>サ
)P(χ

>毛―α
lχ

>サ
)

ことで
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同様にして
,

5正 規 分 布

P(」Fkぜ
|)~P←

χ<考「
)

P(χ <三
[lχ

<考争)=
P{(二F<ぜ|)∩ (χ

<ぢ
|)}

P(二r<篭
|)

P(X>毛
Tα lχ

>サ)=

α

３

一
４

＞χＰ＋二
４

＜χＰ〓

１

一３
＜ＲＰ

１

一２〓

１

一
α

二
４

＋
１

一
α

二
４

〓

P(χ >÷α
)

P(`χ >ぢ
|)

よって
,

5章の 問題

5。 l Zが Ⅳ (0,1)に 従 うとき,正規分布表によって次の値 を求めよ。

(a)P(Z<1.64).

(b)P(Z>1.15).

(C)P(Z<-0.34).

(d)P(-1<z<o◆ 5)。

(e)P(1.24<Z<2.16).

(f)P(Z>-2.19).ヽ

(g)P(Z>ε )=0.38を 満たす εの値 .

(h)P(Z<ε )=0.19を 満たす εの値 .

5。 2 Xが N(3,1)に従 うとき,次の値 を求めよ。

(a)P(χ <3).

(b)P(χ <4。 93).

(C)P(X>3。 06).

(d)P(1<χ <4.2)。

(e)P(1.5<χ <2。 5).

(f)P(lχ -21<1).

(g)P(X>ε )=0.1を 満たす εの値。

(h)P(χ <ε )=0.2を 満たす εの値 .



5章の問題                               81

5。 3 ある種の電球の寿命 χ は,過去の経験から平均 1500時 間,標準偏差

25時間の正規分布に従うことが知 られている。寿命 Xが

(a)1530時 間以上
,

(b)1480時 間未満 ,

(C)1475時 間から 1550時間の間

にある電球の割合を求めよ.

5。 4 軍隊で使われる靴下の寿命は平均 55日 ,標準偏差 8日 の正規分布に

従うといわれている。ある日,5000人の兵士に靴下を与えたとき,45日 以内に

は何足を補給 しなければならないか。また,61日 以内ではどうか。

5。 5 ある機械が作 る部品の長 さは標準偏差が 2cmの 正規分布 に従 う.

(a)こ れら部品の 97。 5%は その長さが 7。 5cm以下であるとき,部品の長さ

の平均 を求めよ.ま た,(b)こ の機械が作 る部品の長 さが 5.4cmか ら 5。 5

cmの間にある確率を求めよ.

5。 6 自動充填機によってある食品を正味 50g入 りと書かれた袋に詰める.

機械が 1袋に詰める実際の重さは平均 52.5g,標 準偏差 1.6gの 正規分布に従

うことがわかっているとき,(a)袋の中の食品の重さが 50gを下回る確率は

い くらか。(b)こ の確率を 1%以下にするには,機械が詰める食品の重さの

平均をいくらに定めればよいか。

5.7 以下の数値はある生徒の 10日 間の通学時間 (分)を示したものであ

る.

36  32  26  22  44  38  34  32  42  34

通学時間の平均 と標準偏差を求めよ。

この生徒の通学時間はこれら平均 と標準偏差をもつ正規分布に従 うとして
,

(a)生徒のある日の通学時間が 38分以上 となる確率を求めよ。(b)通学時

間がある時間を超えることは高々10回 に 1回 にしたいとすれば,そ の時間は

何分か .

5.8 正規分布の密度関数

0沸 θ
の変曲点の″座標はμ±σである

_C―μP (_∞
<″ <∞ )

ことを示せ。
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5。 9 硬貨を 12回投げるとき,お もてが 9回以上出る確率を

(a)2項 分布を用いて
,

(b)2項 分布の正規近似を用いて

求めよ.

5.10 Xが 3(50,0.4)に従うとき,次の確率を求めよ.

(a)二r=20

(b)15≦ χ≦25

5。 11 過去の経験から,あ るレス トランではテーブル予約客の 8人に 1人

は当日現れないという。このレス トランの収容定員は 45人であるが,毎晩 50

人までの予約を受けつけている。このレス トランが当日現れた客のすべてを収

容できる確率を求めよ.

5.12 Xが Ⅳ (0,σ
2)に

従うとき,IXIの平均 と分散を求めよ.

5.13

(a)

(b)

1で一様分布をするとき,次を求めよ。
旨
号

一　
　
χ

測
「

翻

ｘ
は

レ

Ｐ
　
　
Ｐ



無作為抽出と標本分布

6-1 無作為抽出

母集団と標本  調査や実験で観測の対象となる同種の事物の集まりを母集

団という.母集団にはそれを構成する要素の数が有限か無限かによって,有限

母集団と無限母集団がある.母集団に関する情報を得るため,そ れからとり出

された母集団の一部分を標本 という.

無作為抽出  標本から母集団に関する統計的推測を行 うためには,標本は

母集団の縮図になるようなものでなければならない.そ のような標本は無作為

抽出によって得 られる。無作為抽出とは,母集団を構成するすべての要素が等

確率で標本のなかに選ばれるような標本抽出の方法である。無作為抽出によっ

て得られた標本を無作為標本 (ま たは単に標本)と いう.実際の無作為抽出では

乱数表がよく使われる。

復元抽出と非復元抽出  母集団から標本を抽出するとき,一度 とり出した

ものを元に戻し,次のものをとり出す方法を復元抽出といい,と り出したもの

を元に戻さず,次のものをとり出す方法を非復元抽出という.

母数 と統計量  母集団におけるある変量 Xの確率分布をその変量の母集

団分布 といい,こ の分布の特性値である平均 μ,分散 σ2な どを母数 という.一

般に,母集団からとられた大きさ %の無作為標本を表す確率変数 Xl,χ 2,・ …
,

Xη を標本変量 という.標本変量 χl,χ 2,° …,χηは互いに独立な π個の確率

変数で,そ の確率分布はすべて母集団分布 と同じである。標本の個数 πを標本

の大きさといい
,

標本平均 χ= χ
η
Σ
Ｈ

ｌ
一
π

83



84 6 無作為抽出と標本分布

標本分散 s2=券 ム(χ J一ア)2

のような標本変量 χl,X2,° …,Xη の関数を統計量 という。

6-2 標本平均の分布

標本平均 Xの分布に関して,以下の定理が成 り立つ。

Xの平均と分散

定理 1  平均 μ,分散 σ2の無限母集団からとられた大きさ %の標本の平

均をXと すれば

E(χ )=μ

y(χ )=手

定理 2  平均 μ,分散 σ2の有限母集団からとられた大きさ 2の標本の平

均をX,母集団の大きさをⅣ とすれば

E(χ )=μ

7(ア)=4~η σ2

Ⅳ-1 %

Xの標本分布

定理 3  平均 μ,分散 σ2の正規母集団からとられた大きさ πの標本の平

均 χ の分布は,平均 μ,分散
場

の正規分布に従う.

定理 4(中心極限定理) 平均 μ,分散 σ2の ある母集団からとられた大

きさ %の標本の平均 Xの分布は,η が十分大きいならば,近似的に平均 μ,分

散 場
の正規分布に従う。

6-3 χ
2分

布 ,ι 分布,F分 布

χ
2分

布,′ 分布,F分布はいずれも正規母集団からの標本抽出に関連 して導

出された標本分布である。

χ
2分

布  確率密度関数が

ん(″ )=εθ
~ザ
χザー1  (χ >0)

で与えられる分布 を自由度 νの χ
2分

布 という.こ こで,定数 εはん(″ )が密

度関数であるという条件から決まる。

χ
2分

布表  確率変数 χ が自由度 νの χ
2分

布をするとき,確率 αに対 し



６．
　

て

χ
2分

布,ι 分布,F分布

P(χ >ノ (ν ))=α

を満たすχ′(ν )の値の表をχ
2分

布表 と

いう(付表 5参照).

定理 5  平均 μ,分散 σ
2の

正規母集団からとられた大き

散を s2と するとき
,

ノ=子
は自由度 ν=π -1の χ

2分
布に従う。

ι分布  確率密度関数が

85

χ:(ν )  χ
2

さηの標本の分

は gν (′ )カジ密i涯蔓

自由度νのι分布

2

一ι多(ν )  O   ι子(ν )

2の標本の平均 と分散 を,F,

gズ→=c(1+子 )~学  (一∞<χ <∞ )

で与えられる分布を自由度 νの ι分布という。

関数であるという条件から決まる。

ι分布表  確率変数 Tが 自由度 νの

ノ分布をするとき,確率 αに対して

P(I TI>′

=(ν

))=α       t
を満たす′

,(ν )の値の表を′分布表とい

う(付表 4参照).

定理 6  正規母集団か らとられた大 きさ

s2と するとき
,

の分布は
,

定理 フ

きさ πl, 多2

数

―
―
―

定でここ

′=/2-1(∬―μ)

S

自由度 ν=%-1の ′分布に従う。

2つ の正規母集団 Ⅳ (μ l,σ
2),Ⅳ

(μ 2,σ
2)か

ら独立 にとられた大

の標本の平均 と分散 を ∬1,Lお よび s12,s22と する。この とき
,

′=三二
~∬2~(μ l~μ 2)

s/券+場

ここで
,

♂=

は,自 由度 ν=π l+π2~2の ″分布 に従 う。
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F分布  確率密度関数が

れ豚かαり<1+ルド甘
で与えられる分布を自由度 νl,ν2の F分布 という。

母分散 : σ2=12+22+32+42+52_9=2

(b)可 能な標本は次に示す 5C2=10通 りである.

6 無作為抽出と標本分布

(″ >0)

ここで定数 εは れ 1,ν 2(∬ )

が密度関数であるという条件から決まる。

F分布表  確率変数 Fが 自由度

(ν l,ν2)の F分布をするとき,確率 α

に対して
,

P(F>几 (ν l,ν2))=α

を満たす 鳥 (ν l,ν2)の値の表を F分布表 という。本書では,α =0。 05,0.025に

対する表を与える(付表 6,付表 7参照).

定理 8  2つ の正規母集団 Ⅳ (μ l,σ
2),N(μ

2,σ
2)か

ら独立にとられた πl

個 とπ2個の標本の不偏分散を π12,π 22と するとき
,

F=牙

の分布は,自 由度 (π l-1,π2~1)の F分布に従う。

例  題

例題 1(非 復元抽出による Xの標本分布 )

5個の数,{1,2,3,4,5}か らなる母集団がある。(a)こ の母集団の平均

と分散を求めよ。(b)こ の母集団から大きさ2の標本を非復元抽出でと

り出すとき,すべての可能な標本を列挙せよ。(C)各標本の平均を求め
,

標本平均χ の標本分布を導け。(d)こ の分布の平均と分散を求めて,こ

れらの値が公式から求めた値と一致することを示せ。(e)母集団分布 と

χ の標本分布をそれぞれ図示せよ。

解 (a)母 平均 : μ=
1+2+3+4+5

=3

自由度νl,ν 2の F分布

標本  (1,2)(1,3)
∬   1.5  2

(1,4)(1,5)

2.5  3
(2,3)(2,4)(2,5)(3,4)(3,5)(4,5)
2.533.53.544.5



例 題

(C)よ って,Xの 標本分布 は

(d)Xの 標本分布より

E(χ )=3 (分布の対称性より)

yC7)=1◆ 52×士+22×奇十・・・+4.52× 士_32=0。 75

-方,公式からは

E(χ )=μ =3

7(ア)=#召
|・ 子=:<・÷=0・ 75

Xの標本分布から求めた値に一致している.
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一
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一
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２

．
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２

一
１０

２

１

一
１０

・

・

５

‐

一
‐０

一″〓

・∬
　
一χＰ

これらの値は

(e)

1.5  2.5  3.5  4.5
2   3   4

Xの標本分布

は

(平均とメジアンの標本分布 )

1,2,3の 目がそれぞれ 2個 ずつ記入されたサイコロを 1回投げるとき
,

出る目の平均 μと分散 σ2を 求めよ。

(a)こ のサイコロを 3回投げるとき,(i)出 る目の平均,(ii)出 る目

のメジアン,の標本分布を導け.

(b)こ れら標本分布の平均はいずれもμに等しいことを示し,ど ちら

の分散が小さいかを述べよ.

解 (a)こ のサイコロの 1回 の投げの結果をχ とすると,Xの確率分布



∬

P(χ =∬ )

6 無作為抽出と標本分布

よって, μ=1×
÷

+2×
÷

+3×
÷
=2

σ2=12×÷+22×÷+32×÷_22=

サイコロの 3回の投げの結果をχl,X2,X3,そ の標本平均 をX,標本メジ

ンを″ とし,Xと 〃 の標本値をそれぞれ ∬ と協 とする.

(Xl,χ2,X3)の すべての可能な結果 と,そ れに対する∬の値,お よび %の

値を次の表に示す。

３

１

一
３

２

１

一
３

１

１

一
３ ２

一３

　

ァ

可能な結果

(∬ 1,″ 2,″ 3)
一″ %

可能な結果

(″ 1,∬ 2,∬ 3) 一∬ π

(1,1,1)

(1,1,2)

(1,2,1)

(2,1,1)

(1,1,3)

(1,3,1)

(3,1,1)

(2,2,1)

(2,1,2)

(1,2,2)

(2,2,2)

(2,2,3)

(2,3,2)

(3,2,2)

１

　

４

一
３

４

一
３

４

一
３

５
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３

５

一
３

５
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３

５
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３

５

一
３

５
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２

　

７

一
３

７
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３

７

一
３

(3,3,1)

(3,1,3)

(1,3,3)

(3,3,2)

(3,2,3)

(2,3,3)

(1,2,3)

(1,3,2)
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一３ =夕 である.これら27通 りの結果の得 られる確率はいずれも



この表 よ

i)

%

P(〃 =π )

(b)こ れら2つ の分布はいずれも2を 中心 として対称であるから

E(χ )=E(〃 )=2=μ

りχ の標本分布 と〃 の標本分布は

例  題

よって
,
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７
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７
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な
】
】

ま，
一α
　
“

詢
　
ｙ
　
ｙ

分のχ と ″

よって
,

(Xの標本分布 )

ある工場で生産される電球の寿命は平均 1180時 間,標準偏差 20時間の

正規分布に従う.こ のとき,次 を求めよ.

(a)25個の電球の無作為標本の寿命の平均が 1170時 間を超える確

率.

(b)無作為に選んだ π個の電球の寿命の平均が,少なくとも0。 9の確

率で 1175時間を超えるといえる %の値 .

解 電球の寿命をXと すると

χ ～ Ⅳ (1180,202)

25個の電球の寿命をχl,χ 2,・ …,χ25,そ の平均を

ア=士二χJ

とすれば
,
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よって,χ ～ Ⅳ(1180,42)で ぁるから

帥)ズχ>Hη浄くZ>  )
=1-0(-2。 5)=0(2.5)=0。 9938

(b)η 個の電球の寿命 を χl,χ 2,・ …,Xη ,そ の平均を

6 無作為抽出と標本分布

Eσ)=H80,7σ)=讐=M

アη=券豊χJ

アη～Ⅳい0,等
)

P(Xη >1175)≧ 0。90

P(Xη <1175)<0.10

P(Z<        )≦ 0・ 10

ο
(一子)≦

01Qの(平)≧
090

カ
≧1.28⇒  π≧26.2

とすれば
,

与えられた情報より,

正規分布表より

よって,27個以上。

(正規変量の 1結合 )
~1フ

リJ旺1 ‐   工ヽ 場

一

ノ■ T

Xlと X2は独立な確率変数で
,

Xl～ .Ⅳ (5,2), X2～ N(3,1)

の とき,y=2Xl― χ2に対 して

(a)E(y),
(b)7(y),
(C)P(y>8.5)

を求めよ.

解  (a)E(y)=E(2Xl― X2)=2E(Xl)一 E(χ2)=2× 5-3=7

(b)y(y)=7(2Xl― χ2)
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=47(Xl)+7(χ 2) (χ lと χ2は独立であるから)

=4× 2+1=9

(C)正規分布に従う独立な確率変数 χl,X2の 一次結合 αlχ l+α 2X2は 正

規分布に従うから

よって
,

y～ N(7,9)

P(y>8.5)=1-P(y<8。 5)

=1-P(Z<¥)

=1-P(Z<0.5)

=1-0(0.5)=1-0.6915=0.3085

例題 5 (2つの平均の差の分布 )

確率変数 χ と yは独立で,χ ～ Ⅳ (2,1),y～ N(3,2)と する。χ と

yは Xと yに 関す るそれぞれ 5イ固の観測値 の平均 を表 す。この とき
,

次を求めよ。

(a)E[(χ -3)2]

(b)E[(χ +2y)2]

(C)χ ― yの分布

(d)P(χ >y)

解 (a)E[(χ -3)2]=E[(χ -2-1)2]

=E[(χ -2)2_2(χ -2)+1]

=E[(χ -2)2]_2E(χ -2)+1

=1-0+1=2

(b)E[(χ +2y)2]=E[{χ -2+2(y_3)+8}2]

=E[(χ -2)2]+4E[(y_3)2]+64

+4E[(χ -2)(y_3)]+16E(χ -2)+32E(y_3)

仮定 より

E[(χ -2)2]=1, E[(y-3)2]=2,

E(χ -2)=0,   E(y_3)=0,

E[(χ -2)(y_3)]=E(χ -2)E(y_3) (χ -2と y_3は独立だか ら)

=0
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であるから
,

よって
,

(d)P(χ >

6 無作為抽出と標本分布

E[(X+2y)2]=1+4× 2+64=73

(C)X,yは 正規変数であるから,X― yも 正規変数である.

E(χ 一 y)=E(スつ一E(y)=2-3=-1
7(χ ― y)=7(χ )+7(y)

=÷ +÷=÷

３

一
５一Ⅳ”

　

＞

一ｙ
　
刈

一卜　一イ
一χＰ〓

一ｙ

=P(Z>」
号デ計)==1-ο

(1。 291)=1--0.9017==0。 0983

例題 6 (正規変量の和)

大型のりんご 1個の重さは平均 330g,標準偏差 15gの正規分布に従い
,

並型の りんご 1個の重 さは平均 280g,標準偏差 10gの正規分布 に従 う.

そのとき,次の確率を求めよ.

(a)無 作為に選んだ大型の りんご3個 の重さの合計が 1000gを 超え

る.

(b)大 型のりんご 1個 と並型のりんご 1個 を無作為に選ぶとき,並型

の重さが大型の重さを超える.

(C)無 作為に選んだ並型のりんご5個の重さの合計が,無作為に選ん

だ大型のりんご4個の重さの合計を超える。

解 大型の りんご 1個の重 さを χ,並型の りんご 1個の重さを yと すると

χ ～ Ⅳ (330,152),y～ Ⅳ (280,102)

(a)大 型の りんご 3個 の重 さを Xl,X2,X3と すれば,,T=Xl+χ 2+X3

の分布 は

E(T)=E(χ l+χ2+χ3)

=E(χ l)+E(χ2)+E(X3)

=330+330+330=990

7(T)=7(Xl+χ 2+X3)

=7(Xl)+7(χ2)+7(X3) (χ l,χ2,X3は 独立だか ら)
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より,

93

=152+152+152=675

よって
,

≒1-0(0。 385)=1-0.6499=0.3501

(b)χ 一 yの分布 は

E(χ 一 y)=E(χ )―E(y)

=330-280=50

7(χ ―y)=7(χ)+7(y)

より,

=152+102=325

χ一 y～ Ⅳ (50,325)

よって
,

P(y>スつ=P(χ 一y<0)=P(Z<号
琵普)

=1-の (2。 774)=1-0.9972=0。 0028

(C)大 型 りんご 4個の重 さを χl,X2,X3,χ 4,そ の合計 を ■ =忍 χ J,

並型 りんご 5個の重 さを yl,y2,y3,y4,Lそ の合計 を T2=忍 L

とすれば,仮定 より

■ ～ N(1320,4× 152)

T2～ Ⅳ (1400,5× 102)

よって
,

■ ― Tl～ Ⅳ (80,5× 102+4× 152)=N(80,1400)

ゆえに
,

P(■ >■ )=P(■―■ >0)

T～ Ⅳ (990,675)

P(T>1060)=P(Z>      )

=P(Z>端
)

=1-の (2.138)=1-0.9837=0。 0163



(Xの平均 と分散 )

Xl,X2,° …,Xη を平均μ,分散 σ2の母集団からの大きさ %の無作為標

本とし,そ の平均をXと するとき

E(χ )=μ,7(χ )=子

を示せ。

94 6 無作為抽出と標本分布

解 Xl,X2,° ‥,χηは同一母集団か らの無作為標本であるか ら,互いに独

立で,かつ

E(Xl)=E(χ2)=…・=E(χη)=μ

7(Xl)=7(X2)=…・=7(χη)=σ
2

よって
,

EC7)=E(Xl+χ2+…・十χ″
)

=争αl+χ2+…・+Xη )

=号メE(χl)+E(χ2)+…・十E(χ″)}

=,(μ +μ +… 0+μ
)

=μ

yC7)=7(Xl+χ 2+…・十χη
)

=,7(χl+χ2+… +χη)(Xl,χ2,…ちχηの独立性より)

=考|{7(Xl)+7(χ 2)+… +7(χη)}
_か

(σ
2+σ2+… +σ 2)

σ
2

π
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例題 8 (独立な正規変数の和と差)

解 男子学生の体重を X,女子学生の体重 を yと すると
,

X～ N(60,82), y～ Ⅳ (52,52)

(a)S=X+yと ぉ くと
,

E(S)=E(χ )+E(y)=60+52=112

7(S)=7(χ )+7(y)=82+52=89

よって
,

ゆえに

S～ N(112,89)

P(S>100)=1-P(S<100)

=1-P(Z<      )

=1-0(-1.272)=0(1.272)=0。 8983

(b)D=χ ―yと ぉくと
,

E(D)=E(スつ一E(y)=60-52=8

7(D)=7(スつ+7(y)=89
よって

,

ゆえに

D～ N(8,89)

P(y>スつ=P(χ 一y<0)

=P(Z<需
)

=の (-0。 848)

=1-の (0.848)=1-0.8017=0。 1983

―例 題 3 (狸 立 な止現父狐の不‖と差ノ

ある大学の男子学生の体重は平均 60 kg,標準偏差 8 kgの 正規分布に従

い,女子学生の体重は平均 52 kg,標準偏差 5 kgの正規分布に従 うことが

知 られている。いま,1人の男子学生 と1人の女子学生を無作為に選ぶ と

き,次の確率を求めよ。

(a)2人 の体重の合計が 100 kgを超える.

(b)女 子学生の方が男子学生よりも重い。

(C)女 子学生の体重が男子学生の体重の少なくとも
÷

はある。
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(C)

よって
,

〓

一一　
　
　
×

〓５

　

α

月
　

２
７

と
中
哺

〓″

P(y>÷ χ
)=P(7>0)

=P(Z>t看
争)

=の (0.896)=0.8149

例 題 (独立な正規変数の和 )

毎日定刻に自宅を出て会社に通勤しているあるサラリーマンの通勤所要

時間 (分)は次の 3段階からなる。

X:自宅から乗車駅までの歩行時間と下車駅から会社 までの歩行時間

の合計 .

y:乗車駅での電車の待ち時間 .

Z:電車に乗っている時間.

χ,y,Zの 平均 と分散が

平均  標準偏差

ジ(     20         1

y      5         3

Z     40        2

で与えられるとき,次を求めよ.

(a)こ のサラリーマンの通勤所要時間の平均 と標準偏差 .

(b)X,y,zは ぃずれ も正規分布に従 うとして,こ のサラリーマン

が自宅を出て 1時間以内に会社に着 く確率 .

解 通勤所要時間を 7と すると

″ =χ +y+Z
ゆえに

,
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(a)E(フ/)=E(X+y+Z)
=E(スつ十E(y)十 E(Z)

=20+5+40=65(分 )

7(フ/)=7(χ +y+Z)

=7(χ )+7(y)+7(Z) (χ ,y,zは 互いに独立 とみなして )

=12+32+22=14

よって
,

/7(7)=、江I=3。 74(分 )

(b)7は 平均 65,標準偏差 3.74の正規分布に従うから

P(γ <60)=P(Z<T)=1-の (1。 336)≒ 0。0908

解 繊維 100本 の破断強度 を Xl,χ 2,° …,Xl。 。とすると

χJ～ Ⅳ (1.2,0.12)(グ =1,2,‥ 0,100)

100本 の東の破断強度 を yと すると

y=χ l+χ2+…・+χ l。。

よって,yは
E(y)=E(χ l)+E(χ2)+…・+E(Xl。0)=100× 1.2=120

7(y)=7(Xl)+7(χ 2)+…・+7(χ 10。 )=100× 0。 12=1

の正規分布 に従 うか ら,

ズy>22"=くZ>  )=卜α2"‐∞6

[注] この問題では,η =100よ り中心極限定理が使えるので,繊維の破断強度が

正規分布に従うとの仮定がなくても解ける。

(中心極限定理 )
~171JE IU 

叶ヽセじ慨 円氏̀
こ
瑠Eノ

ある種の繊維 1本の破断強度は平均 1。 2 kg,標準偏差 0。 l kgの正規分

布に従う。この繊維 100本の東に 122。 5 kgの荷重をかけるとき,東が破壊

される確率を求めよ。

乱数表から1桁の乱数を50個 とるとき,そ の平均が 4と 5の 間にある

確率を求めよ.

(中心極限定理 )
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解 乱数の分布は離散型一様分布

6 無作為抽出と標本分布

″

P(χ =″ )

で,こ の分布の平均 と分散は

μ=0×士+1×士+・・・+9×士=4.5

σ2=02×士+12×士+..0+92× 十_4.52=8.25

である。とられた 50個の乱数はこの分布をもつ母集団からの大きさ 50の 無作

為標本 とみなされるから,50個 の標本の平均をχ とすれば

E(χ )=μ =4.5

7(χ )=子 =」晋1=0・ 165

π=50は大 きいから,中心極限定理によって,Xは近似的にⅣ (4.5,0.165)に

従う。よつて
,

P(4<ア<5)=P(1芳千者「<Z<ず拳妾号)

=2の (1.231)-1=2× 0.8909-1=0。7818

6章の問題

6.1 サイコロを 2回投げるとき,出た目の和の標本分布を求め,こ の分布

の平均 と分散を求めよ.

6.2 1の 目を 3つ ,2の 目を 2つ ,3の 目を 1つ もつサイコロを 1回 投げ

るとき,(a)出 る目Xの確率分布を示し,(b)そ の平均 と分散を求めよ。

(C)こ のサイコロを 7回投げるとき,出 る目の平均 Xの 平均 と分散を求め

よ.

6.3 χ と yは独立な確率変数で
,

χ ～ N(5,9), y～ Ⅳ (7,16)

のとき
,

(a)χ 一y,

９
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１０

８
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一
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6章の問題

(b)3X+y,

(C)X,

(d)χ 一 y

の分布 を求めよ。ただ し,Xは N(5,9)か ら

の平均 で,yは N(7,16)か らとった大 きさ

る。

とった大 きさ 25個の無作為標本

16個 の無作為標本の平均であ

6。4 ある中学校の男子 3年生の身長の分布は近似的に平均 163。 Ocm,標

準偏差 8cmの正規分布 に従い,女子 3年生の身長の分布 は近似的 に平均

155。 5cm,標準偏差 6cmの正規分布に従う。そのとき,次の確率を求めよ.

(a)男 子生従 2人を無作為に選ぶとき,2人の身長の差が 5cmを超える.

(b)女 子生徒 2人 を無作為に選ぶとき,2人の身長の差が 5cmを超える.

(C)男 子生徒 1人 と女子生徒 1人を無作為に通ぶとき,2人の身長の差が

10 cmを 超える。

6.5 高校 3年生の身長は次のような正規分布 に従 うことが知 られてい

る.

男子 : 169.3cm,標準偏差 4.6cm

女子 : 156.6cm,標準偏差 4.2cm

これら2つ の正規母集団からとった大きさ64と 36の標本平均をそれぞれ

yと するとき,次の値を求めよ.

(a)X,yの 平均 と標準偏差 .

(b)χ ― yの平均 と標準偏差。

(C)χ が yを少なくとも 12 cm超える確率 .

6。 6 桃の缶詰の中味の重さは平均 300g,標準偏差 1.2gの 正規分布に従

い,空き缶の重さは平均 20g,標準偏差 0。 5gの正規分布に従 う。このとき,次

の値を求めよ。

(a)桃 の缶詰 1個の重さの平均 と標準偏差 .

(b)無 作為に選んだ桃の缶詰 1個の重さが 323gを 超える確率 .

6.7 鋼板にあけた穴にボル トをはめこむ。ボル トの直径は平均 2.80 cm,

標準偏差 0。 03 cmの 正規分布に従い,穴の直径は平均 2.90 cm,標準偏差 0.04

cmの正規分布に従うとき,次 を求めよ。
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(a)ボ ル トと穴をそれぞれ無作為に選んではめるとき,ボル トが穴にはま

らない確率 .

(b)無 作為にとった 5個のボル トがすべて穴にはまる確率 .

6.8 正規母集団 Ⅳ (μ ,σ
2)か らとられた大きさ %の無作為標本を Xl,χ 2,

…0,Xた とするとき
,

y=χl+2X2+3X3+…・+πχた

はどんな分布に従うか。

6。 9(a)平 均 μ,分散 σ2の正規母集団からの大 きさ 4の無作為標本の

平均をXと するとき,確率

P(lχ 一μl<σ )

の値を求めよ.

(b)平 均 80,標準偏差 10の母集団から大 きさ 64の 無作為標本 をとると

き,標本平均 χ が 82を超える確率を求めよ.

6。 10 密度関数

/(∬ )=6″ (1-χ )  (0≦ χ≦1)

を分布にもつ母集団から大きさ 45の標本が とられた.標本平均をχ とすると

き,次を求めよ.

(a)χ の標本分布。

(b)P(χ <0。 55)。

(C)P(χ >0.46).

6。 11 小数点以下を四捨五入することで,測定値をそれに最 も近い整数値

に丸めるとき,丸めの誤差 χ は区間
(一 ÷,÷)で

一様分布に従う確率変数 と

みなされる。η個の測定値をそれぞれそれに最 も近い整数値に丸めるとき,こ

れら丸め誤差の平均 χ の平均 と分散を求めよ。ηは十分大 きい と仮定 して
,

Xの絶対値が
力

を超えない確率を求めよ.
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7-1 点 推 定

母集団の未知母数 θを推定するために,こ の母集団からの大 きさ 2の標本

χl,χ 2,°
‥

,X″ のある関数 T(χ l,χ 2,°
¨,χ″)を作 り,標本の実現値 ∬1,χ 2,

…0,χηから求めた T(χ l,χ 2,° …,χ″)で θの値を推定することを点推定 とい

う.こ のとき,統計量 T(Xl,X2,° …,χη)を 推定量,そ の実現値 T(χ l,∬ 2,… °
,

″η)を推定値 という。推定量 Tと しては,次の性質をもつものが望ましい。

不偏推定量  T(χ l,χ 2,・ …,χη)の期待値が θに等しいとき,すなわち

E(T)=θ

のとき,T(χl,χ 2,° …,χη)を θの不偏推定量 といい,そ の実現値 T(″ 1,χ 2,

…0,χ″)を θの不偏推定値 という。

一致推定量  任意の正数 εに対して

lim P(IT― θl>ε )=0

のとき,こ の T(Xl,χ 2,・ …,χ″)を θの一致推定量 という.

有効推定量  2つ の不偏推定量 Tl,■ に対 して,そ れぞれの分散が

7(Tl)<7(T2)

のとき,■ は 2に比べてより有効な推定量であるという.

すべての不偏推定量のなかで分散が最小な推定量を有効推定量 という.

7-2 最尤推定量

最尤推定量  実際に推定量を見つけ出す方法 として最尤推定法がある。こ

れは母集団の分布を /(″ ;θ )と するとき,こ の母集団か ら標本値 χl,χ 2,°
‥

,



102

″ηが得られる確率

7推  定

L(θ )=/(″ 1;θ )/(″ 2;θ )… /(χη;θ )=二 /(″ j;θ )

を考え,こ の L(θ )を 最大にするθの値 θ(″ 1,∬ 2,° …,∬η)を θの推定量 とす

るもので,L(θ )を標本の尤度関数,θ (Xl,X2,° …,Xη )を θの最尤推定量 と

いう◆

7-3区 間 推 定

信頼区間  未知母数 θを1つ の推定量で推定するのではなく,2つ の統計

量 ■,■ を作 り,一定の確率で θが区問 (■ ,■ )内 に含まれるというよう

に,区間によって推定する方法を区間推定という.すなわち,θ が

P(Tl<θ <TD=1-α
のように表されるとき,区間 (■ (″ 1,χ 2,…・,″η),2(″ 1メ 2,… °

,″η))を θの

100(1-α )%信頼区間といい,100(1-α )%を この区間の信頼度 (ま たは信頼係

数)と いう。また,端点の ■,■ を信頼限界 という。よく使われるものに
,

90%,95%,99%信頼区間がある。

7-4 平均,分散および比率の信頼区間

平均μの信頼区間

(a)分散 σ2が既知の場合 .

μの 100(1-α )%イ言頼区間 : ∬―zサ
汚

<μ <″ 十zサ汚
(b)分 散 σ

2が
未知の場合。

(i)μ の 100(1-α )%信頼区間 (大標本 ):

∬一z;κ <μ <∬ +z;κ

(ii)μ の 100(1-α )%信頼区間 (小標本 ):

″一啄π一⊃κ<μ <∬ +標π―⊃
ここで,π

2は
標本不偏分数で,22=岩 Σ (″ J一 ″)2

2つの平均の差の信頼区間

(a)分 散 σ12,σ22が既知の場合

″
７



例 題

μl~μ 2の 100(1-α )%信頼区間 :

″ 1~∬ 2~Z;

(五 )μ l― μ2の 100(1-α )%信頼区間 (小標本 ;σ12=σ22):

∬1~∬2~好(21+22~2)
ηl+22~2

<∬1~″2+′ ;(η l+η2~2)

ここで,π 12,%22は σ12,σ22の標本不偏分散 .

[注]大 標本 とは標本の大きさが約 30以上のときをいう。

分散 σ2の
信頼区間

♂ の Щ 卜 の 布 頼区酵   <♂ <

比率 pの信頼区間 (大標本 )

クの 100(1-α )%信頼区間 : クーχ;

2つの比率の差の信頼区間 (大標本 )

夕1~夕 2の 100(1-α )%信頼区間 :

ク1~ク 2~Z` ~夕
2

103

″1~∬2~弓γ/千+≠ <角―μ2<風 ~∬2+身≒/千+≠

(b)分 散 σ12,σ22が未知の場合 .

(i)μ l― μ2の 100(1-α )%信頼区間 (大標本):

(η l-1)π 12+(η2~1)22

タ＜
一
　

鶴
＋

一
　

幼

<夕 1~夕 2+χ子
∫1(1-∫1)+∫2(1~∫2)

π l η 2

例

例題 1 (平均と分散の不偏推定値)

題

卜散について推測をしたい

110個の標本を得た。

1, 28, 24, 23, 21, 24

σ2の不偏推定値を求めよ。

研究者は,あ る母集団の平均 と分

集団から無作為抽出によって,次の

18, 25, 17, 20, 3]

このとき,(a)平均 μ,(b)分散 (

そのため母
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解 まず,Σ χJ=18+25+…・+24=231

Σ∬J2=182+252+… .+242=5505

7推 定

(a)μ の不偏推定量は標本平均 χ であるから,μ の不偏推定値は

∬=場
テ

IΣ χJ=:号×231=23.1

(b)σ2の
不偏推定量は標本不偏分散 び2で

ぁるから,σ
2の

不偏推定値は

π2=万讐I{Σ
 χJ2_場(Σ χ′)2}

=二
10--1{5505-―「:げ×(231)2}豊平18。77

解 χl,X2,X3は無作為標本であるか ら,そ れ らは互いに独立で,元の母

集団 と同じ平均 μ,同 じ分散 σ2を もつ。

E(χ J)=μ ,  7(χJ)=E(χ j一 μ)2=σ
2 (グ =1,2,3)

したがつて

(a)E(Tl)=E(Xl)+E(X2)~E(X3)=μ +μ一μ=μ

7(Tl)=7(Xl)+7(X2)+7(X3)=σ 2+σ2+σ2=3σ 2

(b)E(T2)=÷ {E(Xl)+2E(X2)+E(X3)}=÷ ×4μ =μ

y(■ )=÷ {7(Xl)+227(χ 2)+7(X3)}=÷×6σ
2=÷σ2

(C)E(TD=÷ {E(χ l)+E(X2)十 E(X3)}=μ

7(a=十×3σ
2=÷σ2

(よ り有効な推定量 )

平均 μ,分散 σ2の母集団か らの大 きさ 3の無作為標本 を Xl,X2,X3

とする.そ のとき

(a)■ =Xl十χ2~X3

(b)2=毛<Xl+2X2+X3)

(C)■ =÷ (Xl+χ2+X3)

はいずれもμの不偏推定量で,3つ の中では ■ が最小の分散をもつこと

を示せ。



例  題

これより

7(T3)<7(T2)<7(1■ )

ゆえに,■ は最小の分散をもつ。

例題 3 (分散の不偏推定量 )

平均 μ,分散 σ2の母集団からの大 きさ %の標本を,

するとき
,

び2=_が

=Ё
(χJ一荻⊃2

は,σ
2の

不偏推定量であることを示せ。

解 標本変量 χl,χ 2,° …,χ″は互いに独立で,そ の分布は母集団の分布 と

同じであるから
,

E[χJ]=μ , E(χ J一 μ)2=σ
2 (グ =1,2,… 0,η

)

E(υ2)=E[ラニ丁二(χ J―ア)2]

=―が当「E[Σ (χJ2_2χ Jア+ア2)]

=」辱E(Σ χJ2_2X Σ χJ+Σ ア2)

=―が当「E(Σ χJ2_22X2+η 72) (ァ =

=万≒「E(Σ χJ2_ηァ2)

=景T[二 E(χj2)_グ (ァ
2)]

ここで
,

σ
2=E(χ2)_μ 2      ⇒

子=7(ア )=E(χ 2)_μ2 ⇒
これらを上の式に代入すれば

E(び2)=砺
1巧{バσ2+μ 2)_π

(子
十μ2)]=σ 2

ゆえに,び
2は

σ2の不偏推定量である。

χΣ
１
一η

より)

E(χ 2)=σ 2+μ 2

E(ア2)=子 +μ 2

Й■,χ2,°
°°,χたと



(有効推定量 )

平均 μ,分散 σ2の母集団からとった 2個 の無作為標本をχl,X2と す

るとき,αXl+bX2が μの不偏推定量で,かつ有効推定量 となるような α
,

bの値を求めよ。

106 7推 定

解 χl,X2は 無作為標本だか ら

E(Xl)=E(χ2)=μ ,  7(χl)=7(χ2)=σ
2

αXl+bX2の期待値 は

E(αχl+bχ2)=αE(χ l)+ιE(χ2)=(α tt b)μ

αχl+bχ2が不偏推定量であるためには
,

E(αχl+bχ2)=μ   ∴ α+b=1

7(αχl+bχ2)=α
27(xl)十 b27(χ2) (χ lと χ2は独立だから)

=(α
2+b2)σ 2

7(αXl+bχ2)を 最小にする α,ら の値は

α
2+b2=α 2+(1_α

)2

１

一
２

＋

１

一
２一α〓＋α一α〓

より,α =÷,b=1-α =÷ .

よって,標本平均 ∠
専平

皇 はμの不偏で,かつ有効な推定量である.

―ソU遇 3 購 不狐 れの大疋ノ

ある特定銘柄の洗剤を使つている消費者の比率を推定 したい.次の場

合,少なくとも何個の標本が必要か。

(a)母 集団比率 夕は0.8と 0。 9の範囲にあることがわかっていて,少

なくとも 0。 99の確率で,標本比率 夕 と母集団比率 夕との差を 0。 02

以下にしたい場合 .

(b)母 集団比率 夕について何 もわかつていな くて,少な くとも0.95

の確率で標本比率 夕 と母集団比率 沙との差を 0。 03以下にしたい場

合 .

解 (a)標 本数
"は

大きくて,近似的に
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が成 り立つとすれば
,

題意より,

であるから
,

(α =1-夕 )

(″ ≧0;θ >0)

(そ の他 )

%の無作為標本を Xl,X2,

Z=材～Mm

くげ一洲<獅瘍)="9

P(|∫一夕|<0.02)≧ 0。 99

求める
"は

2.576γ/互

'F≦

〔ooo2
∴η≧(幣)し

α
夕σ=夕 (1-夕 )は ,0.8≦ 沙≦0.9で は 夕=0.8の とき最大 となるか ら

π二≧
(三til'二 )2×

0.8〉〈0.2圭=2654.3

よって,2655個 以上 とればよい .

(b)(a)と 同様 に解 けば
,

π≧
(11:})2夕

α

夕α=夕 (1-夕 )=十一
(÷

一夕
)2は

0≦ 夕≦1では,夕 =÷ の とき最大 となるか ら

π≧
(÷器―)2×÷×÷≒1067。 1

よって,1068個 以上 とればよい .

例題 6 (最尤推定量)

密度関数が

よ.

偏推定量であるこ

」

い

　

　

（

↓
　
　
ら
　
　
三里
（θ

バ

れ
　
　
θ

′ぐａ

ら

城
養
０
０

で
　
る

とを示せ。
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解  (a)尤 度関数 L(θ )は

L(θ )=Ё÷χJθ
―÷=θ

-2η
(xlχ2…χη)θ ~=き為

両辺の対数をとれば

log L(θ )=-2π log θ+Ё logχ J一十二χJ

よって
,

グ1囁堕=一号+÷二為=0

∴σ=打

(b)Ⅸσ)=■σ)=■α)“章の赳 5よ り)

E(X)〒多ズ
∞χ2θ号″

=三L{[一ノθθ
―者

]:+2θ ″f∞
″θ

―者グレ
}   (音

Б分積ダトより)

=夕(0+2θ・ら2)(∵ ズ
∞二
7L″ =1)

=2θ

よって
,

E(θ )=θ

ゆえに,θ の最尤推定量
÷

ア は θの不偏推定量で もある。

定

例題 7 (平均の信頼区間(大標本))

解 (a)2=40は 大標本であるから,μ の 95%信頼区間は

フ
」

ある学校の生徒 40人 を無作為に選び,1週間にテレビを何時間視るか

を聞いた◆40人の平均は 18.2時 間,標準偏差 5.4時間であった.こ の学

校の生徒のテレビ平均視聴時間 μに対する

(a)95%信頼区問 ,

(b)98%信頼区間

を求めよ.

∬-1.96万
織戸

<μ <∬ +1・ 96嵩
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η=40,

16。 2<〔 μく(20。2

例題 8 (平均の信頼区間(′ Jヽ標本))

ベアリングの製造機械がある。こα

(mm)を測定して
,

7.01, 7.03, 6.96, 6.91,(

を得た。直径は正規分布に従うと仮

する

(a)90%信頼区問,

(b)99%信頼区間

を求めよ。

s=7零×5.4=5.5
を代入して

R2-■%×ず号計<μ <弼2+■ %×赫
16.5<μ <19。 9

(b)98%の 場合 も同様 にして

∬-2.337競
F<μ

<`F+2.33芳

R2-2路×ず号手<μ <弼2+2路×ず号手

解  データか ら和 と2乗不目を求めると

Σ χJ=62.82, Σ ∬J2=438.5

ゆえに

″=,Σ  χJ=6.98

π2=η _1{Σ ″J2_,(Σ ∬J)2)=0。 00265

∴ π=/oooo265≒ 0。05

(a)μ の90%の信頼区間は
,

行な∞0ヽテ争<μ <∬十んぼ8)嵩
π=0。 05,′ OЮ 5(8)=1.86を代入すれば

η

一州

の機械が作 る 9個のベア リングの直径

6。 96, 7.06, 7.02, 6.94, 6.93

こ定 して,ベ ア リングの平均直径 μに対
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a%― L%×廿 <μ<a%+晰×廿
6。 95く〔μく(7。 01

(b)同 様にして,ノ。Ю。5(8)=3.355よ り,μ の 99%の信頼区間は

6。98-3。 355Xギ
チ「

<〔 μ<6.98+3。 355×
廿

7推 定

6。 92く(μ <7.04

解 電球 A,Bの真の寿命 をそれぞれ μA,μBと する.

与 えられた情報か ら

πA=80,  FA=1070,  sA2=472

πB=60,  ∬B=1042,  sB2=366

1-α =0.90,α =0.10よ り,

Z;=ZO・ 05=1・ 645

徐 ,πBは f`か大 きいか ら
,

ZA≒ SA, πB≒ SB

よって,大標本による平均の差の信頼区間の公式より

1070--1042--1.645Ψ/子 +‐器<μA~μ B<〔 1072--1042-卜 1.6457た醤争
‐+器

22.30<〔 μA~~μB<33.70

(2つ の平均の差の信頼区間 (大標本 ))

銘柄 Aの電球 80個の寿命 (時間)の データから,平均 1070,分散 472が

得 られた。一方,銘柄 Bの 60個 の電球の寿命のデータか ら,平均 1042,

分散 366を得た。2つ の銘柄の電球の平均寿命時間の差の 90%信頼区間を

求めよ。

(分散の信頼区間 )

平均 0,分散 σ
2の

正規母集団か ら大 きさ 10の標本 を抽出 して,次の結

果を得た。母分散 σ
2の 95%信頼区間を求めよ。

0。 067    2。 066    3.192    0.515    2。 194

-0。 727 -0。 547 -3。 537 -1。 613  1.582
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解 公式より,σ
2の 100(1-α )%信頼区間は

<♂ <

与えられたデータから

よって
,

二∬1=3.192, ュ″′2=37◆ 983

9″ =Σ幼2_1干
姜|■

=37.983-二 L:::丘―E=36。 964

χ
2分

布表より,

χ&025(9)=19。 02,  χ&975(9)=2.70

であるから,σ
2の 95%信頼区間は

冊
<♂、冊

∴ 1。 94<σ 2<13。
69

解 銘柄 Xの常用者の比率を夕とする

題意より,多 =300,χ =72だから
,

∫=∬
 72

η  300 0・
24

ZOЮ 25=1・ 96だから,夕 の 95%信頼区間は

W4-‖6/ <夕 <024+日6
300

(比率の信頼区間)

300人の喫煙者に,ふだんすっているタバ コの銘柄 を質問 した ところ
,

72人が銘柄 Xを答えた.全喫煙者のうち,銘柄 Xの常用者の比率の 95%

信頼区間を求めよ。

0。19<夕 <0。29
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(2つ の比率の差の信頼区間)

ハウス内での園芸実験で,品種 Aの種子 100イ固と,品種 Bの種子 150

個をまき,同一条件下で実験 を行つた。3週 間後,品種 Aは 85個が発芽

し,品種 Bは 114個が発芽 した。両品種の発芽率の差に対する 95%信頼

区間を求めよ.

解 品種 A,Bの母集団発芽率をそれぞれ 夕1,夕 2と する。

与えられた情報から
,

物=ЮO,角 =畿 ∫1=器=085

%2=50,χ2=n4,∫2=器 =076

α=0。 05,  z;=zO・ 025=1・645

~夕
2

<0.85-0.76+1.96

-0。 008<夕 1-夕 2<Oo188

+

7章の問題

フ.1 ある有名予備校主催の模擬試験を受けた某中学校の生徒 200人の得

点は次のようであった。

階級値  4.5 14。 5 24.5

度 数  3  11  18
34.5  44.5  55.5  64.5  74.5  84.5  94.5

24    41    43    30    15    10    5

(a)こ の試験を受けた全受験生の得点の平均 と分散を推定せよ。

(b)平 均に対する 95%信頼限界を求めよ。

(C)P(|∬ ―μl<2)=0.95を 満たす最小の 多の値を求めよ.

フロ2 平均 μ,分散 1の 母集団からの大 きさ %の 無作為標本によって,μ
2

を推定したい.標本平均 Xの 2乗は,μ
2の

不偏推定量にならないことを示し
,

μ
2の

不偏推定量を導け。

よって,夕 1-少 2の 95%信頼区間は
,

)85-■ 76-■964/  十  <夕 1



7章の問題

7.3 確率変数 χ の密度関数は

/(χ )=2∬ /θ
2

で,い まχ について5個の観測値

0.6, 1.5, 0。 8,

が得 られた。この とき
,

(a)θ, (b)θ 2

の不偏推定値 を求めよ.

フ.4 確率密度関数

/(χ ;θ )=(1+θ )∬
θ (0<χ <1;θ >-1)

を分布にもつ母集団からの,大 きさ %の標本にもとずくθの最尤推定量を求

め よ .

フ.5 新車 100台 について,ガ ソリン 1′ 当た り走行キロ数を,コ ースで測

定した。この結果から,1′ 当たり平均走行キロ数の 95%信頼限界を求めよ.

走行キロ数 台数

113

(0<∬ <θ )

1.1,1.3

17.50-17.99

18。 00ハ▼18.49

18.50ハV18.99

19。 00-19.49

19.50-19。 99

20.00-20.49

20.50ハ V20。 99

21.00-21.49

21.50-21.99

22.00ハ V22.49

22.50-22.99

2

5

8

13

19

25

15

7

5

0

1

計

フ.6 平均 μ,分散 σ2の正規母集団からの大きさ 12の無作為標本より,

忍χJ=72, ュ″J2=1620

を得た.

(a)μ とσ2の不偏推定値を求めよ。

(b)μ とσ2の 95%信頼区間を求めよ.
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フロ7 天粋で,あ る物の重さを繰返し測定するときの測定値は,そ の物の真

の重さに等しい平均 と標準偏差 0.5 mgの 正規分布に従う。

Aの 10回の測定値の平均は 8。 6 mgで ,Bの 15回 の測定値の平均は 6。 8 mg

であった。測定値は正規分布に従うと仮定して,Aと Bの真の重さの差に対す

る 95%信頼区間を求めよ.

フロ8 ある機械は,粉末製品をχl gず つとって容器に詰める.過去の経験

から,∬ 1は 平均 μl=30g,標準偏差 σl=0.4gの 正規分布 に従 う.容器の重さ

χ2は ,平均 μ2=5。 Og,標準偏差 σ2=0.3gの正規分布に従 う.容器 こみの製品

1個当りの重さ″に対する 95%信頼区間を求めよ。また,こ の製品 10個 を 1

箱に詰めるとき,空箱 1個 の重さ″3は μ3=35.Og,σ 3=1。 Ogの正規分布 に従

うとして,1箱の重さyに対する 95%信頼区間を求めよ.

フ。9 生徒が 1800人 の中学校で,無作為に選んだ 40人の生徒のうち 14人

がめがねをかけていた.

(a)こ の学校で,めがねをかけている生徒の比率 ,

(b)こ の学校で,めがねをかけている生徒の数

の 95%信頼限界を求めよ.

フ.10 ある政策に対する世論調査で,男子有権者は 1000人 中 750人 が賛

成 と答え,女子有権者は 800人中 520人が賛成 と答えた。母集団における男子

有権者 と女子有権者の賛成率の差に対する 95%信頼区間を求めよ。

フロ11 螢光管の寿命時間は,指数分布

/(″ ;θ )=θθ
~θ″  (∬ ≧0)

に従う。5個のデータ

5.83, 12.99, 16.28, 2.88, 1.83

が与えられたとき,θ の最尤推定値を求めよ。



定

8-1 仮説の検定

帰無仮説と対立仮説  母集団の母数に関するある主張または立言を統計的

仮説または単に仮説 という.母集団からとられた無作為標本の値によって母数

に関する仮説の棄却か採択かを決めることを仮説の検定 という。多 くの場合 ,

仮説は棄却されることを期待 して設定する,た とえば,2つの方法が優劣に関

して差があると予想される場合には,「差がない」という仮説を設け,標本値に

よってこれを棄却しようとする。このように仮説はそれの棄却を期待 して設定

されるという意味で,帰無仮説 とよばれる。帰無仮説 との比較のために設けら

れる仮説で,帰無仮説が棄却されると受け入れられることになる仮説を対立仮

説 という。

第 1種の過誤 と第 2種の過誤  仮説の検定では 2種類の誤 りが考えられ

る。帰無仮説 〃。が真のときこれを棄却する誤 りを第 1種の過誤 といい,〃。が

偽のときこれを採択する誤 りを第 2種の過誤 という。第 1種の過誤を犯す確率

をα,第 2種の過誤を犯す確率をβで表す。αを有意水準,ま たは危険率 とい

う。αの値 としては,0。 05,0。 01な どがよく用いられる。

検定統計量と棄却域  実際の検定は,与 えられた仮説に対 して適当な統計

量 Tを選び,鳳)が真のときの Tの標本分布を用いて行 う.こ の Tを検定統

計量 といい,〃0が棄却されることになる Tの実現値の範囲を棄却域 という.

両側検定 と片側検定  検定統計量 Tの分布の左右の両裾を棄却域に選ぶ

検定を両側検定。右側 または左側の片裾 を棄却域に選ぶ検定を片側検定 とい

い,右裾のときを右片側検定,左裾のときを左片側検定 という.あ る仮説の検

115
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題例 119

定を両側検定で行うか,片側検定で行 うかは,ど んな対立仮説に関心をもつか

によって決まる.た とえば,母集団比率 夕の検定で,帰無仮説,夕 =0。 5に対 し

て,対立仮説が 夕≠0。5な らば両側検定,夕 >0.5な らば右瀬J検定 となる。

検定の一般的な手順

(i)帰 無仮説 島 と対立仮説 〃1を定める。

(ii)有意水準 αの値をきめる。

(iii)検定統計量 Tと 棄却域 7を選ぶ。

(iv)与えられたデータから Tの実現値 ■ を求めよ。

(v)T。∈″ならばJf。 を棄却し,T。ぐ″ならば島 を採択する。

解 鮨 )χ =摯 =V=― L田

ル  ν価

両側検定だから,zα。25=1.96よ り棄却域は lχ l>1.96.

z=-1.33は 棄却域に落ちないので,〃bは採択.

い )Z=摯 = =-2

万   √6

片側検定だから,z。 .。5=1.645よ り棄却域はχ<-1.645

z=-2は棄却域に落ちるから,〃0は棄却.

題例

(平均値の検定 )

正規母集団の平均値の検定 において

(a)F=38,σ =15,多 =100,α =0.05の とき
,

〃0:μ =40, 〃1:μ ≠40 の検定をせ よ。

(b)∬ =240,σ =20,多 =16,α =0。 05の とき
,

〃0:μ =250, 〃1:μ <250 の検定 をせ よ◆

(C)F=51.52,s=2。 13,π =14,α =0.01の とき
,

鼠0:μ =50, 〃1:μ >50 の検定 をせ よ.

(d)∬ =22。 31,F2=21.54,sl=3.8,s2=3.2,π l=50,22=40,

0。05の とき
,

〃。:μ l=μ 2, 〃1:μ l≠ μ2 の検定をせよ。



8検 定

π= = Hび 判

51.52-5生
=2.48ι=∬

~μ°

2。 29π

ル 源

α=0。 01,ν =14-1=13。 片側検定だから,′ OЮ l(13)=2.65。

ゆえに棄却域は ′>2.65.″ =2.48は棄却域に落ちないから〃。は採択 .

(d)大 標本の場合の 2つ の平均値の差の検定であるから

″  =‐ 飩

α=0。 05の 両側検定だから,棄却域は lz l>1.96.

z=1.04は棄却域に落ちないから,〃。は採択 .

解 この機械が詰める袋の中の砂糖の重さをχ とすると,X～ Ⅳ (μ ,52)。

調整されているという帰無仮説を調整はうまくいっていないという対立仮説に

対して行う検定であるから,両側検定である。よって

〃0:μ =100

〃1:μ ≠100 (両側検定 )

η=9,σ =5で,F=102.4で あるから
,

Z=7=坐響 ‐」
ル   √

両側検定で,α =0.05で あるから,z;=zOЮ 25=1・ 96.

よって,棄却域は

lzl>1.96

z=1。 44は棄却域に落らないから,仮説は採択される.

したがって,こ の機械は正 しく調整 されていると判断される。

(平均値の検定

ある機械が袋に詰める砂糖の重さは,μ =100g,σ =5gの正規分布に従

うように調整される。機械が正しく調整されているかどうかを確かめるた

めに,9個の袋の無作為標本 をとって砂糖の重 さを測った ら,平均 ∬は

102.4gで あった。この機械は正しく調整されているか,5%有意水準で検

定せよ。



(平均値の検定
~フ

リ題 ● 十ヽ 刊恒 の硬 疋 t′J｀標 不 ノノ

ある技師がニッケルの融点を 9回測定して,次の値を得た (単位 :°C).

1475    1420    1433    1452    1441

1466    1432    1453    1414

この結果はニッケルの真の融点 とされている 1455° Cに矛盾 しないという

仮説を有意水準 5%で検定せよ.

題例

解 題意 より,こ の問題 は両側検定が適当である。

〃。:μ =1455

〃1:μ ≠1455

2=9,Σ ∬J=12986,Σ  χJ2=18740684よ り

″=12986=1442.9, π2=÷
{18740684-上守並}=416.1

α=0.05,ν =9-1=8.′ 分布表より,′。Ю25(8)=2.306で あるから,棄却域は

|ノ |>2.306

与えられた標本値から検定統計量の値は

この値は棄却域に落ちないから,〃0は採択される。したがって,こ の実験結果

は公表されているニッケルの融点の値に矛盾 していない。

解 体重が試合の結果に影響しないということは,言い換えると「すべての

勝者の平均体重 μlと すべての敗者の平均体重 μ2と の間に差がない」というこ

とである.体重の多い方が有利であると考えられるので,こ こでは右側検定で

検定を行うことにする。

(2つ の平均値の差の検定 (大標本 ))

ある年行われたレスリング選手権大会のある重量クラス 36試合での勝

者の平均体重は 64。 5 kg,標準偏差 は3.2 kgで ,敗者の平均体重は62.8

kg,標準偏差は 2。 5 kgで あった.選手の体重は試合の結果に影響するとい

えるか。「体重は試合の結果に影響しない」という帰無仮説を立て,選手の

体重の分布は正規分布に従うと仮定して,5%有意水準でこの仮説を検定

せよ.
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Ho : Fr: ltz

Ht'. pt) ltz
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πl=η2=36で あるから,こ れは大標本による 2つ の平均値の差の検定である.

∬1=64.5, sl=3.2, F2=62。 8, s2=2.5よ り

=2。 51

α=0.05,片側検定であるから,zoЮ 5=1・645,よ って,棄却域は z>1。 645,z=

2.51>1.645だ から,仮説 〃Ъは棄却される。

したがって,体重はレスリングの試合の結果に影響する。

解 男女の一方が特に成績がよいとは考えられないから,こ の問題は両側検

定で行うのが適当である。よって
,

〃 0:μ l=μ 2

〃 1:μ l≠ μ2

ここで,μ lと μ2は それぞれ男子 と女子の得点の母平均である。

Fl=65,sl=15,F2=70,s2=12,π l=20,π2=18であるから

″ =

2+π 2S22  20× 152+18× 122_η lSl~十 η2S2~_∠ U入 上Э † 上ёハ~ 
πl+π,-2 ~  20+18-2 =197nt* nz-2

′=
″1~∬ 2

ん〈寺+手

π≒14。 0

65-70
≒ -1.10

■0

α=0。 05,ν =20+18-2=36,′ 。.。25(36)≒ 2。03よ り,棄:去日域は

|″ |>2.03

″=-1.10は棄却域に落ちていないから,〃0は 採択される。

したがって,男女生徒の成績の差は有意 とは認められない。

(2つ の平均値の差の検定 (小標本 ))

ある級は 20人の男子生徒 と18人 の女子生徒からなる。男子生徒の数学

のテス トの得点は平均 65点 ,標準偏差 15点で,女子生徒の得点は平均 70

点,標準偏差 12点 であった。男女生徒の平均点の差は有意であるか。5%

有意水準で検定せよ。
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例題 6 (平均値の差の検定 (対応のある場合))
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解 ダイエ ッ トに入る前 と後の体重の差 グは

0。 9  1。 67  1.6  0.9  0.7  0.6  1.1-0.4  1.-0.8

Σ グJ2=12.49よ りπ=10,Σ グJ=7。 9,

標本平均  グ=モ
子

=0・ 79

標本不fm~分散  笏2=葛
♂≡T{12.49-f妥 :}=0・

69

ここでの仮説は,題意より,

〃0:μα=o

〃 1:μ α>o

の右片側検定である。検定統計量の値は
,

0.79--0 =3.01∬ ~μo_卜‐
g~7だ

13亜

一

,棄却域は5(9)=1.833.よ ってν=10-1=9だ から,″ 分布表より″。Ю〔α=0.05,             ,〃
0は 棄却される。″=3。 01は棄去「域に入るから

,

,る 。

′>1.833.

したがって,こ の療法は減量の効果があるといえ

あるダイエット法が体重の減量に効果があるかどうか調べる実験に,10
人の女性が参加 した。この療法に入る前 と,2ヵ 月間試みた後の体重 (kg)

を測定して次の結果を得た。

女性   1
前  51.0
後  51.8

2     3

55。 2  52.6

55。 6  50。 9

45678
61.2  55.4  57.1  58.6  61。 4

59.6  54.5  56.4  58.0  60.3

9    10

57.8  67.6

56.9  66.0

体重は正規分布に従うとして,こ のダイエット法は減量に効果があるかど

うかを5%有意水準で検定せよ.
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ガラスの仕切 りの受入れ検査では,屈折率の仕切 り標準偏差が 0。 008を超

えなければ,仕切 りは合格で,超えれば不合格となる.こ のガラスの仕切

りの合格,不合格をα=0。 01で判定せよ.

解 データから

Σ″J=1.77+1.79+… 。+1.80=17.83

Σ∬′
2=1.772+1。 792+… .+1.802=31.7929

s2=号
IΣ
χノー   }=士 {31.7929-≒詳}=0・

0002

仕切 りでの屈折率の分散 を σ
2と

すれば,題意 より

〃。:σ
2=0。

0082

〃1:σ
2>0。

0082

ノ=子 =」器詳=m25

χ
2分

布表より,χ &。1(9)=21.67で あるから,こ の検定の棄却域はχ
2>21。67.χ

2

の値 31.25は棄却域に落ちるから,島 は棄却される.よ って,仕切 りは不合格

と半J定 される.

解 機械 I,Hが作る錠剤の重さの母分散をσ12,σ22で表せば,検定すべき

仮説は,題意により

〃 0:σl=σ 2

〃 1:σl+σ 2

で,こ れは F分布によって両側検定される。

(等分散の検定 )

機械 Iで作つた錠剤を 10個 ,機械Ⅱで作った錠剤を 12個 とり,そ の

重さ(g)を測つて次の値を得た。

機械 1  0.3740.3800.3650.3990.3880.3830。 3110.3980.3630.373

機械 Ⅱ  O.3130.3200.3040.3320。 3280.3550.3480。 3510.3230.307

0.342 0.374

錠剤の重さは正規分布に従うと仮定して,こ れら2台 の機械で作られる錠

剤の重さの分散は等しいかどうかを有意水準 5%で検定せよ。
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データより

ηl=10,

π2=12,

2_ 1

125

ΣχJ=3.734, Σ∬J2=1.399958

Σyj=3。 997, ΣyJ2=1.336341

π l

{Σ
∬′2_至考Pi}=÷ {1・

399958-■《:ピ]=00000631ηl~1

%2

よって
,

F=  = =H9

両側検定だか ら,α =0。 05に 対する自由度 (9,11)の F分布の棄却限界値 は
,

F。 .。25(9,11)=3.60(補 間による)で ある。よって,α =0.05に対する両側検定の

棄却域は
F>3.60

F=1.39は 棄却域に入らないから,〃0は採択される。したがって,2つの母分

散は等しいとみなされる.

例題 9 (比率の検定 (大標本))

サイコロを 300回 投げたら6α

いる と

Hotp-

π〒300,グ =場 =妥←=0・ 24.α =0。 05で,片側検定だから,zα。5=1.645。
よつて,棄却域は z>1。 645。 検定統計量の値は

,

回

は

当

す

ち

の
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イ

の
始
ａ
け
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の

立思
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ン
， 」
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１
一６
い
　
△
口

偏

×
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ぎ

の

解
／一っｒ
鋼
額
社 １

一
６

１

一６〃1:夕 >

Z=γ
/」堕⊆

矛
塑立

=
0。24--11

コロを 300回 投げたら6の 目が 72回 出た。このサイコロは偏つて

判断してよいか.α =0。 05で検定せよ.

=3.41
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この値 は棄却域 に入 るか ら,〃。は棄却 され る◆

偏 っている。

8検  定

したがって このサイ コロは

(比率の検定 (小標本 ))

スーパーマーケットで,6人 の客に,手作 リハムと工場製ハムを試食 し

て味を比べてもらったら,6人中 5人が手作 リハムの方がおいしいと答え

た.手作 リハムは,工場製ハムよリー般に好 まれるといえるであろうか。

消費者の両方のハムヘの好みは同じであるという帰無仮説を 5%有意水準

で検定せよ。

帰無仮説 鳳)が真のとき
,

』
(6,―夕)よ

り

」

な

な

、ぇ

Ｏｏ‐‐　
縫
ぃ

１
一２

で

と

＋

　

ら

り

用
い
ムヽょ工場製ノ

ズ
　　・０５
祖

如
濯

確

て

の
　
つ

ン
」

よ

解 消費者の母集団において,工場製より手作 りのハムを好むという人の比

率を夕とする。題意より,こ の問題は比率 夕の片側検定 と考えられるから,仮

説は

島:夕 =÷

〃1:夕 >÷

6人中 5人以上が手作 リハムを好む確率は,2項分布

例題 11(2つ の比率の差の検定 (大標本))

548人の男子高校生 と582人の女子高校生に対 し,どのような事柄につ

いて親 と意見を異にするかの調査をした.以下の数値は,提示された項目

親 と 意 見 が

一致しない項目

不一致の標本比率

友 達 の 選 択

大学 へ の進 学

洋月長のスタイル

家事 の手伝 い

夜 間 の 外 出

0.272

0.298

0.256

0.260

0.486

0.243

0.375

0.152

0.193

0.458
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に“イエス"と 答えた男女生徒の標本比率である.こ こにあげた項 目のう

ち,どれが男女間で有意な差を示しているか。5%有意水準で,各項目ごと

に比率の差の検定を行え.

解 各項目について,男子高校生と女子高校生の2つ の母比率を比較する間

題である。

項

友 達 の 選 択

大学 へ の進 学

洋月艮のスタイル

家事 の手伝 い

夜 間 の 外 出

1.115

2.745 *

4.385 *

2.702 *

0.943

題意より,両側検定で行うのが適当である。

χOЮ25=1。 96であるから,棄却域は
,

lzl>1。 96

zの値が棄却域に落ちて有意 となるのは,上の表で *印 をつけた 3つ である。

よつて,男女間で有意な差のある項目は
,

大学への進学,洋服のスタイル,家事の手伝い

である.

例題 12 (第 1種の過誤と第 2種の過誤の確率)

袋の中の球の構成は

(a)赤 球 3個 と黒球 7個

または

(b)赤 球 6個 と黒球 4個

のどちらかである.

(a)を 帰無仮説 島 ,(b)を 対立仮説 〃1に 選ぶ。この袋から 2イ固の球を

非復元抽出でとるとき,少 なくとも1個が黒球であれば 島 を採択 し,そ

れ以外のときは JfOを 棄却する。この検定の第 1種 と第 2種の過誤の確率

を求めよ.

|∫1~∫21

0。 029

0.077

0.104

0.067

0。 028
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解   とり出した 2個の球のうち,黒球の数を Xと する。

第 1種の過誤は,JfOが真のときこれを棄却する誤 りであるから,そ の確率は

Pl「。を棄却 1鳳)が真)=P(X=01赤球 3個,黒球 7個 )

_3C2° 7CO_3 _ 1
10C2   45  15

-方 ,第 2種の過誤は,〃1が真のとき島 を採択する誤 りであるから,そ の確

率は

Pl「。を採択 |〃1が真)=P(χ ≠01赤球 6個,黒球 4個 )

=1-P(χ =01赤球 6個,黒球 4個 )

=1-型
R筆♂f二=÷

8章の問題

8。 1 比率の検定において

(a)π =120,″ =90,α =0。 05の とき
,

〃o:夕 =0。 7,〃1:夕 ≠0.7の検定をせよ.

(b) πl=420,∬ 1=118, π2=530,∬ 2=121,α =0.05の とき

〃o:夕 1=夕 2,〃 1:ク 1>夕 2の検定をせよ.

8.2 ある機械は重さ 15gの鉛のおもりが作れるように設定 されている。

この機械が順調に作動しているかどうかを調べるため,12個 のおもりの標本

をとりその重さを測って,平均 17g,標準偏差 2.lgを 得た.機械 は順調に作

動しているという仮説を 5%有意水準で検定せよ。

8.3 ある機械は,長さ 5。 00 cmの部品を切 りとるように調整されている.

この機械を使つて 7個の部品を切 りとり,そ の長さを測定して次の数値を得た

(単位 :cm).

4.98  5。 01  4.96  4.95  4.94  5.02  4.96

この機械は所定の長さの部品を切 りとっている,つ まり機械は正 しく調整され

ていると判断してよいか.正 しく調整されているという仮説を,有意水準 α=

0.05で検定せよ.

8。4 ある工場で生産された新型タイヤの中から,100個の無作為標本をと

り,寿命試験を行った.そ の結果,タ イヤの寿命は平均 21000 km,標準偏差
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1500 kmであった。これから,こ のタイヤの真の平均寿命は20000 kmを 超える

と主張してよいか,有意水準 α=0.05で検定せよ。

8。 5 A,B2台 の機械により,粉乳を缶に詰める作業を行う.い ま,両方の

機械が詰めた 170g入 り缶をそれぞれ 100個 ずつとり,中味の量を計って次の

結果を得た.

機械  標本の大きさ 標本平均 (g) 標本標準偏差 (g)

A          100

B       100
173.2

174.1

1.1

1.4

A,B2台の機械が詰める粉茅しの量の間に差があるといえるか。差がないとい

う仮説をα=0。 01で検定せよ。

8。 6 2通 りの牛の飼育法を比較する実験で,一卵生の子牛 8対をとり,各

対ごとにそれぞれ別の飼育法を割 り当て一定期間飼育した。その後,こ れら牛

の肉の味の良さを点数化して,次の結果を得た.

子牛の対

飼育法 A
飼育法 B

57    61

53    58

61    68    59

63    62    58

69    71    57

65    66    60

(a)

(b)

対応のある場合 と考えて,2つの飼育法は味の良さについて異なるか

どうか,を ″検定によって,5%有意水準で判定せよ。

この検定に必要な仮定を述べよ。

8.フ  ある母集団から20個のデータを抽出したら,標本分散が 5。 8であっ

た.こ れから,も との母集団の分散は 10。 0であるといえるだろうか.α =0。 05

で検定せよ.

8.8 2つ の正規母集団か らそれぞれ大 きさ9と 12の 標本 をとり,π l=

7。 5,π 2=4。 2を得た。有意水準 5%で次の仮説を検定せよ.

(a)〃 。:σ12=の2, 〃1:σ12≠ σ22

(b)〃 。:σ12=の2, 〃1:σ12>σ22
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8.9 過去の経験によれば,あ る高校からA大学への合格率は 40%と 考え

られている.今年は 105人受験 して 36人が合格 した。今年の受験生は学力が

劣っているといえるか。5%有意水準で検定せよ。

8。 10 ある都市のテレビ視聴率調査で,あ る番組 を男性は 200人中 48人

が見たと答えたのに対 し,女性は 300人中 105人が見たと答えた.こ の番組の

視聴率は男女で差があるといえるだろうか。5%有意水準で検定せよ。

8。 11 1枚の硬貨を 3回投げるとき,お もての出る数をχ とする。この硬

貨がおもてを出す確率を夕とし,Xの値によって夕に関する帰無仮説 力恥:タ

=0◆ 5を対立仮説 〃1:夕 =0.8に対して検定するとき,検定の棄却域 として
,

(a)″ =3

または
,

(b)″ =0

を選ぶ.そ のとき,こ れら2つ の検定に対する第 1種の過誤の確率 αと第 2種

の過誤の確率 βをそれぞれ求めよ.

8。 12 ある箱は

鳳):20個の白球 と80個の黒球を含む

〃1:50個の自球 と50個の黒球を含む

のいずれかである。仮説 島 を対立仮説 〃1に 対 して検定するために,こ の箱

から非復元抽出で 5個の球を無作為にとり出す。このとき,5個 とも黒球が出

たら,島 を採択し,そ れ以外ならば,〃1を 採択する。この検定の第 1種の過

誤 と第 2種の過誤の確率を求めよ。

8。 13 つぼの中に多数の赤球 と黒球が入っている。この中の赤球 と黒球の

割合は同じであるという仮説を検定するため,つ ぼから復元抽出で 25個の球

を無作為にとる。もし,そ の中の黒球の数が,15個 から20個の範囲内にあれ

ば仮説を受け入れ,そ うでないときは仮説を棄却する.仮説が実際正しいとき
,

この仮説を棄却する確率を求めよ。つぼの中の球の構成は,黒球が赤球より多

いことが予想されているとする。このつぼか ら復元抽出で 64個 を無作為に

とってその中の黒球の数を yと するとき,yを検定統計量 とする有意水準

5%の棄却域を作れ。



カイ 2乗検定

9-1 カイ 2乗検定

一般に,帰無仮説の下である検定統計量が χ
2分

布に従 う場合,こ の検定を

カイ2乗検定 という名でよぶことが多い。カイ 2乗検定には,適合度検定や分

割表での独立性の検定などがある。

9… 2 適合度検定

母集団は互いに排反なた個の級 Cl,C2,° …,Cた に分れているとし,こ の母

集団から 1個の標本 をとるとき,そ れが Cl,C2,° ~,Cた に入る確率を夕1,夕 2,

…0,夕 ん(ェ タ′=1)と する。いま,母集団か らη個の標本 をとるとき,そ れら

が Cl,… 0,Cた に入る観測度数を πl,π2,… °
,多た(ュ πJ=π )と すれば,こ れら

級に入る期待度数はπl=π少1,多2=の 2,… °,2た =のたとなる。

この とき
,

帰無仮説 島 :母集団の各級の確率 (ま たは確率分布 )は

夕1=夕 lo,夕 2=夕 20, °…,夕κ=夕た0

である

の検定に,検定統計量 として

観測度数

期待度数

131



χ2=二     =』
が使われる。この統計量は 多が大 きく,各 %Jが 5以上であれば 島 の下で近

似的に自由度 ν=カー1の χ
2分

布に従 う。この検定を適合度検定 という。有意

132 9 カイ 2乗検定

水準が α%の この検定の棄却域は

χ
2>χ

′(た -1)

で与えられる.

期待度数の計算で,母集団の未知母数

を推定することが必要な場合には,推定

される母数が ε個ならば,こ のときのカイ 2乗検定の棄却域は

χ
2>χ

′(ヵ ―ε-1)

となる。

9-3 独立性の検定

π個の標本を 2つ の属性 ∠,3に よって,次のような 2元表に分割する.こ

こで,π′Jは 級 (∠ J,島 )に 入る標本の個数で,こ の表は r× s分割表 とよばれ

る.分類に用いる属性は定性的なものでも定量的なものでもよいe

γ×s分割表

沢 Bl B2 Bs 計

ス

ス

．
‥

４

lltt /l,n "' Tlts

ll'zt llzz ..' Tlzs

π η γ2 π rs

ηl.

η20

πr.

計 %。 1  %。 2 ・・・  2・ s η

1個の標本が級 (∠ J,島 )に 入る確率 を夕JJ,級 ∠Jに 入る確率 を沙J。 ,級 BJ

に入る確率を夕.Jと する。ここで検定すべき仮説は,2つ の属性 ∠,3が独立

であるという仮説,す なわち P(五 J∩ BJ)=P(∠ J)P(3J)で ,こ れは
,

〃o:夕″=夕 J。 夕・J  (グ =1,2,…・,γ ;ノ =1,2,… 0,s)

で表される.〃0が真の下で級 (4J,島 )に入る標本の期待度数 π′Jは ,

多 ″ =け

で与えられる.よ って,〃。を検定する統計量は

O        χ:(ん -1)

πJ.

π

御
　
ｓΣ
月

ｒΣ
Ｈ
　
一一

一一　
　
　
　
π

衡
　
″Σ
Ｈ

〓

２̈′，
　

　

　

π

Ｓ力
月　中羽
一

u-k-lAx
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し″_り)2ｓΣ
月

ｒΣ
Ｈ

２〓χ
ηJ.π .J

π

で,π が十分大 きいな らば,〃0が真の とき,こ れは近似的 に自由度 ν=(γ

-1)(s-1)の χ
2分

布に従 う。よって,こ のカイ 2乗検定の有意水準 α%の棄

去日珂tは

χ
2>χ

多((γ -1)(s-1))

2× 2分害Jtt  γ=s=2の場合を 2× 2分割表 という。このときχ
2は

,次の

式になる。

χ
2= n(ad - bc)'

(α +b)(ε +グ )(α +ε )(b+グ )

2× 2分割表

沢 Bl 32 計

ス1

42

α

　

ε

ｂ

グ

αtt b

ε十グ

計 αtt σ   b+グ η

イエーツの補正  2× 2の 分害J表で期待度数が小さい場合にはχ
2分

布への

近似をよくするために,÷ だけずらして

(lπ
″一πガト÷)2

π  JJ

を使うのがよいとされている。これをイエーツの補正という。

例

例題 1 (一様分布の適合度検定)

観測者が測定器具の目盛 りを読むとき,最後の桁の数字は目測で判読さ

れる。その際,特定の数字を好む傾向のあることが指適されている。いま
,

200個 の数字について,次の結果が得 られた.こ の観測者は特別な数字を

好む傾向があるだろうか.5%有意水準で検定せよ。

χ
2=Σ

Σ
J=lJ=1

題

最後の桁の数字

観 測 度 数

0123
32  16  18  19

456789 計

17  25  11  16  30  16    200
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解 この場合の帰無仮説 としては「観測者は特別な数字を好む傾向をもたな

い」をとるのが適当で,観測者が最後の桁の数字を グと読む確率を夕Jと する

と,こ の仮説は

島:夕。=夕 1=… =夕9=士

で表される。鳳)が真であれば,期待度数は明らかに

Tt,t: ltb to:200" + _ 20

であるから,観測度数 ηJと 期待度数 πJを表にして示すと

よって
,

ノ=平   = 十  +… ・十  =社 6

ν=10-1=9,α =0。 05.χ
2分

布表よりχ

`.。

5(9)=16.92.ゆ えに,棄却域は

χ
2>16.92

データから求めた χ
2の

値 20。 6は棄却域に入るから,〃0は棄却される。

したがって,こ の観測者には特別な数字を好む傾向があるといえる。実際 ,

この観測者は0と 8を好むようである。

例題 2 (適合度検定 )

人間の血液型は 4種類で,そ の構成比率は ,2:夕
2+2夕

σ:γ
2+2αγ:2夕 γ

であるという。ただし夕+α +γ =1.い ま,あ る職業についている 770人

の血液型を調べて
,

180, 360, 132, 98

なる観測度数を得た。これより,仮説「この職業人の血液型の分布は,夕 =

0。4,α =0。 4,γ =0。 2で定まる構成比率をもつ」を検定せよ.

解 仮説が正 しい として 4種類の血液型の期待度数を求めれば

πl=πσ
2=770×

0.42=123.2

π2=π (夕
2+2夕

α)=770× (0.42+2× 0。 4× 0.4)=369。 6

0123456789

32  16  18  19  17  25  11  16  30  16

20  20  20  20  20  20  20  20  20  20



題例

%3=π (γ
2+2σγ)=770× (0.22+2× 0.4× 0.2)=154。 0

π4=π (2夕 γ)=770× (2× 0.4× 0.2)=123。 2

観測度数 と比較すると
,

ノ=  +  +  +

=34.73

α=0。 05,ν =4-1=3.χ 2分
布表よりχ

`.。

5(3)=7.81.よ って棄却域は

χ
2>7.81

χ
2の

値は棄却域に入っているから,仮説は棄却される。したがってこの職業人

の血液型の分布は仮説が与える構成比率 とは異なるものである。

(ポ アソン分布の適合度検定 )

大気中に浮遊するある微小な物質の量を推定するため,空間内にい くつ

かの点を選び,そ の点のまわ りの単位体積内の粒子数を計測する。いま

300点 を選んで観測した結果,つ ぎのデータが得られた。

(a)粒 子の数の平均 と分散を求めよ。

(b)こ のデータにポアソン分布をあてはめ,そ の適合性を調べよ.

粒子の数  0 1 2 3 4 5 6以 上  計

観測度数  38 75 8954 20 19 5    300

解 (a)

分散は

粒子数を″
,

F=Σ ∬Jん

π

度数を /と すると,平均は

0× 38+1× 75+…・+6× 5 =警 ≒2。07

s2=Σ ノん_∬2=02× 38+12× 75+… +62× 5,=(警
)2≒

2。04

平均 と分散がほぼ等しいので,粒子の数の分布 としてポアソン分布が予想さ

れる.
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(b)粒子の数はス=2.07の ポアソン分布に従う

待度数を次のように求める。

値 ″

確率 〆 J子
斜
■

期待度数=300× 確率

観測度数

9 カイ2乗検定

という帰無仮説の下で,期

計

1.0

300

300

これか ら

ノ=  十  +… ・十  =)"

α=0.05,ν =7-1=6よ りχ
`.。

5(6)=12.59.χ
2=9.39は この値を超えないから

仮説は採択である。よってこのデータはポアソン分布に適合している。

0.13  0.26  0.27  0。 19  0.10  0.04  0.01

39    78    81    57    30    12    3

38    75    89    54    20    19    5

(2× 2分割表 )

ある会社の社員 60名 に,タ バコをすうかすわないかと,パチンコをす

るかしないかを調査した。その結果は次のようであつた。タバコをすうこ

ととパチンコをすることは独立かどうかを5%有意水準で検定せよ.

タバコをすう

すわない

パチンコをする  しない

9             3

18            30

解 この問題の帰無仮説は,島 :タ バ コとパチンコとは独立,である.島

の下での期待度数は

パチンコ

27× 12/60=5.4  33× 12/60=6.6

27× 48/60=21.6  33× 48/60=26.4

イエーツの補正を施 してカイ 2乗検定を行う.
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観測度数 πJ 期待度数 π′ l ηJ― 物 |― o.5
(lη J-2fl― o.5)2

π ′

9

3

18

30

5。 4

6.6

21.6

26.4

3.6

-3.6

-3.6

3.6

3.1

3.1

3.1

3.1

1,780

1,456

0.445

0.364

計 4.045

α=0。 05,ν =1よ りχ&05(1)=3.84であるから,棄却域はχ
2>3.84。

よって帰
無仮説は棄却される。したがってタバコとパチンコは独立ではない

.

例題 5(2× 4分割表)

アメリカでの調査によると,息子が父親の職業 と同じ職業を選ぶかどう

かを調べて,次の結果を得た。

息子の職業 計

父親 と同 じ職業

父親と異なる職業

108

522

「息子の職業選択 と親の職業 とは独立である」という仮説を 5%有意水準

で検定せよ.

解 これは 2× 4分割表での独立性の検定の問題である。

各枡の期待度数を求めると
,

計

‰ = =鴫

物 3= =Щ

πa= =晰 z

物 = =nL

よつて期待度数の表は

物2=  =%ム

物 4=  =Щ

物が   =24&

解が   =認 Ю

父親の職業

医者 銀行員 教員 弁護士

34     27     28     19

166    123    152     81

200    150
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34.3     25。 7   30。 9  17.1

165。 7    124.3  149。 1  82.9

これか ら

ノ=耳   =  十  ‐…+

=0。 64

自由度 ν=(2-1)(4-1)=3,χ
`Ю

5(3)=7.81で あるから,仮説は棄却されない。

したがって息子の職業選択に親の職業は関係 しない。

9章の問題

9。 1 乱数サイを 200回 実際に振つて,次の結果を得た.こ の乱数サイは正

しいと認められるか。

目の数  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  計

度数   26 27 20 13 19 19 15 19 27 15  200

9.2 次の表は 100個 の乱数の標本であるといわれている。0か ら 9ま での

各数字の度数はその期待度数 と有意に異なるか。5%有意水準で検定せ よ。

35230  66852  50395  59228  28896  48780  00845  39797  86339  57380

92264  95450  41210  66273  91350  52137  02829  62316  46155  16031

9。 3 次の表 は 10騎馬兵団の 20年間の記録で,馬 にけられて死 んだ兵士

の数である。これは Bortkewitchに よって集 め られ,Fisherが引用 した有名

な例である。これに適当なポアソン分布 をあてはめ,そ の適合性 を論ぜ よ。

死者の数  0  1  2  3 4  計

兵団数   109  65  22  3  1  200

9.4 流行性感冒の予防注射の効果を調べるため,流行性感冒にかかつた

人 とかからなかつた人について,そ れぞれ予防注射をしたか,し なかつたかを

きき,次の結果を得た.こ の予防注射は流行性感冒の予防に効果があるといえ

るか◆1%有意水準で検定せよ。



9章の問題

9.5 次の表はある教師による成績評価をA,B,Cの 3学部別に示したも

のである.こ れより,学部間に成績の優劣が認められるか どうかを有意水準

1%で検定せよ.

流行性感冒

かかつた  かからなかった

32

128

160            100

8    12     6

25    32    10

10     9    14

7     5    12
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相関 と回帰

10… 1 相 関 係 数

2つ の変量 χ,yに 関する π対のデータ (″ 1,yl),(″ 2,y2),…・,(″ちyη )が

与えられたとき,こ れら 2個 の点を平面上にプロットした図を散布図という.

散布図をみれば,Xと yの間に直線的関係があるか,あ るとすれば,そ れは

どの程度かなどがわかる。

相関係数  χ と yの間の直線的関係の程度を表す統計的尺度を相関係数

といい
,

(∬ J― f)(yJ一 」)

γ =
S″Sy

で定義する.こ こで,F,Jは χ,yの 平均,sr,syは χ,yの 標準偏差 を表

す。分子の

'Σ

(χ J― ∬)(yJ一 」)を χ と yの共分散 という◆

rの計算  γの計算は,上の定義式 より次の式が便利である。

γ =
πΣ ″JyJ一 (Σ ″j)(Σ yJ)

{π Σ χJ2_(Σ χJ)2}{π ΣyJ2_(Σ yJ)2}

rの性質  (i)-1≦ γ≦1が成 り立つ。γの絶対値が 1に 近い ときは
,

X,yの 間に強い直線関係があることを意味 し,γ の絶対値が 0に 近い とき

は,X,yの 間に直線的関係がほとんどないことを意味する。γ>0な らば,正

の相関があるといい,γ <0な らば負の相関があるという。レ|=1の とき完全

相関,γ =0の とき無相関という。

い )二
号・ =笏

守
=亀 仇Q洲 ま任意調 によっ■ に つ を

(び ,7)に変換しても,相関係数の値は変らない。すなわち
,

Tra: Tuu

L40

Σ
１

一
π
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最小 2乗法  散布図からχ,y間 に直線的関係のあることがわかったと

き,こ れらのデータに直線をあてはめる問題が考えられる.こ れは直線をy=
α+揚 とするとき,

二(yJ一 α一猪J)2

を最小にするような α,bを求めるという考えで,直線を定める方法が使われ

る.こ のような方法を最小 2乗法 といい,こ の方法で求めた直線を最小 2乗直

線,ま たは yの Xへの回帰直線 という.

順位相関係数  π個の標本が 2つ の変量 χ,yに ついてそれぞれ順位が

つけられているとき,こ れら2組の順位 (χ l,∬ 2,…・,χη)と (yl,y2,…・,y″ )の

間の相関係数は

角=卜   は ― 一月

となる.こ れをスピアマンの順位相関係数という。

10-2 相関係数の検定

母集団相関係数をρ,標本の大きさを η,標本相関係数を γとする。

ρ=0の検定  〃。:ρ =o

〃1:ρ ≠0 (両 側検定 )

の検定は,検定統計量

が,島 の下で自由度 π-2

は

で与えられる。

ρ=ρ。の検定 (大標本 )

の検定は
,

の ″分布に従 うことか ら,有意水準 α%の 棄却域

|′ |>″;(π -2)

〃 0:ρ =ρ。

〃1:ρ ≠ρ。 (両側検定 )

Z=÷ 10g告
, μ=÷ 10gギ千

とおくとき,検定統計量 zが 〃0の下で近似的にⅣ
(μ

,万≒分
に従らことか

ら,有意水準 α%の棄却域は
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1Z〒μl≧ Z=

/π -3

で与えられる。

回帰直線  y=α +揚  または y一 J=わ (χ ―∬)

10 相関と回帰

券Σ χJ,J=場Σyた aα はまた

J)

ここで,∬,Jは χ,yの平均で,∬ =

b=            =

α=」―b∬

である.こ の直線を yの Xへの回帰直線 といい,α ,bを回帰係数 という。

10-3線 形 回 帰

2変数 χ,y間 の構造に関して線形回帰モデル とよばれる確率モデルを仮

定し,モ デルの式に含まれている母数の推定や検定の問題を考える.

線形回帰モデル  χlメ 2,・ …,″ηをXの選ばれた値,yl,y2,° …,yη をこ

れらXの値に対する観浪I値 とするとき
,

yJ=α +βL ttε ′  (グ =1,2,… 0,2)

と書ける.こ こで,ε l,ε 2,… °
,ε″は互いに独立で同一の正規分布 N(0,σ2)に

従う誤差変量である。このモデルを線形回帰モデルという。このとき,Xを独

立変数,yを従属変数 という。

線形回帰モデルの下において,種々の推測問題が考えられる.

誤差分散 σ2の
推定値  σ2の不偏推定値は

ジ=舟Σし―の2じ =」+臨―J~ll

=舟回い産 bΣ 幌―X~llけの}

=舟回ノーαΣ後一bΣ 娩鉾}

βの信頼限界  母集団回帰係数 βの 100(1-α )%信頼限界は

み士ι
=(%-2) /Σ (χ J―∬)2

Sο

β=0の検定  島 :β =0

〃1:β≠0 (両側検定)



例  題

の検定は,検定統計量

″=

/Σ (χ j一∬)2

が〃。の下で自由度 π-2の ″分布に従うことから,棄却域

|″ |>′

=(π

-2)

で与えられる。

特定の ″の値に対する yの母平均の信頼限界

平均の 100(1-α )%信頼限界は
,

χ =∬。に対する yの母

α十揚。±″
=(π

~2)Sθ
場十

で与えられる.

Xの yへの回帰直線  この場合 は,yを 独立変数,χ を従属変数 と考 え

る.

こ こで ″,y

″=α
′
十b′y または ∬一∬=b′ (y一 J)

はχ,yの 平均 ,

b′ =旦 =    ,〆 =ル メJ

この直線をXの yへの回帰直線 といい,α
′
,b′ を回帰係数 という.

例題 1(相 関係数)

次に示す 10人の学生の身長 (χ )と 体重 (y)の データから,相関係数

を求めよ.

―
―

―

―

―

―

―

―

∃

題例

身長 (∬ cm)  166 172 182
体重 (y kg)    60.5 62.9 65.0

183   174   152   170

64.8  59。 2  56。 9  61.0

173   160   165

61.9  59。 3  58.3

解 計算を簡略化するため,π =″ -170,υ =y-60と お く
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z=″ -170 υ=y-60 %2 π υ

166  60.5

172  62.9

182  65。 0

183  64.8

174  59.2

152  56.9

170  61。 0

173  61.9

160  59.3

165  58.3

-4
2

12

13

4

-18

0

3

-10
-5

0.5

2.9

5.0

4.8

-0.8

-3.1

1.0

1.9

-0.7

-1.7

16   0.25  -2.0

4   8.41    5.8

144  25.00   60:0

169  23.04   62.4

16  0.64 -3.2
324   9。 61   55.8

0   1.00    0

9    3。 61     5。 7

100   0.49    7.0

25   2.89    8.5

-3 807  74。 94 200

η=10,Σ π′=-3,Σ υJ=9。 8,Σ πJ2=807,Σ υ′
2=74.94,Σ  πJυ J=200

をγの計算式に代入すれば

ηΣπ′υJ一 (Σ π′)(Σ υ′)rrg: Tuu:
/{π Σ πJ2_(Σ π′)2}{π Σ υJ

10× 200-(-3)× 9。 8

2_(Σ
 υJ)2}

(10× 807-(-3)2)(10× 74.94-(9。 8)2)
=0。 88

散布図を示すと

一―例題 2 (特別な散布図と相関係数)

次のデータに対して,相関係数 γを求めよ.そ れぞれについて,散布図

をかき,得 られた γの値について論評せよ.

計

ｙ

６５

６４

６３

６２

６‐

６０

５９

５８

５７

χ

ｙ

5

10

155  160  165  170  175   180

(a)



例 題

(b)

(C)

145

χ

ｙ

χ

ｙ

Σ
　
年

1  1 -1

1 -1  1

-3 -2 -1  0
8  3  0 -1

″J=15,Σ yJ=30,Σ  χJ2=55,Σ y′
2=220,Σ

 χjyJ=110.

π Σ χJyJ― (Σ ″J)(Σ yJ)

/{η Σ χJ2_(Σ χJ)2}{η Σ yJ2_(Σ y′
2)}

=                 =1

解

(a)%=5,

(b) %:4,2r0:

(c) ft:T,2rr:

0,Σ yJ=0,Σ ″J2=4,Σ yJ2=4,Σ ″JyJ=0。

4× 0-0× 0
γ=              =0

0,Σ yJ=-1,Σ ″J2=28,Σ yJ2=147,Σ ∬JyJ平 0.

7× 0-0× (-1)
γ = =0

/(7× 28-02)(7× 147-(-1)2)

(a)                (b)                (c)

(a)は 各観測点が直線 y=2χ の上にのっているので,γ =+1に なるのは当

然。

(b)は ,4つの点が原点に関して対称な位置にあって,直線的関係は全 くない

ので,γ =0と なっている.

(c)は ,7個の点が放物線 y=χ 2_1の上にのっており,直線関係以外の放物

線的関係なので,直線的傾向しか測 り得ない相関係数は0と なる.
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の関係があるという。

例題 3(最 小 2乗法)

ある計算アルゴリズムは
, 変数の個数 χ と計算時間 yと の間に

y=α +b loglo χ

実際のデータは

イ固郊で″   10

時間 y  7.2
100  500  1000

9。 1  10.3  11。 0

５０

８

．

５

このとき,α とみの値を最小 2乗法で求めよ。また散布図の上に求めた直

線をかき入れよ.

解  いま X=logl。 ∬,y=yと おき
,

y=α +bχ

の形にして,最小 2乗法で,α ,ら の値 を求める.

χ y 」К「2
χ

1  7.2
1.7  8.5

2  9。 1

2.7  10.3

3    11.0

7.2  1
14.45   2.89

18.2    4

27.81   7.29

33.0    9

一ル
　
　
ト

計 10.4 46.1 100.66 24.18

半 =2田,7=十=)2

π Σ χJ4-(Σ χJ)(Σ yD_5× 100.66-10.4× 46.1
=1。87

π Σ χj2_(Σ χJ)2 ~ 5× 24.18-(10。 4)2

α=y一 bχ

=9。 22-1.87× 2.08

=5。 33

よって,yの Xへ の回帰直線は

y=5.33+1.87χ

11.0

10.0

9.0

8.0

(3,11.0)

(2,9。 1)

6.t,t.ul i

7.Oi
it,z.zy x a*t4t

(2.7,11.3)

X=log10χ
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例題 4 (相関係数,回帰直線の計算)

147

10人の生徒について,身長 とひじの長さを測定 して次のデータを得た

(単位 :cm)。

身長 (■ )

ひじの長さ (y)

152  145  164  153  132  148

22   21   25   23   20   21

149  138  142  150

22   21   22   24

身長 とひじの長さの相関係数を求めよ.ま た,y
めよ。身長が 150 cmの 生徒のひじの長さはどの く

の χ への回帰直線を求

らいか。

解 ∬-150=2,y-20=υ とおき
,

(χ とyの相関係数)=(π とυの相関係数 )

(ク のχへの回帰係数 )=(υ の πへの回帰係数 )

を利用して,計算する.

π
2

152    22

145    21

164    25

153    23

132    20

148    21

149    22

138    21

142    22

150    24

2

-5
14

3

-18

-2
-1

-12

-8

0

2      4     4       4

1     25     1     -5

5    196    25      70

3      9     9       9

0    324     0       0

1   4  1   -2
2   1  4   -2
1    144     1    -12

2     64     4    -16

4      0    16       0

-27

相関係数は

γ″二=γ zυ ==二

77可房可≡戸可了チ≒三言卜

`争

寺与手テ|1言)(う|:言F::争
:Fて扇≡可フア戸¬F

10× 46-(-27)× 21

計

２

。

・

３

一
一
　

４７

　

ｏ

ｌ

狗
呻
２０〓２２

一
　

＋

　

＋

一一
　

一π
　
一υ

一π

　

一一　
　
〓

ｎ
Ｕ，
　
一χ
　

一ｙ

一一
　

∴

π

=0。 85



148

回帰係数は

b=

10 相関と回帰

=0。 147
η Σ πJυ J一 (Σ zJ)(Σ υJ)_10× 46-(-27)× 21

η Σ πJ2_(Σ πJ)2

への回帰直線は

10× 771-(-27)2

よつて,yの X

22。 1=0。 147(∬ -147.3)y一

∴ y=0。 45+0。 147″

χ=150に 対 す る yの値 は

y=0.45+0。 147× 150=22。 5

例題

(a)

5 (順位相関係数 )

出品された 8個の作品を 2人の審査員が独立に評価 して,次の順

位を与えた.ス ピアマンの1贋位相関係数を求めよ。

作品の番号

審査員 A
審査員 B

(b)6人 の学生の数学 と英語の成績が 5段階評価で次のように与えら

れた。数学の成績 と英語の成績のスピアマン順位相関係数を求め

よ.

解 (a)
グ=4-B グ

2

2

-4
2

-5
4

1

2

-2

4

16

4

25

16

1

4

4

学生の番号

数学 (χ )

英語 (y)

計 74



例  題

順位相関係数の公式から

角十  =卜  =仇 2

(b)数 学では,学生番号の 2番 と3番が同順位なので,平均順位 2。 5を 与

え,英語では,2番 と6番および 4番 と5番が同順位なので,前者には平均順

位 2。 5を与え,後者には平均順位 5。 5を与える.

グ=χ 一y グ
2

149

1    4

2.5   2.5

215 1
6   5。 5

5  5。 5

4  2.5

-3

0

1。 5

0.5

-0.5

1。 5

9

0

2.25

0.25

0.25

2。 25

計 14.0

角 =卜  =仇 6

(相 関係数の検定 )

A地区のどぶネズミの体重 と尾の長さの相関係数は,こ れまでの観測か

ら,ρ =0。 75であることが知られている。いまB地区の 12匹のどぶネズミ

の体重 と尾の長さの標本相関係数を求めたら,γ =0.62と なった。この地

区のどぶネズミの体重 と尾の長さの相関係数は A地区のそれと同じであ

るといえるか◆

解 帰無仮説を乃恥:ρ =0。 75,対立仮説を〃1:ρ ≠0。 75と し,有意水準 α=
0。05の両側検定を行う。検定統計量

吸
　
し

【 嵩 レは林相関脚

÷:卜 岩 )で
あるかヽ α=‖5は却域は

IZ一÷b多÷甚輩‖
1

カ ー3

は,〃0の下で z

>1.96



150

%=12,ρ =0。 75を代入すれば,こ の棄却域は

10 相関と回帰

γ=0.62に対するz=÷ bgο ÷
=疑

:=0。
725は棄却域に入らないから,島 は

棄却されない.し たがって B地区の相関係数は,A地区と比べて差があるとは

いえない。

解 データから

(予測値の信頼限界 )

スプリングの変位を測定して次のデータを得た。

荷重 (″)  0   10   20   30   40
延び (y) 18.2  22.3  27.0  31.3  34.2

(a)yの Xへ の回帰直線 を求 めよ。この直線 を散布図上 にかき入れ

よ.

(b)″ =35の とき,yの値 に対する 95%信頼区間を求めよ。

″―∬  y― 」 (″ 一∬)2(y一 J)2(″ _∬ )(y― J)

0

10

20

30

40

18.2

22.3

27.0

31.3

34。 2

-20    -8.4

-10  -4.3
0   0。 4

10      4.7

20      7.6

400

100

0

100

400

70.56

18.49

0.16

22.09

57.76

168

43

0

47

152

計 100 133 1000     169.06

(a)

Σ (χ j― ∬)(y,一 」)

Σ (χ J― ∬)2

よつて yの χ への回帰直線は

y=」 +b(χ ―″)=26.6+0.41(χ -20)

すなわち
,

η=5,F=20,」 =26.6,Σ (″ J一 ″)2=1000,Σ (yJ― J)2=169。 06,

Σ (χ J― ″)(yJ一 J)=410

であるから回帰係数は

b= =器 =0.41

y=18。 4+0。41″
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yの Xへの回帰直線y

34

32

30

28

26

24

22

20

(40,34.2)

y=18.4+0。 41χ

(10,22.3)

(0,18.2)
B5

10       20

(b)σ2の
推定値 sι

2は

ジ =舟 似 化た一 産 bΣ 幌 ― r― ll鉾 一 の }

=÷ {169。 06-0.41× 410}=0.32

ゆえに,sθ =0.566.

″=35に 対 す る yの 予 測 値 の 95%信 頼 限界 は,多 =5,χ O=35,′。Ю25(3)=

3.182よ り

α十揚。±′
=(π

~2)sa/場+

=18.4+0.41× 35± 3.182× 0。566/÷十

=32。 75± 1.17

=31.58, 33.92

よつて求める信頼区間は (31。 58,33。 92).

例題 8(最 小 2乗法)

ある微生物の成長モデルは時間 ∬ と大 きさ クの関係が

y=∠θ
B″

であるという。いま″ とyに ついて 5個の観測値

1       2       3        4        5

5.5    14。 9    39.9    110.2    300.1

χ

　

ｙ

を得たとき,■ ,3の値を最小 2乗法で求めよ。



152                                             10

解 モ デルの式 で両辺 の対 数 を とれ ば,log y=10g∠ +&と
log y,X=∬ ,α =log 4,b=3と すれば,1次式

y=α +bχ

を得 る.最小 2乗法によって αとみを推定する.データか ら

相関と回帰

な る。y=

X:f
Y -los u

12345
1.70    2.70    3.69    4.70    5。 70

であるから
,

η=5, Σ χJ=15,

したがって

Σ K=18.49, Σ χJL=65。 47, Σ χJ2=55

b=    =■ o

α=y― bχ =3.7-1.0× 3=0.7

よつて求める 1次式は,y=0.7+χ。

∠=θ
O。7=2。0, 3=b=1。 0

ゆえに,こ の成長モデルの式は

u:2e',

(2つ の回帰直線 )

8人の男子学生の身長 (χ )と 右足 (y)の大 きさを測って,次 の値を得

た。

身長 (″ cm)  174 156 165 178 164 162 166 171
右足の大きさ (ycm) 24.5 22.5 25.0 26.5 23.0 24。 0 25.0 26.0

このデータより,yの χ への回帰直線 とχ の yへの回帰直線 を求め

よ。

適切な回帰直線によって次を求めよ。

(a)身 長が 168 cmの 男子学生の右足の大きさ。

(b)右 足の大きさが 25.5cmの男子学生の身長 .

解 計算の簡略化のため
,

求めるにはΣ πJ,Σ υらΣ

∬-165=2,y-25=υ とおく。両方の回帰直線を

πJ2,Σ υJ2,Σ πJυ Jの値が必要である.
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α υπ
2

174    24.5

156    22.5

165    25。 0

178    26.5

164    23.0

162    24.0

166    25。 0

171    26.0

一
　

　

１

　

一
　

一

-0.5     81

-2.5     81

0        0

1.5    169

-2.0   1
-1。 0   9
0        1

1。 0     36

0.25  -4.5
6.25     22.5

0         0

2.25     19.5

4。0    2
1.0    3
0         0

1.0     6

-3.5    378 14.75     48.5

よつて,π =8,Σ πJ=16,Σ υJ=-3。 5,Σ zJ2=378,Σ  υj2=14.75,

Σ πJυ J=48.5

(■ ,y)か ら(π ,υ )へ変換しても回帰係数は変らないから,yの Xへの回帰係

数をめ,Xの yへの回帰係数を b′ とすれば

b=     =    =o“

b′ = η Σ πjυ J― (Σ πJ)(Σ υJ)_
π Σ υJ2_(Σ υJ)2  ~

計

旦
::::J[ラ:13キ皇l:l:'1と ==4.20

〓

・６

一８
＋〓一π＋〓一χ

」=25+グ =25+千 =24.5625

よつて,yの χ への回帰直線 は

y-24.56=0.16(″ -167)

y=0。 16″ -2。 16

同様 にして,Xの yへの回帰直線 は

″=4.20y+63。 8

(a)(1)よ り,∬ =168に 対する yの値は

y=0。 16× 168-2.16=24。 72

(b)(2)よ り,y=25.5に 対する∬の値は

(1)

(2)

∬=4。 2× 25.5+63.8=170。 9
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10章の問題

10。 1 次の表は 10人の生徒の化学と物理の得点を示す.化学と物理の両

得点の間の相関係数 γと順位相関係数 γsを求めよ.

生徒

ABCDE FGH I J

化宅言 (″ )

物理 (y)

83  91  79  77  71  68  43  46  30  39

77  89  95  71  59  55  59  43  35  48

10.2 2つの離散変量χ とyは ,そ れぞれ2通 りの可能な値 {夕 ,α }と

{γ ,s}を とるとする。いま,(χ ,y)についてのπ個のデータが,次のように2

×2分割表で与えられるとき,Xと yの相関係数を求めよ。

″の値
計

タ

yの値
α

　

ε

ｂ

グ

α+b
ε+グ

計 α+σ   b十 グ π=α +b+ε 十グ

10.3 A,B2人 の OLに 5種類のオーディコロンの試作品を与えて,100

点満点で点数をつけてもらった。

⑤④③②①

Ａ

Ｂ

80

100

75    70    60

100    80    50

この 2人の好みは,か なり近いといえるだろうか。

10.4 2変量のデーダ (″ J,yJ),グ =1,2,… 0,π が,順位データであるとき

の相関係数はスピアマンの順位相関係数

6Σ グJ2

γs=1-

になることを示せ.た だし グj=″ j― yJと する。



10章の問題

10.5 美人 コンテス

た。

155

卜で 3人の審査員が 8人の出場者に次の順位 をつけ

A B C
出場者

D E F G H

審査員 1

審査員 2

審査員 3

各審査員の間の順位相関係数を求めよ。

あなたが主任審査員であるとすれば,こ のコンテス トの第 1位,第 2位 ,第
3位 を誰にするか。

10。 6 国語 (χ )と 英語 (y)の試験を 10人の生徒に行った ところ,次 の

データを得た.

生徒

五
四　
壼
山

国

英

39  62  68  61

43  71  67  67

57  74  41  47

70  89  46  69

43  65

58  76

(χ,y)は正規分布に従うとして,帰無仮説 乃恥:ρ =0を対立仮説 〃1:ρ ≠0に

対して 1%有意水準で検定せよ.

10。 7 理科の実験で,針金からバネばかりを作った.こ れを用いておもり

をいろいろ変えたときのバネの長さを測定し,次のデータを得た。

おもり (″ g)

バネの長さ (ycm)

10    12    14    16

20.2  21.3  21.9  23。 0

18    20

24.2  25。 1

(a)

(b)

10.8

の温度で 2

yの χ への回帰直線を求めよ。

15gのおもりをのせたら,バネの長さは何 cmに なるだろうか。

ある化学実験での反応は,温度の 1次式であるという。いま3水準

回ずつ 6回測定を行つたときの反応値を示す。
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これらのデータを用いて

(a) yの Xへの回帰直線を求めよ。

(b) 回帰係数 βの 95%信頼区間を求めよ。

10。 9 次のデータの散布図をかけ。

∬

　

ｙ

1     2     3

0.51  0。 79  0.94

4     5     6

0.95  0。 97  0。 99

さらに,(χ ,y)を

によって変換 し,そ の結果を (X,

への回帰直線を求めよ。また,yを

最小 2乗法で yの X

10。 10 次のデータの散布図をかけ。

点 (∬ ,J)を散布図の上に打点せよ。日測によってこれらの点を通る直線を

引け。yの Xへの回帰直線 とXの yへの回帰直線を求めて,散布図の上に

かき入れよ.適当な回帰直線により,y=5に対するχの値を推定せよ.

″

　

ｙ

140.2  159.7  182.0

141.8  160。 9  179.8



1章

1。 1

階級

(a)

20-29

問 題 解 答

(b)

150-, 180-

(C)

1.6-3.5

1.55-3.55

2.55

2

(d)

(-8)― (-5)

(-8.5)― (-4.5)

-6.5

4

真の級限界  19.5-29.5  149。 5-179。 5

階級値     24.5    164.5
階級幅      lo      30
1.2 (a)3,5,4,1,7の 平均 と標準偏差は

平均 =        =4

標準偏差= =2

(i)こ れは元のデータに定数 10を定 したものである。定数を足すと,平均は

その分だけ増えるが,標準偏差は変わらないから

平均=14, 標準偏差=2
(ii)こ れは元のデータから定数 5を引いたものである。定数を引 くと,平均は

その分だけ減るが,標準偏差は変わらないから

平均=-1, 標準偏差=2
(ili)こ れは元のデータに定数 αを足したものであるから,

平均=α +4, 標準偏差=2
(市)こ れはれのデータに定数

寺
を掛けたものである。定数を掛けると,平均

平均も標準偏差もその定数倍されるから

平均 =0。4, 標準偏差 =0。2

(v)こ れも元のデータに定数 αを掛けて,定数 bを加えたものであるから

平均=4α +b, 標準偏差=2α

(b)平均= 5α +6b+4c+3J+2θ
20

小さい方から10番 目と11番 目はいずれもらであるから,メ ジアンは b.

bが 6個で最も多く出ているから,モ ー ドも b.

157



度数分布
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1。 3

問 題 解 答

度数多角形

1  2  3  4  5  6

呼び出し数 (回 )

26番 目は ともに 3だ か ら,メ

ガ

度

数

4

5

13

11

8

6

3

50

4      0

9      5

22     26

33     33

41     32

47     30

50     18

144計

平均値は
七争

≒2。 9。 累積度数 Fの値 より25番 目と

ジアンは 3.最大度数は 13だから,モ ー ドは 2.

1.4

階級 真の級限界 階級値 (″ ) 検数マーク 度数(/)累積度数(F)

55- 64     54.5- 64.5

65- 74     64.5- 74.5

75- 84     74.5- 84.5

85- 94     84.5- 94.5

95-104     94.5-104.5

105-114    104.5-114。 5

115-124    114.5-124.5

125-134    124。 5-134。 5

135-144    134.5-144.5

丁

正正丁

正正正 T

正正正正正丁

正正正正丁

正正

丁

59.5

69.5

79.5

89。 5

99.5

109.5

119.5

129。 5

139.5

1

3

13

19

29

22

10

2

1

1

4

17

36

65

87

97

99

100

計

よって
,

(a)

″
　
ｒ
ノ

59.5

1

69。 5  79.5  89.5  99.5

3    13    19    29

109.5  119.5

22     10

129.5 139.5  計

2      1      100
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(b)

″-99.5
10

グ

累積度数分布表

〃 真の級限界の上限 累積度数

59。 5    1

69.5    3

79.5   13

89。 5   19

99.5   29

109.5   22

119.5   10

129.5    2

139.5    1

一
　

一
　

一
　

一

-4  16
-9   27

--26   52

-19  19

0    0

22   22

20   40

6   18

4   16

1:1::②

64.5

74.5

89.5

114.5

124.5

134.5

144.5

1

4

17

87

97

99

100

計 -6  210

α=需 =-0006

∬=99.5+10× (-0.06)≒ 98.9

(C)メ ジアンを %と すると,右上の累積度数分布表より

%-94.5    50--36
104.5-94.5 65-36

1。 5 平均イ直=二土量
寺
笙旦旦=7

⇒  π=94.5+10×
::≒

9903

→  計 y=10

メジアン=¥=6 →  奸 7

よって,″ =3,y=7。 したがって分散は

ず=   ―″=M

1.6 平均値は

∬ =
6× 220+247+250+239+264+5× 280

=248(g)

メジアンは小さい方から

標準偏差は

15

8番 目だから,247(g).

2× 2+3× 4+・ … +12× 2 =器 =7。06

22× 2+32× 4+・ …+122× 2
-7.062≒ 2。3

1。 7 ∬=
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1。 8 (a)階 級の幅が等 しくないことに注意 .

問 題 解 答

階級 階級の真の限界 階級の幅  度数  度数密度

0- 2

3- 7

8-12

13-17

18-27

-0.5- 2.5

2.5- 7.5

7.5-12.5

12.5-17.5

17.5-27.5

3

5

5

5

10

40

37

13

5

5

13.3

7.4

2.6

1.0

0.5

度
数

（
人

）

ヒス トグラム

10          20

遅刻時間 (分 )

(b)

ガ ∬2/

1.0

5.0

10。 0

15。 0

22.5

40

37

13

5

5

40        40

185        925

130       1300

75       1125

112.5     2531.25

∬=器巧40
坐争¥坐 -5.42≒ 5。5(分 )

計 542.5     5921.25

5921.25

1.9
階級 真の限界値  階級値

″

度数

/ ″2/
ガ

1- 20    0.5- 20。 5

21- 30    20.5- 30.5

31- 40    30.5- 40.5

41- 50    40.5- 50。 5

51- 60    50.5- 60.5

61- 70    60.5- 70。 5

71- 80    70.5- 80.5

81-100    80.5-100.5

10.5

25.5

35.5

45.5

55.5

65.5

75.5

90.5

4

15

43

55

39

31

10

3

42.0       441。 0

382.5      9753.75

1526.5     54190.75

2502.5    113863.75

2164.5    120129。 75

2030.5    132997.75

755。 0     57002.5

271.5    24570。 75

計 200 9675.0    512950。 00
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よって

∬=器 ≒48.4

(b)累 積度数分布表

F

20。 5      4

30.5     19

40.5     62

50.5    117

60.5    156

70.5    187

80.5    197

100.5    200

累
積
度
数

（人
）

1。 10 10個の観演I値の平均を ∬ とすると

4× 3.13+3。 19+2.86+… 0+3.21

得`点

=3.1″

次に,4個 の観測値を

Σ″J2

-_∬ 12ょ り
η

10

″1,∬ 2,″ 3,∬ 4,平均 と標準偏差を∬1,slと すると,公式 s12=

Σ″J2       4
0.152=量戸

_3.132⇒ Σノ=39。 2776

よって,10個の観測値の標準偏差を sと すれば

39.2776■ 3.192■ 2.862+。 。。■3.212
-3.12≒ 0.14

10

1。 11 (a) ηl=4,  η2=6

∬1=5,  ∬2=7

s12=2,  s22=3

公式 Σ∬J2=η け
2+s2)ょ

り

最初の 4個の数の 2乗和は  Σ∬:2=4(52+2)=108

次の 6個の数の 2乗和は   Σ″J2
1=6(72+3)=312

よつて,合併データの平均 と分散は

∬=       =6。 2

s2=       _6.22=3。 56

512950。00 -4&42≒ 1■ 0

累積度数多角形
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2 章

2.1(a)(i)P(■ )=1-P(ス )=1-===

問 題 解 答

(ii)==P(4∪ 3)=P(4)十 P(3)一 P(4∩ 3)

==+P(3)一÷⇒P(r)=÷ ⇒P(3)=4

P(4∩ B)=P(4)一 P(■∩3)==一 : :(iii)

(b)い )P1413)=テ鍛詳=携==

い)PO14)=テ鍛詳=携寺
P(4∪ 3)=P(4)十 P(3)― P(4∩ 3)==十÷―÷=器(iii)

3   2
(市)P(И 13)=1-P(∠ 13)=1‐ 5 5

2.2(a)P(χ )=÷

(b)P(y)=÷×台十
=×

合=会

(C)P(χ∩y)=÷×畜=士

(d)P(ylχ )=」警昇|)=子誓=:

14    1(e)P(χ ∩y)=P(y)_P(χ ∩y)=15 15 5

2.3 樹形図をか くと

お

も

て

α+b+ε =夕 +α tt γ=40

樹形図より,同 じ色の球が とり出されるのは,*印
で示 した 6つ の場合であるから,求める確率 Pは

P=号〈看・子ギ二十希・手デニ+希・竜計)

+号〈希・手デ二十士・子デ堕十看・七計)

=蒜鮨2+舟み〆十〆+湾

―蒜鮨+b+の一蒜し+α +→

=轟 (α
2+b2+ε2+夕 2+α2+γ 2)_士



2.4 Aの 優勝は次の 3つ の場合で起こる。

A    B A    C B    c

計 21通 り

よつて,P(目 卿 が 8ま たは9=学 =

計 25通 り

23

108・

Q60/10.55

B一 C
O.40

これら3つの場合は互いに排反で,同 じ確率で起こる。

Aが (i)で優勝する確率は,Aが まず Bに勝ち,そ の後 Cに勝てばよいから,

上×0.60× 0.45=0.09

7標1講臨F2徊
1尋
ミ.「:.FI.詰ム.r.

よって,Aが (i)ま たは (ii)ま たは (iii)で優勝する確率は

0.09+0。 09+0.17=0。 35。

2。 5 P(Aが勝つ)=P(Aが 1番 目に自球をとって勝つ)

+P(Aが 4番 目に初めて白球をとって勝つ)

=希 +希×÷×
=×

争=器

P(Bが勝つ)=P(Bが 2番目に初めて白球をとって勝つ)

+P(Bが 5番 目に初めて白球をとって勝つ)

=書×

=+岳

×

=× =×

÷×

==器P(Cが勝つ)=P(Cが 3番目に初めて白球をとって勝つ)

+P(Cが 6番 目に初めて白球をとって勝つ)

=岳×
=× =+l× =× =×

子×÷×
==÷2。6(a)(i)も手=洗,(五)普 =去

,

(0務+轟=会

(b)(i)日 の和が 8に なる場合 .

(1,1,6) ‖買夕Jは 3i重 り

(1,2,5) ‖買タリは 6涎登り

(1,3,4) 川頁タリは 6挺登り

(2,2,4) 1頁 夕Jは 3)重 り

(2,3,3) 1買 タリは 3)巨 り

目の和が 9に なる場合 .

(1,2,6) ‖原タリは 6i巨 り

(1,3,5) ,原 ダJは 6i己 り

(2,2,5) ‖原タリは 3i重 り

(1,4,4) 1頁 夕Jは 3)巨 り

(2,3,4) ,原 夕Jは 6i亜 り

(3,3,3) 川貢ダリは 1涎∃り

163



164                       問 題 解 答

(ii)目の和が完全平方になるのは,4,9,16の ときで,4に なるのは(1,1,2)

の 3通 り,9に なるのは(i)よ り25通 り,16に なるのは,(5,5,6)の 3

通 りと(4,6,6)の 3通 りの計 6通 りだか ら,全部で,3+25+6=34通 り。

よつて,P(目 の不口が完全平加 =湯
告
=÷

七・

2.フ 最初にとり出した球は元にもどすから,最初の結果 と2回 目の結果は独立

である。いま,赤球をR,自球をWと すると
,

(a)P{(R,R)∩ (W,W)}

=Pは,R10P師 ,W)=者・
者

=÷×
÷
=台

(b)こ れは,最初が(R,R)で ,次が(W,W)か ,

最初が(W,W)で ,次が (R,R)か ,

最初が(R,W)で,次 も(R,W)

のいずれかの場合で起 こる。初めの 2つ の場合の確率はどちらも
髪メ 鯰)よ り)で,第

3の場合の確率は

P{(R,W)∩ (R,W)}=P(R,W)・ P(R,W)=(≦
発 キ )=器

となるから,求める確率は

畜+畜+器=器

(C) 4イ固とも茄謝求力当早られる確酵奪は

Pは,DePは ,動=(金)2=士

同様に,4個 とも白球が得られる確率は

P師,DOP師,m=(o2毛
よって,求める確率は

士+士=岳

2。 8 円の半径を γとする。ランダムに選

んだ点が円周より中心に近い方に入るのは,そ

の点が半径

=γ

の円内にあるときだから,求め

る確率は 2つ の円の面積の比で与えられる。

π
(与
γ
)2 1

πγ
2 ~4

(a)ドーナツ部分を S2と すると,最初の 3点が S2に 入 り,4番 目の点が Slに

入る確率を求めればよいから

２７

一２５６〓

１

一
４

×

１

一
４一
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(b)1,2,3,… 0,π 回目のいずれかで初めて Sl内 に入 る確率が 0.90よ りも大 き

くなる ηを求めればよいから

き(÷)η

~10÷≧0。 90

これから

場11-(÷ )η }≧
0。 90

3    =
1-竜

(÷)≦
0・ 10

.°。 η≧
器

≒8.01

9個以上を必要 とする。

0.35× 0.30=0。 105(a)

0.80× 0.30× 0.60+0.20× 0.35× 0。 70=0。 193

0。 80× 0.30× 0.60× 0.20× 0.35× 0.70≒
0。311

0。 80× 0.60+0.20× 0.70

よって

よって
,

2.9

(b)

(C)

2.10 0。 01× 0。 90
0。645

0. 01 x 0. 90+0. 99 x0. 005-rf'

3 章

3.1 (a)

(C)

(b)

E(スつ=0× 0。 4+2× 0。 1+5× 0.2+9× 0.3=3。9

7(χ )=02× 0.4+22× 0.1+52× 0.2+92× 0。 3-3.92=14。 49

E(χ )=0,

7(χ )=(-2)2× 0.1+(-1)2× 0.2+02× 0.4+12× 0。 2+22× 0.1_02

=1。2

E(χ )=(-2)×÷+2×÷+4×

=+5×

÷=3

7(χ )=(-2ア×÷+22×÷+42×

=+52×

÷_32=半

3.2 確率分布のグラフ
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E(χ )=0×券+1×÷+4×

=+6×

÷+9×寺=者

7α )=『×券+r×÷+ゲ×与十♂×÷+り×寺―←揚→
2=器

Ⅸy)=E“χ+2)=5Ⅸχ卜2=5×者+2=響

Ky)=45χ +2)=25 Kχ )=25×器=≒器
3日 3 (a)E(スつ=0× 0.1+1× 0.1+2× 0.3+3× 0.3+4× 0.2=2.4

7(スっ=02× 0。 1+12× 0。 1+22× 0。 3+32× 0.3+42× 0.2-2.42

=7.2--5.76==1。 44

(b)E(χ 2)=7.2

7(χ2)=E(χ 4)_{E(χ 2)}2

=04× 0.1+14× 0.1+24× 0。 3+34× 0.3+44× 0.2-7.22

=28。 56

3。 4夕 十ク
2+2夕 2+夕 =1⇒ 3夕

2+2タ
ー1=0⇒ (ク +1)(3,-1)=0⇒

∬

P(χ =″ )

E(χ )=0×÷+1×÷+2×

=+3×

÷=半

7α )=び×÷+r×÷+ノ×
=+ノ

×÷―伴)2=器
3.5 E(χ )=2,7(χ )=5

(a)E(χ -1)=E(スつ-1=1, 7(χ -1)=7(χ )=5
(b)E3χ )=3E(χ )=6, 7(3χ )=97(χ )=45

(C)E(2X+1)=2E(χ )+1=5, 7(2X+1)=47(χ )=20

(d)E{き χ+31=予 (χ )+1==,7{ホ χ+31=÷ Kχ )==

(e)E(5-3スつ=5-3E(χ )=-1, 7(5-3χ )=97(χ )=45
3.6

Xの確率分布 :

″

P(χ =″ )

y

P(y=y)

１

一
３〓ク

３

１

一
３

２

２

一
９

１

１

一
９

０

１

一
３

ｎ

・

一
‐５

‐０

１

一
‐５

９

２

一
１５

８

２

一
１５

７

３

一
１５

６

２

一
１５

５

２

一
１５

４

１

一
１５

３

１

一
１５

３０

１

一
１５

２４

１

一
‐５

２０

１

一
１５

・８

１

一
‐５

‐５

１

一
‐５

‐２

２

一
１５

・０

１

一
‐５

８

１

一
１５

６

２

一
１５

５

１

一
１５

４

１

一
１５

３

１

一
１５

２

１

一
１５

yの確率分布 :
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aフ Hχ =か    し =QLa制

3。 8 (b).χ と yが独立ならば

7(X+y)=T/(ス つ+7(y)
が成 り立つが,χ とXは明らかに独立でないから

7(χ +χ )≠ 7(χ )+7(χ )

よつて,(b)は成 り立たない。

3.9 まず,こ の実験の標本空間 Sは

I
(a)こ れより,Zの確率分布は

Z

P(Z=z)

ω

P(″ =ω )

平均 と分散は

E(Z)=0× 金+1×士+2×金+3×士+4× ++5×畜=器

7(z)=02× 士+12×士+22×命+32×命+42×士+52×畜_(器
)2=器

(b)ま た,″ の確率分布は

５

２

一
３６

４

４

一
３６

３

６

一
３６

２

８

一
３６

１

１〇

一
３６

０

６

一
３６

６

１

一
３６

５

３

一
３６

４

５

一
３６

３

７

一
３６

２

９

一
３６

．

■

一
３６

２５５５

一３６〓

９‐

一
３６一

９．

一３６

１

一３６

″
　
　
″

　

０

Ⅸ

　

Ｋ

　

３
．
．
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よって
,

(a)
yの周辺分布Xの周辺分布

２

１

一
２

１

１

一
３

０

１

一
６

３

２

一
５

２

３

一
１０

１

１

一
５

０

１

一
１０

y

P(y=y)

∬

P(χ =″ )

(b)2元 表から,

と yは独立である。

旬
旬
〕
　
　
　

・４〓‐
５一９

Ｆ
　
弓
手

一一　
　
　
一一　
　
つ
　
　
　
　
‐

ｙ
　
　
ｙ

　

に
　
　
１

似
　〓・＞Ｐ＜
は
り
一

暉
庫
動
は
一

・０

＞

残

よって
,

E(2X― y)=2E(χ )一 E(y)  (χ と yの独立性 より)

=2× 2-1争==

7(2χ一y)=47(χ )十 y(y)=4× 1+==十

y

″

P(χ =″ )

0

1

2

3

１

一
２０

１

一
１０

３

一
２０

１

一
５

１

一
３０

１

一
１５

１

一
・０

２

一
１５

１

一
６０

１

一
３０

１

一
２０

１

一
１５

１

一
‐０

１

一
５

３

一
１０

２

一
５

P(y=y)
１

一
２

１

一
３

１

一
６
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3。 11(a)周 辺和をとることによって,Xと yの周辺分布は

″

P(χ =∬ )

y

P(y=y)

２

１

一
８

１

３

一
８

０

２

一
８

一
．

２

一
８

２

５

一
８

１

３

一
８

E(y)=-1×

=+0× =+1× =+2×

÷==
7(y)=(-1ソ×

=+o2×=+12× =+22×

÷_←計)2=器
P(χ=1,y=_1)=÷ ,P(χ =1)P(y=_1)==×÷であるから
y=-1)≠ P(χ =1)P(y=-1)。 よって,X,yは独立ではない。

E(χ +y)={1+(-1)}×÷+(1+0)×

=+…

・+(2+2)×÷=2

(e)E(χ y)=1× (-1)×÷+1× 0×÷+… 0+2× 2×÷==
3.12 赤球 1個 と白球 3個がとり出される確率は

2Cl× 5C3  2
8C4  ~7

袋から4個 とり出すとき,″ 個の赤球 とク個の青球がとり出される確率,す なわち
χ と yの結合確率分布は

,

Hχ =ム y=J=    
し =QLλ y=QD

すなわち
,

P(χ =1,y=0)≠ P(χ =1)P(y=0)。 よって,χ と yは独立ではない

Z=χ +yの確率分布は

Z

P(Z=z)

(b)

(C)

P(χ =1,

(d)

３

５

一
７０

２

３〇

一
７０

．

３〇

一
７０

０

５

一
７０

y

″
P(χ =″ )

１〇

一
７０

２〇

一
７０

５

一
７０

５

一
７０

２〇

一
７０

１〇

一
７０

・５

一
７０

４〇

一
７０

１５

一
７０

P(y=y)
１

一
２

１

一
２
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E(a=o×舟+1×器+2×器+3×舟==

7(a=02×舟+12×器+22×器+32×分_←
})2=醤

3.13 車の販売台数を X,月間収入を yと すると,y=12+3X.
E(y)=E(12+3χ )=12+3E(χ )=12+3× 1.85=17。 55(万円)

y(y)=7(12+3χ )=97(χ )

∴ /7(y)=3/7(χ )=3× 1.24=3.72(万 円)

3.14(a)11″ 2″ =子=1 ⇒ α=3

χの平均が与で,分散が券であることから

(1),(2),(3)よ り

これを解けば,α =0,b=6,ε =-6.

(b)(a)よ り,密度関数は        ∫(χ )

/(″ )=6χ (1-″ ) (0≦″≦1)

で,グラフは右図に示すように平均 〒

=に関して対称だから,モ ードもメジアン

も平均と同じ
与

である。

問 題 解 答

３

一８０〓

３

一４一″∬

７
一８

「Ｆ
九

一一　

　

〓

１

　

１

一２

　

ヽ

ノ

ｒ
九
２
が

サ
中
　
一
～‐３・

Ｘ
　
　
Ｘ
　
　
　
勁

ダ
ヽ
　
Ⅸ
　
　
Ц

ｂ

　

　

ｃ

　

　

　

ｄ

”
　
ｌ
Ｔ

詢

・・・・・・・　・ヽ
・ヽ

、ヽ、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

´．．．．・・・・・・ヽ

、ヽ、

二
５

号

争

■

争

夏・２　‐一４

Ｉ

　

一

÷
詞

十
枠

争
ト

れ
併

”　犠
伽
¨

上
一一２

　
一詞

■
３

＋

て

考

つ
　
　
　
α

」ヽｒ・（一　　　　　　　　　　　　　　　　一　一

１

ｒ
た
到
　

＋

ら，　
」
幽

か
　
　
〓

だ
　
　
″

数

　

り

爾一　
協

略
　
物

↓

　

鮨

バ
　
β
九

ヽヽ・‥′′　　　　　　　　　　　　　　一　一

５３

(1)

(4)

(5)

(6)
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3.16(a)E(χ )=ギトf3″気3-″ )″ =ギト[∬

3_千
]i=18

(C)

3.17 (a)

∴ F(∬ )=

(χ <1)

(-1≦ ″<1)

(∬ ≧1)

7(χ )=書/3″ x3-″ )″一h82=ギト[iα 4_千
1_L82=仇 24

(b)ECF)==ズ
1∬

(1-″
2)″ =

Kχ )==11∬て1-∬ 2)″ _(=)2==[千 _千五一(=)2=券
E(スつ=II∬ (1+″ )″ +11″ (1-″ )″

=[毛弁+〈キ]11+[毛弁一千1=0

7(スつ=II∬ 2(1+″
)″ +11″ 2(1_∬

)″

=[受二+tl][1+[1轟一til=÷
Fし )=÷ II(1-′

2)夕
=1{″ 一

千 ]11=÷
(2年 3″ 一 ″

3)

３

一８〓
ノ
一４

一ノ
丁

３

一
２

6)ユか3fЪ―の2夕={_vI=卜は一月3

(C)Fし )=金 fち (4-′ )務 =

∴ F(″ )=

∴ F(″ )=

0

1-(1-″ )3

1

(″ <0)

(0≦ ∬<1)

(″ ≧1)

一千]i=静気6-″ )

(″ <0)

(0≦ ″<4)

(∬ ≧4)

３

一
３２

3.18 チップ 1個の寿命が 500時間以内である確率は

ズχ<500)=ぶ0響″=20{―÷]驚
==

よつて,両方をとり替えねばならない確率は

=× ==芸3。 19(a)P①<χ <1)=0。 0311し 2+3)″ =0.03[千 +3″
1=0。

1

(b)ズ 1<ィ <2)=0。 03[千 +3″ I=Q16
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H2<″ <3)=0.03[千 +3∬
I=0.28

R3<″ <4)=0。 03[千 +3″
I=0.46

弾丸を 1発射つたときの得点を yと すると,yの確率分布は

こ こで

IF″
θ
―″

α缶=[一 θ
―″

″
];十 1∞

θ
~″

″

=[一 θ
―″

]:=1

となるか ら

7(χ )=2

問 題 解 答

y        0    1    3    5

P(y=y) 0。 46 0.28 0.16 0.10

よって,(i)確 率が最も大きいのは 0点 .

(ii)E(y)=0× 0.46+1× 0.28+3× 0.16+5× 0。 10=1.26点 .

3.20 /(″ )は

より,

ゥズ
∞″2θ―″″

_θ→
缶
2]:+21F

十

　

ｒ
ｌ
Ｌ

‐

川

「

‐

そ

re-rdr -2 J* re-'dr

4 章

4.1 (a) を数る

ゼ
硼
瑠
フ

目

γ
、

Ю
０け　̈

回

　

Ｐ

χ とすると,Xは 2項分布

(″ =0,1,2,… 0,8)

に従う。よつて

(i)P(0)=(=)8=0。 233

(ii)P(4)=8C4(÷ )4(=)4=0.026



mくχ≧⇒=Hの一即)

(b)P(″ )=5C″
(÷)″(÷)5-″

 (″ =0.1,2,3,4,5)

ゆえに
,

(i)P(2)=5C2(÷
)2(=)3二

0。329

(ii)P(χ ≧4)=P(4)+P(5)

=5C4(÷ )4=+5C5(÷ )5=0。
045

(面)P(2≦χ≦5)=1-P(0)一 P(1)=o。539

4.2 与えられた条件から

2夕 =16,  π夕α=3.2

σ=三
キ争

=002

夕=1-0.2=0。 8

η=丁 =面 =20

2項分布のモー ドの公式より

(π +1)夕 =(20+1)× 0.8=16.8

よって,モ ー ドは 16.

4.3 5人の中の男の子の数をχ とすると,Xの 確率分布 は π=5,

分布

の
１

一
２〓タ

173

2項

よって.

したがって
,

に従う。

(a)

(b)

(C)

(d)

″
　
　
　
　
　
　
〓

ド
ノ
　
し

１

一
２

１

一
２

１

一
２

Ｃ

　

　

Ｃ

一一
　

　

〓

″Ｐ

…・,5)

つて出
　
　
は
［
＜Ｗ，Ｗ

よ

Ｐ
　
　

　

　

Ｐ
　
　
Ｐ

　

Ｐ



174 問 題 解 答

回

粋　動
鵡　増

で
　
よ

　

∬

論
が
ズ

の
　

め

回

　

求

１

　

を
・４　
群

４

　

る得

に従 う,よ つて
,

P(χ≦2)=P(0)+P(1)+P(2)

=←き)1°
+1。 Cl←矛)←矛)9+10C2←か)2←矛)8

4。 5 1回 の投げで 6の 目の出る確率はク=÷ である。2回の投げで 6の 目の出る

回数をXと すると,Xは 2項分布

P(∬ )=η Cご
(÷)=(=)η

~″

 (″ =0,1,… 0,2)

に従う。題意より,こ の問題は

港lη

C″
(÷)=(=)η

~″≧0。 95

を満たす ηを求める問題である。この式を整理すれば
,

1-Σ
l″

C″
(÷)″ (滑う

η~″≦0・ 05

(=)″
≦0005

両辺の対数をとれば

π≧
畔

≒

“

4
log―

6

ゆえに,17回 以上の投げが必要である。

4。 6 Xを スが投げた硬貨の表の数,yを Bが投げた硬貨の表の数 とすると

χ～B(3,=):P(χ =χ )=3C″(=)3(∬ =0,1,2,3)

y～ B(4,与):P(χ =y)=4Cy(=)4 (y=o,1,2,3,4)

χ と yは独立で,事象 χ >yは

(χ =3,y=2),(χ =3,y=1),(X=3,y=0)
(χ =2,y=1),(χ =2,y=0),(χ =1,y=0)

のときに起 こり,こ れらは互いに排反であるから

P(χ >y)=P{(X=3,y=2)}+P{(χ =3,y=1)}+…・+P{(χ =1,y=o)}

=P(χ =3)P(y=2)+P(X=3)P(y=1)+… 0+P(χ =1)P(y=0)

=÷×会十÷×会+÷×士十
=×

会+=×士十
=×

士
=ギち浩ず≒00227
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4。 7 (a)公 式より

σ=/η夕α=

(b)こ の 2項分布は

- J 2+t.4L4

と書ける。

P(lχ 一μl

(C)E{χ (χ -3)}=

4。 8 2項分布

P(″)=η C″夕
″
σ
η~″

 (″ =0,1,2,… 0,η
)

の形を調べるために,隣接する 2つ の確率の比

P(″ +1)_″ C″ +1夕
″+lαη―″~1_(π一″)タ

P(″ )~  たC″夕
″
α
η~″  ~(∬ +1)α

を考える。モードは,″ が 0か らπまで動 くとき,こ の比が増加から減少へ変わると

きの∬の値である。上の式から

(2-∬ )夕 姜(∬ +1)α のとき,P(″ +1)菱 P(″) (∬ =0,1,2,…・,π )

上左の不等式 は,α =1-夕 とおいて″について解 けば,″ 妻(π +1)タ ー1)と なる.

よって
,

″妻(η +1)タ ー1の とき,P(″ +1)姜 P(″) (″ =0,1,2,…・,π )

ゆえに,Pし )は ″から″+1に移るとき,(η +1》 -1よ り小さい任意の″に対して

増加し,∬ =(π +1),-1の とき同じ値をとり,(η +1)タ ー1よ り大きい任意の″に対

して減少する。すなわち,P(″ )は最初に増加し,後で減少する。

以上により,も し (π +1)タ ー1が整数でないならば,P(∬ )の モードは (η +1)夕 を

超えない最大の整数であり,(π +1)タ ー1が整数ならば,(π +1)夕 も整数で,こ のとき

P(″ )は 2つ のモード(π +1)ク ー1と (η +1)夕 をもつ。

4。 9 1頁当たり誤字の平均数は
:器

=0・ 5であるから,1頁に含まれる誤字の数

χ は,ス =0.5の ポアソン分布

PIJl=  し =QLa… →

〓

１

一
２

×〓タπ〓μ

〓∬

１

一２
Ｃ〓″Ｐ



176 問 題 解 答

に従うと考えられる,よ つて

い )P121= =剛 田

(b)P(χ ≧2)=1-P(0)一 P(1)

=1-θ
~°°5_0.5θ ~°・5=0。 09

4。 10 1日 当たりの死者の数をχ とすると,題意よりχ はス=1.8のポアソン分

布

PO=  し =QLa… →

に従うから,

(a)P(χ ≧4)=1-P(χ ≦3)

=1-P(0)一 P(1)一 P(2)一 P(3)

=1-グにL8グにザ写にギ2-l・
8

=1-5.392θ
~1・ 8≒

0。 11

(b)P(0)=θ
~1・ 8≒

0。 165

4。 11 遅刻する学生の数を χ とすると
,

P(″ )一
(1・ 2)″θ

~1・ 2

″!   (∬ =0,1,2,… 0)

よって
,

い )P131= =剛 7

(b)P(χ ≦1)=P(0)+P(1)

=θ
-1.2+1.2θ ~1・ 2=0。 66

4.12 Xが 従 うポアソン分布 を

用=争 御∴…)

とすると,与えられた関係から

5-P(3)_ス
3θ―λ

.λ
5θ―λ 20)~P(5)~~3! ° 5!  ス2

… ス=2

ゆえに,Xは ポアソン分布

Ю=午 しも な→
に従 う,こ れより

(a) P(1)=2θ
~2=0.271

(b)P(χ ≦3)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)

=θ
-2+2θ ~2+2θ ~2+÷θ-2=0。857
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4.13 平 日の車の需要数を χ,週末の車の需要数 を yと し,χ,yは それぞれ

ス=2,ス =3の ポアソン分布に従 うとする。

― 用=争 回 Lヶ→
疎:H」=予 し判ル →

(a)P(月 曜 日に客の申込みを断る)

=P(χ≧6)

=1-P(χ ≦5)

=1_θ-2_2θ ~2_2θ ~2_÷θ-2_=グ2_会θ-2=0。 017

(b)P(週 末に客の申込みを断る)

=1-P(y≦ 5)

=1_θ -3_3θ ~3_;θ-3_;θ -3_子θ-3=0。084

4.14 100個 のレンズの中の欠陥品の数を Xと すると,χ ～ B(loo,0。 015).

π=100は十分大 きく,夕 =0.015は プト常に/Jヽ さく,多夕=100× 0.015=1.5は 5よ り/Jヽ

さいから,こ の 2項分布はス=η夕=1.5のポアソン分布

PO=  し =QLa… →

で近似できる。よって

(a)P(χ ≦1)=夕 (0)+夕 (1)

=θ
-1.5_+1.5θ ~1・ 5=0。

558

(b)P(χ ≦4)=1-P(0)一 P(1)一 P(2)一 P(3)

=1-θ
~1・ 5_1.5θ ~1・ 5_11125θ +1.5_0.5625θ ~1・ 5=0。 066

5 章

5日 1 (a)P(Z<1.64)=0(1.64)=0。 9495

(b)P(Z>1.15)=1-0(1.15)=0。 1251

(C)P(Z<-0.34)=0(-0。 34)=1-0(0.34)=0。 3669

(d)P(-1<Z<0.5)=0(0.5)+0(1)-1=0。 5328

(e)P(1.24<Z<2.16)=0(2.16)一 の(1.24)=0。 0921

(f)P(Z>-2.19)=0(2.19)=0。 98574

(g)P(Z>ε )=0.38=)P(Z<ε )=0.62⇒ ε=0。 306

(h)P(Z<ε )=0.19=)の (― ε)=0.81⇒ ε=-0。 878

L2χ～m⇒ Z=¥～ MQD
(a)P(χ <3)=P(Z<0)=0(0)=0。 5

(b)P(χ <4.93)=P(Z<1.93)=0(1.93)=0.9732



178 問 題 解 答

(C)P(χ >3.06)=P(Z<-0.06)=1-0(0。 06)=0。 4764

(d)P(1<X<4.2)=P(-2<Z<1.2)=0(1.2)+0(2)-1=0。 8621

(e)P(1.5<χ <2.5)=P(-1.5<Z<-0.5)=0(1.5)-0(0.5)=0.2417

(f)P(lχ -21<1)=P(-1<χ -2<1)

=P(-2<Z<0)=の (2)-0(0)=0。 4772

に)ズχ>の =‖ ⇒PIX<の =‖ ⇒くZ<千)=‖
⇒ 0(ε -3)=0.9=⇒ ε=4。 282

い)ズχ<の =慨 ⇒くZ<ニチ→=慨 ⇒αε一鋤覗⇒α3-の瑚
3-ε =0.842=⇒ σ=2.158⇒

Hχ r15鋤 =く Z>  )=卜 α L幼 魂 H斑5.3 (a)

ズχ<M鋤 =くZ<  )=卜のは0‐2D(b)

RM%<χ <15501=P(  <Z<  )(C)

=0(2)+0(1)-1=0。8185

5.4 靴下の寿命をχ とすると,χ ～ N(55,82)

Rχ<0=くZ<7)=卜の囲 =剛
“

ズχ<ω =くZ<T)=ο Oり =Oη譴
5000〉〈0。 7734==38675000)く 0。 1056==528,

よって,45日 以内には 528足 ,61日 日以内には 3867足 .

その平均をμとすると,X～ Ⅳ (μ ,22)5.5 部品の長さを X,

(a) P(χ <7.5)=0.975

⇒ P(Z<7)=0・ 975

⇒ ο(7)=0。 975

より

ツ
=h%⇒ μ=剛

(b)鶏 4<χ <"=P(  <Z<  )

の(0.96)-0(0◆ 91)=0。 0129

5.6 1箱に詰める品物の重さをχ とすると,X～ N(52.5,1.62)

い)Hχ<瑚 =くZ< )≒卜は瑚吼%%
(b)求める平均をμとすると

,
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P(χ <50)<0.01

⇒ P(χ >50)>0。 99

P(Z>ヤ
)>0・

99⇒  ο(ヤ )<0001

ヤ
=‐-2.33⇒  μ=53.7(g)

5。 7 ∬=34(分),s=面 =6。3(分 )

(a)毎 日の通学時間をχ とすると,χ ～ N(34.40)

Hχ珊凄くZ>∵)=卜αa③ _2643

(b)求める時間をεとすると,X～ Ⅳ(34,40)

P(χ >ε )=0。 1

⇒ P(Z<f元
語

L)=0。 9

⇒  ο(雛 )=0・
9

⇒警 ‐潟2⇒ れ H創

5。 8 /(∬ )を 2回微分すれば

/0=一 子 バガ

/″ (″ )=一÷{1-(・|デ
竺
)2}ル )

/″ (″)=0よ り,″ =μ ±σ

/(∬ )の グラフの凹凸を調べると,次の表のようになる。

一

変

の

の

て

＞

も
ル
お

″ <μ 一σ μ
~σ (p- d, p+ o ) μtt σ >μ tt σ

/″ (″ )

/(∬ )

+

下に凸

0

沸 〆 上に凸

0

沸 〆
十

下に凸

χ は 2項分布

(″ =0,1,2,… e,12)

よって
,

5.9

に従う。よつて

(a)P(χ ≧9)=P(9)十 P(10)+P(11)十 P(12)

=(12C9+12C10+12Cll+12C12)X(=)12

=囲 +“ +陽 D×轟≒仇瞬3



180

(b)こ の 2項分布の平均 と標準偏差は

μ=η夕=12×ギ|=6

σ=/η夕σ=/12×
|♭
×||≒ 1・ 732

Z=f洗
,と おき,2項分布の正規近似を使えば

,

P(χ ≧9)≒ P(Z>号
号努

≧
)

=P(Z>1.44)=0。 075

5。 10 η=50は 大 き く,多夕=50× 0.4=20>5,η α=50× 0.6=30>5だ か ら, この

2項分布は μ=20,σ =/50× 0.4× 0.6=3.46の 正規分布で近似 される。

半整数補正を使 って計算する。

(a)P(χ =20)≒ P(19.5<y<20.5)

=P( <Z< )

=2の (0。 14)-1=0。 114

(b)P(15<χ <25)≒ P(14.5<y<25.5)

=P( <Z< )=2の に D-1=剛
"

.11 予約 した客の うち,当 日実際に現れる客の数 をχ とすると,χ ～ B(50,

よって μ=η夕=50×

==43.75, 

σ=/π夕α=/50×

=×

÷
≒2.34.

P(0≦ χ≦45)≒ P(=・
lf釜:三

二<Z<璧
=務竃ザ

巨生
)

≒0(0。 7479)=0.7736

5。 12E{lχ l}=III″ 17競「θ
―券″

=√万σ{Il―∬θ
一券″十ズ

∞∬θ~券″
}

=/πσf∞∬θ
―券″

=yと 置けば,″ =/2σの より

馴瑚=沸πfb〆笏

=ザ智|[一ケず=湾σ
y{lχ l}=E(χ

2)_{E(lχ
l)}2=σ

2

問 題 解 答

５

　

―ヽ

ノ

７

一
８

∬

一島

σ
２

一
π

一〓σ

２

一
π

一
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5.13 χ は一様分布

に従うから

/(″ )= (-1≦ ″≦1)

>÷
)}

6 章

6。 1 2回の投げの結果を (χl,X2)と すると,(χl,χ2)の標本空間は

(1.1)(1.2)(1.3)(1.4)(1.5)(1.6)

(2.1)(2.2)(2.3)(2.4)(2.5)(2.6)
(3.1)(3.2)(3.3)(3.4)(3.5)(3.6)
(4。 1)(4.2)(4.3)(4.4)(4.5)(4.6)
(5.1)(5.2)(5.3)(5。 4)(5。 5)(5.6)

(6.1)(6.2)(6.3)(6.4)(6.5)(6.6)

であるから,y=χ l+χ2の標本分布は
,

y

P(y=y)

１

一
２

χ∩
２

一
３

＞χＰ

券
　
一一　
時

川
　
　
　
　
　
　
ィ

矧

　
　
弓

χ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
χ

Ｐ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
Ｐ(b)

１

一３〓

・２

１

一
３６

■

２

一
３６

１０

３

一
３６

９

４

一
３６

８

５

一
３６

７

６

一
３６

６

５

一
３６

５

４

一
３６

４

３

一
３６

３

２

一
３６

２

１

一
３６

これより
,

6.2

E(y)=7 (分 布の対称性より)

7(y)=22×士+32×畜+..・ +122×十_72=干

∬

Xの確率分布 :  P(χ
=″ )

(b) 平均 :

分散 :

３

１

一
６

２

１

一
３

１

１

一
２

５

一９〓

５

一
３

‐ ５

一
６ ３

　

つ２〉
上

一年

器
争

１
一３
　
牧

詠
　
　
規

■

場

〓‐

　

＞〓
抑　争

μ

　
　
　
σ



182                       問 題 解 答

(C) すべての可能な標本と,そ れに対する∬の値 と確率を与える表を示す :

標本 一∬ 確率 標本 一χ 確率

(1,1,1)

(1,1,2)

(1,2,1)

(2,1,1)

(1,1,3)

(1,3,1)

(3,1,1)

(2,2,1)

(2,1,2)

(1,2,2)

(2,2,2)

(2,2,3)

(2,3,2)

(3,2,2)

１

　

４

一
３

４

一３

４

一
３

５

一
３

５

一
３

５

一
３

５

一
３

５

一
３

５

一
３

　

２

　

７

一
３

７

一
３

７

一
３

１

一
８

１

一
１２

１

一
・２

１

一
‐２

１

一
２４

１

一
２４

１

一
２４

１

一
‐８

１

一
・８

１

一
・８

１

一
２７

１

一
５４

１

一
５４

１

一
５４

(3,3,1)

(3,1,3)

(1,3,3)

(3,3,2)

(3,2,3)

(2,3,3)

(3,3,3)

(1,2,3)

(1,3,2)

(2,1,3)

(2,3,1)

(3,1,2)

(3,2,1)

７

一
３

７

一
３

７

一
３

８

一
３

８

一
３

８

一
３

　

３

１

一
７２

１

一
７２

１

一
７２

1

108

1

108

1

108

1

216
１

一
３６

１

一
３６

１

一
３６

１

一
３６

１

一
３６

１

一
３６

Xの標本分布は

∬ 1÷
=2==3P(ア =∬)÷ ÷券器券士嘉

こオしより

E(ア )=1×÷+÷×÷+…・+3×嘉==(=μ )

yc7)=12×÷+←争)2×÷+… .+32×Ⅷ缶_←
})2=昇 (=子 )
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6.3 (a)E(χ 一y)=E(スつ一E(y)=5-7=-2
7(“χ一y)=7(χ)+7(y)=9+16=25

∴ χ一 y～ Ⅳ(-2,25)

(b)E(3χ +y)=3E(χ )+E(y)=3× 5+7=22
7(3X+y)=97(Jχ )+7(y)=9× 9+16=97

。°。 3X+y～ Ⅳ (22,97)

(C)E(χ )=E(χ )=5,7(χ )=子 =芸 =0・36 ∴χ～Ⅳ(5,0。 36)

(d)E(χ 一y)=E(スつ一E(y)=E(χ )一E(y)=-2

yC7-7)=yC7)+7(7)=士 +器 =1・ 36

∴ χ― y～ Ⅳ(-2,1。36)

6.4 (a)2人 の身長を Xl,χ 2と すると,仮定より

χJ～ N(163.0,82) (グ =1,2)

したがつて
,

ゆえに
,

Xl~χ 2～ N(0,82+82)

P(I Xl― χ21>5)=2P(Xl一 χ2>5)

=2P(Z>;:景
|)

=2P(Z>0.44)≒ 0。66

(b)(a)と 同様に,2人の身長を yl,y2と すると
,

yl~y2～ A<0,62+62)

よって
,

P(l yl一 y21>5)=2P(yl_y2>5)

=2P(Z>需
)

=2P(Z>0.59)≒ 0.56

(C)男 子生徒の身長をχ,女子生徒の身長を yと すると

χ ～ N(163.0,82), y～ N(155.5,62)

よって
,

χ一y～ A<7.5,82+62)

ゆえに
,

P(lχ ―yl>lo)=2P(χ 一 y>10)

=2'(Z>廿
)

=2P(Z>0.25)≒ 0。80



184                       問 題 解 答

6口 5 男子 の身長 を χ,女子 の 身長 を yと す る と,X～ Ⅳ (169。 3,4.62),1/～

Ⅳ (156.6,4.22).

(a)Eσ)=Ⅸχ)=皿3に0,/7σ )=希=晰5に祠
E(7)=E(y)=156。 6にm),/7(7)=赫 =o07にm)

(b)E(χ ―y)=E(スつ一E(y)=169。 3-156。 6=12。7(cm)

/7σ-7)=/7幅)+7(7)=/千十子=剛6に祠
(C)χ 一y～ A《 12.7,0.9062)

P(アー7>12)=P(Z>」器癬堕)=ο (0。 773)=0。7803

6.6 桃缶の中味の重 さをχ,缶の重さを yと すると

χ ～Ⅳ (300,1.22), y～ Ⅳ (20,0.52)

桃缶 1個の重さを ″ とすると,″ =χ +y.ょ って
,

(a)E(7)=E(χ +y)
=E(χ )+E(y)
=300+20=320(g)

/7(″つ=/7(χ tt y)=/1.22+0.52=1。3(g)

(b)″ ～Ⅳ(320,1.32)

PI V>囲 =ズZ> )=卜 ο仏鑓H‖ Ю4

6.7 ボル トの直径をχ,穴の直径を yと すると
,

X～ Ⅳ(2.80,0.032), y～ Ⅳ(2.90,0。 042)

ボル トが穴にはまらないのは,χ >yす なわちχ―y>0の ときである。X― y～

A<-0.10,0。 032+0。 042)ょ り

い)Hχ―y>① =くZ>  )=1-α幼‐0228

(b)(1-0.0228)5=0.89

6.8 χl,χ2,° …,Xη は N(μ ,σ
2)か

らの無作 為標 本 で あ るか ら,E(χ′)=μ ,

7(χJ)=σ
2(グ =1,2,…・,η ).

よって
,

E(y)=E(χ l+2X2+… °+πχη)

=E(Xl)+2E(χ 2)+…・+燿3(χ″)

=(1+2+・ …+η )μ

=望丞毛丼二主μ
7(y)=7(χ l+2X2+… °+πχη)

=7(χl)+227(χ2)+…・+π 27(χ
η) (χl,χ2,° …,χηは独立だから)
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=   ♂

yは正規変数の 1次結合であるから,正規分布に従う。

よって
,

y～ Ⅳ( 島   →
6.9(a)アの標本分布はN(μ,千)で

あるから
P(lχ 一μl<σ )=P(μ ―σ<χ <μ+σ )

=P(」空

弓F・

―<Z<理壁

:千

二

)

=2の (2)-1=0。 9545

(b)π =64は十分大 きいから,中心極限定理により,ア ～ Ⅳ
(8Q七拳).

R渤 ¶‐刊̈ 朧8

6.10 (a)ま ず,与えられた母集団分布の平均 と分散を求める。

μ=611∬貿1-″ )″ =6[〈キー≪井1=÷
σ2=611″て1-∬ )″一←夕)2=6[竜書一千五一÷=券

次に,Xの平均と分散を求める。

E(ア )=μ =÷, 7(ア )=

π=45は大きいから,中心極限定理によって

ア～Ⅳ
(÷,轟

)

したがって
,

6)庫 <闘 =く Z< )=HZ<・ 9‐ 4332

に )PtX>a“ 浄
く

Z> )=HZ>一 L幼 裁 田4

6。 11 -様 分布の平均 と分散の公式から,μ =0,σ2=立
≒ヂ

ニ=

よってEC7)=μ =o,7C7)=子 =互芳・

中心極限定理よ先 ア ～ⅣI,↓ ).

‐

一
９００〓

１

一２〇

一４５
〓

♂
７

１

一
２

＋
１

一
２ １

一
・２〓
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(C)

より

問 題 解 答

→ア|<τウ砺→=く一翡 <ア<翡
)

■c< _抑
/12η

7 章

7。 1(a)平 均 と分散の不偏推定値は∬ と %2で ぁるから
,

∬=鶏
“
×3+M5× H+… 0+945×→=5仇 12

π2=語{     _5)2う =38&09

∴ π=19。 70

(b)η =200は 大標本であるから,μ の 95%信頼区間は

∬―‖6湾 <μ <∬ +‖6湾

■ 2-‖ 6 <μ <■2+‖ 6

よって,平均 μの 95%の 信頼限界は

47。 39,52。85

‖6μ‐
“
×サ→

η=370.6

よって 最だヽの 2は 371.

フ.2 Xは μの不偏推定量であるが,X2は μ
2の

不偏推定量 ではない。なぜな

ら,

Ec72)=yc7)十 {EC7)}2=子十μ2=場 +μ2≠μ2

上の式より,E(ア
2_場

)=μ
2で

ぁるから,ア
2_場 が μ

2の
不偏推定量である。

7。 3(a)χ の平均 μは

μ=E(χ )=ズ
θ∬・争″=多ズ

θ∬2″ =÷θ
で,E(ア )=μ ==θであるから,E←詳7)=θ・

ゆえに,θ の不偏推定量は,ア で,そ の不偏推定値は

=×

毛メ0.6+1.5+0.8+1.1+1.3)==× 1・ 06=1。 59
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(b)

よって
,

Ⅸχ2)=ズθメ争″=多
fθ
″3″ =÷θ2

σ2≡ 7(χ )=E(χ 2)_μ2==θ2_←争θ)2=士θ2

σ2の標本不偏分散をび2と すると
,

E(び 2)=σ2=士θ2

したがって,18び
2が

θ2の不偏推定量である。

〆=岩囲 -2月

=モI(0.62+1.52+… .+1.32)_5×
1。 062}=0。 177

ょって,θ
2の

不偏推定値は

18× 0.177=3。 186

7.4 尤度関数 L(θ )は ,

ん(θ )=ュ /(χ J;θ )=(1+θ )た (χlχ2…・χη)θ

両辺の対数をとれば
,

log L(θ )=η log(1+θ )+θュ10g χ′

=ボ号十二log χJ=0

→
フ.5 度数分布表より,簡便計算法によって平均と分散を求める。

〃グ

17.75

18.25

18.75

19。 25

19.75

∬。=20.25

20.75

21.25

21.75

22.25

22.75

-10     50

-20     80

-24     72

-26     52

-19     19

0      0

15     15

14     28

15     45

0      0

5     25

2

5

8

13

19

25

15

7

5

0

1

一
　

一
　

一
　

一
　

一

計 -50
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π=100,∬。=20.25,c=0。 5だから

∬=θΣ考メ
1+″。=05×馬語♀+2025=20■ 0

密σ腸 Lル孫 L計晰
ゆえに,95%信頼限界は

,

:[「 {386-二
三千::虫i}==0095

74坊i+子<漁一μ2<ふ ~∬2+■ 967た場i十子

πl=10,  Fl=8.6,  σr=0.52

π2=15, J2=6.8, ダ=0.52

7仁螢手+雫 <角一ル<&6-a8+Ю 67仁螢手十千
1.4<μ l― μ2<2。 2

問 題 解 答

J± z…務=2■ 00±■96×響器=1)8,2仇 2

7。 6(a)μ の不偏推定量は標本平均 χ で,σ
2の

不偏推定量は標本不偏分散

び2だから,

∬=,自″J=七×72=6

%2=η _1{Σ∬,2_号メΣ″が}=互井T{1620-告
×722}=108

よって,μ とσ2の不偏推定値は,そ れぞれ6と 108で ある。

(b)μ の 95%の信頼区間は
,

∬一な
"試
π-1にォ争<μ <∬ +姑

"よ
π-1にチ争

η=12, %=12-1=11,′ 分布表より ′。.。 25(11)=2。 201.

この値 と ∬=6,π
2=108を

代入すれば

← 別
押

<μ<6+2m押

-0。603<μ <12。 603

次に,σ
2の 95%信頼区間は

,

<♂ <

π=12,χ
2分

布表よリメ025(11)=21.92,χ

`.975(11)=3。

82,″ =108。0

よって
,

<♂<

54.2<σ2<311.0

7.7 Aと Bの真の重 さを,そ れぞれμl,μ2と すると,分散が既知の場合のμl

~μ2に対する95%信頼区間は
,

∬1~J2~1・ 96

与えられた情報より,

であるから,

8.6--6.8--1。 96
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7.8 容器 こみ製品 1個の重 さを″ とすると,″ =″ 1+″2で あるか ら,″ は,平均

μl+μ2=30.0+5。 0=35。 0,標準偏差/σ12+の
2=/0.42+0。 32=0.5の正規分布に従う.

よつて,″ の平均 μ″の 95%信頼区間は
,

35-1.96× 0.5<μ″<35+1.96× 0.5

34。02<μ″<35。 98

製品 10個入 り1箱の重さを yと する,y=10″ +″3は ,平均 10× 35+35=385,標

準偏差/10× 0.25+1.02=1.87の 正規分布に従うから,yの平均μ″の95%信頼区間
は

,

385-1.96× 1。 87<μ y<385+1.96× 1。87

381。3<μ″<388。 7

7。 9 この学校で,め がねをかけている生徒の割合を夕とすると
,

標本:上ヒ率 夕=::=0・ 35

(a)夕 の 95%信頼区間は
,

H5-‖6/ <夕 <昭5+‖6/

0.202<夕 <0。498

(b)め がねをかけている生徒の総数を″ とすると

″ =1800タ

(a)で求めた 夕の信頼区間に 1800を かければ ″ に対する 95%信頼区間は

364<″ <896

7JO与 えられた情報 より ∫1-ん
イ ト 最等

=仇 75-)65=OЮ

“

A一 励 ≒/午 十
子

=/■
端 争・

重
亀活辞

旦ユ=回滉7

よって,,1-夕 2の 95%信頼限界は

ノ1-ん±1。96/7(∫1-∫D=o.lo± 1.96× 0.0217=0。 057,0.143

ゆえに,95%信頼区間は (0.057,0。 143).

7。 11 尤度関数 L(θ )は ,

L(θ )=Π %~θ″′=θ
5θ―θQ″D

log L(θ )=51og θ―θД″′よリ グ1°gι (θ )=0を解いて,

θ=
１

一Ｊ
〓

５
一５Ｌ
Ｈ

よつて,θ の最大推定量は
十

で,そ の推定値は ∬=7.96よ り

θ=‐
71蕩戸

:≒
0・13



190                        問題 解 答

8 章

8J(a)夕 =場=器=Q75,z=  =  =L20

両側検定のσ=0.05の 棄却域は lzl>1.96で,z=1.20は これに入らないから月Ъは

採択 .

(b)∫1=ナ=器 =)2跳,ん=芳

夕=サ
岸幸t意

=:据
:=0・

252

=齢 =0.228

0。 281--0.228
Z= =1.87

及1-バ券+券)許 252× )748(蒜+蓋
)

片側検定の棄却域は z>1。 645で,1.87は これに入るから島 は棄却 .

8。 2 題意より,両側検定が適当である

月10:μ =15

〃1:μ ≠15

22=η s2=子×2.12=4.81

卜製 =零‐
“π

万  瓶

α=0.05,ν =η -1=12-1=11.′ 分布表より,ι。.。 25(11)=2.201で あるから,こ の検定

の棄却域は |′ |>2.201.′ =3.16は 棄却域に落ちるから月Ъは棄却される。したがつ

て,機械は順調に作動 していない。

8。 3 この機械が切 りとる部品の長さをχ とし,χ は正規分布に従うとする。機

械は正しく調整されているという仮説を立てて,検定は

〃10:μ =5.00

〃「1:μ ≠5。00

の両側検定で行う。

与えられたデータより

よって,検定統計量の値は

ノ=″
~μ°=拓F× 4。 97-5。 00≒ _2.59

万

両側検定で,α =0。 05,ν =7-1=6よ り,″。Ю25(6)=2.447で あるから,棄却域は

Σ χJ=34.82, Σ″J2=173.2102

÷(173.2102-■
≒♀笙う≒000306
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1′ |>2.447

ノ=2.59は この棄却域に入るから,仮説は棄却される。

機械は正 しく調整 されていないと判断される。

8.4 タイヤの寿命 χ は正規分布 に従 うとすると,こ の問題 は χ の平均 μに関

する片側検定の問題である。題意より

〃0:μ =20000

〃
rl:μ >20000

データから,η =100,F=21000,s=1500で ある。

大標本の場合であるから,2≒ s.検定統計量は
,

Z=摯 =  =a"

α=0.05に 対する片側検定の棄却域は z>1.645。

したがって 島 は棄却 されるか ら,新型 タイヤの寿命 は 20,000kmを 超 える といえ

る。

8。 5 与えられた情報 より,ηA=100,FA=173.2,sA=1.1

2B=100,∬ B=174.1,sB=1.4

A,Bそ れぞれの機械が詰 める粉乳の量 を χA,χBで表 し,χA～ Ⅳ (μA,a2),χB～

Ⅳ (μB,ぬ
2)と

する。

題意より,こ の問題は

島 :μA=μ B

〃1:μ Att μB

の両側検定で処理するのが適当である。検定統計量の値は
,

α=0.01,  z00。5=2.576

ゆえに,棄却域は lzl≧ 2.576だから島 は棄却される。

よって,2台の機械が詰める粉乳の量には有意な差がある。

8.6(a)対 応する観演I値 をグ′(グ =1,2,… 0,8)と する。

ΣグJ=4+3+… +(-3)=18,グ =手 =2.25

Σ グJ2=42+32+… .十 (-3)2=116

πα=

これから
,

トダ =徐‐劇
万  √

÷い一
|」→=&28
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α=0。 05,ν =7,′。Ю25(7)=2.365.1。94<′。Ю25(7)で あるから2つ の飼育法による味の良

さに有意な差はない。

(b)正規分布の仮定が必要 .

8.7 母分散をσ2と すると,帰無仮説は島お:σ
2=10.0で

,対立仮説は〃1:σ
2キ

ЮЮの両側検定となゃ。島 の下では,統計量
子

は自由度 π-1の ノ分布に従テ

有意水準 5%で は,χ
2分

布表から,片裾 2。 5%ずつの点は8.91と 32。 85であるから,

この検定の棄却域はχ
2>32.85ま たはχ

2<8.91と なる。

ノ=子 =午 =nt

は棄却域に入 らないから,〃Ъは採択 される。よって分散は 10。 0と みなせる.

8。8(a) F淵出競争=浮=剛

両側検定だから,F分布の 2.5%の 表 より,FoЮ 25(8,11)=2.95,F=3.19は 棄却域 F
>2。 95に入っているから,HOは 棄却される.

(b)こ の場合は片側検定であるから,F分布の 5%の表より,F。 .。 5(8,11)=3。 66.

F=3.19は棄却域 F>3.66に 入らないから,HOは棄却できない。

8。 9 題意より,比率 夕に関する左片側検定

島 :夕 =0.40

〃1:夕 <0。 40

の問題である。π=105,″ =36よ り,

夕=ギ滉デ=0・ 343

左片側検定で,zα。5=lo645で あるか ら,棄却域 は z<-1。 645,-1.19は 棄却域 に

入 らないから,〃bは棄却されない。したがって,学力が劣っているとはいえない .

8。 10 2つ の比率の差の検定の問題で,題意 より両側検定で処理するのが適当で

ある.

島 :夕 1=夕 2

‐  ffl:夕 1≠ 夕2

πl圭 200,″ 1=48,π2=300,″ 2=105よ り,

∫1=希 =a礼 ん=器=035,′=栞場=ザ講鵠=)306

よって
,

0.24--0.35

ズ券+芳
)

0306(嘉+轟
)

Zα025=1・ 96で,棄却域は lzl>1.96.-2.18は 棄却域に入るから,島 は棄却される.
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したがって,こ の番組の視聴率は男と女で異なる。

8.1l χ は 2項分布

メか   ク11-J卜ご
し=QLa鋤

に従う。題意より

(a)棄却域が″=3の とき
,

夕=0.5

夕=0.8

α=H″判夕=m=器0"午 a"0=a25

β=P(″ キ31夕 =0。 7)=1-P(″ =31夕 =0.7)

十器 00311_■鋤°十 )譴3=仇

“
7

(b)棄却域が″=0の とき

α=ズ″判夕=固=詰はD℃一m3=仇25

β=P(″ ≠01夕 =0.7)=1-P(∬ =01夕 =0.7)

=1-詰mKa"3+Q舵 7=仇
"3

8。 12 とり出した 5個の中の黒球の数をXと する。Xの数で 島 の棄却,採択

をするから,第 1種,第 2種の過誤の確率をそれぞれ α,β とすれば

α=P(正島を棄却 li鴫 が真)=P(χ キ51白 球 20個 ,黒球 80個 )

=1-P(X=51白球 20個 ,黒球 80個 )

=1-響卜×

`:×

器×:争
×
::=1-00319=0。

681

β=P(二島を採択 1島 が真)=P(χ =51白球 50個 ,黒球 50個 )

=器×器×器×チ×器‐028

う
を使う。

z=     とすると,求める確率 αは
,

α=P(15≦ χ≦201島 )

=P(上
場 諭

塑 ≦Z<十
着 ≠

二 1島
)

また,後 半 は,仮 説 島 :夕 =与,〃11夕 >÷ の片側検定で ある。α=0。 05,zα。5=

1.645よ り,π夕=64×
==32,π

夕(1-夕 )=64×÷×÷=16を用いて

島

島
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z=ザ ≧L“ 5

よって求 める棄却域 は y≧ 38。 58.

9 章

                 ことだから9。 1 帰無仮説は,「各目の出る確率は等しい」という

満 の下での各期待度数は 200×
与

=20=0,1,2,… 0,9)で表される。

問 題 解 答

ノ= 十  +… ・十  =■ 8

χ
2分

布表よりχ

`.。

5(9)=16.92.棄却域はχ
2>16.92で

,11.8は棄却域に入らないか

ら,帰無仮説は棄却されない。この乱数サイズは正 しいと判断される。

9.2仮 説は「0か ら9ま での数字の出現確率は
十

であ乞」ということであるか

ら,こ の仮説の下では各数に対する期待度数は 100×
奇

=10と なる。観測度数 と期待

度数から,χ
2の

値は,6.0(下表より).

‐
一・０
も

，
紳

お
盪

″ J 14; |tl,; /1,;- ltl,;
(no- mt)"

m,;

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

11    10       1

8    10      -2

13    10        3

12    10        2

6   10     -4

13    10       3

11    10        1

6    10      -4

10    10        0

10    10       0

0。 1

0。 4

0.9

0。 4

1.6

0.9

0.1

1.6

0

0

100 χ
2=6.0

α=0.05と ν=10-1=9よ り,χ :Ю 5(9)=16.92.よ って,χ
2=6.0は

有意で はな く,

与えられた 100個の数字は乱数の一部であるとみなされる。

9.3 死者の総数 =1× 65+2× 22+3× 3+4× 1=122.よ って,(1兵団 1年間当た

l篤窯丁写む霧駕■.こち3・島'肥
i「非ITtt■＼晰鰹菫

その下で期待度数を計算する。

計
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値 ∬

確率 P(″ )

期待度数 200× P(∬ )

観測度数

0       1

0.543  0。 331

109。 0  66.3

109 65

0。 021  0。 003

4.1  0.6

4.7
3     1

2

0。 101

20.2

22

″=3と ∬=4の度数を合併して,χ
2の

値を求めると
,

ノ=  十  +  +  =)2

スの推定値 を使ったので,自 由度は ν=4-1-1=2.α =0.05と すれば,χ

`Ю

5(2)=

5。 99。 よって,χ
2=0.22は

有意でない。したがって,馬 にけられて死んだ兵士の数の

分布はポアソン分布に従うとみなされる。

9。 4 注射をする,し ないということと,流感にかかる,かからないということと

は独立であるとの仮説を立てて,独立性の検定を行 う。このため,周辺和を用いて
,

期待度数を計算する。

物 =Ψ =“∴  勧 2=Ψ ="2

πa= =n琥 %2= =η 8

だから
,

η,~%JI

χ
2の

値を求める。

=霧+霧+1lf多十需 =Ш >3掲 4=メ出)

らカてし施を正補の〕
／
　
２

分

　

　

２
．．

２

　

　

　

χ

×

イエ．
↓

表

ん
翌

割
　
　
Σ

2%み J

よって,仮説は棄却される。したがって,予防注射は効果があったといえる。

9.5 周辺和から各枡の期待度数を求めると
,

8.67    10.05     7.28

22.33    25。 91    18.76

11.00    12.76     9.24

8.00     9.28     6.72

これより

ノ=  +… ・十

α=0.05,ν =3× 2=6の χ
2分

布表 よりχ&。 5(6)=12.59.

ある。したがって学部間に優劣が認められる。

=16.39

ょって χ
2=16.39は

有意で



196                       問題 解 答

10 章

10。 l η=10,Σ″:=627,ΣyJ=631,Σ″J2=43391,Σ yJ2=43281,

Σ″JyJ=42828。 よって
,

γ=

=瓦
π面ア頭顧戻il言 1讐讐ら#¥ライ羊1言::場 :言

IF百了〒戸
==0・ 8:g

10人の生徒の化学 と物理の得点を順位になおし,γsを求める.

HDA

化学の順位

物理の順位

グ

グ2

2

3

-1

1

1

2

-1
1

5      6  8        7   10

5.5    7  5。 5     9   10

-0。 5 -1 2.5  -2  0
2.5    1  6.25    4    0

角=卜   =晰 4

10.2 まず Xの平均 と分散は

∬=,Σ″J=うメタ(α tt σ)+α (b十グ)}

s″
2=場Σ″′一∬2=号メタ2(α +ε )+α

2(b+グ
)}一∬2

これを整理すると
,

s″
2=ゥし_α Xα +σ Xb+グ )

同様に yについて計算すると
,

J=券 {γ (α +b)+s(ε +グ )}

sy2=号メγ
2(α +b)+s2(ε +グ )}一 J2

=)(γ一sXα +bXε +グ )

さらにタヒ死畔数は

S瑠 =場 Σ ∬〃 ′― ∬J=号
メ

タγα+αγb+夕 sc+α sグ }一 ∬J

=ザ
:(α
グーbε XターαXγ一s)

したがつて相関係数は

γ=S瑠 =
SrSy

αJ― bc

(α+b)(α +c)(b+J)(c+J)



① ②  ③ ④ ⑤

5   1     2     3    4

4  1。 5  1.5  3   5

1 -0.5  0.5  0 -1
1    0.25  0.25  0    1

10.3 点数データであるが

それら順位の平均値を当てる。

であるから

197

これを順位 データになおす。もし同順位があれば
,

γ=1-      =0.875

10。4 変量の値は 1か らηまでの自然数だから,

自″′=自鉾=ムグ=与η(π +1)

自″′=自.2=ムグ2=÷η(π +1)(2π +1)

したがって

∬=÷ (π +1)

sE2=場Σ∬′一←芳Σ∬J)2=tくπ+1)(2π +1)― (Ci)2=寺 (π
2_1)

同様に」=÷ (π +1ヽ sy2=壬メη2_1)が成り立つ。
グJ=″ J一 yJよ り両辺を 2乗 して加えれば

,

Σグ:2=Σ″J2_2Σ″′yJ+Σ yJ2

より

Σ″Jy:=与 {Σ″J2+Σ y,2_Σグ,2}

れ =場Σ″麟 一∬J=券 似 ノ +Σ鉾
2_Σ

グJリ ー∬J

(π    _(π +1ソ _ザ雰ΣグJ2

金(π
2_1)_ザ

芳Σグ′
2

金(π
2_1)_券ΣグJ2

角=音=
6Σ グJ2

=1-

よって

$rn'-r)
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10.5 審査員 1と 審査員 2が与 えた順位の差 を グ12,順位相関係数 を

は 計算よりΣ涜′=84よ っζ 短=1- =)

同様にして,Σ あ32=106,Σ グ132=58よ り

勧 =卜  =一 )%

鶴 =~ =剛

順位の合計が小さい順に決めればよいから,第 1位はF,第 2位 は B,

と半J定 される。

10。 6 標本相関係数 γを求める。2=10,Σ″j=557,Σ″J2=32399,

Σy,2=44706,Σ ″
`yJ=37861よ

って
,

γ=/10×
32399-5572/10× 44706-6562=0・

872

小標本による乃お:ρ =0,島 :ρ ≠0の検定の問題であるから,統計量

が 」%の下で自由度 η-2の ′分布に従うことを使う。

π=10,α =0.01に 対する棄却域は,ノ。Ю。5(8)=3.36よ り |′ |>3.36.

≒5.04

問 題 解 答

とすれ

第 3位 はH

ΣyJ=656,

は棄却域に入るから,島 :ρ =0は 棄却される。実際,国語 と英語の相関係は

0.872と 高く,ρ =0か どうかの検定にかけるまでもない。

10。 7(a)与 え られたデータ よ り,多 =6,Σ∬J=90,Σ y′ =135。 7,

Σ″J2=1420,Σ ″′y`=2069.8で あるから
,

b=
6× 2069.8-90× 135。 7

=0.49
6× 1420-902

y=」 +b(∬ 一∬)

に代入すると
,

y=15。 25+0。49″

(b)″ =15と すると,y=15.25+0。 49× 15=22。6(cm)

10。 8 (a)表 のデータ値 よりη=6回測定 していて

忍yJ=964.4,

ュ∬J2=2× (202+252+302)=3850, 忍yJ2=156608.22,

Σ∬JyJ=24509

6× 24509-150× 964.4

Σ″J=2× (20+25+30)=150,

γ2(π _2)

1_γ
2

これより

b=
6× 3850-1502

=3.99
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α=y一 b∬ =160。 73-3.99× 25=60.98

よつて求める回帰直線は

y=60。98+3。99″

(b)誤 差分散 σ
2の

推定値は

η=6,α =0◆ 05,′。.。 25(4)=2.78, よつてβの 95%信頼限界は
,

b± ′0.025(5)

sθ =1.43.

Sθ 1.43
=3.99± 2.78×

=3.99± 0.40

Σメー,(Σ ″′)2 /3850-平

―
―
―

―
―
―

―
―
―

―
―
―

―
―
―

―
―
―

―
―
―

―
―
―

Ｉ
Ｊ

ゆえにβの信頼区間は (3。 59,4。 39)

10.9       ν
1

0。 9

0.8

0。 7

0.6

0.5

変換した値を表にすると

'(   0.368  0.135  0。
050

y   l.961  1.266  1.064
0.018  0。 007

1.053  1.031

0.002

1.010

これから (χ,y)の散布図は

/1
se:tl hZQ'-ui)'

"j()u,'- 
aZs,- bZr;u)

=～/1卜 (15660&22--6098× 9644--3.99× 24509)
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図より,Xと yの間には直線的傾向がみられるか ら,最小 2乗法で回帰直線 を求め

ると
,

y=0。 98・+2。 59り【

となる。これを近似的に

y==1.0+2.6χ

とみなせば,も との ″ とクの関係は

1y=1+2.6θ ~″

が予想される。この式は,人口増加の研究などによく用いられるロジスティック曲線

の 1つ である。

lo.10 与えられたデータから

π=5,Σ ″J=27,Σ yJ=24,Σ ∬J2=171,Σ yJ2=134,Σ ∬Jy`=109

yの χ への回帰係数をb,Xの yへの回帰係数を b′ とすれば

b=                =          〒~0・ 82

グ=                =          =~1010

よって,yの Xへ の回帰直線は,y一 J=b(″ 一″)よ り

y-4.8=-0。 82(″ -5.4)

∴ y=9。 23-0。 82″

同様にして,Xの yへの回帰直線は
,

″=10。 68-1。 10y

適当な直線は Xの yへの回帰直線であるから,y=5を 代入 して

χ=10.68-1.10× 5

=5.18

yの Xへの

回帰直線

s -9.23-0.82x



表付

付表 1 乱 数 表

付表 2 正規分布表

付表 3 正規分布のパーセント点

付表 4 ″分布のパーセント点

付表 5 χ
2分

布のパーセント点

付表 6 F分 布の 5%点
付表 7 F分 布の 2。 5%点
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付表 1 乱数表

20832   96698   47328

82315   61278   12763

54976   40751   38209

89212   21445   52181

76034   67815   48817

72085   47435   12885

24628   56011   44777

96561   42369   85507

91391   33464   41713

78262   59374   10663

16938   78301   05249

82815   01572   78988

91903   18644   51015

25843   22092   31098

56905   32621   44630

72976   24058   57625

02570   48357   01721

39833   60594   99191

69527   43974   87918

92044   34825   46419

48396   47600   18836

45228   99878   39937

79806   37358   60109

65017   58873   70370

54378   41374   27357

67031   64940   78341

12738   37773   86209

16895   21201   54476

45515   54680   52284

30238   80786   39399

93332   70220   91214

72683   46812   23737

46809   12516   18616

59853   72411   48115

46577   59697   00122

20139   49458

27543   72365

90857   61735

62029   73208

96142   05048

76397   03150

39122   46028

98773   77822

72924   33296

07279   62844

00668   57479

30045   73843

75488   59200

45195   76443

00497   29084

80853   86270

28831   07758

15140   68947

63610   85849

76189   40101

57958   03974

42119   65358

15000   52767

41057   60341

87866   72848

51128   90677

79675   54842

00455   71987

43553   39375

67168   69900

82629   17072

79388   00037

50023   28559

15238   28028

48863   64461

52617   66677

79797   03693

07022   20252

76879   76119

60063   46681

80407   47957

39860   61586

43504   59835

24540   30592

69298   02374

42228   69326

10910   16205

71050   43410

71471   91952

39128   68471

04099   70235

24589   10132

11924   41682

55559   84024

48070   46919

10160   55763

15659   76571

16520   40980

67821   71261

52763   05298

07675   21613

47014   64345

88354   68258

77398   83743

12973   01813

72039   79116

34666   62911

09061   16089

56554   42170

16593   10291

63268   29060   49358

77801   64956   34446

64647   01093   17240

82012   50368   96570

41221   66292   49382

31730   68007   55760

46117   65279   23905

05081   83499   15146

82458   88681   68938

30192   12464   27854

03366   77120   62603

85186   20533   97009

11972   21223   33024

98187   23328   75732

61400   61617   58330

47319   86477   67150

54772   88925   66643

60710   25599   24387

45213   43770   36088

16483   06323   50572

35850   16779   94794

42766   44276   98828

79809   48579   20878

17679   05078   72277

80212   29792   42473

69353   04358   24046

90185   01044   37700

75909   07739   57262

12851   52962   34684

65471   30848   25047

01340   26167   11551

16166   39308   30528

58776   11286   96429

56120   48744   26829

38279   48946   67437



付表 正規分布表
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z→ 0(z)

―
―

―

―

―

―

劃
一

z  O(z) z rD(d lz ak) t" ok) z  O(z)
0.00  0.5000 40

。01   .5040 40

.02   .5080 40

.03   .5120 40

.04   。5160 39

.05   .5199 40

.06   .5239 40

。07   .5279 40

.08   .5319 40

.09   .5359 39

0.10  0.5398 40

.11   .5438 40

。12   .5478 39

。13   .5517 40

.14   .5557 39

.15   .5596 40

.16   .5636 39

。17   .5675 39

.18   .5714 39

。19   .5753 40

0.20  0.5793 39

.21   .5832 39

。22   .5871 39

.23   .5910 38

.24   .5948 39

.25   .5987 39

.26   .6026 38

.27   .6064 39

。28   .6103 38

.29   .6141 38

0.30  0.6179 38

.31   .6217 38

.32   .6255 38

.33   .6293 38

.34   .6331 37

.35   .6368 38

.36   .6406 37

.37   .6443 37

.38   .6480 37

.39   .6517 37

0.40   .6554 37

0.6915 35

.6950 35

.6985 34

.7019 35

。7054 34

.7088 35

.7123 34

.7157 33

.7190 34

.7224 33

0.7257 34

.7291 33

.7324 33

.7357 32

.7389 33

.7422 32

.7454 32

.7486 31

.7517 32

.7549 31

0.70  0。 7580 31

.71   .7611 31

.72   .7642 31

.73   .7673 31

.74   .7704 30

。75   。7734 30

。76   .7764 30

。77   .7794 29

。78   .7823 29

.79   。7852 29

０
・
５０

・
５．

・
５２

・
５３

・
５４

・
５５

・
５６

・
５７

・
５８

・
５９

０
・

６０

・
６．

・
６２

・
６３

・
６４

・
６５

・
６６

・
６７

・
６８

・
６９

８０

８．

８２

８３

８４

８５

８６

８７

８８

８９

９０

９．

９２

９３

９４

９５

９６

９７

９８

９９

0。 7881 29

。7910 29

。7939 28

,7967 28

。7995 28

.8023 28

.8051 27

.8078 28

.8106 27

.8133 26

0.8159 27

.8186 26

.8212 26

.8238 26

.8264 25

。8289 26

.8315 25

.8340 25

.8365 24

.8389 24

1.00  0.8413 25

.01   .8438 23

.02   .8461 24

.03   .8485 23

.04   .8508 23

.05   .8531 23

.06   .8554 23

.07   .8577 22

.08   .8599 22

.09   .8621 22

1.10  0.8643 22

.11   .8665 21

1.50  0。 9332 13

.51   .9345 12

.52   .9357 13

.53   .9370 12

.54   .9382 12

.55   。9394 12

.56   .9406 12

.57   .9418 11

.58   。9429 12

.59   。9441 11

1.60  0。 9452 11

.61   .9463 11

.62   .9474 1。

.63   .9484 11

.64   .9495 1。

.65   。9505 1。

.66   .9515 1。

.67   .9525 1。

.68   .9535 1。

.69   .9545  9

1.70  0.9554 1。

。71   .9564  9

。72   .9573  9

。73   .9582  9

。74   .9591  8

.75   。9599  9

.76   .9608  8

.77   .9616  9

.78   .9625  8

。79   .9633  8

1.80  0。 9641  8

.81   .9649  7

.82   .9656  8

.83   .9664  7

.84   .9671  7

.85   。9678  8

.86   .9686  7

.87   .9693  6

.88   .9699  7

.89   。9706  7

1.90  0.9713  6

2.00  0.97725 53

。01   .97778 53

.02   .97831 51

.03   .97882 50

.04   .97932 50

.05   .97982 48

.06   。98030 47

.07   .98077 47

.08   .98124 45

.09   。98169 45

2.10  0。 98214 43

.11   .98257 43

.12   .98300 41

.13   .98341 41

.14   .98382 40

.15   。98422 39

.16   .98461 39

.17   .98500 37

.18   .98537 37

.19   。98574 36

2.20  0.98610 35

。21   .98645 34

.22   .98679 34

.23   .98713 32

.24   .98745 33

.25   。98778 31

.26   .98809 31

.27   .98840 30

。28   .98870 29

.29   .98899 29

2.30  0。 98928 28

.31   .98956 27

.32   .98983 27

.33   .99010 26

.34   .99036 25

.35   。99061 25

.36   。99086 25

.37   .99111 23

.38   .99134 24

.39   。99158 22

2.40  0。 99180 22

.41   .99202 22

.42   .99224 21

.43   .99245 21

.44   .99266 20

.45   。99286 19

.46   .99305 19

.47   .99324 19

.48   .99343 1:

.49   .99361 18
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0(z)

2.50  0。 99379

.51   .99396

.52   .99413

.53   .99430

.54   .99446

.55   。99461

.56   。99477

.57   .99492

.58   。99506

.59   .99520

2.60  0。 99534

.61   .99547

.62   .99560

。63   .99573

.64   。99585

。65   。99598

.66   .99609

.67   .99621

.68   .99632

.69   。99643

2.90  0.99813

。91   .99819

。92   .99825

。93   .99831

.94   .99836

.95   。99841

.96   。99846

。97   .99851

.98   。99856

.99   。99861

3.0  0,99865

3.1   .99903

3.2   .99931

3.3   .99952

3.4   .99966

3.5   。99977

3.6   .99984

3.7   .99989

3.8   .99993

3.9   。99995

4.0  0。 99997

0(z)

付表 3 正規分布のパーセント点

正規分布表(続 き)

2.70  0。 99653

.71   。99664

。72   .99674

.73   .99683

.74   .99693

.75   。99702

.76   .99711

.77   .99720

。78   。99728

。79   。99736

2.80  0。 99744

。81   .99752

.82   .99760

。83   。99767

.84   .99774

.85   。99781

.86   。99788

.87   .99795

。88   .99801

.89   。99807

α→
弓
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付表 4 ι分布のパーセント点
α,ν

→ ノ
,(ν )

0.20     o。 lo

0.10     o.o5

0.05      0.o2

0.025     0.ol

0.01

0.005

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

40

60

120

3.078    6.314

1.886    2.920

1.638    2.353

1.533    2.132

1.476    2.015

1.440    1.943

1.415    1.895

1.397    1.860

1.383    1.833

1.372    1.812

1.363    1.796

1.356    1.782

1.350    1.771

1。 345    1.761

1.341    1.753

1.337    1.746

1.333    1.740

1.330    1.734

1.328    1.729

1.325    1.725

1.323    1.721

1.321    1.717

1.319    1.714

1.318    1.711

1.316    1.708

1.315    1.706

1.314    1.703

1.313    1.701

1.311    1.699

1.310    1.697

1.303    1.684

1.296    1.671

1.289    1.658

1.282    1.645

12.706    31.821

4.303     6。 965

3.182     4.541

2.776     3.747

2.571     3.365

2.447     3.143

2.365     2.998

2.306     2.896

2.262     2.821

2.228     2.764

2.201     2.718

2.179     2.681

2.160     2.650

2.145     2.624

2.131     2.602

2.120     2.583

2.110     2.567

2.101     2.552

2.093     2.539

2.086     2.528

2.080     2.518

2.074     2.508

2.069     2.500

2.064     2.492

2.060     2.485

2.056     2.479

2.052     2.473

2.048     2.467

2.045     2.462

2.042     2.457

2.021     2.423

2.000     2.390

1.980     2.358

1.960     2.326

63.657

9.925

5。 841

4.604

4.032

3.707

3.499

3.355

3.250

3.169

3.106

3。 055

3.012

2.977

2.947

2.921

2.898

2.878

2.861

2.845

2.831

2.819

2.807

2.797

2.787

2.779

2.771

2.763

2.756

2.750

2.704

2.660

2.617

2.576
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α,ν
→ノ(ν )

表

付表 5 χ
2分

布のパーセント点

0。 975 0。 05      0。 025 0。 01      0.005

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

40 、

50

60

70

80

90

100

0.995

0。 0000393

0。 0100

0。 0717

0.207

0。 412

0.676

0.989

1.34

1.73

2.16

2.60

3.07

3.57

4.07

4.60

5.14

5.70

6.26

6.84

7.43

8.03

8.64

9.26

9.89

10.52

11.16

11.81

12.46

13.12

13.79

20.71

27.99

35。 53

43.28

51.17

59.20

67.33

0。 000982

0。 0506

0.216

0。 484

0.831

1.24

1.69

2。 18

2.70

3.25

3.82

4.40

5.01

5.63

6.26

6.91

7.56

8.23

8.91

9.59

10.28

10.98

11.69

12.40

13.12

13.84

14.57

15.31

16。 05

16.79

24.43

32.36

40。 48

48。 76

57.15

65.65

74.22

3.84      5.02

5。 99      7.38

7.81      9.35

9.49     11.14

11.07     12.83

12.59     14.45

14.07     16.01

15。 51     17.53

16。 92     19。 02

18.31     20.48

19.68     21.92

21.03     23。 34

22.36     24。 74

23.68     26.12

25.00     27.49

26.30     28.85

27.59     30.19

28.87     31.53

30.14     32.85

31.41     34.17

32.67     35.48

33.92     36.78

35。 17     38.08

36.42     39。 36

37.65     40.65

38.89     41.92

40.11     43.19

41.34     44.46

42.56     45。 72

43.77     46.98

55。 76     59。 34

67.50     71.42

79.08     83.30

90.53     95.02

101.9     106.6

113.1     118.1

124.3     129。 6

6.63      7.88

9。 21     10.60

11.34     12.84

13.28     14.86

15.09     16.75

16.81     18.55

18.48     20.28

20.09     21.95

21.67     23.59

23.21     25。 19

24.73     26.76

26。 22     28.30

27.69     29。 82

29。 14     31.32

30.58     32.80

32.00     34.27

33.41     35。 72

34.81     37.16

36.19     38.58

37.57     40。 00

38.93     41.40

40.29     42.80

41.64     44。 18

42.98     45.56

44。 31     46.93

45.64     48.29

46。 96     49。 64

48.28     50。 99

49.59     52.34

50.89     53.67

63.69     66.77

76.15     79.49

88。 38     91.95

100。 4     104.2

112.3     116.3

124.1     128.3

135.8     140.2



め,ν2→ FoЮ 5(ν l,ν2)

Fが 1よ り大きくなるようにとり,そ のとき,ν lが分子の自由度で,ν2は分母の自由度である。
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付表 6 F分 布の 5%点

161.4  199.5  215。 7  224.6  230.2  234.0  236.8  238。 9  241.9  243.9  249.0  254.3

18.5   19。 0   19。 2   19。 2   19.3   19.3   19.4   19。 4   19.4   19。 4   19.5   19。 5

10。 13   9.55   9。 28   9。 12   9.01   8.94   8.89   8.85   8。 79   8。 74   8.64   8.53

7.71   6.94   6.59   6.39   6.26   6.16   6.09   6.04   5。 96   5。 91   5。 77   5.63

6.61   5。 79   5.41   5。 19   5.05   4.95   4.88   4.82   4.74   4.68   4.53   4.36

5。 99   5。 14   4.76   4.53   4.39   4.28   4.21   4.15   4。 06   4.00   3.84   3.67

5.59   4.74   4。 35   4.12   3.97   3.87   3.79   3.73   3.64   3.57   3.41   3.23

5。 32   4。 46   4。 07   3.84   3.69   3.58   3.50   3.44   3.35   3.28   3.12   2.93

5。 12   4.26   3.86   3.63   3.48   3.37   3.29   3.23   3.14   3.07   2.90   2.71

1014.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 2.98 2.91 2.74 2.54
1114.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.85 2.79 2.61 2.40
1214.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.75 2.69 2.51 2.30
1314。 67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.67 2.60 2.42 2.21
1414.60 3。 74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.60 2.53 2.35 2.13

1

2

3

4

5

6

7

8

9

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

32

34

36

38

40

60

120

4.54   3.68   3.29   3.06   2.90   2.79   2.71   2.64   2.54   2.48   2.29   2.07

4.49   3.63   3.24   3.01   2.85   2.74   2.66   2.59   2.49   2.42   2.24   2.01

4.45   3.59   3.20   2.96   2.81   2.70   2.61   2.55   2.45   2.38   2。 19   1.96

4.41   3.55   3.16   2.93   2.77   2.66   2.58   2.51   2.41   2.34   2.15   1.92

4.38   3.52   3.13   2.90   2.74   2.63   2.54   2.48   2.38   2.31   2.11   1。 88

4。 35   3.49   3.10   2.87   2.71   2.60   2.51   2.45   2.35   2.28   2.08   1.84

4.32   3.47   3.07   2.84   2.68   2.57   2.49   2.42   2.32   2.25   2.05   1.81

4.30   3.44   3.05   2.82   2.66   2.55   2.46   2.40   2.30   2.23   2.03   1。 78

4.28   3.42   3.03   2.80   2.64   2.53   2.44   2.37   2.27   2.20   2.00   1.76

4.26   3.40   3.01   2.78   2.62   2.51   2.42   2.36   2.25   2.18   1.98   1.73

4.24   3.39   2.99   2.76   2.60   2.49   2.40   2.34   2.24   2.16   1.96   1。 71

4.23   3.37   2.98   2.74   2.59   2:47   2.39   2.32   2.22   2.15   1.95   1.69

4.21   3.35   2.96   2.73   2.57   2.46   2.37   2.31   2.20   2.13   1.93   1.67

4.20  3.34  2.95 2.71  2.56  2.45  2.36 2.29  2.19  2.12  1.91  1.65

4.18   3.33   2.93   2.70   2.55   2.43   2.35   2.28   2.18   2.10   1.90   1.64

4.17   3.32   2.92   2.69   2.53   2.42   2.33   2.27   2.16   2.09   1.89   1.62

4.15   3.29   2.90   2.67   2.51   2.40   2.31   2.24   2.14   2.07   1.86   1.59

4。 13   3.28   2.88   2.65   2.49   2.38   2.29   2.23   2.12   2.05   1.84   1.57

4.11   3.26   2.87   2.63   2.48   2.36   2.28   2.21   2.11   2.03   1.82   1.55

4.10   3.24   2.85   2.62   2.46   2.35   2.26   2.19   2.09   2.02   1.81   1.53

4。 08   3.23   2.84   2.61   2.45   2。 34   2.25   2.18   2.08   2.00   1.79   1.51

4.00   3.15   2.76   2.53   2.37   2.25   2.17   2.10   1.99   1.92   1.70   1.39

3.92   3.07   2.68   2.45   2.29   2。 18   2.09   2.02   1.91   1.83   1.61   1.25

3.84   3.00   2.60   2.37   2.21   2.10   2.01   1.94   1.83   1.75   1.52   1.00
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付表 7 F分 布の 2.5%点

648     800    864    900    922    937    948    957    969    977    997   1018

38.5    39.0   39。 2   39。 2   39.3   39。 3   39。 4   39。 4   39。 4   39.4   39.5   39.5

17.4    16.0   15.4   15。 1   14.9   14.7   14.6   14.5   14.4   14.3   14。 1   13.9

12.22   10。 65   9。 98   9.60   9。 36   9。 20   9.07   8。 98   8.84   8.75   8.51   8。 26

51 10.01

61 8.81

71 8.07

81 7.57

917.21

8.43   7.76   7.39   7.15   6.98   6.85   6。 76   6.62   6.52   6。 28   6.02

7.26   6.60   6.23   5。 99   5。 82   5。 70   5。 60   5。 46   5.37   5。 12   4.85

6.54   5.89   5.52   5。 29   5。 12   4.99   4。 90   4.76   4.67   4.42   4。 14

6.06   5。 42   5.05   4.82   4.65   4.53   4。 43   4.30   4。 20   3.95   3.67

5。 71   5.08   4.72   4.48   4。 32   4。 20   4.10   3.96   3.87   3.61   3.33

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

32

34

36

38

40

60

120

6.94    5。 46   4.83   4。 47   4。 24   4.07   3。 95   3.85   3.72   3.62   3.37   3.08

6。 72    5。 26   4.63   4。 28   4.04   3.88   3。 76   3.66   3.53   3.43   3.17   2.88

6.55    5。 10   4。 47   4。 12   3.89   3。 73   3.61   3.51   3.37   3.28   3.02   2.72

6.41    4。 97   4。 35   4.00   3.77   3.60   3.48   3.39   3.25   3.15   2.89   2.60

6.30    4.86   4.24   3.89   3.66   3,50   3.38   3.29   3.15   3.05   2.79   2.49

6.20    4.76   4。 15   3.80   3.58   3.41   3.29   3.20   3.06   2.96   2.70   2.40

6.12    4.69   4.08   3.73   3.50   3.34   3.22   3.12   2.99   2.89   2.63   2.32

6.04    4.62   4.01   3.66   3.44   3.28   3.16   3.06   2。 92   2.82   2,56   2.25

5。 98    4.56   3.95   3.61   3.38   3.22   3.10   3.01   2.87   2.77   2.50   2.19

5。 92    4.51   3。 90   3.56   3.33   3.17   3.05   2.96   2.82   2。 72   2.45   2.13

5。 87    4.46   3.86   3.51   3.29   3。 13   3.01   2.91   2.77   2.68   2.41   2.09

5。 83    4.42   3.82   3.48   3.25   3.09   2.97   2.87   2.73   2.64   2.37   2.04

5。 79    4.38   3.78   3.44   3.22   3.05   2。 93   2.84   2.70   2.60   2.33   2.00

5。 75    4.35   3.75   3.41   3.18   3.02   2。 90   2.81   2.67   2.57   2.30   1。 97

5。 72    4.32   3.72   3.38   3.15   2.99   2.87   2.78   2.64   2.54   2.27   1.94

5.69    4.29   3.69   3.35   3.13   2.97   2.85   2.75   2.61   2.51   2.24   1。 91

5.66    4.27   3.67   3.33   3.10   2.94   2.82   2.73   2.59   2.49   2.22   1.88

5。 63    4.24   3.65   3.31   3.08   2.92   2.80   2.71   2.57   2.47   2.19   1.85

5。 61    4.22   3.63   3.29   3.06   2.90   2.78   2.69   2.55   2.45   2.17   1.83

5。 59    4.20   3.61   3.27   3.04   2.88   2.76   2.67   2.53   2.43   2。 15   1.81

5.57    4。 18   3.59   3.25   3.03   2.87   2.75   2.65   2.51   2.41   2.14   1.79

5.53    4。 15   3.56   3.22   3.00   2.84   2.72   2.62   2.48   2.38   2.10   1.75

5。 50    4.12   3.53   3.19   2.97   2.81   2.69   2.59   2.45   2。 35   2.08   1.72

5。 47    4.09   3.53   3.17   2.94   2.79   2.66   2.57   2.43   2.33   2.05   1.69

5。 45    4.07   3.48   3.15   2.92   2.76   2.64   2.55   2.41   2.31   2.03   1.66

5。 42    4.05   3.46   3.13   2。 90   2.74   2.62   2.53   2.39   2.29   2.01   1.64

5。 29    3.93   3.34   2.01   2.79   2.63   2.51   2.41   2.27   2.17   1.88   1.48

5。 15    3.80   3。 23   2.89   2.67   2.52   2.39   2.30   2.16   2.05   1.76   1.31

5.02    3.69   3.12   2.79   2.57   2.41   2.29   2.19   2.05   1.94   1.64   1.00

Fが 1よ り大きくなるようにとり,そ のとき,ν lが分子の自由度で,ν2は分母の自由度である。
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