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2009年 4月 より武蔵工業大学は校名を変更し「東京都市大学」となります .

それにともない本書の名称を「東京都市大学数学シリーズ (2)線形代数演習」

として出版することになりました.

初版より本書のために多くの方々から御協力をいただき感謝しております .

今後とも御支援のほどよろしくお願い致します.

2009年 3月
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まえがき

武蔵工業大学工学部教育研究センター数学部門では,学習経験の多様化した

新入生に対するさらなる教育改善を目指して,平成 10年度より新入生の基礎学

力調査を開始し,同時に教科書作成検討委員会を発足させました.委員会では,

第一段階として数学基礎科目の各教員における教育内容を調査し,カ リキユラ

ムの内容を整備しました。次の段階として,学生の単位取得のための一定の基

準作りを行うこと,さ らにいろいろなレベルの問題を用意することによって新

入生の多様化への対処を可能にすることを目的に演習書を作成することになり

ました.その第一歩は理工学で重要な科日である微分積分学および線形代数学

の演習書の作成となりました.

本書の構成は,ま とめ,例題,問題 A,問題 Bお よび解答からなっていま

す.問題 Aに は単位取得のための標準的な問題が集められていて,すべての

学生が修めるべきものでありますが,中には難しいものも含まれています。間

題 Bに はやや難易度の高い問題が集められています.学生諸君の勉学に役立

つことを期待します .

最後に,本書の完成にあたつては武蔵工業大学工学部数学科目担当の先生方

に多くの有益な助言をいただきました.改めて御協力いただいた先生方に厚く

お礼申し上げます.ま た,出版に際して大変お世話になりました学術図書出版

社の高橋秀治氏にも心から感謝いたします .

2007準巨3ノ月

著者一同
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1章一弟

平面・空間のベク トル

1。1 ベク トルの内積・外積

ベクトルとは

向きと大きさを持った量をベクトルという.力や風速や位置の変化などはベ

クトルで表現することができる.ベクトルは線分に矢印をつけて表示すること

ができ,矢印の始まる点を始点,終わる点を終点という.始点 Aから終点 Bま

でのベクトルはI」 と書くeま た,始′点と終″点が同じ,すなわち大きさが零の

ベクトルを零ベクトルと呼ぶ .

あるベクトルを平行移動したものはすべて同じ向きと大きさを持つと考え,

同じベクトルとして扱う.すると,始点や終点に依存した書き方をする必要は

ないことになるので,こ のような場合はごやαと書く.零ベクトルはσ,0と

書く.

ベクトルをχν平面上に描いた時,始点から終点までのχ,ν 座標のそれぞれ

の変化量をこのベクトルのχ,ν 成分といい,ベクトルを平行移動させても成分

は同じなので,ベクトルをχ,ν 成分の組で表せる.こ れをベクトルの成分表示

という.た とえば,始点と終点を比較してχ座標が 1増加しν座標が 2増加し

ているようなχν平面上のベクトルαはα=(1,2)と かα=(:)と 成分表

示する.ま た,始点が原点0になるようにベクトルを平行移動させたときの終

点の座標がこのベクトルの成分であると考えることもでき,点 P(α ,b)に対し

てoゴ =(a,b)と なる.このベクトル5言 を点Pの位置ベクトルと呼ぶ.χνz
空間内のベクトルについても同様に成分表示を考えることができる.

ベクトルαの大きさのことを lα lと表す.α =(α,b,C)であれば三平方の定

理によりlαl=ν乞2+b2+c2と なる.

ベクトルの和 0実数倍

ベクトルαの終点にベクトルbの始点を合わせるように平行移動し,α の始
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点からbの終点までのベクトルを考えて,こ れをベクトルの和といいα+bと

書く。α=(α ,b,C),b=(P,9,r)で あれば,α tt b=(α  tt P,b+9,c tt r)と ,

",ν
,z成分をそれぞれ合計したベクトルになる.

ベクトルα=(α ,b,C)に 対してそのた倍のベクトルをたα〒 (たα,た b,たc)と

定義する.た >0の場合にはαと同じ向きで大きさがた倍になったベクトルの

ことであり,0倍は零ベクトルとなり,た <0の場合はαと反対の向きで大き

さが |た 1倍になったベクトルとなる。また,(-1)α のことを一α,α 十 (― b)の

ことをα一bと書く.

和と実数倍に関して次のような法則が成り立つ.

(α +b)+C=α 十 (b tt C)

α tt b=b+α

ん(α +b)=たα十んb

(た 十 J)α =たα+Jα

ん(Jα)=(た I)α

α+0=α ,  α十 (一a)=0

lα =α,  Oα =0,  た0=0

ベク トルの内積 (ス カラー積 )

大きな岩を10の力で 20の距離運ぶ仕事の量は 10× 20=200と 定義するの

が良さそうである.しかし,移動方向に対して斜め (た とえば,仰角 :ラ
ジア

ン)に力を掛けている場合,移動方向に文寸して実際に使った力はcos:=:で

半分ということになるので,こ の場合の仕事の量は

える.

ベクトルで考えると,α という力で bと いう位置の移動をしたときにαとb

のなす角がθであれば,仕事の量は lα llbl COSθ となるが,こ れを一般化して任

意の二つのベクトルに対して同じように定義して内積と呼び,α・bと 書き表

す.こ こで,演算記号の「・」を省略してはいけない.ベクトルを成分で表した

場合,α =(α,b),b=(P,9)で あれば,α ob=叩 十b9と ,χ 成分同士,ν 成

分同士の積 (空間ベクトルであれば z成分同士の積も)の合計になることがわ

かっている.内積の計算結果はベクトルではなく数値になることに注意せよ.

そのため,三つのベクトルの内積のようなものαObOcは定義されない.

なお,α Obは (a,b)も しくは(a,b)と 書くこともある.

: 
×10× 20=二 100 と考



1.1 ベクトルの内積・外積

内積に関して次のような法則が成り立つ.

α・b=boα

(α tt b)・ C=α oC+b・ C

a。 (b+C)=α ◆b+α oC

(たα)。 b=α O(んb)=ん (a.b)

α・α =lα 12

1α o bl≦ lα llbl

内積は成分からすぐに計算できるので,2つのベクトルα,bの なす角θは

cos θ=薫
珊可 (0≦

θ≦π)

から簡単に求めることができる.とくに,二つのベクトルのなす角が直角(3
ラジアン)であればα・b=oと いう条件式を満たすことになる.この条件が

成立する二つのベクトルは直交するといいα tt bと 書く.

平行四辺形 ABCDで ,α =五誼,b=五3と すれば,この平行四辺形の面積
はS=lα llblSinθ (θ はαとbのなす角)と なり

s2=1司 21b12(1_coS2 θ)=lα 121b12_(aOb)2

のように内積から計算できることがわかる.平面ベクトルα=(α ,b),b=(C,α )
の場合は S2=(α 2+b2)(c2+α 2)_(αc+bα)2=(αα_bC)2ょ り

S=lαα一 bCI

となり,空間ベクトルα=(α ,b,C),b=(P,9,r)の 場合は

(br一 C9)2+(の _αr)2+(αg_の)2

となる。

空間ベクトルの外積 (ベクトル積)

内積は平面ベクトルにも空間ベクトルにも定義できるが,こ れに対して空間

ベクトルに特有の外積という演算がある.α,bの外積α×bは

(1)α とbの両方に直交していて,

(2)α とbを二辺にもつ平行四辺形の面積の値を大きさにもち,

(3)α ,b,α ×bで右手系 (右手の親指・人差し指・中指を立てたような位置関

係)と なる

ような空間ベクトルのことである.α =(α ,b,C),b=(P,9,r)の 場合は

α×b=(br_cg,印 ―αr,α9-“ )
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となる。あとで学ぶ行列式を使うと

1:;Hl;|
α

P :'
とも表せるし,づ =(1,0,0),ゴ =(0,1,0),た =(0,

ベクトルとするとき

0,1) をχ,ν ,z軸方向の単位

axb-
づ J た

α  b  c

P g r

とも表せる.

2つのベクトルが直交することは内積が 0と なることで判定できたが,2つ

のベクトルが平行であることは (向 きが逆である場合も含め)外積が零ベクト

ルとなることで判定できる.

α tt b⇔ α・b=0

α//b⇔ α×b=0

外積に関して次のような法則が成 り立つ .

α×b=一 b× α

(a+b)× C=α ×C+b× C

a× (b tt c)=α ×b+α ×C

(たα)× b=α × (たb)=ん (α ×b)

α。(b× C)=b。 (C× α)=C・ (α ×b)

=(α ×b)◆ C=(b× C)・ α=(C× α)・ b

α×(b× C)=(a・ C)b一 (α Ob)C

(α ×b)× C=(α oC)b一 (boC)α

α×(b× C)+b× (C× α)+C× (α ×b)=0

α,bを二辺とする平行四辺形をcだけ平行移動してできる立体を平行六面体と

いう.α,b,cが右手系をなす場合,平行六面体の体積はy=(a× b)OC=α O(b× C)

で求められる.左手系 (左手の親指 0人差し指・中指を立てたような位置関係 )

の場合はこの値は負になり,体積はその絶対値となる。このα・(b× C)の こと

をスカラー三重積といい,[α ,b,司 と表す .

し ,b,C]=ib,C,司 =[C,α ,b]=一 [α ,C,b]=一 [C,b,α ]=― [b,α ,C]

となる.



1。 1 ベクトルの内積・タト積
例題 1。

不等式―lα llbl≦ α・b≦

の不等式

を証明し,これよリシュヴァルツ (Schwarz)

(α lbl+α 2b2+α3b3)2≦ (α:+α3+α:)(bi+b3+b:)

を導け.ま た等号が成立する条件を示せ .

解答 α,bの なす角をθとすればα・b=lα llbl COSθ において -1≦ cOs θ≦ 1で

あるから,一 lα llbl≦ αOb≦ lα llblが成り立つ.等号が成立するのはcos θ=± 1

すなわちα//bの ときに限る.α =(α l,α2,α3),b=(bl,b2,b3)と すると,上

の不等式は

_ν乞:+α3+α:7/罐 +b3+b::≦ αlbl+α 2b2+α3b3

</α:+α3+α:1/b:+b3+b:

となるので

(α lbl+α 2b2+α3b3)2≦ (α:+α;+α:)(bi tt bう 十b:)

が成立する.

等号が成立するのはα〃bすなわちαl:α2:α3=bl:b2:b3の ときに限る.

(別解)。 =0の時は一lα llbl=α・b=lα llbl=0と なるので成立する.
α≠0と すると,任意の実数tについて lια tt b12≧ 0でぁることから

0≦
lι
α+b12=(ια tt b)。 (ια tt b)=ι

2α .α +2ια・b tt bob

という2次不等式がすべての実数ιについて成立することになるので,こ の 2

次式の判別式は

D/4=(aob)2_(α oα)(bob)≦ 0

となる.こ れを書き換えると

(α
.b)2≦

(a・ a)(bob)=lα 121b12

すなわち

―lα llbl≦ α・b≦ lα llbl

が成立することがわかる.
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例題 2.

4点 O(0,0,0),A(2,-1,1),B(1,-1,0),C(3,4,5)に 対 し,

ものを計算せよ.

(⇒ 16ズ |,lσ動,試 0譴,試 と前のなす角θ

②薇 ×譴

(3)△ ABCの面積 S

(4)四 面体 OABCの体積 y

次に示された

解答 (1)10苅 =
の,試 .譴 =

2+(-1)2+12=νて, 16言 |=v仁2+(-1)2+02=

十 (-1)。 (-1)+1・ 0=3。

6式。6言 =16式‖6言 lcosθ ょり

OA.O菫cos0-
15試珀譴 |~ 落 。

の

0≦ θ≦πであるから,θ =:◆

(2)6式 ×5言 =(1,1,丁 1)

(3)A菫 =(-1,0,_1),Iさ =(1,5,4)よ りA言 ×Id=(5,3,-5)。 よつて

S=:lAt×薦|=:yメ +ノ +←→2=写

④ 四面体の体積は試 ,譴,前 を3辺 とする平行六面体の体積の :だ
から

y=:。
|(6ズ ×6言 )。 6さ |=:1103+104+(―⇒051=:.

1。 ベクトルα=(2,3,-1)を 図示せよ.

2.α =(5,-2,た )のとき,lαl=/面 となるようにたの値を定めよ。
3.平 行四辺形 ABCDにおいて A(-1,4,3),B(2,3,5),C(3,7,5)と するとき,
点 Dの座標を求めよ.

4。  α=(1,2,1),b=(2,3,4),c=(0,-1,2)と する.α =sb tt tcと 表わ

すとき,s,tの値を求めよ。

5. α=(-2,1,z),b=(2,ν ,-3),c=(χ ,0,4)の どの 2つのベクトルも直

交するようにχ,ν ,zの値を定めよ.

6。  ベクトルα=(1,-2,2),b=(3,4,-5)に ついて

(1)α・b,lα l,lbl,α としのなす角θをそれぞれ求めよ.

(2)α ,bの両方に直交するベクトルを 1つ求めよ。

7.α =(-3,5,6),b=(5,7,9)に ついて次に示されたものを計算せよ.

落

A



1.1 ベクトルの内積・外積

(1)(2α +3b)0(5α -2b),lα l,lbl

(2)α ×b,(2α +3b)× (5α -2b)

8.ベ クトルα=(2,3,-1),b=(3,-2,1),c=(1,2,2)で作られる平行六面

体の体積 yと 表面積 Sを 求めよ.

9。 4点 A(2,3,5),B(7,5,9),C(8,7,11),D(-1,6,-5)を 頂点にもつ四面体

の体積を求めよ.

10。 ベクトルα=(2,-1,1),b=(2,0,1),C=(1,3,た )の作る平行六面体の

の体積が5であるとするとき,次の間に答えよ。

(1)α ,b,Cが左手系をなすとき,た の値を求めよ.

(2)α ,bの作る平行四辺形がcの底面であると考えたとき,oの高さを求
めよ.

11。 空間ベクトルα,bについて次を示せ .

(1)lα +b12=ld2+2α ob十 lb12

(2)lα +b12+lα 一 b12=2(lα 12+lb12)

B

1.ベ クトルα,b,cについて次を示せ .

(1)a× (b× C)=(aoc)b一 (a・ b)C

(2)a× (b× C)+b× (C× α)十 C× (a× b)=0

Aの解答

1.

α=(2,3,-1)

522.lα l=

た=± 1 となる .

3.I言 +A3=Aさ ょりA3=Aさ _A言 =(4,3,2)一 (3,-1,2)=(1,4,0).
よってD(0,8,3)で ある.
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を解いて

χ=6

ν=13

z=3

となる.

6。 (1)α・b=103+(-2)・ 4+2・ (-5)=-15

lαl=v俎2+(_2)2+22=3, lbl=

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

α・b=lα llbl COSθ より

酬=舗 =異鶏―子・
0≦ θ≦πよりθ==:π .

ょ賃,lrる
ベク陶レをc=仏銑ぅとするこ"c=Q卜 c=0となれゴ

32+42+(_5)2=51カ .



=0-15α ×b-4α ×b-0

=-19α ×b

=(-57,-1083,874)

8。 α。(b× C)=(2,3,-1)。 (-6,-5,8)=2・ (-6)+3・ (-5)+(-1)・ 8=-35。

よって y=|-351=35.α ,bを二辺 とする平行四辺形の面積は α×b=

(1,-5,-13)よ り

lα ×bl=v俎2+(_5)2+(_13)2=√面。

b,cを三辺とする平行四辺形の面積は b× c=(-6,-5,8)よ り

lb× CI=1/(-6)2+(_5)2+82=5νら.

c,α を三辺とする平行四辺形の面積は c× α=(-8,5,-1)よ り

IC× αl=7(-8)2+52+(_1)2=3緬 。

よつてS=2(面 +5、だ+3/10).
9.A言 =(5,2,4),Aさ =(6,4,6),AS=(-3,3,-10)よ り求める体積は

=|

:1驚
0(薦 ×扇 )|=:|“,2,oO← 58,名 3の |

5。 (-58)+2・ 42+4030 43

3

10。 (1)(a× b)OC=(-1,0,2)・ (1,3,た)=2た -1。 α,b,cが左手系をなす

から,こ の値は負であり,12た -11=5であることより2た -1=-5,よ って
た=-2で ある.

(2)α ,bの作る平行四辺形の面積は

lα
×bl=7(-1)2+02+22=ν写

であり,これが底面積であるから,求める高さんは/L=5と なることより,
ん=～石である.

110(1)lα +b12=(attb)0(α +b)=α・α+α ob+boα +bOb=lα 12+2α Ob十 lb12

(2)(1)よ り

la - bl' : lol' * 2a. (-b) + lbl' - lol' - 2a . b + lbl'

la * bl' + la - bl' : 2lol' + 2lbl2 - 2(l"l' + lbl')

1.1 ベクトルの内積・外積

よって
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Bの解答

1・ (1)α =(α l,α2,α3),b=(bl,b2,b3),C=(Cl,C2,C3)と すると,b× c

(b2C3~b3C2,b3Cl~blc3,blC2~b2Cl)よ り α × (b× C)の χ成 分 は

α2(blC2~b2Cl)~α 3(b3Cl~blc3)=(α 2C2+α3C3)bl~(α 2b2+α3b3)Cl

=(α lCl+α 2C2+α3C3)bl~(α lbl+α 2b2+α3b3)Cl

=(aoC)bl― (α・b)Cl

となる .

同様の計算により,ν ,z成分はそれぞれ

(a◆ C)b2~(a・ b)C2, (aoC)b3~(aOb)C3

となるから

α×(b× C)

=((α
eC)bl―

(aeb)Cl,(aOC)b2~(aOb)C2,(a・ C)b3~(a・ b)C3)

=(α oC)(bl,b2,b3)~(a・ b)(Cl,C2,C3)

=(α・C)b一 (α・b)C

が示 される .

(2)(1)よ り

b× (C× α)=(boα )C一 (boC)α ,

C× (a× b)=(C・ b)α ― (C・ α)b

となるから

ax(bx") +bx("to) +cx(o"b) :0.
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α,bは 0ではないが c=oの 場合は
χ一P ν―α
α      b  '

αは 0で はないが b=c=oの 場合は

ν=9,

が直線の方程式である

なお,直線の方程式は A言 〃d⇔ 芹

(χ ―P,ν -9,Z一 r)

が成立することからも導かれる.

上記のα=(α ,b,C)を 直線の方向ベクトルと呼ぶ .

平面の方程式

χνz空間内の点 A(P,9,r)を 通り,ベクトルπ =(α ,b,C)に 垂直な平面上に

Z=γ

×α=0よ り

×
(α ,b,C)=(0,0,0)

点P(χ ,ν ,Z)があるとすると,Aゴ 上ηより

すなわち

(*-p, U-e, z-r).(a,b,,") -0

a(r - p) + b(a - d * c(z - r) - 0

が成立することがわかる.これを平面の方程式という.この式を展開すると

αχ+bν +cz+α =0 (こ こで,α =―←孵+bα +Cr))
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のようにχ,ν ,zの 1次方程式になる。逆に,χ ,ν ,Zの 1次方程式

α
"―
卜bν ―卜cz+α 二=0

の解の 1つ を (χ ,ν,Z)=(P,9,r)と すれば,α =― (叩 +bg+Cr)と なるので ,

この 1次方程式を

α(χ ―p)十 b(ν 一α)+C(Z― r)=o

と変形できる.つ まり,χ ,ν ,Zの 1次方程式 α
“
+bν +cz+α =0は ,点

A(P,9,r)を 通 り,ベ クトルπ =(α ,b,C)に 垂直な平面を表すことがわかる.

上記のπ =(α ,b,C)を ,平面の法線ベクトルと呼ぶ .

直線と平面のパラメータ表示

直線の方程式を導いたAゴ =ιdを ,点 A,Pの位置ベクトルα,"を使って書

き直すと

"=α tt 
ια  (ι は任意実数)

という直線のパラメータ表示が得られる.こ れと同様に,平行でない 2つのベ

クトルし,υ に対して,点 Aを通り鶴方向の直線とυ方向の直線を両方とも含

むような平面がただ 1つ定まるが,こ の平面上の点 Pの位置ベクトルを
"と

すると

"=α +S鶴
十ιυ  (S,tは任意実数)

という平面のパラメータ表示が得られる.

点と平面の距離

χν平面上の直線αχ+bν tt c=0と 点 P(P,9)と の距離は

la/P+b9+CI

、/α2+b2

で求められた.こ れと同様に,"νz空間内の平面α
"+bν
+cz+α =0と 点

P(P,9,r)と の距離は

lα
p+bα +Cr+α

l

yα2+b2+c2

で求められる.

球面の方程式

点 A(α ,b,C)か らの距離が定数 rに等しい点 P(χ ,ν,Z)の全体は,Aを 中心と

し半径γの球面となる.こ の条件 |ヌご |=rの両辺を2乗することにより

(χ tt α)2+(ν
_b)2+(z_c)2=r2

という球面の方程式が導かれる.
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すなわち

χ― (-1) ν-4 z-3
3    -1   2

χ+l ν-4 z-3
3    -1    2

と表される.求める平面は五Ё に垂直で点 C(2,3,7)を 通るから

3(χ -2)+(-1)(ν -3)+2(z-7)=0

すなわち

3χ ―ν+2z-17=0
と表される. 直線をパラメータ表示すると, 

χ+1=竺 二■ _≒ 3=ι ょり

(χ ,ν,Z)=(3ι -1,―ι+4,2ι +3)

と表されるので,求める交点においては

3(3ι -1)一 (―ι+4)+2(2ι +3)-17=0

解答 求める直線はA三 =(3,-1,2)に 平行で,点 A(-1,4,3)を 通るから

となる.よって交点の座標は
(翠
,半 ,琴りである.

９

一
７〓

ｈ
ソ
よ

例題 1.

A(-1,4,3),B(2,3,5)を 通る直線の方程式を求めよ。また,この直線に垂

直で,点 C(2,3,7)を 含む平面の方程式を求めよ.更に,こ の平面と直線
の交点を求めよ.

例題 2.

2平面
“
一ν+2z-1=0,2χ +ν +z+4=0に ついて次の間に答えよ。

(1)交線の方程式を求めよ.

(2)2平面のなす角θを求めよ.ただしo≦θ≦
,と
する.

(3)2平面の交線を含み,点 P(1,1,1)を通る平面の方程式を求めよ.

は 2平面の方程式を同時に満たすので,連立 1次方程式

を解いて,χ =-1-zフ ν=-2+zと なる.こ こで

,ν,Z)=(-1,-2,0)+ι (-1,1,1)と パラメータ表示さ

Q(-1,-2,0)を 通り,ベクトルα=(-1,1,1)に 平行

よって求める直線の方程式は

χ+l ν+2 z

撹

・１〓
・４〓
職
動
か

一

■

潤

‐直

ゎ

である.

-1 1      1
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(2)2平面の法線ベクトルは (1,-1,2)と

αとすると,求める角 θはαもしくはπ一
3

COS α

(2,1,1)であり,こ れらのなす角を

αであることがわかる。

1

となる.
π

一〇
〇

２
　
　
〓
θπ

一２
＜
一

π
一つ
０

＜
一
０

π

一
〇
〇

〓α
ｈ
ソ
よ

拓

0拓

であるからであり,

(2平面を横から見た図)

(3)求める平面の法線ベクトルは2平面の交線の方向
ベクトルd=(-1,1,1)

と,交線上の点Q(-1,-2,0)か らP(1,1,1)までのベクトルξメ=(2,3,1)の
両方に垂直であるから d× Q声 =(-2,3,-5)が法線ベクトルとなるので,求

める方程式は

-2(χ -1)+3(ν -1)-5(z-1)=00

よって -2χ +3ν -5z+4=0と なる.

例題 3。

球面

平面

(1)S

(2)K

s:χ
2+ν2+z2_10"_10z+25=0と

κ :2χ -2ν +z=6が ある.
とKの交わりの円の中心の座標と半径を求めよ。

に平行で Sに接する平面の方程式を求めよ.

解答  (1)Sの方程式を変形すると

("-5)2+ν
2+(z_5)2=25

となるので,Sは点 A(5,0,5)を 中心とする半径 5の球面である.求める円の中

心は A(5,0,5)を 通 り,Kの 法線ベクトル (2,-2,1)に 平行な直線 イが κ と交

わる点である。イをパラメータ表示した (χ ,ν,Z)=(5,0,5)+t(2,-2,1)よ り

2(5+2t)-2(-2t)十 (5+t)=6。

よって t=-1と なるから,求める円の中心は B(3,2,4)で ある .

AB=y22+(_2)2+12=3よ り,求める円の半径は752_32=4。

(2)求める平面はイと球面の交′点を通り,κ と同じ法線ベクトルを持つ平面
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従

である.イ とSの交点は

(5+2ι -5)2+(_2t)2+(5+ι -5)2=25

より9ι2=25. よってt=土
:と
なるから

Z2直線と:ザ =7=7み豊=
次の間に答えよ.

“
土事45土》 (複号同順 )

=0。

1.次 のように定義される直線の方程式を求めよ.

(1)点 A(1,-2,3)を 通り,d=(3,-2,1)に 平行な直線 .

(2)2点 A(1,-2,3),B(1,2,0)を 通る直線 .

(3)2点 A(1,-1,1),B(2,0,-1)を 通る直線 .

(4)2点 A(1,-1,1),B(2,-1,4)を 通る直線 .

o直 線χ=を =zに平行QttAc a動 を通る直線 .
2。 2平面χ+ν tt z=4,χ -3z=1の交線の方程式を求めよ.
3。 次のように定義される平面の方程式を求めよ.

(1)点 A(-1,5,3)を 通り,電 =(2,-5,7)に 垂直な平面 .

(2)3点 A(1,-1,1),B(0,1,0),C(2,0,-1)を 通る平面 .

(3)点 A(2,-1,1)を 通り,χ 軸に垂直な平面 .

(4)平面χ+2ν +3z=1に平行で点 A(2,1,1)を 通る平面 .
4。  直線

写
=ν +1≡
Z~1と
平面 2χ +3ν ―z=1の交点の座標を求

めよ.

5。  直線κ+1=ν =:を含み,平面 2χ +2ν +z=1に 垂直な平面の方程
式を求めよ.

a直 線ム ;=7=7袷
^点
坤 ,刷 樋 る輛 け 程式を

求めよ.

ヽ
―
ノ

る

５

一
３

　

あ

干

　

で

５

　
　
　
０

一　

　

〓

↑

ｚ

十
　
叶

ヽ

―

ノ

´

２

．０土．３　か

り

　

ま

（
／
引
＼

潤

は
　
　
一　
　
ま

（　
ヮ

緬
一　
針　
　
彬

る。

／
復

か
　
つ
　
　
　
　
て

わ
　
よ
　
　
　
　
つ

A

竺舌丘=争量井について

(1)交点の座標を求めよ.

(2)こ れらの直線のなす角をθとするとき,cOs θを求めよ.

(3)こ れらを含む平面の方程式を求めよ.
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8。 点 P(3,2,-1)か ら平面 3χ 一ν-2z+5=0に 下ろした垂線の長さを求

めよ.

仇 点 鴫 乳一⇒ から献 7=;=響
い ろした酬 の長さ林

めよ.

10。 4点 0(0,0,0),A(0,0,4),B(1,1,0),C(1,-1,6)を 通る球面 Sがある.

(1)Sの 中心の座標と半径を求めよ。

(2)Sが χν平面から切 り取る部分の面積を求めよ.

■ 2直線 と期 -1=写 =Z― 色第 一χ=7=:が ある

(1)イ2を含み,ノ1に平行な平面 αの方程式を求めよ.

(2)α の方程式を利用 して,ノ 1,イ2の共通垂線の長さを求めよ.

2.2平 面 αl:5"-4ν -3z=1,α 2:2χ -2ν +z=1お よび

直線と守=7=7があれ
(1)2平面αl,α2の なす角を求めよ.

(2)直線イと平面αlと の交点 Aの座標を求めよ.

(3)直線イは平面α2に含まれていることを示せ。

(4)直線イと平面αlのなす角を求めよ.

(5)2平面αl,α2の交線鶴 と直線 Zのなす角を求めよ。

3。  3平面鉱 χ+ν =1,β :ν +Z=1,γ :2χ tt ν tt Z=-1がある.β とγ
の交線を〃,γ とαの交線をmとする.

(1)2平面α,β のなす角を求めよ.

(2)2平面α,γ のなす角を求めよ.

(3)2直線〃,%のなす角を求めよ.

(4)2直線〃,mの交点の座標を求めよ.

(5)直線イを含み,平面αとなす角が ,で
ある平面の方程式を求めよ.

B

・ 0雫 =写=7
(2)A言 =(0,4,-3)よ りχ=1,

1311言 =(1,1,_勾 より雫

(4)A言 =(1,0,3)よ りν=-1,

ν+2 z-3
4    -3
ν+l  z-1
1    -2

χ -l z-1

1         3

o求める直線はd=出⇒畔行だから7=7=
2。 交線上の点は 2平面の方程式を同時に満たすので,連立

z-2
1

1次方程式
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を解 くと,χ =1+3z,ν =3-4zと なる.こ こで z
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χ-l ν-3 z
3    -4   1

3。 (1)2("+1)-5(ν -5)+7(z二 3)=0よ り

2χ -5ν +7z+6=0

(2)求める平面の方程式をαχ tt bν tt cz+α =0と すると,3点を通ること

より

よりχ tt ν+z-1=0。

(3)χ 軸に垂直であることより,電 =(1,0,0)は 法線ベクトルとなるから

1(χ -2)+0(ν +1)+0(Z-1)=0

よりχ=2.

(4)平面χ+2ν +3z=1の 法線ベクトルη=(1,2,3)は 求める平面の法線
ベクトルでもあるから

1(χ -2)+2(ν -1)+3(z-1)=0

より
“
+2ν +3z-7=0.
47=ν +1=7=tとおくこ直線上Q輛ま

(χ ,ν,Z)=(2t+3,ι -1,3ι +1)

と表せるから,交点が平面の方程式 を満たすことにより

2(2t+3)+3(ι -1)― (3t+1)=1.
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よって ι=

5.求める平面の法線ベクトルは,与えられた直線の方向ベクトル d=(1,1,2)

および与えられた平面の法線ベクトルη=(2,2,1)に 垂直であるから,α ×π=

(-3,3,0)は 求める平面の法線ベクトルになるとわかる.ま た求める平面は,与

えられた直線上の点 (-1,0,0)を 通るから,その方程式は

-3("+1)+3(ν -0)+0(Z-0)

よつてχ―ν+1=0と なる.

6.直線イは点 B(0,1,2)を 通り,ベ クトルα=(2,3,4)に平行な直線である.

求める平面の法線ベクトルは,こ のベクトルαとベクトル五誌 =(-1,0,1)に

垂直であるから,α ×A言 =(3,-6,3)は 求める平面の法線ベクトルである。求

める平面は点 A(1,1,1)を 通るので

3(, - 1) - 6(a - 1) + 3(, - 1)

・ 07=7=7=tとおくこ酬ち上Q輛まに銑a=
(2t+3,ι +3,一ι+2)と 表せる.こ れが〃2上の点である条件は

2ι +3  ι+3-4  -ι +2-1
-1       2         -2

よりt=-1で ある.よ って求める交点の座標は (1,2,3).

(2)イ1/2の方向ベクトルは,それぞれ(2,1,-1),(-1,2,-2)で あるから

cos θ=鳥 =平 .

(3)求める平面の法線ベクトルはイ1/2の方向ベクトルの外積を考えればよ

いから

(2,1,-1)× (-1,2,-2)=(0,5,5)

となる.ま た,(1)で求めた交点を通るから,求める平面の方程式は

0(χ -1)十′5(ν -2)+5(z-3)=0

よってν tt z-5=0と なる.

8。 平面の法線ベクトルは (3,-1,-2)で あり,垂線はこのベクトルに平行なの

で,点 Pを通 りこのベクトルに平行な直線をパラメータ表示すると

(χ ,ν,2)=(3,2,-1)+ι (3,-1,-2)=(3+3t,2-t,-1-2ι )

となる。この直線と平面との交点をQと すると,求める垂線の長さはPQで

ある.

3(3+3ι )一 (2-ι )-2(-1-2ι )+5=0

よりt=-1。 よってQ(0,3,1)で ある。

となるあで求める交点の座標は
(3-:,1)で

ある.
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求める垂線の長さはPQ=732+(_1)2+(_2)2=/M.

(補足) この考察を一般化し,点 P(P,9,r)と 平面αχ+bν +cz+α =0と の
距離を求めてみよう.点 Pを通り平面に垂直な直線は

(χ ,ν,Z)=(P,9,r)+ι (α ,b,C)=(P+ια,9+ιb,T+tc)

と表せるので,交点Qは

a(p r ta) + b(q + tb) * c(r * tc) + d- 0

a,p + bq * cr * d zrr r, rr- --r*-r- 2 r. r_ r- 2よりι=―
α2+b2+c2 のときであるとわかる.

19

lop+bq*cr*dl
yα2+b2+c2

9.与えられた直線は′点Q(2,0,1)を 通リベクトルd=(2,2,-1)に 平行な直線で

ある.Pか らこの直線に下ろした垂線の足をHと し,ベクトルQ声 =(1,2,-2)
とαとのなす角をθとすると

=yι 2(α2+b2+c2)=lι lV乞2+b2+c2

∴PQ=卜   17′十〆+′ =

田 げ酬 輛

|び。d
lα l

1102+202+(-2)0(-1)1  8
22+22+(-1)2

(3,2,-1)
よって

(別解)

=7た 2:22+(_2)2_(:)2= √
丁

語一制
手．８「

，

（影

て

酬
　
　
¨
叩
ぃ

橘
卜
獄
解
Ｆ

と
　
り
ヽ
こ
　
　
Ｈ

と直交する

となるので

√
丁
〓編
一９

(P+ια一p)2+(9+ιb-9)2+(r+ι C― r)2

Q(2,0,1)

PH=γ
(:)2+(長チ)2+(v)2=
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100(1)Sの 中心を P(α ,b,C),半径を rと すれば,赫 =Aゴ =麗言 =こ言 =γ

よ り

が成立する.

となり,α =4,b=-3,c=2を 得2る .ま た,C)よ りr=/】 9。

(2)Sが χν平面から切り取る部分は円となるので.その半径をsとすると

よりs

r2=二 s2_十 C2

よって面積は 25π である.

Bの解答

10(1)イ 1はベクトル dl=(1,2,1),ノ 2はベクトル d2=(~1,2,2)に 平行な直

線である.よ って求める平面αの法線ベクトルとしてdl× d2=(2,-3,4)を

とることができる.ま た,α はイ2上の点 (2,3,0)を通るので,求める方程式は

2(* - 2) - 3(a -3) + aQ- 0) - 0,

すなわち

である.

2χ -3ν +4z+5=0

ノ
　
　
　
①．④
③
　
洵

‰

％

ジ
一
「
『
①．
ｆ
ｌ
ｔ

②

＋
　
十

　

一　
　
一

一

′

メ

し

い

①

ｒ

ｌ

ｌ

ｌ

く

―

ｌ

ｌ

ｋ

①

②

③

④

一一
　

一
　

ょ

〆

び

り

　

０

・３
8=0

(2)イ 1上の点Pと イ2上の点Qを結ぶQPが共通垂線であるとすると,ご

- - --71 P(o, b, 
")

はαl,α2のいずれとも直交するので.Q」 は平面αの法線ベクトルとなる.



1.2 直線・平面の方程式

よって求める垂線の長さはPと 平面αとの距離であるが,α はイ1に平行な平

面であるので,ノ1上のどの点とαとの距離も同じ値である.よ って Zl上の点

(1,-2,4)と 平面αとの距離を求めればよい.その値は公式より

12・ 1-3・ (-2)+404+51 =ν菊
vり
2+(_3)2+42

となる.

2。 (1)α l,α2の なす角はαl,α2の法線ベク

(2,-2,1)の なす角θlも しくはπ―θlである.

ItVn1

21

cos θl=lπ
lllπ 21=

COS θ2=lπ
211dl=

15 √

5ψ・3
π

一
／
牡
〓

θよ よって

(2平面を横から見た図)

(2)直線 イをパラメータ表示すると (",ν ,Z)=(5t-1,3ι +1,-4ι +5)と

なる.よ って交点 Aを表すパラメータtの値は

5(5ι -1)-4(3ι +1)-3(-4t+5)=1

よりt=1。 よってA(4,4,1).

(3)直線イは″点B(-1,1,5)を 通り,ベクトル d=(5,3,-4)に平行な直線で

ある。点 Bの座標をα2の方程式の左辺に代入すると2・ (-1)-2・ 1+5=1と
なるので,こ の点は平面α2上の点であり,α・η2=5。 2+3・ (-2)-4・ 1=0
であるので,dは平面α2上のベクトルである.よ って直線イは平面α2に含ま

れる.

(4)α lと イのなす角はηl

θ2~'である.

π

一
４

とdとのなす角をθ2とすると,,一θ2もしくは

π

一
〇
〇

〓
θよ よって

25

5\n-50 2

(直線と平面を横から見た図)

(-10,-11,-2)に平行な直線であるので ,

π

一
次
Ｕ

(5)α lと α2の交線は 21× η2=
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であるから

求める角はαとηl× η2のなす角θ3も しくはπ一θ3である.

COS θ3=d°
(π l× π2)=5ν

ワ015=~万砺

よりθ3==:π・ よつて「
1・

3。 (1)α ,β の法線ベクトルを鶴=(1,1,0),υ =(0,1,1)と すると,求める角

はし,υ のなす角θもしくはπ一θである。

よりθ=:.よ つて
:・

(2)γ の法線ベクトルをυ =(2,1,1)と すると,求める角はし,り のなす角

りもしくはπ―りである.

cos θ=百
肩可
=

包 ι・ 切

COS 9=1鶴
‖υl=

の

。

の

ャ42。 拓     2

桁

よリヮ=:.よ つて
:・

(3)イ,mはそれぞれυ×υ =(0,2;-2),o× 鶴=(-1,1,1)に 平行なので,

求める角はこれらのベクトルのなす角μもしくはπ―μである。

(υ ×り )。 し ×鶴)  0  ∩
COS μ= =  =0

π

2°

3平 あ 連立 1次方程式2

μ

序
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線ベク

である

α〓π
　
ｈ
ソ

を

　
よ

ル
　
と

卜

　
こ

とすると,π tt υ×υおよび

覆 : =

2b-2c=0
α+b

yα2+b2+c2。 の

b=c  ……・ ①
c2=2αb ……… ②

√
丁

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

ψ

ｒ

ｌ

く

ｌ

ｋ

となる.よ って



1.2 直線・平面の方程式

を得る。ここで②に①を代入し因数分解すると,c(c-2α )=0よ りc=0も

しくはこ=2α となる.

(i)c=0の とき.

b=c=0だ から,法線ベクトルとしてπ=(1,o,0)を 考えることができる.
このベクトルを法線ベクトルとし,点 (-1,2,-1)を 通る平面であるから,求

める平面の方程式は

10(χ +1)+00(ν -2)+00(Z+1)=0

よりχ+1=0.

(ii)c=2α のとき.

b=c=2α だから,法線ベクトルとしてπ=(1,2,2)を考えることができ
る.こ のベクトルを法線ベクトルとし,点 (丁 1,2,-1)を 通る平面であるから,

求める平面の方程式は

1・ ("+1)+2(ν -2)+2(z+1)=0

よりχ+2ν +2z-1=0。

23
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2章一弟

行列と連立 1次方程式
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η
　
　
　
　
　
　
　
　
π
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α

α
　
　
　
　
　
　
α

α

　

　

　

　

　

α

姉

第

ノ
列

％

第

１
列

・・・・・O  αttπ

第
2

夕J

のように表すのが便利で,第 づ行と第J列の交差するところにあるαづプをスの

(づ ,プ )成分という.ス をス=(αづプ)と略記する.

特に,m× 1型の行列を鶴次元列ベクトル,1× 2型の行列をη次元行ベク

トル,2× 2型の行列をη次正方行列という.η 次正方行列ス=(αづJ)につい

てαll,α 22,… °,αηπをスの対角成分という.

なお,1× 1型の行列 (α )は αと同一視する。



2.1 行列とその演算

行列の相等

2つの行ダj五 =(αづプ),3=(bづプ)について

(1)ス とBは同じ型,すなわち鶴 ×η型の行列であり,

(2)対応する成分がそれぞれ等しい,つ まりαづブ=bjグ (1≦ づ≦鶴,1≦ J≦ η)

が成り立つときスとBは等しいといい,ス =3と かく.

行列の演算

(I)加法とスカラー倍

五,3を 鶴 ×η型の行列とする.

(1)加法 :五 =(αづプ),3=(bづ′)に対し五十B=(α tグ 十 bづプ)

(2)ス カラー倍 :任意の数たと五=(α tプ )に対したス =(たαtグ )

すなわちスとBの和ス+3,た とスのスカラー倍 たスはともに脱 ×2

型の行列となる.ま た (-1)ス =一ス,■ +(-3)=ス ー3と かく.

(II)乗法

ス =(αづプ)を 鶴 ×〃型,3=(bづプ)を 〃×2型の行列とする.こ のとき
ι

CtJ=Σ αじたわり とおき,ctプ を (づ ,プ)成分にもつ鶴 ×η型の行列をス,3

の積といい,A3と かく。

行列といい,0で表す .

第 1行

第鶴行

また2次の正方行列で対角成分がすべて1で他の成分がすべて0である行列

をη次の単位行列といい,Eで表す.Eの第ノ列をcプ とかき,基本単位ベク
トルという.

25
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行列の演算 に関 して次の法則が成 り立つ .

(1)(五 十 3)十 θ =五 十 (3+θ )

(2)ス +B=B+ス

(3)た (五 十 3)=たス +んB

(4)(た +イ)ス =た五十′五

(5) λ(イス)=(λイ)五

(6) (■ 3)θ =ス(Bθ )

(7) ス(B tt θ)=スB+ス θ

(8) (■ +3)θ =スθ tt Bθ

(9) (た■)B=ス (た3)=た (■3)

(10)五 十 (一ス)=0,五 十 0=ス

(11) 1■ =ス,0■ =0,た0=0

(12) スE=E五 =■,ス0=0五 =0
ただし,こ れらの式が意味をもつものとしてである.

注 1.これらの法則により,で きるだけ括弧を省略し,五十B tt θ,たイス,■Bθ ,

た五Bと かく.

注 2.数 α,bに対しαb=bα は成り立つが,行列■,3に対しAB=Bス が成

り立つとは限らない.

注 3.数 α,bに対しαb=0な らばα=0か b=0であるが,行列ス,3に対し

AB=0な らば五=0か B=0が 成り立つとは限らない.

行列の累乗

正方行列スを電個掛け合わせた積をス
πと表し,ス の 2乗 という.こ のと

き,0以上の整数鶴,2に対し,次の性質が成り立つ。

(1)Aπ ttη =ス
π+η
  (2)(■

m)η =五 %π   ただし,■°=Eと する.

行列の転置

鶴 ×η型の行列スに対し,行と列を入れ換えて得られるη×鶴型の行列を

スの転置行列といい,望 とかく.

五 = に文すし

(結合法則)

(交換法則)

(行列に関する分配法則)

(ス カラーに関する分配法則 )

(結合法則)

(結合法則)

(左側分配の法則 )

(右側分配の法則)
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解答

五θ =

θD=

解答

について

_32と
(五 十 3)(五 -3)を計算 し,

等しくならないことを確か

等しくならないことを確か
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例題 3.

正方行列 スに対 し,次のことを示せ .
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対称行列である.
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D= F-( 1 z 1)
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=Dと なることを示せ .

θ =五 ―望 とおくと,3

を対称行列

31

0%b=た ≠0と し D=:θ とすると説 D2
15。 (1)任意の正方行列スに対してB=五 十勿 ,

は対称行列,θ は交代行列になることを示せ .

(2)任意の正方行列スは対称行列と交代行列の和として一意的に表されるこ

とを示せ。
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1。 2次正方行列ス=(αづプ),3=(bり )に対しtr(幌3)を 求めよ.

なお,2次正方行列θ =(ctプ )に対し,対角成分の和 tr θ=Σ〕Cttを θの
づ=1

トレースと呼ぶ.

2。 正方行列スが巾零であるとは,あ る自然数たがあってスた=0が 成り立
つときにいう.

(1)η 次正方行列ス,3が巾零であるとき,■ +Bは 巾零か.正 しければ証
明を与え,正 しくなければ反例を与えよ.

(2)2次正方行列五,3が巾零でスB=Bス をみたすならば,五 十Bは巾零
であることを示せ .

3.η 次正方行列五,3に対し,降 ,到 =AB― BAと 定義する.[ス ,3]を ス
とBの括弧積 (bracket)と 呼ぶ.こ のとき,次を示せ .

(1)[ス ,IB,θ ]I+[3,[θ ,スII十 [θ,Iス,31]=0 (ヤ コビ (JacObi)の恒等式)

(2)勿 =―■,tB=― Bな ら|ゴ t[ス,3]=― [ス,3]

(3)[■ ,3]≠ E
4。 2次実正方行列スが望ス=Eを満たすとき,ス を直交行列という。2次
直交行列スに対しE一 スが正則行列であれば

B=(E― ス)~1(E+ス )

とおくとき,3は交代行列になることを示せ .
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5。 次を示せ .
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η=2P+1の とき 五π=■ 2p五 =(_1)PEス =(-1)pス
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注 :上記の大きな 0は この部分の成分がすべて 0
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行列と第 2章

+

“

+3)m=Σπの五%~rBr
r=0

ここでγ≧イのときBr=0,r≦ 〃-1の とき鶴一γ=た 十Z-1-γ ≧ただ

から五%~γ =0と なる.よ って

“

+助鶴=ΣπのスけrBr=。 .

γ=0

3.(1)

Iス,IB,θ ]]十 [B,[θ ,ス]]十 1θ,[■ ,3]]



2.1 行列とその演算

=五(Bθ 一θ3)― (3θ ―θ3)五 +BC五 ―スθ)一 (θ五一五θ)3

+σ

“

B一 B4)一

“

B-3■ )θ =0

(2)tiス ,3]=t“B一 B4)=tB勿 一ツrB=(_3)(_ス )― (一ス)(-3)=

37

Bス ースB=― [ス ,31

(3)ス =(αtJ),3=

で,3ス の (づ ,づ )成分の和はΣ〕】Ebjたαたこである。

成分の和は 0で ,Eの (づ ,づ )成分の和は2だから,

4。
tB=一Bと なることを示せばよい。

(btJ)とおくと,スBの (づ ,づ )成分の和はΣ〕】Eαづたわれ
を=1た=1
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例 1～ 3の変形を係数行列または拡大係数行列に注目してまとめてみると次

のようになる.

行に関する基本変形

鶴 ×η型の行列スに対し,次の (1)～ (3)の変形をスの行に関する基本変

形という.

(1)ス の 2つの行を入れ換える.

(2)ス のある行をc倍 (c≠ 0)する.

(3)ス のある行に他の行のc倍を加える.

さて,一般の連立 1次方程式五π=bの解法についてふれてみよう。ここで,

πは未知数ベク トルで

階段行列と行列の階数

m× 2型の行列スに対し,行に関する基本変形をして
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となったとき,得られた行列を階段行列といい,ス の階数はrであるという.

このときrank五 =rと かく.
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理 1(連立 1次方程式五π=bの解の存在).
(1)rank五 =rank(■ lb)な らば, スπ=bは解をもつ.

(2)rank4<rank(ス lb)な らば,スπ=bは解をもたない.

理 2(同次連立 1次方程式の非自明解).

スを鶴×η型の行列とする。
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χ=1の とき rankス =1

χ=-2の とき rank五 =2
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第 2章 行列と連立 1次方程式
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したがって

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

０
．両
０
　
１

／

１

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

つもを

ヽ
１
１
１
／

解

１

　

１

　

明

１

　

一　

　

一　

自

一

′

′

非

１

　

一　

　

一
　

な

α

　

ｂ

　

と３

１

０

０

＜

／
１
‐
‐
１
＼

五

↓
　
　
　
ｎｋ
ａ

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

ノ

／

　

ｒ

ｌ
′
′
養

・

　

α
　
ｂ
　
の

１

１

１

〓

／
１
‐
‐
ヽ
＼
れ

ヽ
・
欄

ヽ
―
―
―
ノ
′
明

仇

・
　
α　
贈
　
〓

‐
叶
卜
碍
』

‐
・
０
れ
量

／．１１
ビ
〕
】
日

＼

、

‐

‐

‐

′

／

α

　

ｌ

　

０

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

―

＼

↓

＼

、

‐

‥

‐

′

／

α
　
　
ｌ

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

↓

＼

、

１

１

１

′

／

２

一
２

４

１

　

一
　

２

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

／

α

　

ｌ

　

０

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

―

＼

↓

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

ノ

ー

　

ー

　

０

α

　

ｌ

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

↓

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

五 =

b≠ 1

ス→

0な ら

解をも

外の図のようになる (太線部分).

α

1-α

b

α

1-α

b

1

0

2

(ιl,t2は任意定数 )◆

よ り

2α 一 b

十 め

b-2α

b-2α

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

一
　

１

一２

　

１

ム
　

∩

）

／

ノ

‐

‐

‐

‐

‐

‐

‐

‐

、

＼

＋

ヽ

１

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

０

　

１

一２

　

∩

）
　

∩

）

／

１

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

9。

ここでα=1ま た

↓

＼

、

‐

‐

‐

′

／

一　
ま

ｂ
　
潤

１

　

１

　

ち

　

ま

．

．
叶
昇
掲

〓．

は
／・‐ｒ」け」〕

つ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一一
　

田
烈

い
　　　　　　　　　　「　
加

≠
′
　
　
　
　
　
　
　
ｂ
　
て

α
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ｈ
ソ
　
　
っ

α

　

よ

　

よ

よ り

２
．

２

一
２

４

〓嗣
②

＼

、

‐

‐

‐

‐

′

／

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

↓

＼

ｌ

‐

‐

‐

′

／

１

　

１

　

０

α

　

ｌ

　

０

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

１

＼

↓

＼

、

‐

‐

‥

′

／

＼

、

‐

‐

‐

′

／

１

　

０

　

２

′′′′′・・・・口・・・・・・・・・・・・・・・・・・・．、、、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“．１１一　　　　　　　　　一　　　　　　　　〈．″̈″′̈一

(3)

10.

(1)

五π =

五 =

が解をもつためには 2α 一b=0。 よって b=2α .

1-α

1

0

0

1

0

1

0

2

2    α

-2 1-α

4    2α

よ り



Bの解答

1・ αづ≠0とするとき,■ の第ブ行 (プ ≠づ)に第づ行の

ればよい .

2.
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(ι は任意定数)。
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2.3  逆行列

逆行列の求め方
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例題 1。

2次正方行列 スが ■3
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解答
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3章一弗

行列式

3。1 行列式の定義と性質

組
　
　
汗
　
汗

て

ジ

メ

　

Ｌ

と

Ｌ

し

　

　

α
　

　

α
　

　

　

　

　

　

２．

　

」る

　

　

２．

解

　

＋
　
＋

と

　

メ
　
す

　

メ

濠
山
山
無
¨
榊
¨

去

　

鈍
　
Ｑ

翻
チ
‐

２を計
い
勧
い

式程

Ｑ
　

　

①

方次
　
　
　
　
　
×
　

　

　

一

入

ｌ
　

　

　

　

②

　
　
　

Ｈ

）得
　ュェ　　　　　　　　　声　　　　　淘

の

連

式

の
　
　
　
　
　
の
　

　

②

列

次
　
　
　
　
　
×
　
　
　
た

行
　
　
　
　
　
　
①
　
　
　
ま

つ .

bl・ …①

b2・ …②

=α22bl~α 12b2・

=αllb2~α 21bl・

よって

ならば,解

χl=

を得る.

同じようにして,

&nazz-atzazt+0

azzbt - anbz
χ2=

αllα 22‐
~α
12α 21

1次方程式

αllχ l+α 12χ 2+α 13χ3=bl
α21χ l+α22χ2+α23χ3=b2
α31χ l+α32χ2+α33χ3==b3

anbz - aztbt
αll α22~α 12α 21

- A12A2teZg - A,1yAZZAS, I 0

(2)

エエ
　
／
１
Ｉ
り
ヽ
ｌ
ｌ
ｋ

連

を考えると

αllα 22α33+α 12α 23α31+α 13α 21α 32~α llα 23α32

のとき,解を表す式が得られることがわかる。
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(1)の左辺を と表し,それぞ

れ 2次の行列式,3次の行列式という

によって定める.

例。 4次の順列 (2143)に ついて,た1=1,た2=0,た3=1だから転倒数は

1+0+1=2。 よつて (2143)は 偶順列である.

定理 1.順 列の隣同士の数を入れ換えると,順列の符号が変わる:

行列式の定義

正方行列

α

　

　

α

　

　

α

α

　

　

α

　

　

α

αll

α21

α31
臓
=0娃
と

ヽ
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に

と

　

・
奇

固
悧
匝
”
制
する．団
婢

の
　
る

次

と

η
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を

和

試
訓
―
肩

　
」
とき，
″

一　
　
の
　
ψ
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α

　

　

　

　

　

α

・　

　

　

　

．２
　
次
　
一′

一
一
一
一
　
洩
れ
地

¨
¨
一̈
耐
動
】

１

　

　

２

　

　

　

　

　

η

α

　

　

α

　

　

　

　

　

α

／
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ｌ
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〓五

に
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3。 1 行列式の定義と性質
“ことを表す.ス の行列式は

αll  α12  °・・  αlη

α21  α22  °・・  α22

αηl  αη2  ・・・  αηη

で表し,略して 1川 ,detス とも書く.

例.1次 と2次の行列式はそれぞれ次のようになる:

lo't rl : ort ,

行列式の性質

定理 2.

en atz

azt azz

0

α2η

απη

レ屯:

- €(I2)att&zz * E (zL)arzazr - altazz - arzazt.

また,3次の行列式は

αll  α12  α13

α21  α22  α23 1= e (L2s)etrazzags * e(23L)orrazzan * t(3L2)ap(rzra3z

α31  α32  α33

十ε(132)α llα 23α 32+ε (213)α 12α 21α 33+ε (321)α 13α 22α 31

=α llα 22α33+α 12a/23α31+α 13α 21α32~α llα 23α32~α 12α 21α 33~α 13α 22α 31

となり,こ れらは先に述べた定義と一致する.2次 と3次の行列式は次のたす

き掛けの方法で記憶すると便利である.な お,4次以上の行列式にはこの方法

は適用できない .

0 0…

α22   °・°

+

αll

α21

鈍
　
０
　
。
‥
　
０

α12  ・・°

α22 …・

αη2  ・・・

αlη

α2η

αηη

: aTr

α22  ・・°  α2η

αη2  ・・・  αηη
αηl  αη2  ・・・
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定 より,特に次の式が成り立つこ

0
azz

&n2 ann

定理

理 2

αll

α21

απl

3。

αll atz aln

と が わ か る 。

α12  ・°°  αlη

α22  ・・・  α2η

απη

=λ

αηl

αlπ

αηη

αll

行列式の値は

=二 αll α22・
°°απη

αlη

αlη

αll

0

定理 4.

定理 6.

α21

華轟華重轟難:難言難:彗ス: +

αηl  αη2  ・・・  αηη

定理 5。 2つの行を入れ換えると行列

重垂菫萎華:華藝華:言華華藝轟華:

轟難彗攀難華華彗轟彗

つの行が一致すれば,



3.1 行列式の定義と性質

定理 7。 1つの行に他の行の定数倍を加えても行列式の値は変わらない :

定理 8.行 と列を入れ換えても行列式の値は変わらない:

定理 8よ り,行列式の行に関する性質 (定理 3～定理 7)は列に対しても同様

に成り立つ.

定理 9(積の行列式).2次 正方行列ス,3に対して,次の等式が成り立つ .

|スBI=|ス‖BI

行列式の幾何学的意味

平面上の点 Oを始点とする 2つのベクトルこ戒 =(α ,b),譴 豊 (c,α)のつ

くる平行四辺形の面積 Sは 2次正方行列ス=

l det川 に他ならない:

α

　

　

Ｃ

／

′

ｉ

ｌ

＼
:  
の行列式の絶文寸値

平行六面体の体積 y

=α =(α l,α2,α3),

α,b,cが右手系 (左

の行列式 detス が正
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例題 1。

α=(α l,α2,α3),b=(bl,b2,b3),C=(Cl,C2,C3)と する。このとき

(a× b)

また,(α ×b)。 α=0を示せ。

解答

α×b=(α2b3~α3b2,α 3bl~αlb3,α lb2~α 2bl)

だから

(a× b)・ C=(α2b3~α3b2)Cl+(α 3bl~αlb3)C2+(α lb2~α 2bl)C3

=αlb2C3+α2b3Cl+α3blC2~α lb3C2~α2blC3~α 3b2Cl

αl  α2  α3

bl   b2   b3

Cl  C2  C3

αl  α2  α3

bl   b2   b3

Cl   C2   C3

次に定理 6よ り

(o"b) .a-
α

　

ｂ

　
　

α

α

　

７θ

　
　

α

α

　

ｂ

　
　

α

=0。

例題 2。

次の行列式を計算せよ。

解答  2行 に 1

-1  --4  5   1

1  3 -1 2

2  -1  4  3

2  -4  3  -4

行 を,3行 と

-1 -4

0  -1

0  -9

0  -12

4行に 1

5    1

4   3

14  5

13 -2

行の 2倍をそれぞれ加えると

-1

-9

-12

３

５

一
２

４

　

１４

　

・３

∠ = =(-1)
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さらに 2行 に 1行の (-9)倍 ,3行に 1行の (-12)倍 をそれぞれ加えると

-1  4   3

∠=(-1) 0  -22 -221= (_1)2
-22  -22

-35 -38
0  -35 -38

1行から (-22)を ,2行から (-1)を それぞれくくり出すと

77

∠ =(_1)2.(_22)(-1)

例題 3。

次の行列式を因数分解せよ.

解答  1行に 2行 と

1    1

35  38

3行 を加えて,1行から

α+b+c α+b tt c

α     b

C        α

- (-1)n 22(38 - 35) _ 66.

(α +b+C)を く

ｃ

　

ｂ

　

　

α

ｂ

　
　
α

　

　

ｃ

ａ

　
　
Ｃ

　

７θ

∠ =

α tt b+c

C

b

- (o + b * c)

り出すと

1   1

α  b

C  α

く

1

C

b

と2列 と3列 に 1列の (-1)倍 をそれぞれ加えて,直接展開する

∠ =(α tt b+C)

-(o+br")

1    0

C α―C b

b c一 b α

α一c b一 c

c一 b α― b

0

一 c

― b

- (o +b * "){(" - c)(a - b) - (b - ")(, - b)}

- (a + b r ")(o' + b2 + 
"2 - ab - bc - "o).

1。 次の順列の転倒数を求め,偶順列か奇順列かを判定せよ。さらに符号を

求めよ.

(1)(4 3 2 1)(2)(2 5 3 1 4)(3)(3 1 4 6 5 2)

A
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2.4次 の行列式は,たすき掛けの方法では求められない.その理由を行列式

の定義に戻り説明せよ.

3。 次の行列式の値を求めよ.

5 -9

3   7

1   2

3    1

-1 5

123  122  124

124  123  122

122  124  123

α―十b―+2c

C

C

cos A sin 0

-sind cos0

5  0  0

-1 2 0

4  1  3

20   33

-20 -11

70   55

(12)

(2) (3)

(6)

３

　

１

　

２

２

　

３

　

１

１

　

２

　

３

(5)

４

　

２

　

１

(4)

１

　

一
　

　

一
　

１

一
　

１

１

１

１

１

０

(9)

０

　

３

　

５

　

０

(8)(つ

５

　

４

　

３

　

２

４

３

２

５

３

２

５

４

２

５

４

３

-30

0

70

-1

1

せ よ.

1    1    1

α  b  c

α3  b3  c3

α         b

b■―c+2α     b

α   C+α +

0  0

0  2

0  4

6  0

1111

1234

1345

1456

2b

α+3 -1  1

5  α-3  1

6  -6 α+4

1  1  l  α

l  l  α  l

l   α   l   l

α  l  l  l

α 000

0b00

0 0 c r

0 0 r c

O g 0 0

P 0 0 0

1

0

0

0

-1

-1

1

1

(10) (11)

0

4. 次の行列式を因数分解

l abc
lbca
lcab

(2) (3)

(→ (5)

(6)

1111

χ  α  α  α

χ ν b  b

“
 ν Z C

α  b  c  0

b α O c

c O α b

O  c  b  α

(7) (8)

O p

9  0

0  0

0  0

b  0

0  α

＼

、

‐

′

／

１

　

０

０

　

１

／

Ｆ

…

ｌ

＼

ｄ５ はどのような図形の面積を表しているか,図示せよ
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一
　
　
　
を示せ
．

夕

　

　

　

と

何
　
　
　
ン」

く
　
　
　
　
つる

し
　
　
　
わ

体

　

　

⇒

　
　
Ｃ

粒

・，２，

ユ

‐

ゝ
つ

　

　

　

一
　

　

　

，
６

は

猟

眸

一

一
．

，

０

，

　

　

励

　

　

．．
２

哺
ｏｌ

‐ノ
蝋
よ・
坤
　
〓・ヽ

(2)

6.

さらヤ

7。

積 y

8。

1

α

9。

(2

(3

10。

島0

∠ =

:  0

０

０

２

Ｂ

2  0

0  2

0  0

次の等式を示せ .1.

=χ 2~χ l

=(χ2~χ l)(χ3~χ l)("3~″ 2)

1    1

"l 
χ2

1    1

"l 
χ2

χ:  χ;

1

χl

χ:

χT~1

1

π3

χ:

1

χ2

π3

χ,~1

1

χη

χλ

χl~1

(2)

1  0…

″3   … °

": 
…

χ旨

~1  
・…

= Π 。ブー銑)
1≦づ<J≦η

(3)
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2。 次の行列式の値を求めよ.

1   1    1    1

2 1 -1 3

4  1   1   9

8 1 -1 27

3。 次の行列式を因数分解せよ.

α  b  c  α

b α α c

c α α b

α  c  b  α

gg gg3 gg2

100 1003 1002

101 1013 1012

α 一b 一α  b

b  α  ―b 一α

c 一d  c  ―α

α  c   a   c

(2)

(2)

4.ス を犠次正方行列,3を 2次正方行列とする

示せ .

=|五‖BI,

とき,次が成り立つことを

=|五‖BI

(を,J=1,2,3,4)の とき

Ｏ
　
Ｂ

ス
　
θ

Ｄ
　
Ｂ

Ａ
　
θ

一一　

≠

5。

け 鴨 詢 =
(づ

0

P1  91  rl  Sl

P2  92  r2  S2

P3  93  γ3  S3

P4  94  T4  S4

１

　

　

０

きと

　

　

到

=± 1

を示せ .

6.ス ,3を η次正方行列とする 次を示せ .

=|五十B‖五一

=|五 十づBII五 一づBI(づ は虚数単位 )

特に■,3の成分がすべて実数のとき

(1)

(2)

五 B

B A

ス ーB

B ス

五 一B

B A
=(|五 十づBIの絶対値)2

Aの解答

■。(1)転倒数 6,偶順列,ε (4321)=1.

(2)転倒数 5,奇順列,ε (25314)=-1。



0) 転倒数 6,偶順列,ε (314652)=1.

の展開式における項α4b3C2α lの係数はAの 1(1)よ り
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と し

2.

a1 h c1 d,t

a2 bz c2 dz

ag bs Cs d,s

a4 b+ c4 d+

123  122  124

124  123  122

122  124  123

+1である.と ころがたすき掛けのような考え方で求めようとすると,こ の項

の係数を -1と 誤解することになり正しい値を求められない .

3.(1)62 (2)1 (3)30 (4)45 (5)-18 (6)40700 (7)1107

て計算せ よ.

(8)12 (9)16 (10)-224 (11)0

(12)

=(-1)η
~1

０

　

１

　

　

０

　

ｏ

ｏ

・

　

０

０

　

０

　

・
‥

　

・
‥

　

一η

２

　

０

　

。
…

　

。
‥

　

０0

0

369  369  369

124  123  122

122  124  123

0

2-1

1     1     1

124  123  122

122  124  123

=369

η-2

…・ 0

…・ 0

1

・・   0

…・ 0

0

0

０

　

　

・

２

　

０

=(-1)π
~1(-1)η ~2

=・ … =(-1)(η
~1)+い -2)+… +1

η(π -1)

=(_1)2 d

０

　

一
　

。
‥

　

・
‥

　

０

２

２
　

０

　

・
‥

　

・
‥
　

０
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(1)

(2)

(0

α+3 -1

5  α-3

6   -6

溌

　

“
　
励

α

　

ｂ

　

　

ｃ

ｌ
　
α

♂

ｌ
　
ｃ
　
メ
）

ｌ
　
ｂ

（ダ

ー
　

α

♂

labc
0 b-a c(a-b)
0 c-a, b(o-c)

- (a-b)("- a)

0       0

b― α  c一 α

b3_α3 c3_α 3

1

b2+bα +α
2

- (a - b) (b - c) (c - a) (a + b +

b-a c(a-b)
c-a b(o-c)

=(α 一b)(b― C)(C― α)

b一 α  c― α

b3_α3 c3_α3

1

c'+ca*a2

c)

Ｃ

　

　

一

一　　　　　　　　　４．．．．

1

1

α+4

0

α-2

α-2

1

1

1

α+2  -1   1

α+2 α-3  1

0  -6 α+4

1  -1   1

l α-3  1

0 -6 α+4

- (a+2)("-2)

=(α +2)

=(α +2)

1

1

+4

b

b

c+α +2b

α

b十一C+2α

α

-(o+2)("-2)
1  0     1

1   1     1

0 1 α+

1

1

0

b

b

c+α +2b

α

卜十 C+α

0

1  0   0

1   1     0

0 1 α+4

b

0

α+b+c

α
　
　
　
ヽヽ
ノ
４

- (o * 2)(o - 2)(a *

“

)

α―十b―+2c      α

c     b十一C+-2α

C         α

2α ―+2b―+2c      α

2α ―+2b+2c  b―■c―+2α

2α ―+2b―■2c      α

=(2α +2b+2c)

1

0

0

=(2α +2b+2c)

b

b

+α +2b

-2(o*b+c)3
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(5)

1   1   1

1   l   α

l   α   l

α   l   l

1

1

α

0     0

0     0

0  α-1

-1  0

0

0

α 一

α

1

1

α+b tt c

α

0

C

1

1

1

α+b tt c

0

α

b

=(α +3)

1

1

1

1

1111

1   l   α   l

l   α   l   l

α l l l

0     0

0     0

0  α-1

α-1  0

α

1

1

1

α+3 α+3 α+3 α+3

1

α

1

0

=(α +3)

=― (α +3)

(6)

1   1   1

χ  α  α

χ ν b

χ ν Z

(つ

α  b  c

b  α  0

c  O  α

O  c  b

α -1 1

0

0

O  α-1

α-1  0

0     0

=(α +3)(-1)3

=(α _1)3(α +3)

0

α -1

0

0

1

α

b

C

1    0     0     0

" 
α―χ α一χ α―χ

χ ν一χ b一 χ b一 χ

χ ν~χ  Z一 χ C― χ

-(o-r)

=(α ―χ)(b― ν)

111
A-r b-r b-r
a-r z-r c-r

1       1

Z~ν  C一 ν
=(α ―χ)(b一 ν)(C― Z).

100
A-r b-y b-y
a-r z-a c-a

1111

b α O c

c O α b

O  c  b  α

α+b tt c

C

b

α

1   0     0     0

b α一b ―b c一 b

C 一C α一C b― C

O   c     b    α

0

C

b

α

α+b tt c

b

C

0

- (o*b+c)
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=(α +b+C)

=(α +b+C)

α一b 一b c一 b

一C α一C b一 C

c     b     α

-(r*b+c)

1   0

1   1

b  α

α一P  0   0
0  b-9  0

0  0  c― γ

0     0     r

0     9     0

P    0    0

a-b-c a-b-c 0

-c a-c b-c
cba

0  0 P一 α

0  9-b  0

γ一c 0  0

c     0     0

0     b     0

0     0     α

a,-b-c a-b-c 0

0 a*b-c a*b-c
cba,

- (a * b + c)(a - b - c)(o * b - ")

“上

　
　
（Ｕ

　

　

Ｃ

=(α +b tt C)(α 一 b一 C)(α tt b― C)(α 一 b tt c)

=一 (α +b+C)(―α+b+c)(α 一 b tt C)(α tt b一 C)

(8)

α 000

0b00

0 0 c r

0 0 r c

0900

P 0 0 0

O p

9  0

0  0

0  0

b  0

0  α

=(α 一p)(b-9)(C― r)

=(α 一P)(b一 g)(C一 r)

1 0 0 0  0  -1

0 1 0 0  -1  0

0 0 1 -1 0  0

0 0 r c 0 0

0900b0

P0000α

1  0  0   0     0

0  1  0   0     0

0  0  1   0     0

0 0 r c+γ  0

0 9 0  0  b+α

P 0 0   0    0

0

0

0

0

0

α+P

=(α 一p)(b-9)(C― γ)(α +P)(b+α )(C+r)



5.(1)
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121

(0,2,0)

(3,0,0)

6.

(-1,2,1)

１

一
６

１

　

２

　

　

１

３

　

５

　

４

１

　

０

　

２

２

　

６

　

６

２

　

一　

　

一　

　

　

・

　

４

　

２

7。

- -11 r v) , V - | - 111 - 11.

=18よ り,y= 18=3.

=4(b2_α c)は 2次方程式∫(χ)=0の判別式で8.∠ =-1
α

ある。

9。 (1)スス
~1=Eよ

り|スト|五
~11=1

(2)勿 =―スより|ス|=1勿 |=(-1)η lス |,

ηは奇数だから降|=o。

(3)1勿 |・ |五 |=|五 12=1 ∴  |ス |=± 1。

ｃ
　
Ｏ
　
％

ｂ
　
ｂ

　

α

２
　
２
　
２

α
　
％
　
０

。|五 ~11=ギ缶。
{1-(-1)η }|ス |=0.
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10。

0 島

0

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

〓

0: Eγ 2

∠=(-1)η 2

=(Tl)3η 231Eη l=(-1)η 23

gg3 gg2

1oo3 1oo2

1013 Lor2

- (- 11zn2z

-8

=(-99)。 1000101

=-1999800。

1      1      1

99   100   101

992  1002  1012

０

　

２

２

　

０ 0

(2=偶数)

(2=奇数)

Bの解答

1・ (1),(2)は 省略する.

(3)左辺の行列式で
"づ
=χプ(づ ≠J)と おくと第づ列と第ブ列が一致するか

ら,行列式の値は0。 よって (χブーχt)(づ <プ)で割り切れる.したがって,

I (χブー均)で も割り切れる.両辺とも1+2+…
。+0-1)=2(2~1)

1≦づ<J≦η

次の多項式だから,定数 たがあって左辺 =た  Π  (χブーχo)・ 行列式の中

で対角成分の積を考えると両辺におけるχ2・
":・
……χ維
~1の
係数はどちらも

1だからた=1.

2.Bの 1を利用する.(1)-48。

(2)

９９

‐００

・０．

3。 (1)

α  b

b  α

C  α

α  c

=(α tt b+C+α )

1     0

b α一

c α―

α c一

1   1   1

b  α  α

c  α α

α  c  b

0     0

-b c― b

一c b― c

―α α―α

C

α

α

b

α

C

b

α

1

C

b

α

α

　

α
　

ｂ

ｂ

　

ｃ
　

α

=(α +b+C+α )



一‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐―‐―

=(α +b+C+α )(α ― b一 C+α )(α 一 b tt c一 α)

=(α +b+C+α )

-(o+b*c+d)

一b 一α  b

α  ―b ―α

一α  c  ―α

c   a   c

θ  B

α一b α一 b

α一c α一 c

c― d b一 α

α一 b

α一 b― c+α

α一b+c一 α

24

C一 b

b― c

α一α

α― b

α一 b― c+α

C― b

0

α―b+c一 α

α―b α一 b

l       l

1       0

=4

α 一b 0  0

b α  0 0

c ―α c ―α

α  c  α  c

- 4(o' + b')("' + d,')

… 。απしpπ απ+lpπ +1・ …αArpN

J=鶴 +1,…・Ⅳ)だ から
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C― b

0

1

一一

（ヽ勾

　

α
　

ｂ

　

ｃ
　

α

(α
+b+C+α

)(α

一 b― C+α

)(α

一 b tt C一 α

)(α
+b― C一 α

)

α ―b 0  0

b  α   0   0

c ―α 2c -2α

α  c  2α   2c

C ―α鋤
　
α

α

　

ｂ
α  c

:(*)ではBの 4の結果を使った

αll ・・・…・

=1川 IBIを示す.Ⅳ =m+η とし,

とおくと定義から

ス  0

である。仮定よりαづブ=0(づ =1,2,… 0,m;

Pl,° …,Pπ の中に観 より大きい数があれば

αlpl° …α爾りπαπ+lpπ +1・ …αNpN==0。

よって (*)の右 辺 の順 列 (P10… PN)に つ い て の和 は (Pl・ …Pm)が 1,2,… 。,m

の順 ダjと な っ て い る もの の み で取 れ ば よい .こ の と き (P鶴 +1… ◆PN)は 観 十

1,0… ,Ⅳ のサ1頂列 で あ る.し たが って ε(Pl… 。PN)=ε (Pl・ …Pm)ε (Pπ +1° …PN)

(注

4.
Ｏ
　
Ｂ

４
　
θ

Ｏ
　
Ｂ

五
　
θ

αlⅣ

αηⅣ
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となる とに注意すれば

ス

θ
€(Pr''' P,n)t(P,.+l''' Pt)

× αlpl 'aNpN

e(Prn+l ' ' 'pl/) Q,rn*rp,n+r '

行列を転置して考えればよい

Ｏ

　

Ｂ
(P t "' P,n) (P,n +t'''P.nr )

十π
α

　

　

　

　

　

一Σ
一ｒ
ｔ
ｗ
阻

／
１
１
Ｌ
ヽ
　
　
　
　
　
　
五

ε(P10… Pm)α 121

)

ヽ

、

‐

′

／

Ｎｐ
Ｎα

鶴+1・・・P IV)

=|

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

ノ

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

１

＼

〓

ヽ
１
‐
‐
‐
‐
‐
ノ
／
　
旦

P3 P4

93   94

r3  r4

S3  S4

1ス|=

1000

0  1  0  0

0  0  1  0

0001

等式

5.ス

五勿

6.B

(1)

=|

(2)

=|

0

五一づB

Ｂ

０

　

一
ス

Ｂ＋
　
Ｂ

ス

Ｂ＋
　
Ｂ

Ａ
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ダ

鶴
μ

て
　
″Ｑ

除

き

り
　
ぉ

取

と

を

　

引

列

陽
　
　
て

ら
　
″Ｑ

開

か

た

６

３

８

展

五

ま

１

０

２

行

　

　

を

3。2 余因子展開

|■231= =-4, a23=(~1)5。 (_4)=4`

定理 1。 2次正方行列ス=(αづプ)の行列式 1川 は次のように余因子展開さ

れる .

(1)1川 =αづlaづ 1+αt2at2+・ …+αttatη (第 づ行に関する展開)

(2)|五 |=α lJalブ +α 2ブ a2ブ +・ …+αttaηグ (第 ブ列に関する展開)

定理2.2次 正方行列ス=(α tブ )に対して,次の (1),(2)が成り立つ.
(1)αづlaJl+α。2a′2+…・+αtnaル =o(づ ≠プのとき)

(2)α ltalブ +α 2づ a2ブ +… °+αηtaη′=o(づ ≠プのとき)

６

　

８

１

　

２

・′

　

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

ｌ

Ｉ

ノ

／

よせ土思注
とこ

ヽ

１

‐

‐

‐

‐

‐

′

ノ

る

η
　
　
Ｌふり

″％
　
で

０
　

　

″
α

◆

　

　

ま

″％
齢

〓

ヽ

―

―

―

―

―

―

ノ

余因子行列1正則行列

η次正方行列五=(αづプ)

の転置行列

子 a,ィ を成分とする行列

αlη

α2π

αηη

αづプの余因
し．釧
　
″如
　
″勉
　
　
　
″鋪

‐

　

／

１

‐

‐

‐

‐

―

＼

π
　
　
　
η

″
α

　

”
α

α12  °°・

α22   °°°

αη2  °°・

α21

a/22

″″

因余

３
．

加
鯉

を

|ス IE

|ス |

|五 |
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定理 4。 スが 2次正方行列のとき,次の (1)～ (3)は互いに同値である。

(1)ス は正則である.

(2)|五 |≠ 00

(3)rankス =η・

さらにスが正貝Jであるとき,ス の逆行列五
~1は

五
~1=再
百
五

で与えられる.

定理 5。  正方行列 スに対し,BA=Eと なる正方行列 Bが存在すれば

AB=Eが 成り立つ。すなわちスは正則で,3=ス
~1で
ある.スθ=Eと な

るθが存在する場合も同様である.

クラメル (Cramer)の公式

χl,χ 2,・ …,χηを未知数とする連立 1次方程式

attfrr f atzfrz + " '* atnfrn: br

aztfrl + azzfrz + '' ' * azrfrn : b2

anrrt * an2rz *''' + annfrn - b,

を

五 =

とおいて

組の解 を

。・・  αηη

もし |五 |

／
１
１
１
１
＼

洵
』

αll

α21

αηl

=b

,そ

… °  αlπ

°・°  α2π

α

　

　

α

す

は

嘘
　
球
　
叫

＼
、
‐
‐
‐
‐
‐
‐
′
／
最

鈍
め

…

硫

却

／
１
１
１
１
１
＼

程

ｂ〓　
　
　
　
妨

，
　
　
　
　
　
ユエ

ヽ
―
―
―
―
―
ノ
／
連

ａ
Ｑ
…

為
“，

”　　　　　ｍ

ヽ

―

―

―

―

ノ

′

≠ だ 1

で与えられる.こ こで五J スの第J列 をbで置き換えた行列である:

五J=

注 :特にb=0の とき五π=0が非自明解をもつための必要十分条件は1川 =0
である.

χゴ=W・ =La… .→
は
　
／
１
１
１
１
１
１
１
＼



角翠宅罫

角翠窪罫

例題 1。

第 1列で展開して, 次の行列式 を計算せ よ.

α -1 0  0

b χ -l o

c O  χ -1

α  O   o   χ

+C

-1 0 0

r -1 0

00r

*br2*cr*==αχ
3

α -1 0  0

b χ -l  o

c O  χ -1

α  O   o   χ

例題 2。

行列 五 =

一 b

=-18≠ 0

=-4, α31二=

正則ならばその逆

3.2 余因子展開 91

=-4,

列を余因

し｛疋
半をカ

幅　　めょ．

測　　嘲
ゝ
」

２

一２
‐
妨

２

〇

一
．

林

１

１

３

制

／

１

１

１

＼

子

０

〇

一
．

０

　

一
．

　

χ

一
．

　

χ

　

０

２

　

一
２

２

　

０

２

　

一
２

０

　

一
．

　

χ

Ｏ

　

χ

　

０

一　　　　　　　　　　〈【̈
〕̈）　　　　　　　　（ぃ̈
〕̈）

０

　

一
．

　

χ

一
．

　

χ

　

０

χ

　

０

　

０

だからスは正貝Jである.

αll=
0  -2

-1  1

|ス |=

=-2, α21=~

２

一
２

・

２

〇

一
．

１

　

１

　

３

2

-1

2

1

２

　

１

1

3

２
一　　　　　　　　　　　　　　　́．．．．．．．

１

　

３

α12=~ =-7, α22二= - -5, dsz =4,
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=-2

＼

、

‐

‐

‐

′

／

・
４

４

一
２

２

　

０

２

　

７

　

１

一　

　

一　

　

一

／

１

‐

‐

―

＼

１

一
・８一

２

　

一

１

　

３

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

・
４

４

一
２

０

　

・
１

　

　

一
　

一
　

一

／

１

‐

‐

‐

ヽ

＼

１
　
３

　

　

　

　

〓

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

４

一
２

３

／

ｆ

‐

‐

‐

ｌ

＼

〓

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

”

　

　

ν

　

ｚ

／

ノ

ー

ー

ー

ｉ

ｌ

、

＼

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

ノ

／

１

　

２

　

１

１

一
．

０

／

１

‐

‐

卜

ヽ

＼

- 7, dzs:α13= - -1. d'zs: -

よリス

-4

-5

7

例題 3.

クラメルの公式を用いて,

解答

Z==         =

1    1

1 -1

2   0

, I 2< 4-r:

次の連立 1次方程式 を解け .

χ+ν +z= 4

χ―ν+2z=-2

2χ   + z= 3

-4

-5

7

=4≠ 0よ リクラメルの公式が使える.

ν =

4

-2

3

１

一
．

０

１

　

１

　

２

１

　

２

　

１

４

一
２

３

１

　

１

　

２

１

　

２

　

１

１

一
．

０

４

一
２

３

１

　

２

　

１

１

一
．

０

１

　

１

　

２

１

　

　

２

　

１

4'4' １

　

２

　

１

１

一
．

０

１

　

１

　

２

１

一
‐

０

１

　

１

　

２ １

一
２一
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A

1。 行列式

1 4 -7

2  5   8

3  6   9

を第 1行で展開して計算し,たすき掛けの方法で

求めたものと等しくなることを確かめよ.

2。 次の行列式を第 1行の展開および第 3列の展開によって求め,値が等し
いことを確かめよ.

∠ =

-1  2  0  1

4   2  -3  -2

1  -3  0  2

1  2  0  -3

∠ =

1  -1  0  2 1

0   1   2   1  0

χ   ν   Z  tt υ

1  0  -1 0 1

-1  1  0  1 1

-e,r*bA*cz-tdu*etu

とするとき,α ,b,c,α,cを 求めよ.

4。 余因子展開を利用して,次の行列式を因数分解せよ.

χ -1 0  0

3。

(1)

″

　

イ上

１

　

０

　

０

　

０

″ス
　
　
　
　
よ
．

列

　

　

　

め

行

　

　

　

か

子

　

　

　

確

因

　

　

　

を

余

　

　

　

と

〔

」

ギ

ｏ
ノ

立っこ

求めょ
．

Ｏ
ｂ
０
０
珈
貶

ｏ

ｏ

ｃ

ｏ

陶

桁

０

０

０

α

ス

因

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

‐

‐

＼

＼
、
１
‐
‐
′
／

に

比

♂

励

′

掟

♂

励
　
∝

／
ｆ
‐
‐
‐
ｌ
＼

＼

、

‐

‐

‐

′

／

／

′

‐

‐

‐

ｌ

＼

O   α

―α  0

-b ―c

―C ―b

b   c

C   b

O  α

一α 0

χ  -1

l    χ

0     1

0   0

0

-1

0

0

0

5.

(2)

(2)

-1

を求めよ.

(3)

1234

5678

9  10  11  12

13  14  15  16

また

6.

(1)

100  101  99

99  100  1ol

101  99  100
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る
　

　

　

　

一一　

〓
　

一一　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
解
　
　
　
　
　
　
の

の
　
　
　
　
　
　
め

』
　
　
池
疵
韓

藤
　
　
鞠
勺
ν
　
　
　
　
　
輪
・・―
・２ノ
　
　
け

閾
　
　
歩
針
卜
　
　
　
　
　
／
〓―、
　
　
孵

そ

　

　

　

　

ｒ
ｉ
ノ
ｌ
ｌ
ｋ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ヽ
‐
‐
‐
′
／
　

　

　

　

つ

は

　

　

ナ
。
　

　

（り

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
．
　

２
　

３
　

　

　

　

１

χ
　
　
”
　
　
”
　
　
　
　
　
　
　
バた
　
　
　
　
　
　
・

／
１
‐
‐
ヽ
＼
　
　
　
　
た
　
　
　
・け

ス
　
　
　
　
　
　
が
　
　
　
一解

【
【

ブ

　

求めょ
．

と

　

　

　

　

リヽ

７
。
　

　

　

　

　

　

　

　

８
．
　

ゝ
」

９
．
　

　

　

に

1。

島 =

χ

0

0

α0

とおく.

(1)」現 を第 2列で余因子展開すると礼 と民卜1と の関係式が得られる。

れを求めよ.

一
．

　

χ

　

・
．

・… 。…  0  "  -1

…・  …・  ・◆・  απ_l  αη
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るすと〓
０ゴ

［
［
［
　
［

―
ｌ

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

α

Ｍ
Ｆ
　

　

　

十
　
＋
　
＋
　
　
　
＋

，
　

　

　

一
　

一
　

一
　

　

　

¨
　

き

　

　

　

よ

３
。　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
の

2。 η次正方行列スの余因子行列スについて次を示せ.

(3)ス が正則であるとき,ク ラメルの公式より方程式を解け.

(4)ス が正則でないとき,方程式の解は存在するか.存在すれば解を求めよ.

Aの解答

1.第 1行で展開すると

=α lχ +αOであることから順に几 を求めよ.

-4 -7 ==42.

(2)Fl=

1 4 -7

2  5   8

3  6  9

χ  -1

αO  αl

５

　

６

２

　

３

８

　

９

２

　

３

８

　

９

５

　

６

1 4 -7

2  5   8

3  6  9

たすき掛けの方法で計算すると

=1◆ 5・ 9+4◆ 803+(-7)。 2・ 6-108・ 6-402・ 9-(-7)・ 5・ 3=42.

2。 第 1行による展開

∠ =(-1)(-1)1+1 + 2(-1)1+2

4 -3 -2

1  0   2

1  0  -3

4  2  -3

1 -3  0

1   2   0

・
２

２

一
３

・
２

２

一
３

・
３

０

０

２

一
３

２

2

-3

2

4

1

1

+ 1 ' (-1)t+a+ 0'(-1)t+a
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=一 (-12+27)-2(-6-9)+0-(-6-9)=30。

第 3列 による展開

4  2

1 -3

1   2

+(-3)(-1)2+3/ - 0. (-1)1+3

-1 2  1

4  2 -2

1  2 -3

+4+3+4+6

る .

0  2  1

2   1  0

-1 0 1

0    1   1

-1 2 1

1   1  0

0  0  1

1    1   1

+ 0 (-l)a+a

2    1

-3  2

2  -3

2     1

2  -2

-3  2

・
．

１

１

　

一
．

４

１

・
２

２

一
３

+ 0 ' (-1)s+a

=0+3(-9

3.∠ を第 3行で展

)+0+0=30。

十 ν(-1)3+2

+2

開す

-1

1

0

1

1   0   2  1

0   2   1  0

1  -1 0 1

-1  0  1 1

/ - r(-l)e+t

* z(-1;s+s

* u(-l;s+s

(1)

O   α   b  c

―α  O  c  b

―b ―c  O  α

一c 一b 一α 0

1

0

1

-1

1

0

1

-1

* u(- 1;s++

-3r*6A-62*6u-9w.

α   b  c

O   c   b

―c  O  α

一b 一α 0

1  -1 0 1

0   1   2  0

1  0  -1 1

-1  1  0  1

lcA a -3.b-6,c

-1  0 2

1    2   1

0  -1 0

1     0    1

α+b+c

一α+b+c

α― b一 c

―(α +b+C)

4。

a*b+c a b c

-a*b+c 0 c b

0 -c c a*b
0 a-b b-a c
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=(α +b+C)

-(r*b+c)

0cb

-c c a*b
a-b b-a c

cb
c a*b

b-a c

一 (一α+b+C)

*(o-b-c)
α+

0

0

bc
c a*b

b-a c

α

一 C

α― b

Ｃ

　

∩
）
　

∩
）

b    b

(α +b+C)C{C2_(α  tt b)(b― α)}+(α ―b一 C)(α十

(α

2_b2+c2){(α +b+C)C+(α ―b一 C)(α +b)}=

C  α tt b

b― α  c

b){c2_(α +b)(b

(α

2_b2+c2)2

一α)}

０

　

一
．

　

“

一
．

　

χ

　

ｌ

χ

　

ｌ

　

０

＋

ヽ

１

‥

＞

Ｉ

Ｉ

ノ

笏
　
＝

群
　
ぱ

χ

　

　

ヽ
ノ

＜

　

　

３

＋
　
　
＋

１

　
　
　
″

０

０

〇

一
．

χ

　

Ｏ

一
．

χ

ノ

諷

０
〇
一．
χ
ｌ

一．
χ
ｌ
斜
刊

９
“
　

　

２

・・０【
』
０‐
００
」ｒ　ｔ‐０

一一

②

χ

ｌ

ｏ

ｏ

ｏ

　

　

一一

　

　

一一
　

〓

〓

ヽ

１

‐

‐

‐

‐

ｌ

ノ

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

α

０
励
０
０

闘

０
０
０

ｏ

ｏ

“

ｏ

ｒ

ｌ

ｌ

ヽ

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

五 =

0

0

0

bcα

スス =スス =

αbc

0

0

0

lAl - abcd,

0     0     0

αbcα   0    0

0   αbcα   0

0    0   αbcα

-1 0  0  0

l χ -1  0

0  1  χ -1

0  0  1   χ

|ス IE。

χ -1

l    χ

0    1

0   0

0   0

-1  0

"  -1
l   χ

０

　

一
．

　

χ

Ｏ

　

”
　

１

一　　　　　　　　“．．．． 　　　　　　　^
（〔］口）

5。



＼

、

‐

‐

‐

′

／

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

／

ｆ

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

0000

0000

0000

0000

(3)

＼

、

‐

‐

‐

′

／

０

　

０

　

０

０

　

０

　

０

０

　

０

　

０

／

′

‥

‐

‐

ｌ

＼

＼

、

‐

‐

‐

′

／

／

ｒ

ｉ

‐

‐

ｌ

＼
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五
~1

1  -299

301    1

-299  301

121

=1-づ ,

α21=~

α23 == ~

301

-299

1

-2づ

一 Z

=1-づ ,

=1-2づ ,

6。 (1)

7。

-2-2づ  0

1-づ   0

-1-を  一づ

十
　
・ｚ
　
０

２Ｚ
　
Ｏ
　
。「

|五 |=

0

1-づ

-1-

0

1-

＋
　
。２
　
０

２

２

　

１

一＋
　
・ｚ

２

０

　

一

刊

一

== ―-2

=-1-づ , a12=~ =-1,

=2-2づ ,

=1+3づ ,

=-2,

4    -4づ

3-づ  -2-2づ

-2+4づ  4+2づ

|ス |≠ 0,IBI≠ 0

０

　

一

・Ｚ

　

（Ｕ

dn:

α13==

α22二=

-1

1-づ

-1-づ

2+づ  2づ

0  -づ

0

1-づ

0     2づ

1-づ  一づ

2+づ   0

0  -1-づ

，
０

　

０

Ｚ
　
０

十
　
。ｚ

２
agt

α33 =

Oχ =絡

0"=井
10。

(1)detス =

=-2-2づ , a32=~

=3-づ ,

Ｚ
　
０

踊一２
　
功
一
２
円

』
　
・・
‘
■

・一四
　
　
　
叩

十
　
。ｚ

２

・
２
．

．
２

３
．
　

知

ある
．

ｚ
ｚ
＆
　
川
贈

２．
卜
軒

「
旺

。２
　
　
　
　
　
　
　
綱

　
Ｂ

‐

・
．踊〓

　
　
　
である．
９． ―

規|(2)"=3,ν =5,z=7

23         7~百
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(2)ス の余因子行列の (2,3)成分は (-1)3+2 det

A4の o,の 成分は1=:.
(3)
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と

det A        3・
つの解をもつ条件は

クラメルの公式から

=0,

島 =(-1)(-1)2η
-1

* a,(-D"

=-1。

(2α +1)(α -1) ―(2α +1)(α -1)V' -(2o+1)(o-t)

0

χ   -1

αη-2  αη-1

- Fn-r * &nfrn

Bの解答
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Fr:anfrn*Fn-t

Fn-1.: an-rtrn-t + Fn-z

Fz:azr2tFt
+) F1 -alrlas
島 =αη

“

η+αη_lχ
け 1+…・+α 2“

2+α
l"+α 0

2.

(1)|ス |≠ 0の とき

スス=|ス IEよ り|ス‖ス|=|ス lη  。・. |ス |=|ス lπ
~1・

|五 |=0の とき

|スト≠0なら,ス に逆行列があることになり五五=0よ リス=0と なるが,
スの成分がすべて0な ら五=0であり矛盾.よ って1川 =0・

(2)|ス |≠ 0の とき

スス=|スIE=|ス lη
~lEよ
リススス=|ス lπ

~1■
である.五ス=|スIEよ り

|五 |ス =|ス lη
~1■  。°。 ス=|五 lη

~2五
.

|ス |=0の とき

(i)η >2の場合

rank五 ≦η-1であり,rank五 <η -1であれば,ス の (η -1)次小行列式

はすべて 0と なるので,ス =0.よ って■=0.
rankス =2-1で あれば,スス=0よ りrankス =1<η -1なので,ス の

(2-1)次小行列式はすべて 0で 五=0.

(2)

(ii)■=2の場全

ス = : : に対 しス = 
ニ

ス〓
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3。 (1)

|五|= - (a*n- 1 )

- (atn- 1) -(a*n- 1) (a- 1 )n 
-t
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(2)ス が正則
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lθ2

4章一弗

ベク トル空間

4.1 ベクトル空間とその部分空間

ベクトル空間

1行だけの行列や 1列だけの行列を行ベクトルや列ベクトルと呼んだ.こ れ

らをまとめて数ベクトルと呼び,実数を成分とする2次元列ベクトルや行ベク

トルの全体である

υ,υ ∈Rη ならば υ+υ ∈Rη

υ∈RLた ∈Rな らば んυ∈Rη

つまり,和 と実数倍について閉じているという性質であり,こ れを線形性と

呼ぶ.

一般に,集合 yの要素について上と同様の性質が成り立つ場合,その集合の

ことを (一般の)ベ クトル空間と呼ぶが,こ こではあまり詳しく触れない。2

次以下の多項式の全体や連続関数の全体などが例としてあげられる.

部分空間

ベクトル空間の部分集合がそれ自身上記のような線形性をもつ場合,その部



4.1 ベクトル空間とその部分空間  二θ3

分集合のことを部分空間と呼ぶ.χν平面において原点を通る直線は部分空間

であり,χνz空間において原点を通る平面は部分空間である.“ν平面の第 1象

限や,“νz空間における原点を通らない平面などは部分空間にならない .

2つの部分空間の共通部分も部分空間となるが,一方がもう一方に完全に含

まれている場合を除き,合併集合は部分空間とはならない.

η次元列ベクトル空間,2次元行ベクトル空間およびそれらの部分空間のこ

とを総称して数ベクトル空間と呼ぶ .

この章ではベクトル空間として数ベクトル空間を考えるが,一般のベクトル

空間についてあてはまる事柄も多い.

同次連立 1次方程式の解空間

鶴 ×η型の行列スを係数行列とする同次連立 1次方程式

の解の全体である

は Rη の部分空間となる.

定数項ベクトルが零ベク

体は部分空間とならない。

スυ=0

乃 ={υ l五υ=0}
これを同次連立 1次方程式の解空間と呼ぶ.

トルでないような,一般の連立 1次方程式の解の全

生成元

Rη のいくつかのベクトルυl,υ 2,… °,υたを考えたとき,こ れらの実数倍の

和のことを 1次結合と呼び,1次結合の全体である

y={α
lυ l+α 2υ2+…・+αたυたl αl,α 2,・ …,αた∈R}

は Rη の部分空間となる.こ れをυl,υ 2,… °,υたの生成する (張る)部分空間

と呼び,υ l,υ 2,… °,υたのことをyの生成元と呼ぶ.υ l,υ 2,… °,υたの生成す

る部分空間のことを

I″
/{υ
l,υ 2,… °,υた}, (υ l,υ 2,° …,υた)

などと書き表す .

同次連立 1次方程式の一般解 υは,基本解と呼ばれるいくつかのベクトル

υl,υ 2,… °,υたによつて

υ=α lυl+α2υ 2+° …+αたυた (α l,α2,… °,αたは任意実数)

と書き表されるので,解空間は基本解によって生成されていることになる.
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は R3の部分空間であること
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2.平 行四辺形は 1つの対角線によって面積の等しい 2つの三角形に分割さ
れる.

(1)平行六面体は体積の等しい 6つの四面体に分割されることを示せ .

(2)平行六面体の 4次元版,すなわち 1次独立なベクトルα,b,c,α ∈R4に

対し

S={Sa tt ιb tt ac tt υα∈R410≦ s,t,a,υ ≦1}

は四面体の 4次元版のもの,す なわち

{Sa tt tb+ac tt υα∈R41 s ttι 十鶴十υ≦1,0≦ S,t,し ,υ }

と体積の等 しいような,い くつの部分に分割されるか調べよ.
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は部分空間でない .

(4)条件式は原点を通る平行でない

を通る直線となり,助 は部分空間である.(助 =7
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Bの解答L   
軍ラ」FO● :3

②よりχ=ν 一z,①よりχ
2+(ν

 tt Z)(ν 一Z)=0に これを代入すると

(ν
_z)2+(ν +z)(ν ―Z)=0,すなわち2ν (ν ―z)=0・ よつて

ν=0  ……。③
もしくは

ν―z=0… …・ ④

③の時は,①はχ
2二 z2=0,②は"+z=0で ,②が成立すれば①も成立

するので

∈ T布4

∈ ″
″

よって 7は 部分空間で

はない.

2.(1)平行六面体の 1つ の頂点を固定する.その頂点を含まない面が 3つあ

る.それら3つの面の各々と固定された頂点で錐を作るとよい.平行六面体は

これら3つの錐に分割され,さ らに問題の前置きに書いた平行四辺形の分割に

より各錐は 2つの四面体に分割される.

(2)(1)の考えを式を頼りに応用するとよい.例 えば Sにおいて固定する頂

点をs=ι =鶴 =υ =0と したとき,s=1,0≦ t,し ,υ ≦ 1は これを含まない

1つの 3次元面 (平行六面体)である.こ のような 3次元面が 4つ存在するこ

とに注意すれば答は 24個である.
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4。2 次元 と基底・ 1次独立性

次元と基底

点を0次元,直線を1次元,平面を2次元,空間を3次元というが,こ の次

元という概念はベクトル空間の広がりの程度を表している.点は広がりをもた

ず,直線は 1方向に広がっており,平面はある直線方向とさらにもう1つ別の

方向に広がっていると考えられ,空間は3方向への広がりをもつ.

直線上に原点を定め,直線上のベクトルυlを 1つ決めれば,その直線上の

点の位置を実数値で表すことができる。このようにして定義するのが数直線だ

が,このとき,任意の点の位置ベクトルυはυlを単位として

υ E=αυl

と表され,α が位置を表す実数値,すなわち座標成分ということになる.そ し

て直線の場合はこの 1つの数値で点の位置が定まるので,広がりの程度は 1方

向,つ まり,1次元であるということになる.

平面の場合も,2つの座標軸を導入することで点の位置を2つの実数値の組

で表すことができるが,こ の場合も,2つの座標軸の単位になるベクトルυl,υ 2

を決めて

υ ==α lυ l+α 2υ 2

のようにして平面上の点の位置ベクトルを表すときのαl,α2が座標成分という

ことになる,平面上の点を表すにはどうしても2方向考えなくてはならず, し

かも2方向で十分なので,広がりの程度は2方向,つ まり2次元であるという

ことになる.

これを一般化 して考えてみると,ベ クトル空間の広が りの程度を表す次元と

いう値は,い くつの座標軸を導入して考えなくてはいけないか,言い換えると,

座標軸の単位になるベクトルυl,υ 2,…・をいくつ導入すれば,そのベクトル空

間のすべてのベクトルを

υ=α lυ l+α 2υ2+… °+αηυη

のように表せるか,その必要かつ十分な個数 2を意味しているのだ.

ここで考えた座標軸の単位になるベクトルのことを基底ベクトルと呼ぶ.ベ

クトル空間yの基底とは,そのベクトル空間のすべてのベクトルυを上のよう

に 1次結合で表すために必要なベクトルの組υl,υ 2,… °,υηのことである.す

なわち,ベクトル空間の生成元であつて,どれか 1つでも欠けるとベクトル空

間全体を表すことが出来ないようなベクトルの組のことである.

ベクトル空間 yに対して,基底になるベクトルの組は何組も考えることがで

きるが,基底を構成するベクトルの個数である次元の値は 1つ に定まることを
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証明できる.yの 次元 (dimension)の 値は dim yと 書 く,

電次元列ベクトル空間・行ベクトル空間の次元は,

dim Rη =dim Rη =2

である.基本単位ベクトルの組 el,c2,… °,Cれ は Rη の基底である.こ の基底

をRη の標準基底という.

m× η型の行列スを係数行列とする同次連立 1次方程式五υ=0の解空間

フレηの次元は

dim ⅣA=2~rank И

である.先 に述べた基本解とは,解空間の基底のことである.

いくつかのベクトルυl,υ 2,° …,υたによつて生成された部分空間7{υ l,υ 2,
・…,υた}の次元は,これらのベクトルを並べてできる行列を

五 =(υ l υ2・ …υた)

としたとき

dim″ {υ l,υ 2,… °,υた}=rankス

となる.基底については後述の定理2を参照せよ.

1次独立性 01次従属性

ベクトル空間の基底となるベクトルの組は,そのベクトル空間を生成する

ことの他に,1つでも欠けると全体を生成出来ないことが条件であった.それ

はベクトル空間の広がりの程度を考えるにあたつて,余分な座標軸が 1つ も

ないことを意味する.余分であるとは,その座標軸の基底ベクトルがなくて

もベクトル空間を生成できるということである.考えているベクトルの組を

υl,υ 2,… °,υηとして,余分なベクトルをυづとすると,考えているベクトルの

組からこれを除いた残りのベクトルでもベクトル空間を生成できているため,

υJが,それら残りのベクトルの 1次結合で表せることになる.逆に言えば,余

分なベクトルがないとは, どのベクトルも,それを除いた残りのベクトルの 1

次結合としては表せないという状況ということになる.

あるベクトルの組υl,υ 2,…・,υηについて, どのベクトルもそれ以外のベク

トルの 1次結合として表せないことを 1次独立といい,どれかのベクトルがそ

れ以外のベクトルの 1次結合として表せることを 1次従属という.

1次独立性 01次従属性を正確に考えるために,ベクトルの組υl,υ 2,…・,υη

に対していくつか用語の定義を列挙する.
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1次結合

すでに説明しているが

のことを1次結合という

ベク トルの実数倍の和

αlυl+α2υ2+… °十αηυη

1次関係式

1次結合が零ベクトルになる場合,考えているベクトルυl,υ 2,… °,υηの間

には何 らかの関係が成立していると考えられる.こ の関係式

αlυ l+α 2υ2+…・+αηυη=0

のことを 1次関係式という。

自明な 1次関係式

係数がすべて 0である 1次関係式は実際には何の関係も表していない.どん

なベクトルの組を考えても,係数をすべて 0にすればその 1次関係式

Oυ l+Oυ2+…・+Oυη=0

は必ず成立するので,こ れを自明な 1次関係式と呼ぶ.

非自明な 1次関係式

自明な 1次関係式以外の 1次関係式のことを非自明な 1次関係式と呼ぶ.

1次従属性

ベクトルの組に対して非自明な 1次関係式が成立する場合,それらのベクト

ルの組は 1次従属であるという.上に書いたように,どれかのベクトルがそれ

以外のベクトルの 1次結合として表せる.

1次独立性

1次従属ではないベクトルの組を 1次独立であるという.つまり,非自明な 1

次関係式が全く成立しない,言い換えると,成立する 1次関係式は自明なもの

に限るようなベクトルの組のことである.上に書いたように,1次独立なベク

トルの組では,どのベクトルもそれ以外のベクトルの 1次結合として表せない.

独立最大数

η個のベクトルの組υl,υ 2,… °,υηに対して,その中から最大いくつのベク

トルを 1次独立なものとして取り出せるか,その最大個数を独立最大数と呼ぶ.

また,1次独立になるように最大限多く取り出したベクトルの組を独立最大の

組と呼ぶ.独立最大数が 2と なることとベクトルの組υl,υ 2,… °,υηが 1次独

立であることは同値である。
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独立最大の組に関しては次の定理が成立する.

定理 1.ベ クトルの組から取 り出した独立最大の組によって,も とのベクトル

の組に含まれる残 りのベクトルは独立最大の組のベクトルの 1次結合で表せる.

逆に,与えられたベクトルの組から 1次独立なベクトルの組を取 り出して,残

りのベクトルをその 1次結合で表せたとすると,それが独立最大の組である.

定理2.ベクトルの組υl,υ 2,… °,υηから取り出した独立最大の組は7{υ l,υ 2,
0…
,υη}の基底となり,独立最大数が7{υ l,υ 2,…°,υη}の次元となる.

具体的に独立最大数や独立最大の組を求めるには次の定理を利用すればよい.

定理 3.ベクトルの組υl,υ 2,… °,υηを並べてできる行列をス =(υ l υ2… °υη)

とする。これを行の基本変形で階段行列に変形した場合,rankス を決めること

になる各行最初の 0でない成分である1を含む列と同じ列番号のスの列ベクト

ルの組が独立最大の組であり,独立最大数はrankス と一致する.

このことから次の定理も証明される.

定理 4。 行列スを行の基本変形によって階段行列 Bに変形する場合,途中経

過は異なっても,最終的に得られる階段行列 Bはただ 1つ に確定する.

さらに,独立最大数に関連して次のような定理も成り立つ .

定理 5。 行列スの列ベクトルの生成する部分空間の次元および行ベクトルの生

成する部分空間の次元は,ス の階数 rankス と一致する。

そして転置行列の行ベクトルはもとの行列の列ベクトルを横にしただけであ

るから,次のような定理が成り立つ.

定理 6.rank勿 =rank五
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である.

従って基底は 次元は 1

Bの解答

1.α ,b,c,υ が 1次従属だから非自明な 1次関係式

pa+9b tt rc+Sυ =0 ……… ①

が成り立つ。ここでs=0であればPa+9b+rc=0が 成立することになる
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次元は 3である.
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4.2 次元と基底

とな り,①が非 自明な 1次関係式

b+(一
[)C

となり,結論が示された.

2.行列ス =(α l α2… °αη)か ら基本変形を繰り返して行列 B=(bl b2・ …

bη )に なったとする。これらの行列を係数行列とする同次連立 1次方程式の解

は完全に一致するから,ベクトルの組αl,α2,…・,αηの間に成り立つ 1次関係

式と全 く同じ係数の 1次関係式がベクトルの組 bl,b2,… °,bη の間にも成り立

つことになる.

また,簡約な行列においては,各行の最初の 0でない成分が 1(先頭の 1)で

あり,先頭の 1を含む列ベクトルは基本単位ベクトル (先頭の 1以外の成分が

0)である.よ って,先頭の 1を含まない列ベクトルは,自分よりも前にある

先頭の 1を含む列ベクトルの 1次結合で一意的に表されることになる.こ のと

き,1次結合の係数は,今考えている列ベクトルの成分であることに注意せよ.

さて,■ から基本変形で 2つの異なる簡約な行列 B,θ に簡約化されたとす

る.こ のとき,3と θ =(cl C2・ … Cη )の各列が最初に異なる列番号をグと

し,bプ が先頭の 1を含む列であるか否かで場合分けする.

先頭の 1を含む列ベクトルである場合 :

bグ と%は異なるため,%は先頭の1を含まない列ベクトルということにな
る.しかし,この場合 %は プー1列 までの先頭の 1を含む列ベクトルの 1次結

合で表されることになり,b」 は先頭の 1を含む列ベクトルであるためブー1列

までの先頭の1を含む列ベクトルの 1次結合で表すことはできない.よ って矛

盾が生じる.

先頭の1を含まない列ベクトルである場合 :

%が先頭の 1を含む列ベクトルである場合は b」 とcプ の役割を交代して考え
ることにより,矛盾が生じることになる.よ って,cプ も先頭の 1を含まない列

ベクトルであって,その成分が bJと異なるという状況で考えればよい。この場

合,bJも cプ もプー1列までの先頭の1を含む列ベクトルの 1次結合で表され

ることになる。ここで,それぞれの 1次結合の係数は bブ ,%の成分である.こ

れらの式を1次関係式と見たとき,3,θ の列ベクトルの間に成り立つ 1次関

係式は全く同じ係数になるのだから,bグ と%の成分が異なるのは矛盾である.

よって,いずれの場合もあり得ないのだから,3,θ は各列ベクトルがすべて

一致する,すなわち,3=θ であることがわかった.
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3。 P=

l P12  …・ Plη

O P22  …・ P2η

O pη2  …° Pππ

ここで αl,b2,° … ,

ヽ
―
―
―
―
―
ノ

硫と表せる

L *it,llJ' (o, b2 b.) : (ar a2 br)P

が Rη の基底・―  (α l b2 …・ bη )が正則

≠0であるから,結果が得られる.― Pが正則 ―

4。 α+bνγ+Cντ+α輌 =0(α ,b,C,α ∈C)と すると

α+bν7=yc(_c_αν7).

ここでC十 ムが=0と するとα+気が=0と なるがァ百は無理数だから

α十噸 =0・― α=b=0

C+αψ =0-C=α =0

であるか らα=b=c=α =0と なる .

C+αψ ≠0であれば

桁=∴畿鶏=γ +Sψ O,S∈ 0)
であるが,純,77は無理数だからγ≠Qs知 よつて

9=(γ
2+s2p)+2rsν

τ

で拶 が有理数となり矛盾.

Pzz Pzn

Pn2 Prn
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4.3 線形写像と表現行列

線形写像・線形変換 (■ 次変換)

集合スの各要素に対し,集合 Bの要素が 1つ対応しているとき,こ の対応

のことを■からBへの写像と呼び

∫:五 → B

などと書く.ス の要素αに対応するBの要素は∫(α)と表す.

2つのベクトル空間К7の間の写像

∫:y→ 7

が,線形性と呼ばれる次の条件

υ,υ ∈yに対して, ∫(υ 十り)=∫ (υ)+ノい )

υ∈乙 た∈Rに対して,ノ (たυ)=げ (υ )

をみたすとき,これを線形写像と呼ぶ.ベクトルの和や実数倍をそのまま対応

させるような写像のことである.

たとえば
"ν
平面上の点を原点中心に

1回
転させるような写像は線形写像と

なるし,χνz空間の各点から最短距離にあるχν平面上の点を対応させるよう

な写像は線形写像となる.し かし,χν平面上の点をχ軸方向へ 1動かすよう

な写像は線形写像ではない.

自分自身への線形写像のことを線形変換 (1次変換)と も呼ぶ.

表現行列

m× 2型の行列スに対して,ル :R

ル (υ )

と定義すると,ル は線形写像となる。

∫(el),∫ (e21

を並べてできる行列を■ とし,υ =

ま∫像写形線のへπ
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一般に,2つの線形写像

θ:び → 乙

の合成写像

∫:y→ 7

合成写像∫oθ の表

に角θだけ回転させ

である.

核と像

線形写像ノ:y→ 7に関しては必ずノ(0)=0と なる.∫ (υ)=0と なる
υ∈yの全体である

Ker∫ ={υ げ(υ)=0}
を∫の核 (kernel)と呼ぶ.Ker∫ はyの部分空間である.

また,yのベクトルがノによって対応する7のベクトルの全体である

Imノ ={∫ (υ)lυ ∈y}

を∫の像 (image)と 呼ぶ。Im∫ は7の部分空間である.
鶴×η型の行列スを係数行列とする同次連立1次方程式の解空間Иれ はス

を表現行列とする線形写像ル の核となる.すなわち
"η
=Kerん である.
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いくつかのベクトルυl,υ 2,… °,υたによつて生成される部分空間″{υ l,υ 2,
°…,υた}は ,これらのベクトルを並べてできる行列を

■ =(υ l υ2° … υた)

としたときのん の像である.すなわち7{υ l,υ 2,… °,υた}=Imん である.

鶴×η型の行列スを表現行列とする線形写像をル とし,その列ベクトルを

υl,υ 2,… °,υπとすると,KerノA=И仇およびImル ="質υl,υ 2,… °,υη}
であったから

dim(Kerル )+dim(Imル)=dim‰ +dim 7{υ l,υ 2,° …,υη}

=(2-rankス )+rankス =η

となるが,こ れを一般化すると次の定理にまとめられる .

定理 1.線形写像∫:y→ 7について

dim(Ker∫ )十 dim(Im∫ )=dim y

が成立する.

dim(Im∫ )のことを線形写像∫の階数といい,rank∫ と書く.

座標ベクトル

呼ぶ.

yのベクトルと座標ベクトルの対応関係はお互いに 1対 1の線形写像になっ

ており,こ れによつてyを座標ベクトルの列ベクトル空間 Rη と同一視できる.

一般の線形写像∫:y→ 7で も,Rη からRπ への線形写像の場合と同様の

表現行列を考えることができる.そのため,L7にそれぞれ基底υl,υ 2,… °,υη
とり1,υ 2,… °,υmを取って考えよう.それぞれのベクトル空間のベクトルを

基底の1次結合で表すことができるので,それによる座標ベクトルの列ベクト

ル空間Rη ,Rmと 乙7をそれぞれ同一視して考えると,ノ :y→ 7はこの

同一視によつて∫:Rη → Rmと いう線形写像と考えることができるようにな

る.この線形写像∫の表現行列のことを∫の (こ れらの基底に関する)表現行

列と呼ぶ.
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基底の変換行列

別の基底を考えると表現行列も変わるが,そ こには一定の法則がある.

υl,υち,0… ,υ角をyの もう1組の基底とすると,これらはυl,υ 2,° …,υηの

1次結合で表されるので

(υ l υち…・υ先)=(υ l υ2°…υη)P

となる第次正方行列 Pが定まる.こ の Pを基底の変換行列と呼ぶ.基底の変

換行列は正則である.

基底の変換行列 Pによって,座標ベクトルの対応関係がわかる.yの 1つのベ

クトルに対し,基底υl,υ 2,… °,υηによる座標ベクトルをう,基底υl,υち,… 0,υ先

による座標ベクトルをう
′
するとき,こ れらの間には

う=Pう′

という関係がある.

同様に7に ももう1組の基底υl,υち,… 。,υ続を考えて基底の変換行列を

のとすると,今考えている線形写像∫:y→ 7を ス7の基底υl,υち,… 0,υ先
とり1,υち,… 。,υ篤によって表現した行列Bは

B - a-LAP

となる.
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2。 (1)∫ (■)=θ (■ )五 十∫(0)E(gは多項式)と かけるのでス
ηπ=0よ り

∫(■ )ス
η~lπ
=g(■)ス
η
"+∫ (0)Aη

~lπ
=∫ (0)ス
η~1"

また∫(■)"=0よ り

∫(■ )ス
η~1"=五η-1∫

(■ )π =0◆

よつて∫(0)ス
η~1"=0と なるが∫(0)≠ 0であるから五η

~lπ =0が得られ
る.これをくり返すことによりπ=0を得る.

(注意)よ リー般に,互いに素な多項式∫,gに対し

∫(■ )“ =g(■)π =0→ "=0
である。

(2)ス
η~1ノ
(■ )ν ≠0と なるν∈yを とり

“
=∫ (■ )ν とおけば

スη
"=0, 
スη
~1"≠
0

このとき
",■“
,…
0,スη~1"は 1次独立である.

η-1

(・・・Σ
Ctス
をπ=0の 両辺にスη

~1を
作用させて cOAη

~lπ
=0,∴ c。 =0。

次にス
η~2を
作用させて clス

π~lπ =0よ りcl=0以下同様.)従って

dim{π ∈ylスη
“
=0}≧ η

(注意)ある3に対しスηB=0,スは13≠ 0であればよい.
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4.4 正規直交基底

ユークリッド内積

平面 0空間のベクトルに対して定義した内積を2次元数ベクトル空間Rη に

積と呼ぶ

υ =

に対 して

υ・υ =αlbl+α 2b2+… ・+απbη

と定義 したものである.υ・り の他に,(υ ,o)も しくは (υ ,υ )と 書 くことも

ある.

ユークリッド内積に関して次のような法則が成り立つ.

υ・り =り 。υ

(鶴 +υ )・ υ =鶴・υ ttυ o υ

鶴。(υ +υ )=鶴 ・υ+鶴 Oυ

(たυ)・ り =υ 。(たり)=た (υ・υ )

υoυ ≧0(等号成立はυ=0の ときに限る.)

ユニクリッド内積以外にも,ま た,一般のベクトル空間に対しても,上記の

性質をみたす (一般の)内積を定義できる (内積の導入されたベクトル空間を

内積空間と呼ぶ.)が,こ こではあまり詳しく触れない.

ベクトルの長さ

に対しても
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lυ +り |≦ lυ l十 lυ l

lυ
o υl≦ lυ‖υl

lυ l≧ 0(等 号成立は υ=0の ときに限る。)

角度 0直交性

平面・空間のベクトルの場合と同様に,2つのベクトルυ,り のなす角 θは

cos θ==縞

をみたす 0≦ θ≦πの範囲の角度として定義する.ま た,こ れらが直交してい

ることをυoυ =0で定義する.直交 していることは

υ tt υ

と書 く.

直交補空間

7を ベクトル空間 yの部分空間であるとする.υ ∈yが 7の すべてのベ

クトルに直交していることを

υ tt И/万

と書き,このようなベクトルの全体

7上 ={υ lυ 上フレlυ ∈y}

のことを 7の 直交補空間と呼ぶ.直交補空間は yの部分空間である.

直交補空間の直交補空間はもとの部分空間に一致する.すなわち

(T布
′″⊥
)⊥ =Tグ

となる.

正規直交基底

お互いに直交するベクトルの組 υl,υ 2,… °,υηを直交系と呼ぶ.直交系は 1

次独立であることを証明できる.特 に,ベ クトル空間の基底が直交系である場

合,直交基底と呼ぶ.

直交系のそれぞれのベク き,すなわち

となるとき,正規直交系と呼ぶ.特

る場合,正規直交基底と呼ぶ .

標準基底 el,c2,… °,Cれ は Rπ の正規直交基底である.

間の基底が正規直交系であ

雄

司

開

陵

で
　

＜
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ク

ー

ー
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ベ
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正規直交基底に関して次の定理が成立する.

定理 1。 υl,υ 2,…・,υηがベクトル空間 yの正規直交基底であるとき,yの 任

意のベクトルυをこの基底の 1次結合として

υ ==α lυ l+α 2υ 2+… ◆+απυη

のように表すと,その係数 (座標成分)は αt=υ・υことして求められる.

さらに,yの別のベクトルリが

υ =blυ l+b2υ2+… °十 bηυη,

と表されるとき,υ とり の内積は

bづ =υ・υを

υ。り =αlbl+α 2b2+…・+απbη

として求められる.

正射影

平面に真上から光を当てると空中にある物体の影が真下にできるように,ベ

クトル空間の各ベクトルを,その部分空間上に垂直にうつす写像を正射影と

いう.

ベクトル空間をy,その部分空間を7,υ ∈yが 7上のベクトルυ∈7
に正射影されたとするとυ―りがυからИ/に下ろした垂線の方向ベクトルと

なるので

υ一り 上じグ

となる.

7の 正規直交基底をυl,υ 2,… °,υたとすると

り =αlυ l+α202+。 …+αたりた,   αじ=υ・υづ

となることを証明できる.

υ∈yを 切 ∈7に 対応させる写像は線形写像である.

グラム 0シ ュミット (Gram―Schmidt)の正規直交化法

1次独立なベクトルの組υl,υ 2,… °,υηをもとにして正規直交系 υl,o2,… °,

υηを構成することができる.

最初のベクトルυlについては,同 じ向きで長さが 1であるベクトルを考え

ればよいから
υl

01=画

とすればよい.

2つ 目のベクトルυ2については,ま ずり1に直交するベクトル鶴2を求めて,
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次にその長さを 1にする。具体的には,υ2を 切1方向に正射影したベクトル

(υ 2・ り 1)υ l

を考え

鶴 2=υ 2~(υ 2° 01)り 1

と定義すると鶴2⊥ υlと なるので

り 2=両

とすればよい .

3つ 日のベク トル υ3については,ま ず υl,υ2の両方に直交するベク トル

鶴3を求めて,次にその長さを1にする。具体的には,υ3を 7{り 1,02)に正

射影 したベクトル

(υ3° 01)り 1+(υ 3・ υ2)υ 2

を考え

鶴3=υ 3~(υ 3・ 敏社)り1-(υ 3・ υ 2)υ 2

と定義するとし3⊥ ″{υ l,02)と なるので

υ 3=画

とすればよい.

これを次々に繰り返すと,ol,o2,… °,切ηが構成できる.りたは

した=υ た~(υた 敏゙社)υ l― (υた。υ 2)υ 2~… ・~(υた。り た-1)りた_1

から

り た=爾

として求める.

このようにして正規直交系を求めることを,グ ラム・シュミット (Gram―

Schmidt)の正規直交化法とよぶ.ベ クトル空間の基底から,こ の手法で正規

直交基底を得ることができる.

直交変換・直交行列

線形変換∫:y→ yが内積を変えない,すなわち,任意の鶴,υ ∈yに対して

∫(鶴 )。 ノ(υ)=鶴 Oυ

が成立する場合,この線形変換を直交変換と呼ぶ.鶴 とυが直交しているとき,

ノ(鶴 )と ∫(υ )も 直交しているので,このように呼ばれる.内積が変わらないの

でベクトルの長さも変わらない.原点を中心とした平面上の点の回転や,原点

を通る直線に関する対称移動は直交変換である.

直交変換に関して次の定理が成立する.
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定理 2。 υl,υ 2,… °,υηがyの正規直交基底であるとする.線形変換∫:y→ y

が直交変換である必要十分条件は∫(υ l),ノ (υ2),… °,∫ (υη)が yの正規直交基

底になることである.

Rπ の直交変換の表現行列を直交行列と呼ぶ .

2次正方行列 Pの列ベクトルをpl,p2,…・,pη とすると

Pを =Pcづ =√P(Cを )

であり,cl,c2,… °,Cπ は Rη の正規直交基底だから,上の定理によつて,Pの

列ベクトルの組 Pl,p2,… °,Pη が Rη の正規直交基底であるような Pが直交行

列であることになる.

これを条件式で表すと

tPP=E

となる.こ のことから直交行列 Pは正則な行列で P~1=tPで あることがわか
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り,IPI=± 1であることもわかる.IPI=1である直交行列のことを,特

回転行列と呼ぶことがある.
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3。 2次元数ベクトル空間 Rη において,m個 のベクトルαl,… 。,αれが 1次

従属であるための必要十分条件は

α 10 α l

αtt αl

αl・ α鶴

απ
◆α鶴

=0

-9 桁

編 y百    2・

であることを示せ .

Aの解答

1。 υOo=た -1-2た -6た2+2=-6た 2_た +1=0を 解いてた=:,一
歩

2。 α・b=0,α ec=0,ld=1よ り
3

b=~百α
'C=2α ,2α

2+b2+c2=1。

これを解いてα=土島,b=平島,C=土濃餃卸町.ヽ

3。 αとbのなす角をθとすれば

cos θ=顧
肩可
=

よってαとしのなす角は
:π
である.

4.た lαl+た2α2+…・十たrar=0と おき,α lと の内積を考えると

(た lα l+た2α2+…・+たγαr)・ αl=0。 αl=0

たlα 10 αl+た2α 2・ αl+・ …+たrar・ αl=0

たlα l・ αl=0(・ 。・α2・ αl=…・=ar・ αl=0)

∴ た1=0(・ .・ αl≠ 0)

同様にた2=0,… ,たγ=0。
5.
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sin0cos/ cos 0 cosQ - sin/
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となる.

9。 ■4=Eか ら

α―+2b―■2c==0,  b==c,  α2_+b2.c2==1

となる.こ れを解いて

α=土T,b=c=平島鱗細明
10。 スは直交行列だから物五=Eを みたす .
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(1)|∫ス(υ)12=∫ A(υ )・∫A(υ)=t(■υ)スυ=tυ勿五υ=tυυ=υ oυ =lυ 12。

よつて |ん<υ )|=lυ lである.

(2)∫4(υ l)・ ∫A(υ2)=t(■υl)五υ2=tυ llИ ttυ 2=tυ lυ2=υ l° υ20

(1)よ り|んIυ l)|=lυ ll,|ル (υ2)|=lυ 21だから

cos θ=       =

となリル (υl),ル (υ2)のなす角もθとなる。

11.■■=Eだ から五
~1=望
.t(五
~1)五 ~1=五

五
~1=E.し

たがつて五
~1

は直交行列.次にt(■3)AB=む 望五B=む (■■)B=むB=Eだ から五B

も直交行列である.

Bの解答

1. a1.n - 0, n くとχl+χ2+χ3=0だから

(α ≠0ま たはb≠ 0).
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(α
_b)2+(α +

α一 b

α+2b

-2α 一 b

以上により

α2 ==
νりyα2+α b tt b2

― 一b ,

2.(1)1× η型の行列 スをス =taと おくとき,α上は連立 1次方程式 スπ=0

の解空間である.α ≠0よ りrankス =1だから解空間の次元はη-1である.

(2)

協 十朗 =い
"十
け   α

=α
("-1年告1等α)‐十β(ν一Yα)
=α∫(π)十 β∫(ν )

だから∫は線形変換である.次に

ズ→ザ0=← -7→・
|一押→

っ 一 回 ― 同 十三

=π・ν

だから∫は直交変換である.
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3.ま ず ,al,0… ,amに ついての方程式

鶴lα l+。 …+鶴鶴α鶴 =0 …・…・

は 観 個の方程式 (連立 1次方程式 )

(αo・ αl)し1+・ …+(αづOαm)am=0  (づ =1,…・

①

,m)… …◆②

と同値であることがいえる。実際,②は①の両辺とαをとの内積から得られ,逆

に①は②にしじをかけてづ=1,… 0,mについて加えて得られる.

αl,… 。,α鶴が1次従属であるための条件は,鶴 1,0… ,amについての連立方

程式②が非自明解をもつこととなり,それはdet(ato αプ)=0と 同値である。
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5章一弗

固有値と固有ベクトル

5。 1 固有値 と固有ベク トル
正方行列スに対し,0でないベクトルπと定数入が存在して

An - ),n

をみたすとき,入 をスの固有値,π を入に対するスの固有ベクトルという.言

い換えれば,固有ベクトルとは線形変換ル (")=五"に
よって `向き'の変わら

ないベクトルのことであり,固有値λは固有ベクトルが同一方向にのびる割合

を表す.(反対方向も含めて考える.)

五=(αを′)を 絶次正方行列とする.(1)式は

入
"一
スπ=(λE一 ス)π =0

と書けるから,入 が スの固有値であるということは同次連立 1次方程式

(λE一 ス)“ =0

(1)

0)

が非自明解をもつということである.そ して,その非自明解が入に対する固有

ベクトルである.(2)の解空間,すなわち人に対する固有ベクトルの全体 (と

0)を 固有値人に対する固有空間という。

連立 1次方程式 (2)が非自明解をもつための必要十分条件は lλE― 川 =0,

すなわち

λ―αll  ―α12  …° ~α lη
~α21  人~α22 …° ~α 2η

=0

~α
ηl   ~αη2  …° 人~αηη

が成り立つことである.言い換えれば,未知数χに関する方程式

χ ~α ll   ~α 12   ・・・   ~α lη

~α 21   χ ~α22  ・・°   ~α22
=0 6)

一 αηl
~α
η2 ・・・  χ 一‐αηη
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が解χ=λ をもつということにほかならない。(3)の左辺を展開すると"の
物次多項式が得られる.こ れをψバχ)で表し,■ の固有多項式という.さ ら

に方程式ψA(χ)=0を スの固有方程式という.入 がスの固有値であるとは,
入が固有方程式 9A(χ)=0の解であるということにほかならない。ところで

固有方程式リス(χ)=0は 2次方程式であり,2次方程式は2個の複素数解
λl,λ 2,…・,λお(重解はその重複だけ数える)を もつことが知られている.した

がってスはこれら2個の入1,λ 2,… °,ληを固有値としてもつ.このときリス(χ )

を 1次式に因数分解すると

ロス(χ)=(χ 一人1)(χ ―λ2)… °(χ ―λη)

となる.同 じ固有値をまとめれば

りA(χ)=(“ ―λl)η
l(χ ―λ2)22.… ("_人r)η

r

の形になる.各 ηじを固有値 λをの重複度という.

注 :ス の成分

ベクトルは複

がすべて実数

例 1ロ ス =

pild: χ-4 -3

-l χ-2
=κ
2_6χ +5=(χ -1)(χ -5)

だか ら,固有値 は 1と 5で ある . 1に 対 す る固有 空 間 を ″ 1と お

-3χ -3ν =0
を解 いて

"「

1=
0一χ―ν=

α
  」1  1?∈

R ・ 固有値 5に文すする固有空間をレ予ぅとおくと,フレЪは

くと,"「1は (E― ■)"=0,す なわち
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定理 1.ス をη次正方行列 ,入 1,λ 2,・ …,λπをス の固有値 とする.こ のとき

入1+λ2+° …+λπ=tr五, 入lλ 2・ …λπ=det五

が成り立つ .

定理 2.ス を2次正方行列,Pを 2次正則行列とし,3=P~1■Pと おく.こ
のときス とBの固有多項式は一致する.したがってス とBの固有値も一致

する.

定理 3.2次正方行列スの相異なる固有値を入1,λ 2,° …,λT,各固有値 λtに対

する固有ベクトルを
"を

とする (づ =1,2,… 0,γ ).こ のとき
"1,"2,…

°
,π rは 1

次独立である.

定理 4(ハ ミルトン。ケーリー (Hamilton― Cayley)の定理).ス を物次正方行

列,9A(χ )=χ
η+αη_1"η

~1+・
…+α lχ +αOを スの固有多項式とする.こ

のとき

9ス (■)=ス
π+αη_1ス

η~1+… 。十 αl五 十 αOE=0

解答

０〓Ｅ一
α
α＋スの十α

養
　
　
２．

の

　

　

ス

ヽヽ
ヽ
、
、
、
ぃ．
．
ぃ
ぃ
．
ぃ．
ロ
ロ
ロ
“
］口
・
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口
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・・
”
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″
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２
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ク

　

／

ｆ

ｌ

ｌ

ｌ

＼

固有値および固有ベ

e A(r) -

χ-3 -2  二4

-2  χ  -2

-4 -2 χ-3

χ+1 0  0

-2  χ  -4

-4  -2 χ-7

χ+1

-2

-4

=(χ +1)

一(χ +1)

-2

χ-3

-4

χ-7

Ｏ

　

χ
　

・
２

χ

　

・
２

=(χ +1)(χ
2_7χ -8)=(χ -8)(χ +1)2

よってスの固有値は 8っ -1(重複度は 2)である.
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.よ つて固有
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固有値が 8の とき, (8E一 ス)

5“ -2ν -4z =0

-2χ +8ν -2z=0 の解 を求める

-4χ -2ν +5z=0

例題 2.

2次正方行列
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値

ληとするとき

入1ハ 2・ …λη=detス

スの固有値を

十人2+…・+

λl,λ 2,… °,

入η=tr■ ,
λl

を示せ .

解答  ス=(αづプ)と し,9A(χ)=(χ ―入1)(χ ―λ2)… °(χ ―λη)とする.
すると

~α
lη

~α
2η

χ ――αll   ―α12

~α21   χ ~α 22
(χ 一人1)(χ ―λ2)…

°
(χ 一人η)… 。(*)

が成り立つ.こ こで (*)式で両辺のχ
π~1の
係数を考える.左辺の行列式の展開

を考えるとχ
η~1の
項が出てくるのは (χ―αll)(χ 一α22)・ …(χ 一αηn)か らだか

~α
ηl    ~αη2   ・°・  χ ~― αηη
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解答  ロス(χ)=

となる.

ら,さ らに展開して考えるとπ
け 1の
係数は一αll― α22~…・~αππ=― trス で

ある.一方,右辺のχ
π~1の
係数は―λl― λ2~…・~λη=一 (λl+λ 2+…・十λη)

である.よ って

trス =λ l+λ2+…・十λπ

となる.

次に (*)式の両辺に″=0を代入すると

|一 ス|=(-1)ηλlλ 2° …λ,。

ここで |一 五|=(-1)π lス |=(-1)π detス だから入lλ 2・ …λη=detス となる。

例題 3.

ハミルトン・ケーリーの定理を用いてス=

次の関係式を求めよ.

がみたす 3

＼

、

‐

‐

‐

′

／

・
２

・

・
１

１

一
．

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

χ -1

1

0

-1   2

χ-2 -1

-l χ+1

-13 -2r2 _ r+2I v)

五3_2■ 2_ス +2E=0

A

1. めょ
．

一
． ０

一
７

４

一
．

５

０

〇

一２

・
１

囃
卜

　

　

一一　

　

　

　

五
　
　
　
　
　
　
　
〓

ク
　
　
ス

　

　

　

　

の

　
　
　
　
　
　
ス

林
　
②
　
　
　
＜
　
　
　
　
０

固と
　

　

　

　

　

ヽ

―

―

―

ノ

囃
　

　

翁
訂

の

　

　

１

６

１

　

２

０

３

■

２

一
．

４

４

２

　

３

２

６

囃
次

　

ス
　

　

　

五
　
　
　
　
　
五

(1)

(3)

(5)

1 -1

0    1

1    0

0  0

1 -1

3 -1

1    1



173レクベ有固と値
　
　
を
　
　
　
　
　
・
　

数
　
　
　
　
　
　
　
　
（）
　
　
　
　
　
　
　
求

財
　
　
鋪
　
　
　
　
一∝　
　
鍼
　
　
　
　
　
　
　
　
ン一　
　
　
　
　
　
　
競

５。．　
　
¨
　
　
　
　
林
　
　
鯨
　
　
　
　
　
　
　
　
沢
　
　
　
　
　
　
　
師

％
　

　

　

　

件
　
　
　
・　

　

　

　

　

　

　

と
　
　
　
　
　
　
　
の

数
　　　　　条
　
　
る　　　　　　　　　？　せ‥　　　　　　微

整
　
　
　
　
　
の
　

　

す

，　　　　　め　　と　　　　　　　　　．イ　晰　　　　　　赫

き

　

　

　

　

　

た

　

　

　

「

と

　

　

　

　

　

る

　

　

　

μ

る
　
　
　
　
　
ぁ
　
　
　
・　
　
　
　
　
　
　
　
　
Ｂ
　
こ
　
　
　
　
　
　
が

ぁ
　
　
　
　
　
で　
　
　
Ｆ　
　
　
　
　
　
　
　
し，
％
　
　
　
　
　
　
ス

で
　
　
　
　
　
個

μ

　

　

　

＼

、

‐

′

ノ

３

　
　

　

　

　
　

　

　

　

２

と

　

　

　

　

　

カ

ー
　

　

　

　

値

とし，は
ス
錫
ヽ

ｂ

　

Ｏ

　

　

ヽ

‐

‐

‐

‐

Ｃ

　

０

α

　
　

Ｃ

′
′
′
′
ｒ
ｉ
・
・
・
・
１
１
■
、
、
、．
　
　
　
　
　
　
　
　
（
Ｈ
）

　
　
　
　
７
ｎ
υ

　
　
　
　
（

一一　
　
α
Ｏ
　
　
　
　
　
　
　
は
鉤
　
た
　
外

五

　

　

　

／
１
１
１
１

列
　
　
　
　
　
一一　　　　　　　　　　　　　
般　混
　
　
徊
　　　ノヽミ

行

　

よ
・
　

ス
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

＞

　

・

め
　
　
　
　
　
　
　
　
と
　
　
　
　
　
固

　

　

き

　
　
　
　
　
　
に
ヽ
よ

２
．

求

　

３
。

４
．

入

　

　

の

５
。

と

　

６
．

め

(2)■
10を
求めよ.

7。 次を示せ .

(1)2次正方行列スが正則であるための必要十分条件はスが 0を固有値にも

たないことである。

(2)η 次正則行列 スの固有値を入1,・ …,ληとするとき,ス
~1の
固有値は

λ
「
1,… 0,λ万

1である.

B

αl ・・・ αη-1

行列ス=

ただし,電 ≧2

0

かつ α= ≠0とする.



174 第 5章 固有値と固有ベクトル

ヽ
―
―
ノ

　

で
，

１

　

０

０

１

　

　

０

　

　

・

０

０

　

　

１

2.

Aの固有値は 1,3である.

より固有値 1に対する固

固有値 3に対する固有ベ

を求めよ.

3.2次 正方行列ス,3に対し,A3と Bス の固有値は一致することを示せ。

Aの解答

２

　

　

１

　

一
　

ヽ

―

―

′

／

　

　

／ｔ

１

　

一

１

　

１

　

＼

、

‐

′

／

・０
針
　
・５

・５

χ

　

．
．

．

／

■

・

・
．

　

　

／
１

＼

２

　

　

　

ｒ

ヽ

”
・
　
・・　
　
鷹
　
／
１
〔
・５　
た

―
―
―
―

　

ス

　

　

　

ト

　

　

　

ま

一

（り

　

　

　

一　
　
　
　
ク

　

　

　

ル

＜
　
　
Ｅ
　
　
ベ
　
　
ト
　
　
②
　
　
認

１
．
　

　

　

　

　

　

　

　

有

　

　

　

ク

=(χ -1)(χ

,3E― ス

(ι は 0で ない

］
――
）
調

一　

　

　

一一　
　
　
任

＼
、
‐
′
／
　
　
は

１０
　
５
　
　
攀

・
１０

・
５

ハ

「

・
‐

り

＼

、

‐

‐

‐

′

ノ

３

　

１０

　

４

１

　

３

　

１

一　
　
一　
　
一

１

　

４

　

２

一　

　

一　

　

一

／

１

‐

‐

―

＼

〓ス一
Ｅ３

＼

、

‐

‐

‐

′

／

３

　

１０

　

３

／

′

‐

‐

‐

ｌ

＼

０

　

０

十
　
　
ゆ

は 0でない任意定数)である.

リスの固有値は 3,-2で ある.

より固有値 3,2に

0でない任意定数)

=(“ -2)(χ -3)("-4) よリスの固有値は

対する固有ベク

である.

トルは″ひ

2,3,4 である.

-1   3

χ-6 10

-l χ+1

-2 -1

-4 -4

-2 -1

(3)

χ-4

-4

-2

2E一 五 =



1755。 1 固有値と固有ベクトル

固有値 2,3,4に対する固有ベクトルはそ
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(重複度は 3)
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一 C   χ
=χ2_αχ_bc=("-1)(″ -3)であるとき

一α=-4,一 bc=3を みたす.α ,b,cは整数だからα=4,b=± 1,c=平 3

(複号同順)ま たはα=4,b=± 3,c=平 1(複号同順)である.
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-a20r

~αη-1  0   0
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η-2_α

3χ
η~2

土αである.
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を第 1行で余因子

94(χ )=lχ Eπ+1~■ |=
χ一人   一d

O  "E鶴 一B

=(χ 一人)lχE鶴 一BI=("一 人ル B(χ )。

よってスの固有値は入とBの固有値だからλ,μ l,μ 2,… °,μmである.

5.Pは正貝J行列だからP~lP=Eで IP~lPI=IP~1卜 IPI=1である.この性

,\tt fri: A-'*0.
よつてλ
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1は 五
~1の
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これ以外に考え
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5。 2 行列の対角化
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の固有方程式が相異なる 2実数解,重解,虚数解を
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ことができる。固有値 3に対する固有ベクトルと

できる.よ って P=

となる.
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1.(1)ス を巾零行列とすると,自然数たがあってスた=0.

ス
“
=λπ ("≠ o)

とおく.両i辺に左からス をかけると

■
2π
=λ五
"=λ
2π

.

この操作を続けて

0,す なわち

((1)の結果

Иr-lαフス
η-2α
,…
.,スα,α

が 1次独立なことをいえば十分。

α14η
~lα
+α 2ス
η~2α +… 。十απ_1スα+αηα=0 ……… (*)

とおく.こ の両辺に左からス をかけると (■η=0に 注意 して)

α2ス
η~lα
十。…+αη_1■

2α +αηスα=0。

この操作を繰 り返すとαηス町
lα =0と なる.と ころが五η

~lα
≠ 0だから

αη=0。 (来 )で αη=0と おいて同じ作業を繰り返すと,結局αl=α2=…・=
απ=0を得る.
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5。3 対称行列

行列の三角化

正方行列は必ずしも対角化可能ではないが,対角行列に形の近い三角行列に

変形にすることは可能である.こ こでは固有値が実数の場合を扱う.

定理 1.2次実正方行列スの固有値がすべて実数ならば,適当な正則行列Pに
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対称行列の対角化

η次正方行列スは,切 =ス をみたすとき対称行列であると定義した.も し

さらにスの成分が実数であれば,ス は実対称行列であるという.

定理 2。 実対称行列スの固有値はすべて実数である.

定理 3.実対称行列スの相異なる固有値に対する固有ベクトルは互いに直交

ことができる.
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例題 1。

対称行列 五 =

解答  (1)ψス(χ)=

スの固有値は 1,2,4で

について

な直交行列 Tを求めよ
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例題 2.
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とおけば,Pは 3次の直交行列で

TttP=

が得られる.

例題 3。

6の
√
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の固有値,固有ベクトルを求め,

を示せ。
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(4)
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3。

B

1。  スが実対称行列であり,かつその固有値がすべて正であるためには,
ス =む 3と なる実正則行列 Bがあることが必要十分条件であることを証明
せよ.

2. (1)行列式の値が 1の 3次直交行列スは回転軸をもつこと,すなわち

ある直線のまわりの回転を表すことを示せ .
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できる.こ のとき

である.

とおけば Bは正則で

tP=五

定する.λ をスの固有値,

t(3")Bπ
=t"五
"=λ

tπ

"。

π≠0よ り
t"π >0で t(B“ )Bπ >0だからλ>0と なる.

2。 (1)定理 5よ リスはユニタリー行列だからその固有値の絶対値は1である.

3次実行列の固有方程式は実係数の3次方程式だから必ず実数解をもつ.すな

わち3次実行列には必ず実数の固有値μが存在する.他の固有値も実数の場合

は固有値の絶対値が1であることと固有値の積が 1川 =1と なることより必ず

固有値 1を もつことがわかる.他の固有値が虚数λ(lλl=1)である場合は天も

固有値であることと,固有値の積が 1川 =1であることからμλ天=μ lλ 12=1。
ゆえにμ=1。 よっていずれにせよ固有値 1を もつ.

そこで固有値 1に対応する固有ベクトルeをふくむ正規直交基底によリル
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従ってスは cを含む直線のまわりの回転である

(2)固有値 1に対する固有ベクトルは c= 上
桁

であるから回転軸は

直線 χ=ν =zで ある。 (■3=Eだ から回転角は

3。 (1)ス
*=ス

(2)(i)スπ=λπより
"*(■
π)=入π

*“

(ii)(■π)*=t(И万)=t(Иb)=t(π)t(И)=π
*五 *

(五i)(入π)*=t(天万)=t(天万)=天
tπ =天π

*よ り(入π)*π =天 (π
*π
)

(3)(i)よ り"*ン
b)=λ
“

*π .一方ス*=ス と (五 ),(iii)よ り

"*(■")=(π
*ス*)“
=(スπ)*"=(λ

")*“
=ハπ
*"

∴  λπ*"=λπ*π .

π≠0よ りπ
*π >0だから入=λ .
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2θδ 第 5章

を表す.

αβ=0の とき,例えばβ=0の ときは,⑥ において座標軸の平行移動を行

うと

αx2+c′ y=0(c′ ≠0の とき), αχ
2+∫′′
=0(C′ =0の とき)

の形になる.これらはそれぞれ放物線,平行2直線 (1直線又は空集合の場合

を含む)を表す.α =0の ときも同様の考察により,同 じ形の曲線が得られる

ことがわかる◆ところで,5。 1の定理 1よ りαβ=1川 =αC― b2でぁった.し

たがつて2次曲線④ は
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点又は空集合の場合を含む)

(交わる 2直線の場合を含む)

(平行 2直線,1直線又は空集合の場合を含む)

次の 2次形式の標準形と変形に使われる直交行列 Pを求めよ

f @,il - 2r2 - 4rA + 5a2

と表せる.

αc_b2>0

αc_b2<0

αc_b2=0

と分類 される .

例題 1.
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すなわち X2_2y2=1(双 曲線)である.

ν

1。 次の2次形式の標準形と変形に使われる直交行列Pを求めよ.

(1)∫ (χ ,ν)=χ
2+χ
ν+ν
2  (2)∫

(χ ,ν)=6“ν  (3)∫ (χ ,ν)=3χν+4ν
2

(4)∫ (χ ,ν,Z)=2“ν+2νz+2zχ

2.次 の2次曲線のグラフをかけ.

(1)3χ
2+4χ
ν+3ν
2=5 (2)3χ 2_2χ

ν+3ν
2=2

(3)χ
2_2χ
ν+ν
2+4、
わ χ+6=0

(4)χ
2+3χ
ν+ν
2_2κ -3ν =0

1。 χ子十χ3+。 ,0+χλ二1の とき,関数∫(χ l,χ 2,・ …,χ2)=】EαじJχβJ
t,ブ=1

(αづプは実数でαづJ=αル)の最大値と最小値はそれぞれ行列 ス =(atJ)の固有値

の最大値 と最小値に等 しいことを示せ .

Aの解答
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すなわちど二十y2=1(楕円)である.
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