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2章一弟

行列と連立 1次方程式
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のように表すのが便利で,第 づ行と第J列の交差するところにあるαづプをスの

(づ ,プ )成分という.ス をス=(αづプ)と略記する.

特に,m× 1型の行列を鶴次元列ベクトル,1× 2型の行列をη次元行ベク

トル,2× 2型の行列をη次正方行列という.η 次正方行列ス=(αづJ)につい

てαll,α 22,… °,αηπをスの対角成分という.

なお,1× 1型の行列 (α )は αと同一視する。



2.1 行列とその演算

行列の相等

2つの行ダj五 =(αづプ),3=(bづプ)について

(1)ス とBは同じ型,すなわち鶴 ×η型の行列であり,

(2)対応する成分がそれぞれ等しい,つ まりαづブ=bjグ (1≦ づ≦鶴,1≦ J≦ η)

が成り立つときスとBは等しいといい,ス =3と かく.

行列の演算

(I)加法とスカラー倍

五,3を 鶴 ×η型の行列とする.

(1)加法 :五 =(αづプ),3=(bづ′)に対し五十B=(α tグ 十 bづプ)

(2)ス カラー倍 :任意の数たと五=(α tプ )に対したス =(たαtグ )

すなわちスとBの和ス+3,た とスのスカラー倍 たスはともに脱 ×2

型の行列となる.ま た (-1)ス =一ス,■ +(-3)=ス ー3と かく.

(II)乗法

ス =(αづプ)を 鶴 ×〃型,3=(bづプ)を 〃×2型の行列とする.こ のとき
ι

CtJ=Σ αじたわり とおき,ctプ を (づ ,プ)成分にもつ鶴 ×η型の行列をス,3

の積といい,A3と かく。

行列といい,0で表す .

第 1行

第鶴行

また2次の正方行列で対角成分がすべて1で他の成分がすべて0である行列

をη次の単位行列といい,Eで表す.Eの第ノ列をcプ とかき,基本単位ベク
トルという.
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2δ 第 2章 行列と連立 1次方程式

行列の演算 に関 して次の法則が成 り立つ .

(1)(五 十 3)十 θ =五 十 (3+θ )

(2)ス +B=B+ス

(3)た (五 十 3)=たス +んB

(4)(た +イ)ス =た五十′五

(5) λ(イス)=(λイ)五

(6) (■ 3)θ =ス(Bθ )

(7) ス(B tt θ)=スB+ス θ

(8) (■ +3)θ =スθ tt Bθ

(9) (た■)B=ス (た3)=た (■3)

(10)五 十 (一ス)=0,五 十 0=ス

(11) 1■ =ス,0■ =0,た0=0

(12) スE=E五 =■,ス0=0五 =0
ただし,こ れらの式が意味をもつものとしてである.

注 1.これらの法則により,で きるだけ括弧を省略し,五十B tt θ,たイス,■Bθ ,

た五Bと かく.

注 2.数 α,bに対しαb=bα は成り立つが,行列■,3に対しAB=Bス が成

り立つとは限らない.

注 3.数 α,bに対しαb=0な らばα=0か b=0であるが,行列ス,3に対し

AB=0な らば五=0か B=0が 成り立つとは限らない.

行列の累乗

正方行列スを電個掛け合わせた積をス
πと表し,ス の 2乗 という.こ のと

き,0以上の整数鶴,2に対し,次の性質が成り立つ。

(1)Aπ ttη =ス
π+η
  (2)(■

m)η =五 %π   ただし,■°=Eと する.

行列の転置

鶴 ×η型の行列スに対し,行と列を入れ換えて得られるη×鶴型の行列を

スの転置行列といい,望 とかく.

五 = に文すし

(結合法則)

(交換法則)

(行列に関する分配法則)

(ス カラーに関する分配法則 )

(結合法則)

(結合法則)

(左側分配の法則 )

(右側分配の法則)
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28 第 2章 行列と連立 1次方程式

解答

五θ =

θD=

解答

について

_32と
(五 十 3)(五 -3)を計算 し,

等しくならないことを確か

等しくならないことを確か
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例題 3.

正方行列 スに対 し,次のことを示せ .

(1)勿スは対称行列である.

(2)ス が対称行列ならば
tPAPも

対称行列である.

=勿 t(効)=勿五より勿スは対称行列である.
tP ttt(tP)=tP ttPと

なり勿 =五 ならば tP ttP=
tPAPも

対称行列である.

が定義 され

3   1   2

0 -2 1

解答  (1)t(勿ス)

(2)t(tPAP)=
tPAPと
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3θ 第 2章 行列と連立 1次方程式

D= F-( 1 z 1)
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2.1 行列とその演算

=Dと なることを示せ .

θ =五 ―望 とおくと,3

を対称行列

31

0%b=た ≠0と し D=:θ とすると説 D2
15。 (1)任意の正方行列スに対してB=五 十勿 ,

は対称行列,θ は交代行列になることを示せ .

(2)任意の正方行列スは対称行列と交代行列の和として一意的に表されるこ

とを示せ。
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1。 2次正方行列ス=(αづプ),3=(bり )に対しtr(幌3)を 求めよ.

なお,2次正方行列θ =(ctプ )に対し,対角成分の和 tr θ=Σ〕Cttを θの
づ=1

トレースと呼ぶ.

2。 正方行列スが巾零であるとは,あ る自然数たがあってスた=0が 成り立
つときにいう.

(1)η 次正方行列ス,3が巾零であるとき,■ +Bは 巾零か.正 しければ証
明を与え,正 しくなければ反例を与えよ.

(2)2次正方行列五,3が巾零でスB=Bス をみたすならば,五 十Bは巾零
であることを示せ .

3.η 次正方行列五,3に対し,降 ,到 =AB― BAと 定義する.[ス ,3]を ス
とBの括弧積 (bracket)と 呼ぶ.こ のとき,次を示せ .

(1)[ス ,IB,θ ]I+[3,[θ ,スII十 [θ,Iス,31]=0 (ヤ コビ (JacObi)の恒等式)

(2)勿 =―■,tB=― Bな ら|ゴ t[ス,3]=― [ス,3]

(3)[■ ,3]≠ E
4。 2次実正方行列スが望ス=Eを満たすとき,ス を直交行列という。2次
直交行列スに対しE一 スが正則行列であれば

B=(E― ス)~1(E+ス )

とおくとき,3は交代行列になることを示せ .

B
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5。 次を示せ .

32
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3.(1)
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B一 B4)一

“
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(2)tiス ,3]=t“B一 B4)=tB勿 一ツrB=(_3)(_ス )― (一ス)(-3)=
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Bス ースB=― [ス ,31

(3)ス =(αtJ),3=

で,3ス の (づ ,づ )成分の和はΣ〕】Ebjたαたこである。
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例 1～ 3の変形を係数行列または拡大係数行列に注目してまとめてみると次

のようになる.

行に関する基本変形

鶴 ×η型の行列スに対し,次の (1)～ (3)の変形をスの行に関する基本変

形という.

(1)ス の 2つの行を入れ換える.

(2)ス のある行をc倍 (c≠ 0)する.

(3)ス のある行に他の行のc倍を加える.

さて,一般の連立 1次方程式五π=bの解法についてふれてみよう。ここで,

πは未知数ベク トルで

階段行列と行列の階数

m× 2型の行列スに対し,行に関する基本変形をして
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となったとき,得られた行列を階段行列といい,ス の階数はrであるという.

このときrank五 =rと かく.
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例題 2.
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10      3
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したがって

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

０
．両
０
　
１

／

１

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

つもを

ヽ
１
１
１
／

解

１

　

１

　

明

１

　

一　

　

一　

自

一

′

′

非

１

　

一　

　

一
　

な

α

　

ｂ

　

と３

１

０

０

＜

／
１
‐
‐
１
＼

五

↓
　
　
　
ｎｋ
ａ

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

ノ

／

　

ｒ

ｌ
′
′
養

・

　

α
　
ｂ
　
の

１

１

１

〓

／
１
‐
‐
ヽ
＼
れ

ヽ
・
欄

ヽ
―
―
―
ノ
′
明

仇

・
　
α　
贈
　
〓

‐
叶
卜
碍
』

‐
・
０
れ
量

／．１１
ビ
〕
】
日

＼

、

‐

‐

‐

′

／

α

　

ｌ

　

０

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

―

＼

↓

＼

、

‐

‥

‐

′

／

α
　
　
ｌ

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

↓

＼

、

１

１

１

′

／

２

一
２

４

１

　

一
　

２

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

／

α

　

ｌ

　

０

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

―

＼

↓

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

ノ

ー

　

ー

　

０

α

　

ｌ

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

↓

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

五 =

b≠ 1

ス→

0な ら

解をも

外の図のようになる (太線部分).

α

1-α

b

α

1-α

b

1

0

2

(ιl,t2は任意定数 )◆

よ り

2α 一 b

十 め

b-2α

b-2α

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

一
　

１

一２

　

１

ム
　

∩

）

／

ノ

‐

‐

‐

‐

‐

‐

‐

‐

、

＼

＋

ヽ

１

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

０

　

１

一２

　

∩

）
　

∩

）

／

１

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

9。

ここでα=1ま た

↓

＼

、

‐

‐

‐

′

／

一　
ま

ｂ
　
潤

１

　

１

　

ち

　

ま

．

．
叶
昇
掲

〓．

は
／・‐ｒ」け」〕

つ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一一
　

田
烈

い
　　　　　　　　　　「　
加

≠
′
　
　
　
　
　
　
　
ｂ
　
て

α
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ｈ
ソ
　
　
っ

α

　

よ

　

よ

よ り

２
．

２

一
２

４

〓嗣
②

＼

、

‐

‐

‐

‐

′

／

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

↓

＼

ｌ

‐

‐

‐

′

／

１

　

１

　

０

α

　

ｌ

　

０

２

　

０

　

０

１

　

０

　

０

／

１

‐

‐

１

＼

↓

＼

、

‐

‐

‥

′

／

＼

、

‐

‐

‐

′

／

１

　

０

　

２

′′′′′・・・・口・・・・・・・・・・・・・・・・・・・．、、、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“．１１一　　　　　　　　　一　　　　　　　　〈．″̈″′̈一

(3)

10.

(1)

五π =

五 =

が解をもつためには 2α 一b=0。 よって b=2α .

1-α

1

0

0

1

0

1

0

2

2    α

-2 1-α

4    2α

よ り



Bの解答

1・ αづ≠0とするとき,■ の第ブ行 (プ ≠づ)に第づ行の

ればよい .

2.

2.2 連立 1次方程式 (掃き出し法)・ 行列の階数 55

(ι は任意定数)。
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2.3  逆行列

逆行列の求め方

スを2次の正則行列とし,Xを スの逆行列とするとスX=_Xス =Eと

なる.
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となる.よ ってスX=Eを みたす Xを 求めることは 2個 の連立 1次方程

式 ス
"1=cl,ス"2=C2,…

◆
,■πη=cη をみたす πl,π2,… °,"η を求める

ことと同値だから (■ IE)が行に関する基本変形で (■ IE)→ (E13)と なれば

X=B=五 ~1である.

注 1。 行列 Xが 五X=Eを みたせば X五 =Eが 成り立つことがわかってい

る (第 3章 3。 2の定理 5を参照せよ).

注 2.行に関する基本変形で (■ IE)→ (θ lD)と なりrank θ <2であれば五

は正則行列でない.
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例題 1。

2次正方行列 スが ■3

示せ .

解答

(■ +E)(■
2_五
十E)=(■2

よつて五十Eは正則で,(■ +E)~1

例題 2.

解答

例題 3.
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