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この本で取り上げる話題のひとつの最も素朴な形は

_:IIて

;:_:

のような,連立方程式である.こ のような連立方程式は,すでに中学校以来おなじみの
ように,1つの未知数を消去することによって解を求めることができる。すなわち,第 1
の式を4倍 したものから,第 2の式を√ 倍したものを引けばπだけの式が残り,解を求
めることができる。このとき,"の係数として現れるもの,すなわち 2× 4-(― :)× √
から行列式の発見につながった,と いうのであれば話はわかりやすいのであるが,歴史
は必ずしもこのようには展開しなかった.た だ,和算 (西洋数学の影響を受ける以前の
日本で独自の発展をとげた数芸をこうよぶ)の歴史の中で,関孝和 (1642?-1708)が行
列式を見出した経緯は,連立方程式の取り扱いの中からだったらしい.関孝和の行列式
の発見は,その西洋数学の中での発見者とされるライプニッッ (1646-1716)に先んず
るとして,和算史の中でのひとつの誇らしい挿話となっている。しかし,ラ イプニッッ
を行列式の第一発見者とすることは,例えその端緒が著書の中にほのめかされていると
はいえ,疑間視されている (ブルバキ (村田全訳),数学史 77頁 ).実際には,解析幾何
を研究する中で座標変換のようなことから,ク ラメール (1704-1752)や ベズー (1739-
1783)な どによって導入され,コ ーシー (1789-1857),ヤ コビ (1804-1851)に よっ
て,少なくとも,こ の本で解説する程度にまでは発展させられた。
また数学的なある対象の集まりが線形的かどうかという問いかけの仕方も,歴史的に
は連立 1次方程式系の解の空間についてではなく,む しろある種の微分方程式の解の空
間のあり方から導入されたという方が事実に近いだろう。
いわば,連立 1次方程式自体は順次未知数を消去していきさえすれば,解ける (あ る
いは解けないことの判定がつく)ということで,これ自体を目的に研究するということ
はほとんどなかったように見える。

しかし,現在では多少状況は異なっている.工学などの実用上では大きなサイズの連
立 1次方程式を,可能ならば,具体的に解けることが望ましいし,近年の計算機の発達
により,実際に望みもでてきた。この場合はいかに効率的に解くかということも時間,費
用の面から重要になり,こ の方向の研究もいまや数多くある.ま た情報通信の分野では ,
スカラーの区域を有限体とよばれるものに取り替えるのではあるが,行列や行列式の理
論的側面を駆使している。

このような時代にふさわしぃ教科書として本書が読者の役に立つことを願つている。

200o年 9月

著 者





目 次

行列

1 行列とその和・スカラー倍
2 行列の積 。… … … … .

3  種々の行列 .… … … .

行列の基本変形と連立 1次方程式
1 行列の基本変形 .:.… .… .… ..
2 階段行列への変形 .… … … .… 00
3 行列の階数 ,標準形 .… … … … 00
4 連立 1次方程式の解法 。… … … ..
5 連立 1次方程式の解 と係数行列の階数
6 逆行列 .… .… … … … … … ・ 0

行列式

1  )原夕J 。。...・ ・・・・・・・・・・ 00・

2 行列式の定義 .… … .… … ・… 0

3 行列式の性質 (1)… … … … ,… .

4 行列式の性質 (2)… … … … … ..
5 行列式の乗法性 .… … … … … …
6 展開公式 .… … … … … … … ・ :
7 展開公式の応用 .… … … … … ・・
8 小行列式と行列の階数 .… … … ..

固有値と固有ベク トル

1  1次独立と 1次従属 .… … 。… ・ 0

2 階数 。… … … … … … … … ・・
3 行列の階数 ,正則性 との関係 .… … .

4  固有値と固有ベク トル (1)… … … 。
5 固有値と固有ベク トル (2)… … … .

6 行列の対角化 .… … .… … … ・ 0

3

3

5

8

13

13

16

19

22

26

28

33

33

36

38

41

44

46

49

53

57

57

60

62

65

68

69



目 次

線形写像

1  ベク トル ...。 。e・ 00000000
2 ベク トル空間 。… .… .… ・…
3 ベク トル空間の基底と次元 。… …
4 線形写像と 1次変換 .… .… … .

5 線形写像の表現行列 .… .… …
6 複素ベク トル空間と正規直交基底 .

7 直交変換と直交行列 .… … … 。
8 実対称行列と2次形式 .… ._.

正規行列とJordanの標準形
1  正規行列 .… … … … ・… ・…
2  巾零行列 。… .… .… ・… … G

3   Jordanの 標準形  .....0。 ・・・
4 行列の絶対値 と不等式 。… .… `

工学への応用

1 線形システムと状態方程式 .… …
2  システムの安定性 .… … … … `

3 線形計画法 .… … … .… … `
4  2次 形式と固有値 .… … … ..
5 その他の応用 .… … … … …

付録

1 付録 1:
2 付録 2:
3 付録 3:

解答

階段行列の一意性 .… … … .

2次 03次の行列式と面積・体積
多項式 .… … … … … ・…

75

75

78

80

83

86

92

96

100

109

109

112

115

123

133

133

136

138

142

144

145

145

146

149

151



土早1静弟

行列

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

ノ

鴫
％
…
嚇

α・２
α２２
…
晩

如
α２．
…
喘

／

′

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

′

ノ

・４

・１

４

Ｈ

・
３

０

５

１２

・
２

‐

６

１３

一
‐

２

７

１４

０

３

８

１５

／

１

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

〓
ス

1 行列とその和・スカラー倍
数を下のように長方形上に並べて括弧でくくったものを行列とい う:

ス =

行列において,横の並びを行といい,縦の並びを列という.上の行列 スは,行が 鶴 個,列が
η個あるので,m tt η列の行列,または (鶴 ,η)行列という.行列 スの第 づ行と第 J列の交
わりの位置にある数をスの

(づ ,J)成分という。(づ ,プ)成分が αづJである行列を (atJ)と 書く.

例 1。 1。 α可=づ
2_プ でぁるとき,(4,5)行列 ス=(αjJ)の成分を並べて書き表すと

となる.

(1,η)行列をη次元行ベクトル,(n,1)行列を鶴 次元列ベク トルといい,これらを総称
して数ベク トルという.特に,すべての成分が 0の数ベクトルを零ベク トルといい,0と
かく・ (鶴,2)行列 ス=(atJ)の第 づ行の成分からできる行ベクトルをスの第 づ行ベクトル

といい,ス の第ブ列の成分からできる列ベクトルをスの第 ブ列ベクトルという.た とえば,
例 1。 1の スについて,第 3行ベクトルは

(87654),

3



行列であることを明示したい

であるとは
,
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4 第二章.行列

第 4列ベクトルは

2α -4b=6,c+α =1,3b+c=7,α 一α=8

を解いて,

a:5t b- 1, c-4, d- -3.

2つの (鶴,2)行列ス=(αり),B=(bあ )について,その和ス+Bと その差スーBを

ス+B=(αづJ+bぅJ),ス ーB=(atJ― btJ)

として定める.ま た実数 人について ,

),A: (Aonr.)

と定める (スカラー倍).

例 1。 3。
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2.行列の積 5

また
,

3■ =

証明.証明はどれも容易である.例えば,(4)は ス=(atJ),B=(bjJ)と すれば ,

入(■ +3)=λ (αぅJ+bづJ)=(λ (αづJ+bづJ))=(入αづJ+λ bづJ)=(λαづJ)+(入 bづJ)=λス+入B

となって証明される。(2),(4)か らス+B+σ ,入μス などと記 しても混乱が生 じないこと
になる.□

間 1。 1。 3次元ベク トル

を第 ブ列ベク トル とする (3,3)行列 の第 3行ベク トルを書け .

2 行列の積
ス=(αづJ)を (m,2)行列,B=(bづブ)を (た ,I)行列とする。行列 ス とBの積 スBは η=た
のときに限り定義され,こ のとき,

CtJ〒 Σ]atpbpJ
p=1

を
(づ ,プ )成分とする (鶴,J)行列 σ=(QJ)を スBと 定める.

例 2。 1.
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第 1章 .行列

とすると,
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上の例からもわかるよ

ス≠0,B≠ 0でもスB

例 2。 2.
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証明。(1)のみ示す.ス =(αり)を (た ,I)行列,B=(bjJ)を (J,m)行列,C=(ctJ)を (m,η )
行列とする.スB=(d弯 ),Bσ =(Cり )と すると,
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2。 行列の積

=Σ Q9C9J・
9=1
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8 第 1章 .行列

3 種々の行列

(m,2)行列 ス=(αづJ)について,ス の (ブ ,づ)成分 αJJを (づ ,ブ)成分とする (η,m)行列を 望
と書いて,ス の転置行列という.望 =(bづJ)と すれば,btJ=%ぅ である.

例 3。 1.
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η次正方行列 ス について

となるような η次正方行列 X
の逆行列といって スー1で表す。

例 3。 2。 2次正方行列

は正則行列でないことを示せ .

例 3。 3.

の逆行列を求めよ .

解.スX=E,x=

五X=Xス

が存在するとき
,

島

は正則行列であるといい

3。 種々の行列

この Xを ス

はαα―bc≠ 0な らば正貝Jで ,このと

証明.D=αα一bc≠ 0の とき,

とおくと
,

となる.よ って ス は正貝Jで

間 3.1.
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lo 第 二章.行列

よって

X=

このとき Xス =Eと なることも確かめ

ス
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証明。(4)のみ示す.ス,3が 正則であるとき,X=B~1五
~1と
すれば

(■3)X=ス BB~1ス
~1=スEオ1=E,

X(■3)=B~1五 ~1スB=B~lEB=E.

よつて スBも正則で (■3)~1=B~1ス
~1.□

間 3。 2。

ス =

の逆行列を求めよ.

η次正方行列 ス=(αづ)において

づ>Jな らば αづJ=0

となっているとき,ス を上三角行列という.ま た ,

j<ゴ ならば α弯=0

となっているとき,■ を下三角行列という.α ll,α 22,… °,αηれを ■の対角成分という。対角
成分以外の成分がすべて 0であるとき,■ を対角行列という.

例 3.4.
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3。 種々の行列

上三角行列の積は上三角行列である,

下三角行列の積は下三角行列である,

対角行列の積は対角行列である .

証明。(1)の み示す。

ると
,

づ>ゴ ならば
,

C可 =Σ Qん bたJ+Σ QたしたJ
た=1        た=′+1

よつて,スBも上三角行列である。□

間 3.3。 上三角行列

の逆行列を求めよ .

五 =(αjJ),B=(b可 )を η次の上三角行列 とする.スB=(C可 )と す

C万 =Σ QたしたJ・
た=1
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第 章 練 習 問 題
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2。

3.
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5。

6.
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となることを証明せ
い
よ.



林弟 土早2

行列の基本変形と連立 1次方程式

1 行列の基本変形
行列に対して行われる,次のような操作を行基本変形という.

[行 ll第 づ行を c倍する (c≠ 0),

[行 2]第 づ行と第ブ行を交換する (づ ≠プ),

[行 3]第 づ行に第ブ行の c倍を加える (づ ≠J)e

本書ではこれらをそれぞれ

づ行 ×c,づ 行 ⇔ブ行,づ行 +ブ 行 ×c

と略記する.同様に:次のような列に関する操作を,列基本変形という.

I列 1]第 づ列をし倍する (c≠ 0),

I列 2]第 づ列と第 J列を交換する (づ ≠プ),

I列 3]第 づ列に第 J列の c倍を加える (づ ≠J).

これらをそれぞれ

づ列 ×c,づ 列⇔ノ列,づ列 +J列 ×c

と略記する.

行基本変形と列基本変形を総称して,基本変形という.

例 1。 1。

・=(l i :)
のとき

13
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14 第 2章。

単位行列

ある.

(C≠ 0),

θπ(づ ,プ)=

∬n(づ ,ブ;C)=

基本変形との関係は次のとお りである:
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正れ
を行主二年
×Cヵ
耽(づ ,ブ ;C),

行列の積の定義を考えれば,次の定理が成

lil L.z. (fiJ 1.1 o) A lc,)v.(,

19行列の基本変形 15
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16 第 2章.行列の基本変形と連立 1次方程式

証明.定理 1.1よ りわかる.例えば,几 (じ ;C)几 (づ ;1/C)は 几(づ ;1/C)の第づ行をc倍した行
列ゆえ,Enに等 しい.□

証明.行基本変形により,ス がス1に ,ム が■2に ,… 0,スた_2が ■た-1に ,■た_1が 3に変
形されるとすると,m次の基本行列 Ml,ち ,… .,4があつて,

B=ル名スた_1=ル名ル亀_1■た_2=° …=ル亀・…」Иl■。

P=ν 卜 …νlと すれば,Pは 鶴 次正則行列で,3=PA.列 基本変形についても同様。□

例 1。 3。 行基本変形により,

=B。
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2 階段行列への変形

(鶴,2)行列



を行 うことにより,ス の第 9列ベク

2。 階段行列への変形  17

同様に η-1

…・ (p)

とすることができる.

個の列基本変形

この操作を
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とすることができる

例 2。 1。

の (1,2)成分で第 2列を掃き出すと,

.2行
+1行×(-2と ミ好+1行

×(-1/2)

(2,3)成分で第2行を掃き出すと,
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(れ ,η)行列 ス を,階数 rの階段行列 とい う.
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例 2。 2。

は階数 2の階段行列.また,

-2
0

0

2

-3
0

0

は階数 3の階段行列 .

証明。次の (づ-1)～ (t-3)の操作を,t=1,2,… 。に対して順に行 う.

(づ
-1)行列の第 j行 目以下のみを見て,左から最初の 0ベクトルでない列を第 鶴

`列
と

する.

(づ
-2)行基本変形により,(づ ,mぅ )成分を 1にする。

(づ
-3)第 鶴j列を

(づ ,れづ)成分で掃き出す .

づ行日以下を見たときに,成分がすべて 0になっているか,ま たは づ=鶴 となれば,階段
行列への変形が完了している.□
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例 2.3。

を行基本変形により,階段行列 B

角翠.

.2行
+1行×(-5),4行 +1行×(-9)

3.行列の階数 ,標準形  19

Pス となる正則行列 Pを求めよト

３
７
Ｈ
量

２
６
１０
よ．険

一一　

　

こ変

ス
　
　
ー

2行×生ず/→

したがって
,

2    3

1     2

-8 -16

１

　

０

　

０

／

ｆ

‐

‐

‐

ヽ

ヽ

Ｂ〓

ヽ

、

‐

‐

′

／

・
２

３

０

一
　
　
　
　
　
（
”
″ス
“

　
　
　
　
（
ｎ
Ｈ
Ｈ
）

ヽ

、

‐

‐

′

／

４

・
１２

・
２４

０

・

０

１
　
０
　
０

３

一
８

・
１６

／

「

―

＼

行

２
一４
・８
　
律

μ
い
い
　
ム

＋行

ヽ

、

‐

‐

′

／
４

４

３

・
２

P=夏3(1,2;-2)夏3(3,2;8)F3(2;-1/4)夏3(2,1;-5)夏3(3,1;-9)

とするときB=PAと なる.

である.
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3 行列の階数,標準形
この節の主な目的は,行列の基本変形に1貫れることである.

前節で見たように (m,2)行列 五は,何回かの行基本変形によって,階段行列 Bに変形
される.階段行列 Bは ,行基本変形の仕方によらず,■ のみで定まることが示せる.そ こ
で,3が階数 rの階段行列であるときに,ス の階数は rであるといい,rankス =Tと 書く
ことにする。
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のとき
,

ノ生1イ1望リテ

ゆえに

rank A:2.

間 3.1。 次の行列の階数を求めよ。

証明.ス を行基本変形によって,(2。 1)の形にしたのちに,列基本変形

1列 く
=〉
た1列 , 2夕 Jく→〉た2列 ,.… , r夕 Jく

=卜
たr夕 J

を施せばよい.最後の主張は,定理 1。3に よる.□

例 3。 2.
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ス
2行+1行×2, 3行+l隼卜4,4行+1行×(-2)

1行+2行 ,3行 +2重ヾ,4行+2行×(=2) 2型壼奪列

P=地 (4,2;-2)比 (3,2;6)地 (1,2;1)比 (4,1;-2)地 (3,1;4)比 (2,1;2)

O=G3(2,3)=
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＼
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浙
証明.行および列の基本変形によつて,ス
て,第 1行を (1,1)成分で,第 2行を (2,
き出せばよい。□

を (2.2)の形にした後に,

2)成分で,… ,第 T行を
さらに列基本変形によっ

(T,r)成分で,それぞれ掃
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第 2章 .

3.3。 例 3。

Pスの=

よって
,

と。するとき,

について考える。(鶴,2)行列

を (8.8)の係数行列といい

0′ =0夏3(3,1;1)
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4 連立 1次方程式の解法

連立 1次方程式
anfrr *
aztlr *

(2.4)
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とすればス=(ス b)で ,(2.4)は

となる.

彗i報導i霧轟紺:轟舗霧,お1義1式|て,14)||1漱1未1係1数行IFlllを|二|二|■|る1薇1画ガ:面蒔憂蒸豪蒸驀再馨蘇
撃11醒奪:///i導 1群鏑!導:彗:lit彙4,11141=1義 1未1蛛1裁||″|=||141轟|=:11森:岩轟1轟:凛:講1鏡1轟議li轟 :

証明。″ の第 1列から第 η列までを並べた行列をス′,ス′の第 η+1列ベク トルをメ とす
ると,″ に対応する連立 1次方程式は

ス
′
π=b′

である。いま,定理 1.3か ら,あ る正則行列 Pがあって ,

ス′=Pス

となってお り,よ つて ,

ス
′=Pス ,b′ =Pb

である.したがつて

ス
′

"=b′
⇔ PA"=Pbぐ )ス

“
=b

□

この定理により,連立 1次方程式を解くには,行基本変形によって,拡大係数行列を簡単な
行列 (た とえば階段行列)に変形して,それに対応する連立 1次方程式を解けばよいことに
なる。

例 4。 1。 連立 1次方程式

を解け.

解.拡大係数行列は

■
"=b
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この階段行列に対応する連立

よって,求める解は,

=   1/3

= -2/3
=  -2。

-2/3,z=-2.χ=1/3,ν =

上の例では,係数行列を ス とするとき,

rankス =rankス =3

である。

連立 1次方程式では,解をもたない場合も,無数に多くの解をもつ場合もある。もう少し

例を見よう.

例 4。 2.
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連立 1次方程式の解と係数行列の階数

連立 1次方程式において (2。 4)の係数行列を ■,拡大係数行列を 4=(■ b)と する.
rankス =rと すると,ス を行基本変形によつて階段行列 ス′=(■′b′)に変形すると,A′ は
(2。
1)の形の行列になるので ,

２６

　

５

でなければならない

r+1番目の式は,
とき,rankス =r+1で

0… (r+1)

,″ に対応す る連立 1次方程式の第
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,連立 1次方程式の解に含

の間に どの よ うな関係式が成

3ν  +- 4z =二  αl
4ν  + 7z = α2
3ν  一  z = α3

-  z + 3υ  =  1
- 4z l‐  5υ  =   3
+3z-2υ =-2
+ z+4υ = 0

ヽ

―

―

―

１

／

ら

１
■

　

■
■

　

∩
Ｕ

　

∩
Ｕ
　
　
　
ゝヵ

　

　

３

　

＋

＋

＋

力ヽ
．

ν

勾

ν

ν

ｌ

　
　
　
　

る

　

　

　

α

３

一
〇

０

あ

　
　
２，
　

加

助

”

訥

＋

＋

一
＋

・１
・２０
０
ぼ
　
　
］
　
‐
４
ｔ
つ
加
色
加
加

、

ノ
　

　

く

　

　

　

　

一

〇
４
　
　
　
　
　
　
　
ヽ

＜
　
　
れ

ｆ
ｌ
く
ｌ
ｔ

数
　
　
②

α・

の

角

散

一三
二
一　
堆
　
‐２
２
一６

Ｚ

　

　

　

　

Ｚ

　

　

″
牛

け
νを
　
　
」
一
一

〕
　
０
　
　
”　
』」ド
ピ

28

よって

まれる

間 5。 2.

り立っ

間 5。 3。

(1)

6 逆行列
η次正方行列 ス の逆行列の求め方について考える.まず ,ス が逆行列をもつための条件
を整理 しておく.

証明。(1)→ (2)ス を行基本変形により階段行列 Bに変形 したとする.定理 1。3か ら
,

B=Pス
(2.5)

となる正貝J行列がある.ス が正貝Jな らば Bも工貝Jでなければならず,よ って Bの階数は η
となる.ゆえに rankス =η .

(2)⇒ (3)rank五 =η なら,ス は行基本変形により階数 ηの階段行列 Bに変形される。
ここで,η 次正方行列 Bが階数 ηの階段行列ならば,B=Eπ でなければならない.よ って
(3)が成 り立つ。
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証明.行基本変形が た回行われたとし,づ 回目の行基本変形に定理 1。 1(1)に よって対応す
る基本行列を 14と する

(づ =1,… 。,た).また,これ らの行基本変形により現 が 3に変形
されるとする.こ のとき

,

現 =4… 輪 ス,
B=‰ … 輪 島 =軌 … ‰ 。

よって
,

3五 =E2.

前定理によリスは正則行列である。よって上の式の両辺に右からス
~1を
かけて

,

B=ス ~1.

□

例 6。 2.例 6.1(1)の スについて,それに対する解で行った行基本変形を島 に対し行うと,
次のようになる:
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第 2章 .

ゆえに,

五
~1=

実際に逆行列を求めるには,ス と Eπ

て,ス を几 に変形してみればよい .

行列 (■ E税 ) に行基本変形を施 し
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1.次の行列の階数を求めよ.
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第3章

行列式

この章では,正方行列に対して定義される行列式を論ずる.逆行列の存在条件や,それを
直接に求める公式が示される.

1 1贋ダJ

行列式を定義するための準備として,こ こでは順列について説明する。1からγしまでの
η個の整数を,任意の順序で 1列に並べたものを, η個の数の順列という.η 個の数の順
列は,(pl,p2,・ …,pπ )の ように表す.た とえば,(3,2,4,1)は 4個の数の順列である.η 個
の数の順列は全部で η!個ある.

η個の数の順列 (pl,p2,… °,pπ )において

づ<J かつ  pt>均
であるとき, 2数の組 (pt,均 )を 転1到 という.た とえば,(3,2,4,1)の順列には

(3,2),(3,1),(2,1),(4,1)

の4個の転倒が含まれている.η 個の数の順列 (Pl,p2,° …,pπ )が偶数個の転倒を含むとき,
この順列を偶順列といい,奇数個の転倒を含むとき,奇順列という。(pl,p2,° …,pπ )が偶
順列であるか奇順列であるかに従つて,その符号 sgn(pl,¨

"p2)を
,1ま たは _1と 定める。

たとえば,(3,2,4,1)は偶順列なので

sgn(3,2,4,1)三 1

である.

例 1。 1。 5個の数の順列 (2,1,5,3,4)に 含まれる転倒は

(2,1),(5,3),(5,4)

sgn(2,1,5,3,4)=-1。

の 3個であるので

33



34 第 3章.行列式

間 1。 1。 次の順列の符号を求めよ。

(1)(3,4,1,2)    (2)(4,5,3,1,2)
(3)(1,6,3,4,5,2)  (4)(3,5,7,6,2,1,4)

η個の数の順列 ol,p2,° …,Pπ )において, 2つの数 p`

たとえばいい,pt⇔ 均で表す.
と均 を入れかえることを互換と

儡,生 1,η 彗 但,4,3,a零 但,2,3,→ ,

9,3,5,1,→ 聟 <1,3,■ 24>彗 但,λ鴫 → 彗 但,2積→ 騨 但,Z乱り ・

証明.α =Pた,b=p`と し,α と bの互換を行つたときの転倒の増減について考える。α>b
の場合もほぼ同様に考えられるので,以下では α<bの ときのみを考えるe pJ(た <づ <ι )
のうちで,

Oα より小さいものは r個 ,

Oα と bの間にあるものは s個 ,

Obよ り大きいものは t個
であるとする.す ると,α と bの互換による転倒の増減は,次の通りである (ただし,下
で *は α,b以外の数を表す).

0(*,α
)の形の転倒は,s+ι 個増える。

・
(α,*)の形の転倒は,r個減る。
0(*,b)の形の転倒は,t個減る.
0(b,*)の形の転倒は,r+s個増える.
・ (b,α)が増える.

ゆえに,全部で

(S+t)一 r_t+(r+s)+1=2s+1

だけ転倒が増える.2s+1は奇数だから,定理は示された. □

この例からも明らかなように,次の定理が成り立つ。

警撃嚢難:撃:馨:雲纂lm義璽:襄i馨難葬撃:轟轟華i轟彗轟難墓螺

1彗轟攀欝1墨彗難攀難11舞筆奮嘩還菫II :箋聾
難華曇  轟導  轟轟轟
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証明.偶順列の個数を α,奇順列の個数を bと する.偶順列に,た とえば 1と 2の互換を
行えば奇順列になるから, α≦b.同様に,奇順列に 1と 2の互換を行えば偶順列になる
から, α≧b.従つて α=b.α +b=η !であるから,定理が示された. □

例 1。2.3個の数の偶順列は

(1,2,3),(2,3,1),僣 ,1,動

奇順列は

(2,1,3),(3,2,1),(1,3,2)

で, どちらも讐=3だけである。

蓮醜毅1

捕
蝉

響

証明。(1)定理 2により,互換を 1回行うごとに順列の符号がかわる.よ つて

Sgn(pl,p2,…・,pπ )=(-1)た Sgn(1,2,… ,2)=(-1)た。

(2)も 同様 . □

例 1。 3。 5個の数の順列 (2,1,5,3,4)の符号を求める .

り,1,鴫→ 曇 但,2鴫→

電 但,23,■→ 騨 (1,猜生⇒

よって sgn(1,2,5,3,4)=(-1)3=_1.

間 1。 2.定理 1。4にもとづいて,問 1.1の各順列の符号を求めよ.

次の定理は,正方行列 ス について, ス の行列式と tス の行列式とが等 しいことを示すと
きに用いる.
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証明.順列 (1,2,…りη)に互換を た回行つて (91,92,… "92)が 得 られる
とすると,定理 1.4

から

Sgn(91,92,… ,92)=(~1)ん。

いま, αと bを入れかえるという互換に応 じて,数の組 (α,*)と (b,*)を入れかえるとい

う操作を順に考えて,た 回の互換に対応するこの操作を順に定理 1.5の (1)に行えば,(2)

が得られる.ゆえに,順列 (Pl,P2,… っP■)に た回の互換を施すと,順列 (1,2,っ γし)になる.

従つて定理 1.4か ら

Sgn(Pl,p2,…・,pa)=(-1)た・ □

2 行列式の定義
η次の正方行列 ス =(αをJ)の行列式について考える.η 個の数の順列 (Pl,P2,っ Pη)に
ついて ,

sg五 (Pl,P2,・…,Pγυ)α lPl α2p2…・απPa

という量を考える.こ れは順列の符号とスの (1,Pl)成分,(2,P2)成分 ,… ,(ηフP2)成分

をかけ合わせたものである.この量をすべての順列について考え加えたものを,ス の行列

式といい,1川 あるいは detス などとかく。すなわち

lAl
(Pr ,. ..,Pn)

ス の行列式は

とかくこともある.以下,こ の節で

αｌ
の
…

％

潤

列

ｄ

ま

　

１

つ
　
に

に

義

川

定

式
　
る

列
　

えヽ

行

考

て
　
て

つ
　
い

従
　
つ

に
　
に
越
殖
，

行

に
　
の

劉
劇
は，

　̈
　
一
　

・・　
　
一
　

・４

　

・

　

・

・

ｏ

ｏ
　

・

＆
「
αｌ
　
α２

Ｑ
の
…

的

〓２，／
〓―八

η
　
ス

難1理1■選
=鶉
11欄1蜻1数:錆撃朦猪菫:::lpま i遷::二撃熱駆畢彗鏑轟li墨1料:轟凛11111凛:締轟:攀|1攀1僣1緯

いて考えてみる.まず,2次正方行
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よ り

いま, 2個の数の順列は

すなわち

|ス|= ΣE Sgn(Pl,p2)α lPl α222・
(pl,P2)

(1,2),(2,1)の 2つであるから,

|ス |=Sgn(1,2)α ll α22+Sgn(2,1)α 12α 21

==α llα 22~~α 12α 210

αｌ

の

α

Ｑ

飯

(Pl,P2,P3)α lPl α2P2 α3P3°sgn

１

　

１

　

１
　
　
　
〓

仲
ｌα
し
　
口

Io"
I azt

=α llα 22‐~α 12α 210

次に,3次正方行列 ス= の行列式について。定義により,

例 1。2から

(Pl,P2,P3)

|ス |=α llα 22α33+α 12α 23α31+α 13α 21α32

~α
13α 22α31~~α 12α 21α33~~α llα 23α32・

よつて ,

==α llα 22α33~■ α12α 23α31■ α13α 21α32~~α 13α 22α31‐~α 12α 21α33‐
~α
llα 32α 23・

右辺は,下図において,各矢印の上の成分の積 をつ くり,表示 されている符号をつけて加
えたものと見ると,憶えやすい (サ ラスの方法).

li<

α12

α22

α32

十
＼
ド
ー
ー
ー
′′．
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=3・ (-2)-104=-10. ・

ロ  キ  当 .

Sgn(pl,p2,P3,P4)α 121α2P2α 3P3α争4・
(pt,pz,PJrpa)

≠0と なる順列

1

-2  4  1
1  0  -2
-1 -2 3

1川 の値を,定義に従つて求めよ.

例H刊
li」2

通

式
・
義

みる
．

方

さ

て

　

　

降

‐こっ
却
”
鳴
叫
５‐
７ノ

常

に
時
　

　

例

２
　
　
　
Ｑ

ρ

　

　

　

鈍

α
　
　
，
　
　
α

ル

ア
」
　

　

・３

中

］

呻

・　
　
２

姫劉
獅
７＋２．　
針
劃
　
桝

０

５

４

　

　

の

１

５

３

０ ヽ
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‐

＝

句

プ

＞

　

　

　

０

　

１

　

３

１

２＜

　

　

　

０

２

　

１

２

／

１

‐

‐

‐

ヽ

＼

加酬
　　　輌　４３２．‐　　一

豪　山　　　　　　２．．。　　‐川「　　　　２。２

ン
ド
ω

　
　
　

　
　

間

　

　

に

　

　

　

問

|ス |=

=αJを で,よ って

Sgn(Pl,。 …,pπ )b121b2P2… ・bπP■

Sgn(Pl,.… ,Pπ )αpll αp22… °αPnπ .

3 行列式の性質 (1)

証明.ス =(atJ),tス =(bをJ)

ltス |

とすると bづJ

= Σ
(Pl,P2,・ ,̈pn)

= Σ
(pl,p2,・ ,̈P■ )

次の定理から始める.



3.行列式の性質 (1)39

ここで積の順番をかえて

αPllα p22°
・・α″ππ

:=二 α191α 292°・・απ9.

とすると,定理 1。5か ら,

Sgn(Pl,.。 。,pπ )=Sgn(91,0。 .,9π )・

また,(Pl,っ pπ)がすべての順列を動くとき,(91,_%)も すべての順列を動く.ゆえに,

l' Al - I sgn(qr, ..., Qr) ornr&zq, . . . ar,e,t _ lAl. n
(gr,.. .,Qn)

注意.上の定理で,「列」であるところをすべて「行」で置き換えても,主張は正しい
証明.上の注意を踏まえて,証明は「行」について行う.(1)定義 から

lAl- I sgn(pr,...,pn) arpr...(o'jr, * o'lo)... anon
(Pr,-. .,Pn)

であることに注意する。

佐辺)= Σ sgn01,っ pπ )α 121
(Pl,¨ 。,pπ )

十 Σ sgn(Pl,… "p.)
(pl,。 ,̈p.)

… α
;町
… απpn

αlpl…・αttJ O…απpn=(右辺).

辮辮熟中糾   ||111酬鼎粋‖
‖‖‖‖‖蝋聯‖‖‖‖魚,>●■■■■■■‖■■|■|■1囀彗‖

==轟
撃彗襲轟
==警
葺轟騨葺:轟‖:静‖ 淵

絆‖i‖■
'‖

‖‖‖喜‖ ■■ ■‖‖‖揮‖ユ:‖

警:幕11:勲市:111=1111■1喝梅|■111111111却犠讐11■11■11聾1,1苺単11111駆轟II::苺ユI=1藝務基
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(2)(左 辺 )= Σ  sgn(PL… っPπ )α121-(C・ αJPJ)… αη.
(Pl,.",p7■ )

=C Σ  Sgn(PL… .:pπ )α lPl… αJPJ…・απPn=(右 辺 ).
(Pl,・ ,̈P.)

(3)順列 (Pl,っ pπ)に pこ と助 の互換を施した順列を (91,っ 92)と する.
Sgn(Pl,っ pπ)=一 sgn(91,… ,92)で ,ま た (Pl,っ pπ)がすべての順列を動くとき (91,"92)
もすべての順列を動くから,

(/iil)
り1,… ,P.)

απ)α 191…・αづ91…・αJ%…・απ9.
― Σ Sgn(αb"
(91"¬9.)

□―
|ス |

Lの定理により,例 3。 1。 _

2  4

6  5

7  8

十

201

6

7

1

1+5
7

1   2

5  3

7  8

202

5

8

3

1

0

2・ 3

4

0

=2・

2  3

3   1

8  0

1   2

6  5

7  8

1

6

7

1

1

7

6

4

0

１

　

５

　

７

３

　
４

　
０

　

　

３

　
３

　
０

２

　

５

　
８

　

　

２

　
２

　

８

2     3

2+3 3+1
8     0

３

　

４

　

０

1  2  3

7  8  0

6  5  4

が成り立つ。これらの等式はサラスの方

もできる.

法によって行列式の値を計算してで確かめること

1  2  3

6  5  4

7  8  0

注意 .

合と

のことであるから,

ち

卜
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ク

義
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その和は行列の和の特別な場
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ならば α tt b=



4 行列式の性質 (2)

イ.行列式の性質 (2)41

をたとえばひとつ

は次のようになる.

の

ヽ
―
―
―
―
１
／

れ
き

　

　

ト

樽
　
　
ヤ

系
　
　
列

の
　
　
　
。′

そ
　

　

第
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し
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認
　
　
　
，

確
　
　
に

再
　
　
の

を
　
　
す

趨
　
　
薇

鰤
　
硼

ユ訓
　

　

〓＜

ま
，
　

　

ス

で
　
　
列

節
　
　
行

Ю
　
　
刺

αJで表 して ,

ス=(al

のようにかくことがある.ま た,ス の第 づ
の文字 bぅ で表 して ,

五 =

とかくことがある.これ らの記法によれば ,

det(ot ...o'j + o'j ...o.)

=det(al。…α
:。
..απ)+det(al。…a」 .…απ)

det(α l・…CaJ.…απ)=C・ det(al.… aJ..… απ)

(*)                     det(al.… αJ・…αj・…α.)

=― det(al.… αj… aJ...απ)

ただ し, al,¬ απは η次元列ベ ク トルである。

紛

　

　

　

　

　

　

０

α
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
／
八
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２

Ｑ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
３

証明.ス =(al,… ,απ)と し,at=αJであつたとする.(*)から

|ス |=一 |ス |,

よつて,|ス|=0。 行が等しいときについても同様である。
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間 4.1.

間 4.2.行列式

証明.定理 3.2を順番に使 うと

(左辺)=det(al… .αじ…・αJ…・απ)
=det(al。 …αj・ …αJ・ …απ)

例 4。 1.

*det(ot''' caj''' o,i''' o,n)

*c. det(ot "'ai "'ai "'e,n)- (E-il).

α     α2

b_a b2_α 2

c_α  ♂ _α 2

l  α   α2

0 1 b+α
0 1 c+α

l  α  α2

l  b  b2

l  c  c2

１

　

０

　

０

l  α

0   1

0  0

α
2

b+α

C一 b

=0と なる "を
求めよ.

=0を例 4。 1と 同様に因数分解してみよ.

n tkDtrifllr\ A - (ori) [.*ru \(

α３

♂

Ｃ
３

α

ｂ

　

ｃ

１

　

３

９

　

　

　

１

　

１

　

１

１

”
ノ

det

1墓 打1次1元夢聯ドタ1静′レ: :轟:=:裁1議鍵1装藁轟暮:基1群筆擢轟1基:

i>i ==+ aii -0
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であるとき,ス を上三角行列とい

■=

また

であるとき,ス を下三角行列とい

ス=

例 4.2。 ス=(αjJ)が 上三角行列で

スが下三角行列であるときも,同

証明.行列式の定義から

1    2

0    1

0    1

3 -3

3   0

0  -3
-1 -2
-2 -1

1   2    3    0

0  1   0  -3
0 1  -1 -2
0 -9 -11 _1

1  2   3    0

0 1  0  -3
0 0 -1  1
0 0 -11 -28

αｌ
α２
‥
ｏ
％

ち

拗
吻̈０

α

ン
い「ノ′　　　　　　′′′′′．．日１１１１１・・・・・・・、、、

πη
α一　
　
　
つ

↓
れ
　
α２２Ｉ
鶴
凱　̈
雌

旬
す
α・・？ｒ
勁
凝
昨
瑯

．Ｚ
　
”λ
　
／／
１
１
１
１

aij_o

0

"' Ann

|ス|= Σ  SЁIl(Pl,…。,pπ )α 121α 2P2・・・απPが
(Pl,...,Pη〉

いま,づ >ブ ならαじJ=oと なっているから,α 121α222…・απpa≠ 0な ら

1≦ Pl,2≦ p2,° …,η ≦pπ

で,こ のとき (Pl,P2,… ,P2)=(1,2,… ,2)と なっている.ゆえに

|ス |=α llα22…・αππ.□

正方行列は行基本変形により上三角行列に変形することができる (正方行列の場合,階
段行列も上三角行列の一種であるから).行列の行基本変形により行列式がどのように影響
されるかがわかるので,行列式は行基本変形により行列を上三角行列に変形することによ
り計算できる (後 に,も つと下般的な行列式の計算方法を学ぶ ).

例 4。 3。
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最初の等号 :4行 +1行 ×(-3), 2番 目の等号 :3行 +2行 ×(-1),4行 +2行 ×(-3),
3番 目の等号 :4行 +4行 ×(-11), 4番 目の等号 :4行 +4行 ×(11).

間 4。3.次の行列式を計算せよ.

解)

5 行列式の乗法性 ―

イ列 5。 1.2次正方行列 ス=(:

である.よ つて ,

IABI=(α
χ +bZ)(Cν +α 鶴

)一 (α ν  tt b鶴 )(Cπ +α
Z)

=(αα一bC)(π鶴―νZ)=|ス‖Bト

この性質は実は一般のη次正方行列についても成り立つ.そのことを見るのが,この節の

主目的である.

証明。順列 (1,っ η)が ,た 回の互換によって,順列 (pl,っ p2)に なるとす ると

Sgn(pl,… .,Pπ)=(-1)た .

一方

det(apl ap2 …・ ap.)=(_1)た det(al a2 …・a2).
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よって補題 5。 1が成 り立つ. □

注意.行ベク トルの並べかえについても,同様に成 り立つ .

証明。■=(αづJ),B=

よって

Σ
αlたした

た=1

Σ α2たした

ん=1

Σ απたbん

ん=1

であり,

lABl - i arrr...aT7,pn.det
Ptt.,.rPn:L

ここで ,■ ,。 .。 ,Pη

5。 行列式の乗法性  45

トルは

=0で あるから,和は順列 (Pl,… ,Pη )
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例 5。2.行列の等式

から

がわかる.

例 5。 3。

ただしB=

ゆえに,

例 5。 4。 t五五=Eと なる正方行列

=B2

たとえば,

奇数次の交代行列の行列式は 0

ぅ

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

′　

　

　

　

　

　

ンフ

い
　
‐θ

θ
　
　
　
　
い

・　日「＼　　　　屁

直交行列について ,

一ス となる正方行列

などである.

例 5。 5。 t五 =
である.

6 展開公式
行列式を計算する際に基本的な役割を果たす,展開公式について学ぶ.これは,理論的
にも重要である.
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証明。(1)行列式の定義から,

|ス|= Σ〕Sgn(Pl,… ,pπ )α 121…・αη..
(Pl,。 ,̈P.)

いま,pπ ≠ηならαηn=0.ゆえに,上の和は (pl,_L_1,2)の 形の順列についての和と
してよい.また転倒の個数を考えて,

Sgn(pl,。…,pπ -1,2)==sgn(pl,.… ,pπ _1)。

よって

|ス|= Σ l) alpr' ' ' aT1,-Lpn-rann
(Ptr...rPn-tl

αlπ_1

(2)行 と列の入れかえで (1)の形

n tKo>ffiftrU A - (oo) [c*.jL

%_二41・

ブ列を除いて得られる (η -1)次正方行列

4ヴ =グ

ムJの行列式 detスリをスの (づ ,プ )′]ヽ行列式という.さ らに

a弯 =(-1)。→detスリ

を行列スの
(づ ,プ )―余因子 という.



から得られる. =1と する.定理 3。2(1)

+… 0+

α12   ・・・   α17ι

απ-12  ・・°  απ_lπ

l   απ2   °・・   αππ
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証明。(2)のみを証明する.

を反復利用 して
(2)と 定理 3。 1

0 α12 …・
α21   α22   :・ ・

O   απ2  ・°°

|ス|=

補題 6。 1

αll  α12  °°°

O  α22  °°・

O   απ2  ・°°

により

(1)は

detス =

: aLL

α22  °°°  α2π

απ2  °・・  αππ

第 J項はその第 J行をその上の行と交換して順次に第 1行に移してから,上と同様に考え
れば (-1)J~lα lJ det■ lJ=α lJalJと なる.これからdetス =αllall+α12a12+…・αlπ alπ .

一般のプについては
αll -0 0 …・ αlπ

αた1  ・・O  αたJ  ・
°°  αたπ

として,この和の第 た項

…・  αlπ

・°°  αた■

00・  αηn

を計算する.行の交換を (た -1)回 ,列の
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サラスの方法により右辺を計算 して ,

|ス |=30(-3)-2・ 18+(-22)=

行列式の実際の計算においては,行列式の性質を用いて行列式を簡単な形にしてから展開
公式を用いることが多い。

例

1  0  3

0  0  1
2  2   1

2 2 -1

1  0  3

0  0   1

0  2   1

0 2 -1

0    1

2   1

2 -1

一
．

一
‐

０

（ぃ［］〕）　　　　　　　一　　　　　　　　　一　　　　　　（〔̈̈
¨̈̈
〕̈）
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一
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０

よ

　

１

２
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1     0

1     0

-1 -1

2   0

2 -1

問 6.1。 次の行列式を計算せ

1

1

-10
4

7 展開公式の応用

前節の展開公式の応用として,余因子を用いた逆行列の表示と連立 1次方程式に関する
クラーメルの公式について説明する。記号δたィを,

と定める.δたιを

1(た =ι のとき)
0(た ≠ιのとき)

という。
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証明。(2)も 同様であるので ,

た≠イとし,ス の第 ′行を第 た

ス
′=

ならば前節の展開公式の主張である.

〃 を考える.
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０

＼
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行列

αlπ

αたπ

αたπ

αππ

明らかに |ス
′
|=0・ 一方で,|〃 |を第 ι行で展開すれば ,

|ス
′
|=αたlaιl+αた2a′2+…・+αたπa′π.

ゆえに,右辺は 0に等しい.□

η次正方行列 五 =(atJ)に 対 して,そ の (づ ,プ )余因子 aJづ を (j,J)成 分 とする ス =(aJぅ )
を, スの余因子行列 とい う。

ス =

である
`

例 7.1.五 = ならば
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同様である。

余因子行列 ス を作るとき,添え字に注意すること.

証明。ススの (た ,イ)成分は
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証明。(1)は

とかける。■
~1

であるから,
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ゆえに,

"J=嵩。巧bl+aη b2+… +attb紛 .

右辺の分子は (2)の右辺の分子の行列式を第 ブ列について展開したものである.よ つて ,

(2)が成り立つ. □

Point。 ゴ番目の未知数 "Jを
求めたいときは,第 J列を取り替えればよい .

例 7.3。 連立 1次方程式

|ス|=2.ゆ えに,方程式

π=百

の係数行列は,■ =

=ギーQν =去
1  0  -2
2   2   3

3 -1 2

1

|五 |

ルの公式を用いて解け.問 7.2.

問 7.3。
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8 小行列式と行列の階数

証明.基本変形が [行 11,[行 列,I列
の α次小行列式の定数倍である.

行列式は

11,I列 鋼のどれかであるとき,Bの
基本変形が [行 司または [列 司のと

Cl△ 1+C2△ 2

8。 小行列式と行列の階数 53

スに対 して,ス の r個

,T次小行列式という.

●

α次小行列式は, ス

きには,β のα次小

の

ス
　

　

例

列

と

ｒ
　
　
　
ｏ
ｌ
　
　
　
　
　
　
　
　
て

行

行

の
　

　

８

　

　

　

　

　

ベす

-1 12 -1 -2

-3 2
4  3

-1 12
寸了

|

だけある

-3 0
4 -1

-1 -2
4 -1

などで,全部で 30°4の =18

(m,2)行列 スについて,ス の 0でない小行列式の次数のうちで最大のものを s(■)で表
す。例 6。 1の スについては s(■)=2である.

証明.ス が (5。 1)の形の階段行列であるとする.ス の第 1行から第 r行 と第 た1列 ,第 た2
列 ,¨ "第

たT列を取り出して作つた行列は r次単位行列で,その行列式は 1であるから,
S(■)≧ r.

また,ス から r個 より多い行ベクトルを取り出せば,行ベクトルのうち少なくとも 1つは
零ベクトルになるから,ス の r次 より大きい次数の小行列式はすべて oである.よって
S(■)≦ re□
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(Cl,C2は定数,△ 1,△2は スの α次小行列式)の形である。
α>s(■)の とき,ス のご次小行列式はすべて 0であるから,上のことから Bの α次小行
列式もすべて 0と なる。よつて

S(3)≦ S(■
)。

基本変形によつて Bを スに変形することもできるから,

S(■)≦ S(3).

証明.何回かの行基本変形により,ス が階段行列 Bに変形されたとし,3の 階数を Tと
する.こ のとき,階数の定義から,

ス =S(■ )。 □

次小行列式
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僻,5,2,1,鋤

(2,2-1,電 -2,… 0,2,1)

次小行列式も

よって ,

間 8。 1.

間 8。 2.

すべて 0

1.次の順列の符号を求めよ。

(1)(2,3,4,1)(2)僻 ,3,1,a

僻)o,5,4,3,⇒ (→ (2,3,6,1,4,⇒
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vgzlt-, r(A) - s(B). n
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5。 次の等式を証明せよ。

であることを示せ。

8。 平面上の 3直線

が 1点で交わるか
,

l α

 i b l c l α

…・  πT~1
…0  
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づ>J
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夢 1-4  ダ ili3 ごli Li
i:だ: 0 1 だ:   =
0       /hO{驚 F眉 =ザ
7.平面上の3点■(α l,α2),3(bl,b2),C(Cl,C2)が 1直線上にあるための必要十分条件は
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であることを示せ。
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第4章

固有値と固有ベク トル

この章では,自然科学の広い分野で用いられている固有値問題を取り上げる。正方行列の

固有値と固有ベクトルを用いて,行列の対角化を調べる.

1 1次独立と 1次従属

例 1.1。 (1)た =1の場合.ベクトル aが 1次独立 ⇔ α≠oo αが 1次従属 ⇔ α=0。
(2)た =2の場合.αl,a2が 1次従属 ⇔ αl,a2の一方が他方のスカラー倍に等しい。
実際 αl,a2が 1次従属とすれば,と もには 0にならない 入1,入2∈ Rがあつて,

)ror * ),2a2 - 0.

すべての成分が 0のベク トルを 0と かき,零ベク トルと呼んだ。
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58  第 4章 .固有値と固有ベクトル

為 ≠0な 引れ ― ■
為 ≠ 0な 引tQ=一

■
とな榊 こQが Qの ス

カラー倍とすれば,al=λα2だから 10 ol― λa2=0と なるから,α l,α2は 1次従属であ
る.a2が αlのスカラー倍 となるときも同様 .

例 1。2.R3のベク トル αl=(-1,0,2),a2=(1,2,0),α 3=(~2,1,1)は 1次独立となる
かどうか判定してみる.これを解くために,入 1,入2,入3∈ Rに対して

入lol+λ202+λ303=0                  (4。 1)

とする.これは,(一人1+λ2~2λ3,2λ2+λ3,2λl+λ3)=0を 意味す るか ら,次の連立方程
式が得 られる。

こオしを角牢け |ず,入1=入 2
つ。これは αl,a2,93

λ3=0の ときのみ成 り立

間 1。 1。 上の例題において,入1=λ2=λ3=0

〓
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０

０
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＋

＋
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２
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Ｆ
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一一　
　
ン
」

例 1.3.R4の 2つのベク トルを bl=(2,-1,1,-3),b2

の場合に限り,bl,b2の一方が他方のスカラー倍 となる.

き li欠雀Ёり高スFあ り,r≠ ―:な
らば 1〕欠万虫立となる .

とする。r

は r=―

１

一２

と

一
‐
／

寒響警母革暑:難喜i議基ii=ll轟群1難1饗:夕1辞章嗜:彗|1器:る111讐■11111111苦 :11:野lili器苺辞IttI轟暑翼i甲

証明.(1)at=0と すれば,λづ≠0に とって

Ool+・ …+λjαぅ+・ …+Oaた =0

が成 り立つから,al,a2,… ・,aた は 1次従属となる.

(2)は定義から明らかである.

(3)入 lαl+… 0+λたαた=0な らば,λ101+…・+人たαた+oaた+1+… .+oαた十r=0と なる
から,αl,… 0,αた+rは 1次従属となる.□



野桑‖苺竿11,午,T,T:

証明.入1≠ 0よ り,al

る.逆に,alが α2,…・

えて

lrar * ),2a2 + "' + \nan - 0, )r - -1 # 0

が得られる.

1葬1馨|:1・51苺計篠Jlll:::華轟■蕎|=:1次:独|ユ|と1111::1轟 |:れ||こⅢl11場 |の:ド|夕
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I善義1議:111::|1尋義場:力 諸ヽ:素1轟1轟1暴|ら|ぼ羹111=‖ i「轟I11::i轟魔|科111次1紺1合,と:な:る111■1■11■ :

証明.α l,a2,° ~,αた,aは 1次従属 だから,

λlαl+λ202+・ …+λたαた+λα=0

となり,λ l,λ 2,・ …,λた,入 の少なくとも 1つは 0でない。もしλ=0な らば,入 lαi+λ 2α2+
・…+λんαた=0と なり,α l,a2,…・,αたは 1次独立であるから,λl=λ2〒 …・=λた=0,
すなわち,λ

`,人
のすべては 0と なり仮定に反する.こ れからλ≠0.定理 1。3よ り,α は

αl,a2,…・,αたの 1次結合となる.□

1。 1次独立と 1次従属 59

―■一一■すなわちQは %…鳥の1次結合であ
,αたの 1次結合ならば,al=λ 2α2+…・+λんαたとなるから,書き変

|(1,0,-3),

となるから,1

α3=(3,-6,0)の 3つのベク例 1。4.R3に おいて,αl=

トル |ま ,a2==~:αl+:α 3

＼
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一
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一相「″″“一
・・一́′ｔ一

／

、

属

一一　

従

α２
　
次

問 1.2。 次のベ ク トルは 1次独立であるか 1次従属であるかを判定せ よ .

(1)α =(-1,0),b=(1,1)

(2)α =(0,1,-2),b=(1,1,1),c=(1,2,-1)

(3)α =(3,7,-3,-9),b=(1,3,-1,-3),c=(1,1,1,2)

(4)a=(1,-1,2,0,5),b=(-2,0,1,1,-1),C=(4,1,1,-3,-7)
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60 第 4章。固有値と固有ベクトル

2 階数

定義よりrank{α l,a2,… °,aた }≦ たとなる.またαl,a2,…・,αたが1次独立ならば

rank{α l,α2,… °,αた}=た .

例 2.1.R2のベクトルの集合  y={0,(-1,2),(:,-1)}を 考える.ν の中の任意の 2

つのベクトルは 1次従属である.例えば,(-1,2)=-2(:,-1)・ ゆえに,rank ν <2。 ま

た Mは 0でないベクトル (-1,2)を含むから,rank ν ≧ 1.よ つて,rank y=1と なる.

例 212.R3において,αl=(-1,0,2),α 2=(1,2,0),α 3=(~2,1,1),α 4=(2,1,1)と する.

α4=α l+α2~α3と なるから,al,a2,α 3,Qは 1次従属.また,al,α 2,α3は 例 1.2よ り1
次独立となる.ゆえに,rank{α l,a2,α 3,α4}=3である.

証明e rank{αl,a2,… °,am}=sとする。rank{bl,b2,… °,bた }>sと した時に,矛盾が生じ
ることを示せばよい .

αl,a2,… °,asが 1次独立であると仮定すると,定理 1。5に より,s<た についてαたは
αl,α 2,…・,asの 1次結合として表せる。これから,各 bJ・ は αl,a2,° …,αsの 1次結合と
なる.

ここで,bl,b2,… °,b3が 1次独立であると仮定する。もし,α l,a2,… °,asが bl,b2,° …,bs
の 1次結合で表現される事が示されれば,各 bJ・ 力` bl,b2,° …,bsの 1次結合で表現されるこ
とが分かり,rank{bl,b2,° …,bた}=sと なり,rank{bl,b2,・ …,bた}>sに矛盾することが
わかる.よ つて αl,a2,C… ,asが bl,b2,° …,bsの 1次結合で表現される事を示せばよい .

善彗:竃毀1警1:難

表嚢蔦i要彗彗難I驚辮藁轟蹴i露曇錯還警I奪導彗1華華華難
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にどんな行基本変形を施しても,全てが oと なる
Rは正則であることが分かる.よ って,(4.2)の
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を得る事ができ,
□

系|'13■1凛讐I曇鶉異轟:る1羅1意|●|ドタ||ド″|の1集合輸1階1数職||"1以 1下|で|あ薔ニ

3 行列の階数,正則性との関係

この節では第 2章 3節で学習した行列の階数が,1次独立なベクトルの数で表されるこ
とを説明しよう.

第 2章 3節では行列の階数を,階段行列で定義した.階段行列における定義と上で述べた

定義との関係を以下示そう。

固有値と固有ベク トル

αl,a2,…・,asが bl,b2,・ …,bsの 1次結合で表現されることが示された .
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証明ec_rank 4=r― rank t五 より,(1)

■ =(aヴ ) , r-rank A- r

とする.

(a)r―rankス =r―rank ttBを 示す .

スBの第 づ行ベクトルは,

(αぅ1,αづ2,・ … ,α
`π

)B=atB。

ここでr―rankス =rよ り{α l,α 2,…・,ar}が 1次独立であると仮定する.
そして{a13,a2B,… °,arB}が 1次独立であることを示せばよい.

λlo13+λ 2α23+…・+λrarB=0

とすれば,Bの正則性より,

入101+λ 2a2+・ …+λrar

=(入1013+λ 2α23+…・+λrar3)B~1=0。

よつて,仮定より入1=λ2=…・=λr=0と なるので,{αlB,a23,…・,arB}は 1次独立.
つまりr_rank五 ≧ r―rankス 3。 よって,任意の η次正則行列 Bに対して

r―rankス ≧ r―rankスB≧ r―rank(■ 3)B~1=r_rank五        (4。 3)

となり,r_rttkス =r―rank 43が示された.

(b)r― rankス =r―rank σスを示す .

σ=(Cヴ )と する。第 3章 5節の定理 16。 2の証明と同様の計算により,σスの第 づ行ベク
トルは

)三〕C“aJ
J=1
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せ ばよい

となる.よつてσス

数定理より

の各行ベクトルが{αl,a2,…・,am}の 1次結合で表されているので,階

r―rank■ ≧ r―rank σ五.

よつて,Cは正則であるので (4.3)と 同様の計算によりr_rank■ =r―rank σスを得る. □

戯
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証明.r_rankス =rと する.第 2章 3節 のを用いて

Pスの=

とできる.よ って定理 3.2よ り

rank五 =r―rank Pスの=r_rankス

rank■ =c_rank PAc=C―rank■   □

定理 3。3によって,1次独立という言葉を用いて行列 スが正則であるための同値条件を
得る。

証明は定理 3.3と 第 2章の定理 6.1よ り直ちに得られる. □
定理 3。3によって,ベクトルの 1次独立性を簡単に判別することができる.
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クトルである.

1行
二
2行

よって,rankス =2

4 固有値と固

この節では,行列の

証明.ス (α"+bυ )
ので

,

よって
,

=α (α"+bυ )を
示せばよい.",ν が αに対する ス の固有ベク トルな

ス
"=α",   

スν=αν.

A(ar+bg) - aAn*bAy

- a.e,n +b.e.U - a(o* +by).
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数 αとベクトル πが行列 ■の固有値と固有ベクトルであることを確認することは,例
4.1の ように定義にしたがって確認すればよい

次に,行列 ■の固有値,固有ベクトルを具体的に求める方法を紹介しよう.

証明.ル(3)=0の 1つの解をαとすると,

■〈α)=lαE-41=0・

よって,第 3章 ,定理 5.2よ りαE― スは正則でないので,

(αE― ス)"=0

となる数ベクトル
"(≠
0)が存在する.つまり

■π=απ

π-1 -1 0

∴【・ )=|"E― ■|= -1 " -1 1=2(π -1)2_2(π -1)
0 -1■ -1

=("-2)("-1)(π +1)・

よって,定理 4.4よ り■の固有値は JA(■)=0の解なので 1,-1,2。

以下,それぞれの固有値に対する固有ベクトルを求めよう.

例
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値 1 に対す

(1)固有値 1に対す る固有ベ ク トル を ■ =

4。 固有値と固有ベク トル (1′)

とすると,定義より
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よって
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0 - (A+ E)n2 -
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,

ここで,均 =cと おくと,
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第 4章 .固有値と固有ベクトル

よって
,

よって
,

ここで ,鞠

68

間 4。 1。

|

5 固有値と固有ベク トル (2)

証明。(1)ル (π )=lκE一 川 より,ル (0)=|一 ス|=(-1)π lス |.よつて定数項は (-1)π lスト
(li)ス =(αづJ)と すると,

ル(χ)=
"一
αll  ―α12  °°°  ~α lπ
~α21  ■ ~~α22 ・・・  ~α 2π

~%崚     ~απ2   °°°  "‐― απη

=("― αll)(χ ―α22)・ …(χ ―αππ)十 (η -2次以下の多項式 )
=χπ― (αll+α 22+・ …+αππ)χπ

~1+(η -2次以下の多項式 )
="η 一tr(■ )χ

絶~1+(2-2次
以下の多項式). □

この節では,行列の固有値と固有多項式の性質を紹介しよう.
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例 5。 1。
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行列の対角化

前節で述べたように,行列の固有多項式は相似な行列同士では一致することが分かった.

この節では,行列が対角行列と相似となるような条件を紹介する.
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証明。
"1,"2,…

°,"rが 1次従属であることを仮定して矛盾を示す.こ の仮定より
,

(i)π l,π 2,…
e,πた_1が 1次独立 ,

(ii)π l,"2,…
°
,"た_1,πたが 1次従属

となる た(た ≦r)が存在する。定理 1.5よ り

"た
=入1"1+入2"2+・ …+λた_lπた-1              (4。 5)

とかける。ここで,(4.5)の 両辺の左側からスをかける.ス
"d=αづ"jで

あることに注意す
ると

,

騨冊攀雛 I翌 曇臨織騨鮒辮絆警

ス
"た
=λ lス
"1+λ
2422+° …+λん_1■

"た
_1

-・ αた
"た
=入 lα121+λ 2α2"2+・ …+λた_lαた-1"た _1。

一方,(4.5)の 両辺に αたをかければ ,

αんπん=入 lαた
"1+λ

2αた
“
2+…・十人た_lαた

"た
_1。

よつて,(4.6)一 (4。 7)よ り,

0=λ l(α l― αた)πl+入 2(α2~αた)"2+・ …+人た_1(αた_1-αん)"ん _1。

となって,条件 (i)と αぅが全て異なる実数であることより,

(4。 6)

に7)

(4。
8)

となり,(4.5)は

となって,"た ≠0

よって,“ 1,“ 2,

入1=λ2=…・=入た_1=0

"た
=入 1“1+入222+・ … +λん_lπん-1=0・

に矛盾 .

…0,"rは 1次独立である. □

れ,次:理難1行列 PIを,蓮1一職
＝
器

僻尋

肇華絣轟轟:ど轟1義基
対角化可能となる条件を調べてみよう.
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より Pは正員Jと なる。
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証明.(1)==>(2)の証明。■のη個の固有値 αづ
き,αづは全て異なっていなくてもよい

)。
P=(21

は 1次独立であるので,系 3。4よ り Pは正則 と
6。3の証明と同様 .

(2)=→>(1)の証明.条件より

に対する固有ベクトルを
"ぅ
とする (こ のと

22…・ππ)と おく.(1)よ り
“
1,22,…・,ππ

なる.P~1■ Pが対角行列になることは系

(4.9)

量
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個の 1次独立のベクトル

なるように
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行列を対角化をする

例 6.3.例 6:2の行列

例 6.2よ り正則行列 Pを

とすれば

P~1

となる.こ こで
,

(P~1■ P)η =P~1■P

よつて
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第 章 練 習 問 題

3.ベ ク トル α,b,c,dが 1次独立の とき,次のベ ク トルの組は 1次独立か

(a)α tt b,b tt c,c tt d,α tt α

(b)α ― b,b一 C,c一 d,d一 α

(C)α +b+C,b tt c+α ,c tt d+α ,α +α tt b

(d)α +b+C一 d,α +b― c+d,α ― b tt c+d,一α+b+c+α

4.ベクトルの集合{ の階数が1のとき,α とβを求めよ.

(α ≠0)

6.正方行列 ス が ■2=

正則行

(2)

1.

2.
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土早5第

ベクトル空間上の線形写像の次元定理

最後に対称行列の対角化を調べ,2次

線形写像

この章では,ベク トル空間と基底について調べ ,

を示し,行列で表現することができることを述る。
形式の標準形を調べる.

ベクトル

tr - {* | * - (*trfi2t. . . rr,.)rri € I?}.
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ここで Rはすべての実数の集合である .

すべての成分が 0と なるベク トル (0,0,… 0,0)を 零ベク トル と呼んで,0で表 した .

ベク トル a=(α l,α 2,…・,απ)に対 して

lα l= α:+α3+…・+αλ (5。
1)

トルの長 さに関をαの 長さ という.長さが 1
しては,次のことが成り立つ.

のベク トルを単位ベクトル という.ベク

lαl=0⇔ α=0

1λ
αl豊 lλ llα l

lα +bl≦ lαl+lbl(3角不等式 )

第 づ成分が 1で他の成分が 0のベク トルを ctと 表す。cl,
とよぶ (列ベク トルも同じ記号で書く).

el=(1,0,…・,0), c2=(0,1,0,… 0,0),… 0, Cπ

ベク トル αは,その成分 αl,α 2,… °,απと基本ベク トルにより

(5.2)

(5。 3)

(5。
4)

C2,… °,Cπ を 基本ベク トル

=(0,0,… 0,1).

と表される.

2つのベク

を aと bの

α=αlel+α2C2+… °+απcπ

トル α=(α l,α 2,・ …,Oπ),b=(bl,b2,° …,bπ )に対 し

(a,b)=αlbl+α2b2+…・+απbπ

内積 とい う.ベク トル αの長 さは

(5.5)

(5。
6)

(5.8)

(5.9)

(5e10)

(5.11)

(5.12)

同=れ→≧0
と表せる.任意のベ ク トル a,b,cと 任意の実数 tに対 して ,

(a,a)=0⇔ α=0

(a,b)=(b,a)

t(a,b)=(to,b)=(a,tb)

(a+b,C)=(a,C)+(b,C)

(5。
7)

次のことが成り立つ .

また任意のベクトル α,bについて

|(a,b)|≦ lα llbl(SChWarz(シュワルツ)の不等式)

が成り立つ。
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シュワルツの不等式を証明してみよう.α =oの ときは,両辺とも 0で成立する.α ≠0
とする.ι を任意の実数とすると

0 < (to + b, ta * b): (a,, o)* + 2(a,b)t + (b, b)

ここでι=一
::3と
細力t

O≦
:≒毛:一 ・ Lり =

(a,a)>0で あるから

0≦ (a,a)(b,b)― (a,b)2=lα 121b12_(a,b)2

これから (5.12)が 得 られる.

間 1。 1。 3角不等式 (5。 4)を証明せよ.

シュフルツの不等式で,a,bが ともに 0でないとき

-1≦
:書||≦

1

となるから

cos θ==器
        (ol≦

θI≦ 7r)

をみたす θがただ 1つ定まる。この θをαと bのなす角という.こ のとき,次の 2うの
条件

(a,b)=0,  θ=二
2

は同値である.(a,b)=0の とき,α と bは 直交する とい う.Rπ の η個の基本ベク トル
el,C2,・ …,Cπ はすべて単位ベク トル (長 さが 1)で ,たがいに直交 している.すなわち,ク
ロネッカーのデルタ とよばれた記号 島Jを用いれば

百J≒万・%→同一に鳴

(Q,CJ)

が成 り立つ .

行ベクトルの代わりに,列ベクトルを Rπ の要素と考えても,すべての定義,定理等はほ
とんど変更なしに成り立つ.本章では主に行ベクトルを用いているが,後章では行ベクト
ル,列ベクトルの両方を使用する.

問 1。 2。 次の 2つのベクトルの内積およびなす角を求めよ.

(1)α =(3,1),b=(2,-1)

．

′

．

′

〓

≠

１

　

０

ｒ

ｉ

く

―

ヽ

〓ら〓
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(2)α =(1,0,2),b=(-1,V而 ,3)

(3)α =(1,0,2,2,3),b=(1,3,0,1,5)

問 1。 3.α =(1,α ,-1),b=(0,1,2)と する.

(1)aと bが直交するように αを定めよ。

(2)(1)で 求めた αと b両方に直交する単位ベクトルを求めよ.

R3の 2つのベク トル α=(α l,α 2,α 3),b=(bl,b2,b3)に対 して,外積 α×bを

α×b=(α2b3~α 3b2,α3bl~α lb3,α lb2~α 2bl)

外積 α×bはベクトルであり,次の等式が成り立つ .

(2)a× (b+C)=α ×b+α × C

b) - a x (kb) (4) a x o:0
μ

中

‐

ｃ．

と

い

い

　

０ 姉
間 1。4.ベクトルの外積について,次を示せ .

(1)a× bは α,bで張られる平面に垂直である.

(2)α ×bの長さは a,bを 2辺 とする平行四辺形の面積に等しい。

(3)(a,b× C)の絶対値はα,b,cを 3辺 とする平行六面体の体積に等しい

2 ベク トル空間

Rを 実数の集合とする.集合 yヵ 次ヽの条件をみたす とき,yを R上 の ベク トル空間
(ま たは 線形空間)または単に 実ベク トル空間 とい う。

(I)加法: 1/の任意の元 π,υ に対して,和 とよばれる
yの元 π+ν がきまり,

次の条件をみたす。

Vl 
“
+ν =ν +"(",υ ∈y)

V2("+ν )+Z="+(ν +Z)(",υ ,Z∈ y)
V3 yに 一定の元 0が存在 して,任意の元

"∈
yに対 して

"+0="
V4 任意の元 π∈yに対 して,あ る元

"′
∈yが存在 して

"+"′
=0

この元
"′

を
"の
逆元 または 逆ベク トル といい ,一 "と

書 く

(交換法則 )

(結合法則 )

(零元の存在 )

(逆元の存在 )
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(II)ス カラー倍: 任意のスカラー 入∈Rと 任意の元 π∈yに対 し,π の スカラー倍
とよばれる yの元 λ"が きまり,次の条件をみたす .

V5 入(π +ν )=ネπ+λν (λ ∈R,π ,ν ∈y)
V6(入 +μ)"=λπ+μ"(λ ,μ

∈R,"∈ y)

V7(入μ)"=λ (μ")  (λ ,μ ∈R,"∈ 1/)
V8 1π ="       ("∈ y)

yの元をベクトル という.

実際,0"=(0+0)"=0"+0".両 辺に 0"の逆元 -0"を加えれば,0=0".
また,入π=λ

"+0)=λ

π+λ O。 両辺に 一人"を
加えれば,0=λ O.

例 2。 1。 σを複素数全体の集合とする,すなわち,C={z=α +βづlα ,β ∈R}・ Z=α ttβt,
Z′ =α
′+β′づならば,z+z′ =(α +α′)+(β +β

′
)づ・また,λ ∈Rについて入z=入α+λβづ

となるので通常の和と実数との積で,Cは R上のベクトル空間となる。

例 2.2。 χに関する実係数の高々 η次の多項式全体 R(")は実ベク トル空間となる.こ こ
でのベク トルは η次またはそれ以下の次数の多項式である。

例 2.3。 閉区間 [-1,1]={χ ∈RI-1≦ "≦
1)で定義された連続実数値関数全体を

`卜
1,」 で表す.任意の ノ,g∈

`卜
1,llお よび

"∈ [-1,11に
対して

和   ∫十g :(∫ 十g)(")= ∫(π )+g(")
スカラー倍  λノ  : (λ ∫)(")= λ(ノ (π ))

と定義すれば,C[-1,llは実ベクトル空間となる。この場合,つねに 0の値をとる定値関数
が零元である(関数もベクトルとなる ).

例 2.4。 空間 R3ぁるいは平面 R2におけるベクトル全体は,定理 1。 1で定義された和と不
カラー倍によつて実ベクトル空間となる.

ベクトル空間 yの空でない部分集合 〃 が

Sl ",ν ∈7な らば,π +ν ∈7

S2 任意の
“
∈7と λ∈Rに対してλ

"∈
7

をみたすとき,7を yの 部分空間 とよぶ.条件 Sl,S2は ,7が 1/におけるベクトルの
演算,和 とスカラー倍について閉じていること,すなわち 7はそれ自身ベクトル空間とな
ることを示している.あ きらかに,y自 身は yの部分空間であり,また yの零ベクトル 0
のみからなる集合 {0}も yの部分空間である.{0}は 零空間 といわれる.
上の条件 Sl,S2は 1つの条件 S3と 同値である.
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S3 任意の
“
,υ ∈7と λ,μ ∈Rに対して

入
"十 μν

∈7

間 2。 1。 Sl,S2と S3が同値 となることを示せ。

例 2。 5。 平面 R2(ま たは空間 R3)の 0でないベ ク トル α に対 して

五(a)={λα lλ ∈R}

は,R2(ま たは R3)の部分空間となる.実際 ,入 ,μ ∈Rに 対 し

入α+μα=(入 +μ)a∈ L(a), λ(μa)=(入μ)a∈ L(a)

となり,Цa)は Slと S2をみたしている。

例 2。 6。 例 2。2におけるη次以下の多項式からならベクトル空間 R(χ)を考える.任意の

整数 た(0≦ た≦η)について,a(π)は 島 (π)の部分空間である.た =0の場合 P。 (■)は
定数のみの多項式として Rに等しい .

3 ベク トル空間の基底と次元
ベクトル空間yにおいて,次の2条件をみたす順序を考えた組{α l,α 2,・ …,απ}を yの

基底 という。

αl,α 2,…・,aπ は 1次独立である。

αl,α 2,…・,anは yを生成する.すなわち

1/=L(al,a2,・ …,α2)={入 lαl+入 2α 2+・ …+入 n a7■  : 入1,入ぅ,… 0,入 72∈ R}・

条件 B2は ,yの任意のベクトルが αl,a2,° …,αηの一次結合で表されることを意味する。
B2をみたすとき,al,a2,… °,απは yの生成系 であるという.1/の基底とは,1次独立な
yの生成系のことである.Bl,B2は次の条件 B3と 同値である.

B3 yの 任意のベクトル "は
αl,α 2,・ …,απの 1次結合

"=入 lαl+λ 2α2+…
・十入?Lαπ

として一意的に表される.

これは,π がもう一一つの形 μlαl+μ2a2+・ …+μπ% と牙更された場合,入1=μ l,入2=
μ2,・ …ユη=μπが成り立つということである。Bl,B2の仮定の下に入lal+…・+入nan=
μlQ+…・+μπαπとすれ |ず,(入1-μl)al+…・十(λπ一μ2)aπ =0が得られる.Blよ り
入1-μl=・ …=λπ一μη=0,すなわちλl=μl,0… ユπ=μ2と なる.逆に,B3を仮定する
と,B2は明らかであるからBlを示せばよい.λ lαl+…・十λπαπ=0と する。Oの表し方
として0=Oαl+…・+Oanを 考えれば,B3よ り入1=… e=入π=0が示される。

１

　

２

Ｂ

　

Ｂ



例 3.1.Rπ 上において η個の基本ベクトル
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・…,Cπ }は Rπ の基底となる.これ
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例 3.2。 R2において,基本ベクトル cl,cう とベク

ると,cl=α2~αl,C2=α 2~2αlだから,Q,a2
次独立であるから,{α l,a2}は {el,C2)と 異なる

1界騨‖串‖尋11,|二 |||||||||||:||||||||||||1111111411111111:|1華 ||||||||||111螺 |||:||||||IIII111議}|"ギ|1彗:|:11弾覇画面爾画爾覇蒲轟驀蒲W
料爾靭鱗等|じ|||す|な|わ1轄111:::れ:姜:1槻

証明.Blよ り,α l,α 2,… °,απと bl,b2,… °,bmはともに 1次独立であるから
,

rank{α l,… 0,απ}=2,rank{bl,0… ,bm}=m

となる.B2よ り,各 場 は 91,… 0,9π の 1次結合であり,また各 αをは bl,・ …,bπ の一次結
合であるから,階数定理 (第 4章定理 2.2)よ り鶴≦ηかつ η≦mと なる.すなわちη=胤
である.□

この定理より,ベクトル空間 yの基底に属するベクトルの数 ηは,基底の選び方に無関
係に 1/に よリー意的に定まる。この数 ηを yの次元とよび,dim yと 書く。0ベクトルだ
けの空間 {0}の次元は 0と 定める.y≠ {0}な らば dim 1/>oで ある。

例 3。 3。 Cを第 1章例 2。 1における複素数全体からなるベクトル空間とする.任意の複素
数はα tt βづ(α ,β ∈R)と表され,1,づ は1次独立であるから,{1,づ }は Cの基底となる.
これから,dim C=2と なる。
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例 3.4.数ベクトル空間 Rπ については,dim Rπ =η となる.

例 3.5.η 次以下の多項式からなるベクトル空間 R(χ)においては,{χ
°
(=1),π ,π

2,… 。
,π
π
}

が基底をなす.これからdim几 (π)=η +1である.

このように,有限個のベクトルからなる基底をもつとき,有限次元ベクトル空間という.

これに対して,多項式全体からなるベクトル空間においては、{1,π ,"2,π
3,… .,"π

,…・}が基
底をなす.こ のように無限に多くの 1次独立なベクトルを含むとき,ベクトル空間の次元は

無限 であるので,無限次元 ベクトル空間という。

証明.{al,0… ,απ}
定理より

となる.□

を yの基底 とすれば,各 bJ・ はαl,0… ,aπ の 1次結合 となるから,階数

rank{bt,bz, "' ,bo} S n

証明.π をyの任意のベクトルとすれば,定理3.2よ りrank{αl,a2,…°,α2,"}≦ η,すな
わち,αl,0… ,aπ ,π は 1次従属となる。第 4章定理 1.5に より "は

al,… 0,aπ の 1次結合

として表される。{αl,0… ,απ}は条件Bl,B2をみたすから基底をなす。□

証明.rank{α l,0… ,α鶴}=鶴 <η だから,α l,・ …,απの1次結合とならないy
am+1が存在する.{αl,0… ,am,am+1}は 1次独立となる。m+1<れ ならば,
うにαπ+2を選んで{αl,C… ,απ,απ+1,απ+2}が 1次独立になるようにできる.
せば定理が示される.□

のベク トル

上と同じよ

これを繰返

任意のベクトル
"

系3.6は ,まず系 3e5

られる.

≠0は一次独立であるから,系 3.5は 鶴
により7の基底 {α l,0… ,απ}を選び,

=1の場合の定理 3.4で ある.
さらに定理 3。4を適用して得



Ffi B.L. ,r33 [a*it,\( , ":, F tv a, _ を含む基底を選ベ

間 3。2.23の次のベクトルを考えよ。

αl=
二  ,α
4=

(1)1≦ づ≦ 6に対 して,Ljを づ個のベク トル αl,0… ,α j
するe dim島 を求めよ .

(2)α l,…
0,αけの中から 五づの基底を選べ。

(3)α l,…・,α6の中から R3の基底を 2種類選べ .
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4 線形写像と1次変換
ν とⅣを集合とするとき,Mの任意の元

“
に対して,Ⅳ の元∫(")がただ1通 り定ま

るようなν からⅣへの対応をνからⅣへの写像 といい,ノ :ν →Ⅳで表す.ノ (")
を
“
の像,"を ∫(a)の 原像という。Ⅳの部分集合

R(∫)={∫ ("):π ∈ν}

をノの像 という.R(ヵ をノ(ν)で表すこともある。また,ス がMの部分集合であると
き∫(■)={∫("):"∈ ス}を スの像 という.R(∫)=Ⅳ となるとき,ノ をνからⅣの
上への写像または全射という.ν の任意の相異なる元

","′
に対して,ノ(2)≠ ∫("′)が成

り立つとき,ノ をMからⅣへの 1対 1写像または単射 という.∫ が全射かつ単射のと
き,ノ を全単射または上への1対 1写像 という。ノ:ν →Ⅳが全単射のとき,Ⅳ の元ν
に∫(")=υ となるνの元"を

対応させれば,Ⅳ からνへの写像が定まる.これを∫の
逆写像といい,ノ

~1で
表す.

y,Ⅳ,Lを集合とし,∫ :ν →Ⅳ,g:Ⅳ →Lを写像とする。このとき,ノ とgの合成写像
gOノ :ν →Lは

gO∫ (2)=g(ノ(a))("∈ ノИ)

によって定義される.

例 4。1.ν =L=Rと し,∫ (π)=χ 2(χ ∈R)に よつて∫:R→ 況を定義する.R(∫)=
{π ∈R:π ≧0}であるからは全射ではない.また,χ >0な らばノ(～層)=ノ (一√ )=π
だからノは単射ではない。

例 4。 2。 g:R→ Rを g(χ)=ι"("∈ R)と 定義すれば,R(g)={"∈ R:">0}と
なリクは全射ではないが単射となる.
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例 4。 3。 ん :R→ Rを ん(χ)=αχ tt b(α ,bは定数)と 定義する。α≠0な らばんは全単
射とな気 逆写像はは → =:。 一の雌 義|あ

К7をベクトル空間とする.yか ら7への写像 ∫ :y→ ″ が次の条件をみたすと
き,ノ を線形写像 または 1次写像 という.

Ll 任意のベクトル
",ν
∈1/に対して∫("十 ν)=∫ (2)十 ∫(υ )。

L2 任意のベクトル
"と
スカラー 入∈Rに対してノ(入π)=λ∫(2)。

特に y=〃 の場合,∫ を yの 線形変換 または 1次変換 という.ス がη次正方行列で,
yが η次元数ベクトル空間のとき,"∈ 1/に対してス

"∈
yと なり,ス は yの線形写像

とみることができる.

条件 Ll,L2は次の1つの条件と同値である。

L3 任意のベ ク トル π,ν ∈yと スヵ ラー λ,μ ∈Rに 対 して

間 4。 1.

∫(λ"+μυ)=λ∫(2)十 μノ(ν ).

Ll,L2と L3の 同値 を証明せ よ。

→ 7を線形写像とする。7の部分集合Bに対して,∫ -1(3)={π ∈yl∫ (2)∈ B}
原像とよぶ.特に,Bが零ベクトル0のみからなるとき,ノ

~1(0)={"∈ y:∫ (")=
の核とよび,Ker(ハ で表す.

証明。(1)ノ (■)が S3をみたすことを示す."′ ,ν
′∈ノ(■ ),λ ,μ ∈Rとする.π′=∫ (a),υ′=

∫(ν)と なる
",ν
∈スをとれば,ス が部分空間であることから,入"+μυ

∈スとなる。これ
から,入ノ十μυ

′
=入ノ(")+μ∫(ν)=バ入π+μυ)∈ ノ(■)と なる。

(2)“ ,ν ∈∫
~1(3),入

,μ ∈Rと する.Bは部分空間でノ(2),ノ (υ )∈ Bだから,
∫(λ"十 μω

=λ∫(π)+μ∫(ν )∈ B,すなわちλ"+μυ
∈∫
-1(3)と なる.□

η次正方行列 ス は η次元数ベク トル空間 yの線形写像であるので,α を ス の固有値
とすると

7(α)={“ :(■ ―αE)"=0}

は 7(α)=Ker(■ ―αE)よ り,部分空間となっている。これをαの固有空間 という.

″
帥
釘

∫

を

叫
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注.次元定理は種々の情報を得ることができる重要な定理である。

証明。dim Ker(∫ )=鶴,dim R(ハ =η とする.yが 鶴+η 個のベクトルからなる基底をもつ
ことを示せばよい.R(∫)の基底 {bl,b2,・…,bπ }と Ker(ノ )の基底{απ+1,απ+2,・ …,aπ+π }
を選ぶ(定理3.4).各 づ=1,2,…・,η に対して bぅ の原像αj∈ ノ

~1(bj)を任意にとる.この

とき(η +m)個のベクトル {αl,0… ,αれ,aπ+1,・ …,απ+π}は yの基底をなす。これを示す
ために,{aj}が Blと B2をみたすことをいう.まず

入lαl+λ 2α2+・ … +入ηαπ+λπ+lαπ+1+・ … +λπ+maπ +π =0     (5。 13)

∫で写せば,/1at)=bj(づ =1,20… ,n),ノ (aJ)=0(プ =η +1,… 0,η +m)だから

0=∫
(曹
れQ)=為 bl+λ2b2+…・+入πbπ

となる。bl,・ …,bπ は 1次独立であるから,入 1=…・=札 =0。 (5.13)よ り入π+lαπ+1+…・+
λπttβπ+7れ =0と なる.απ+1,0… ,απ+77Lは 1次独立であるから.λπ+1=0… =λπ+π =0と
なり,Blが成り立つ.次にB2を示すために,yの任意のベクトル

“
をとる.7のベクト

ル∫(")をその基底 {bl,0… ,bπ}で表して,∫(a)=μ lbl+μ 2b2+…・十μπbπ とする。この

とき,

μづαj∈ Ker(∫ )となる。{απ+1,…・,απ+m}は Ker(ノ)の基底であるから,

Fn*l&n*l + "'* pn*mQn*m
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(2) siRs + について R(g)と Ker(g)の次元を求めよ.
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線形写像の表現行列

したがって,(5。 14)

となる。bl,0… ,bm
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となる.(5.18)と (5.19)から

bn "' bm

これは,合成写像gO∫ :y→ びの基底{%},{Cた }に関する表現行列スgO∫ が行列の積
んス∫となることを示している.これから次の定理が得られる.
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とする.行列で表して,

証明。(5.21)よ り(bl b2・ …bπ)=(al α2° …αあ)P.ノ が1次写像であるから

(∫ (bl)・ …ノ(bπ ))=(ノ (al)…・∫(aπ ))P

が得られる.(5。 17)よ り(ノ (al)…・ノ(aπ ))=(al・ …α続)五.これを上式に代入して

(∫ (bl)・ …ノ(b2))=(al… Oα親)AP

また,{b`},{弓 },{弓}に同様の計算を行えば,(■ …・b飢)=(al…・α続)の だから,

(5。
22)

(ノ (bl)・ …∫(bπ ))=(bi O… 叫DB=(ale… a続 )のB. (5。
23)

(5.22)と (5。 23)の右辺を比較すれば,αl,… 00続 が1次独立であることから,スP=o3と
なる.これから,B=の -1■Pが成り立っ.□
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だから,

0~1■P

となり
,

間 5。 1.

∫ :R3

(:I:)=B

とR2
),(11)}に
畠して,

の表現行列を求めよ.

もある.これを扱 うためにはベクトルの成
トル空間とする。yの任意のベクトル α,b
まり

,。次の条件をみたすとき,yを 内積空
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例 6。 2.閉区間 卜1,ll上の連続な実数値関数のつくるベクトル空間
`卜
1,1]:.(第 2章 例

2.3)を考える.∫ ,g∈
`[-1,11に

対して,ノ とgの内積を

(ノ,の =二∫しルしル
と定義する。明らかに11～14をみたすから,CI-1,11は内積空間となる.こ の場合,係数 λ
は実数である.

証明。(1)は ノルムの定義と 14よ り得られる。(2)は 11,12と ノルムの定義より簡単に分
かる.(3)を示すために,α を任意の複素数とする.Re αはαの実数部をかく。11～ 14よ り

(oo * b, ao, + b) _ lol'(o,o) * 2Re(o(o,b)) + (b, b) > 0.

ここで(a,b)=0な らば不等式は明らかに成り立つので,(a,b)≠ 0とする.α =t(a,b)(t
は実数)と おくと,上の式は

t21(a,b)1211α l12+2tl(a,b)12+|lbl12≧ 0

がすべての実数 tに対して成 り立つので判別式を考えれば,|(a,b)12_|lα l1211bl12≦ 0と な
り,(3)が成り立つ.最後に,

‖a tt bl12=(a+b,a+b)=(a,a)+2Re(a,b)+(b,b)

≦ (a,a)+21(a,b)|+(b,b)=‖ αl12+21(a,b)|+‖ bl12。

(3)を使用して,

‖α+bl12≦ ‖αl12+211α llllbll+|lbl12=(|lα‖+|lbll)2.

これで (4)は証明された。□

ベクトル αと bが ともに 0でなく,(a,b)=0の とき,cと bは直交する という.こ のこ
とを,も う少し一般的にしたものが次の定義である.

審率6.器
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規直交基底となる.

例 6。 5。 Rπ の標準基底 {el,c2,…・,Cπ}は正規直交基底である.

正規直交系をつくる Gram― Schmidt(グラム 0シュミット)の直交化法とよばれる便
利な方法がある.al,a2,° …,aれ を yの 1次独立なベクトルとせよ。ベク トル bl,bぅ を

彫 に次のように議 する.に 1に対して,■ =αL bl=需
齢
とおく・ 卜1‖ =1と
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なる.づ =2に 対 して bち =

(a2,bl)~(a2,bl)(bl,bl)=

(1≦ た<η)が (bぅ ,り =δ

“
すると

bi+1=αた+1~

とおく・ブ=1,2,… 0,た に対して
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b2=満 とおく・ 卜1‖ =1よ りc,り =
bi)=0かつ |lb211=1と なる.一般に,した

(づ ,ブ =1,2,…・,ん )と なるように定義されたと
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Σ(aた+b bt)b`および bた+1=
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bi+1

11bi+111
(5.24)

(4+1'bJ・ )=(aた +1,bJ・ )一 DE(aた +1,L)(L,bF・ )=(aた +1,場 )― (aた+1,場 )(り ,bF・ )=0.
t=1

これから,(bん +1,場 )=0(J=1,… 0,た)かつ|lbん+111=1.こ の構成で{bl,b2,・ ‥,bπ}は正
規直交系となる.さ らに(5。 24)よ り,任意のたについて{bl,0… ,bた }は 01,・…,aた から構
成される部分空間L(al,… 0,αた)の基底をなしている。これから次の定理が得られる.

苺苺:‖即‖‖iⅢ

次の系は定理から明らかである.
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間 6.3. 〃む

章

　

／
１
１
、

５
　
　
　
　
〓

第

　
　
　

α の正規直交基底をつくれ。

7 直交変換と直交行列
内積空間 yの 1次変換 ノが内積を変えないとき,すなわち yの任意のベクトル π,ν に
対して

(∫ (2),ノ (υ))=(・ ,υ )

をみたすとき,ノ を直交変換 という.

(5。
25)

証明。Re αをαの実数部,Im αはαの虚数部とする.∫ を直交変換とする.(5.25)で

"=ν
とおけば,||∫(")|12=||"|12,す なわち‖∫(")‖ =||“‖が得られる.逆に,ノ が(5。 26)

をみたすとする.ベクトルπ,ν に対して‖ノ("+υ)||=||"+υ‖となるから

‖∫("+υ)|12 =(∫ ("+ν),∫("+ν ))=(∫ (")+ノ (υ),ノ (a)+ノ (ν ))
= ||ノ(a)|12+2Re(ノ (2),ノ (υ ))+‖ノ(ν )|12。

また

‖"+υ l12=||"|12+2Re(2,υ )+|lυ l12

であるから右辺を比較して,Re(∫ (2),∫ (υ))=Re(",υ ).次に,π +υ の代わりに ,π +υ を代
入すれば,同 じようにRe(ノ(れ ),ノ (υ ))=Re(づπ,υ )と なるので Im(ノ (a),ノ (υ))=Im(",υ )
を得る.□

例 7。 1。 R2 定理 7。 1よ りる
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(5。 27)は R2の点 A=(α ,α′)
することを意味するから,θ ,α

a - cos 0, Q,l
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と B=(β ,β′)が単位円周上にあり,半径 OAと OBが直交
が定まって (一π≦θ,θ
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または
{}lTll:′ 1甘ムsθ すふわち,22

また1は
  (亀 )…
→〉
(1::∬′1胸 :翼 ;)

∫をyの直交変換,{α l,0… ,aπ }を yの正規直交基底とする.

陶 七り=ら ={::軍卜J=L→
となるから,{∫(al),… 0,ノ(an)}は yの正規直交基底となる。逆に,1次変換∫が正規直交
基底を正規直交基底に移すとすれば,ノ は直交変換となる.これを示すために,{α l,0… ,απ}
を yの正規直交基底として,任意のベクトル "に

対して,"=λ lαl+… 0+λπαπとする.
∫(a)=λ l∫(al)+・…+λπ∫(an)で {∫ (al),…・,∫ (aπ )}は正規直交基底であるから

(∫ (a),ノ(2))=ΣΣλあ (ノ (Q),ノ (aJ))
う=lJ=1

=ΣΣれ万島J=Σ I入ぅ12=(2,").
う=lJ=1         `=1

これから,||∫ (")||=|lπ‖となる.よつて,次の定理が成り立つ.

薄1馨曹轟41錆:積1奪調|■1線1形1変1換||メ|が竜1変1変1暴:と|な||る1必1要|十1分1条1件は森二|が菫親1難曇墓藤藩
|=1規1直1交鰹濃黒ユ櫻1部|二||と|であ|る |‐

成分が実数の正方行列 五が

И■=ス贅 =E(tス は スの転置行列)

をみたすとき,すなわち 五
-1=望 となるとき,■ を 直交行列 と呼んだ .
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間 7.1。

sin 0 cos tlt cos 0 cos tlt - sin r/
sin 0 sin$ cos 0 sintp cos r/

cos0 -sin0 0

は直交行列であることを示せ .

証明。(1)は明らかである.И五=Eならばμ12=1贅‖■|=1贅ス|=1到 =1と なるから,
μl=± 1。 これで(2)は示された.また(3)は ,■,3が直交行列ならば,
tにBMB=tB贅 湖 =E,■3〈ス3)=AB tB贅 =Eよ り得 られ る.最後に

に注意すれば,(5.28)が И■ =Eと 同値になることが確認できる.同様にして ス贅 =E
も確認できる.これで (4)は示された.□

直交変換と直交行列の関連を示す次の定理がある .

1蒲撃曹暮纂曇漿蒙織‖講11蜻111単11馨聾暑臨操変:蝉器:継:雄:必業1業器禁癬構纂:騨書燐糠1撃墓:轟
i[継1:暮卦彗離薬手彗歯締難1脚構轟繰特菱ず筆器糞蕎著纂轟懇螂:革:ど1彗務:覇境喜繋難暮讐彗:軸‖

証明。∫(cc)=α
`(づ

=1,2,… 0,η)とする.{ct}に関する∫の表現行列は,定義によりαJを
列ベクトルとする行列ス=(a102・ …απ)である.∫ が直交変換ならば,づ ,ブ =1,2,… 0,η

に対して
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凱りくれⅢD七り=偽 ={::軍劣・
定理 7.3(4)よ り■は直交行列となる.逆に,ス が直交行列であるとすれば,再び定理 7。3
(4)よ り(aぉ %)=ら となる.任意のベクトル

“
=πlcl+…・十

"π
C.,υ =νlCl+… 0+ぃ Cπ

に対して,ノ(")=π101+… 0+"παπ,∫ (υ)=ν101+…・+%απとなるから

(/(t), f(s)) : t t r;Ai(a;,ai) :t t riUiSu : rtUt+ . . . + rnAn : (*,g).
t=lJ=1 d:l j:l

すなわち,∫ は直交変換となる.□

最後にRη の線形変換ノについて考察する。線形変換∫が任意のベクトル
",υ
に対して

(∫ ("),υ)=(2,∫ (υ ))

`=lJ=1

ΣΣ銑坊(Q,∫(%))=(",ノ (ν))
`=lJ=1

となるので,∫ は対称変換である。□

正方行列 ス=(αり)が αり=αJ`(づ ,ブ =1,…・,2),すなわち,ス =贅 となるとき,実対称
行列 とよばれる:上のことから,次の定理が証明された.
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8 実対称行列と2次形式
2次形式を実対称行列を利用して変形すると,その形状がわかる.初めに次の固有値の性
質からみる.

窯1饗泄■年1寒対称1行事苦車|,申:奪1備箪業数|で,ある1

1   証明。αを固有値とし,その固有ベクトルを
"と
する.

И
")=(2,ス

π)=(2,α")=百(",")=百11"|12

舞1理|112■窯1対椰待IFllい1集|なiる1自着僣||ご属1撃:る轟1肴べ′||ルI奮歯1州伊も1

証明。スを対称行列,α ,β をスの異なる固有値とし,それぞれに属する固有ベクトルを
π,ν とする.

α(",υ)=(■
",ν
)=(",切 [υ)=(π ,スν)=(π ,βν)=β (",ν )。

α≠βだから (",υ)=0,すなわち,2と υは直交する.□
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証明。 前半を帰納法により証明する.η =1な らば,P=Eと すればよい。(η -1)次実対称
行列について証明されたと仮定する。ス をπ次実対称行列とし,αlを固有値の 1つとする.

αlに属する長さ1の固有ベクトルを,1と して,σ
πの正規直交基底{Pl,b2,…・,bn}を選ぶ.

O=(Pl b2~° bπ )とおけばのは直交行列となる.4■ _α lPl,(pl,bJ・)=0(プ =2,… 0,2)

だから,

tOス
の =

の形となる.また,■ が実対称行列であることによりt(tO■0)=t(tO■ 0)=tOttO=
℃スのとなり,上の行列は対称行列であることがわかる。したがつて,

= =
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グラム 0シュミットの直交化
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証明。4
として ,

は重複も含めて

適当な直交行列
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となる。 □

上の定理の形 (5。 31)を 2次形式の 標準形 といい, 2次形式を標準形に直す直交変換を
主軸変換,標準形に対する基底を主軸という.

例 8。 2。 次の 2次形式を主軸変換により標準形に直せ .

(1)・

(2).
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も.こ の 4個のベク トル

の行列は

前の

0  0

0  0

1  0

0   1

~ν
/

斗―ν/
Z

υ

主軸変換

となり,主軸は

問 8。4.次の 2次形式を標準形に直せ。

(1)2″
2+6χ
ν+2ν
2   (2)2κ 2_2ν冨

"ν
(3)"2+ν

2+z2+2π
ν+2νz-2zπ

第 5章 練 習 問 題

1. 成分が実数である2行 2列行列の集合 ν冥2)はベクトル空間になる。このときの基底を求

を示せ .
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の基底を作れ .

の基底を作れ .
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(d)標準形を求めよ。



第6章

正規行列とJordanの標準形

行列を対角化できれば,微分方程式を解いたりすることができる。対称行列であれば直交
行列で対角化できるし,η 次正方行列が相異なるη個の固有値をもてば正則行列で対角化
できる.正規行列はユニタリー行列で対角化することができるので, 初めにこれについて
述べる.すべての行列が対角化できるわけではない.次に,対角行列に近づけるのことを
考える.これによる標準形が Jordanの標準形である。行列も Polar分解できるので,最後
にこれについて述べる.この章では単に行列というときは η次正方行列である.
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イテタリス下(」I
する固有ベク

であるので‖αll=

の固有値は Jと 一づであり,づ に対する固有ベクトル に対

により,P= をつくると

P~1■P= 0づ

)

(o,b) - at6,+.. .* anfi

である.
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間 1。1.(■
",υ
)=(π ,■

*υ
)を示せ .

Point:成分がすべて実数であればユニタリー行列は直交行列のことであり,エルミー ト行

列は対称行列のことである。したがつて,ス がユニタリー行列であれば,■ の逆行列はオ

であることが簡単にわかる.ま た行列 スが正規行列であれば,問 1。 1よ り

‖ス"|12=(■ ",ス年)=(■
*ス

",2)=(ス
ス*",")=‖ス*"|12

であるので‖■πll=||オ℃||をみたすことがわかる.
まず,次のことは簡単にわかる.

問 1。2.行列 スを正規行列とするとき,次の間に答えよ.

(1)α を複素数とするとき,行列 ス+αEも また正規行列になることを示せ .

(2)ス"=α"な
らば オπ=aπ を示せ (このことからエルミー ト行列の固有値は実数であ

ることがわかる).

(3)α ,β をスの相異なる固有値とし
",υ
をα′βに対する固有ベクトルとするとき,π ⊥ν

であることを示せ .

(4)ス がユニタリー行列であれば,その固有値 αは lαl=1をみたすことを示せ .

量器難:
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問 1.2は よリー般に αを

とするとき,υ ∈7(α )⊥
の定理を得る.

I.正規行列  Hl

正規行列 スの固有値 として,α の固有空間を

7(α)={"∈ σ
π
;(■ ―α)π =0}

→ スν∈7(α )上 でぁる.したがって,定理 1。3を考えれば,次

定理 1。4を示す為に,次の補題を示そう.

証明e dim(M)=た として,その正規直交基底を cl,0:0,υ Cた とする.すなわち y=
L(Cl,…・,Cた )・ 任意のベクトル α∈σ

π
に対して

b=(a,Cl)Cl+・ …+(a,Cた )Cた

とおき,さ らに c=α ―bと おけば b∈ y,c∈ ルf上 でぁり,かつ c=b+cで あるので,
補題 1。5は示された .

定理 1。4の証明。帰納法で示す.η 次より小さい次数の正規行列はユニタリー行列で対
角化できると仮定する.α を ス の固有値とし,その固有空間 7(α )の次元を たとする.
7(α)の正規直交基底をαl,・ …,αたとする.こ のとき補題 1.5に より直交補空間 7(α )上
はη一た次元であるので 7(α )上 からη一た個の正規直交基底 bl,・ …,bπ _た をとり,行列
7=(al,…・,aた ,bl,・ …,bπ _た )をつくる.α l,0… ,aた ,bl,0… ,bπ _た はσ

πの正規直交基底で

あるので,上のことから

■7=7

リー行列 yで対

逆の証明は明らかである
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112  第δ章.正規行列とJORDANの 標準形

Poillt:要するに,各固有値に対して固有ベクトルを選ぶ,こ のとき,正規行列の異なる固有

値では,固有ベクトルは直交している.ま た,重解である固有値では,重複度ぶん互いに直

交するように固有ベクトルを選ぶ.そ してそれぞれの長さを 1に し,順序よく並べて行列を
つくれば,それが スを対角化するユニタリー行列である.

をユニタリー行列で対角化せよ .

の固有値は

の長さを 1 に対する固有ベク トル

y=

とすればびはユニタリー行列で

び
*ス
び =(: :)

となる。□

2 巾零行列
ある自然数 たに対してスた=0と なる行列 スを巾零行列という.例えば,対角成分がすベ
て 0の上三角行列は巾零行列である.こ こでは,この行列の標準形について述べる.これ
はジョルダンの標準形のために必要である.まず次の性質を持つことはすぐに分かる.行
列 スは η次正方行列で η次元ベクトル空間 y上の線形写像と考える.

=撃
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証明。 4ん =0と すれば 五たπ=αttπ =0で あるのでα=0.□
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証明.オ =0とする。″の値域をスと書くことにする.すなわちR(■つ=И .条件
よりR(■た)=4={0}である.このとき,ん場=J「 -1(■2)であることから巧⊂埓_1
が分かる(実際にはyJ.=■(yJ._1)であることに注意する。)こ こでR(〃 )≠ {0}でかつ
R(〃+1)={0}と仮定する.R(〃)≠ {0}であるので,dim(yJ.)=η Jと仮定すればyF.
の基底を

〃αP,… ,″α絆
と選ぶ.すると,上のベクトルの組に

〃-laP,… ,〃 -lα絆

を加えたものはベクトル空間 yJ._1の一次独立なベクトルの系である.なぜなら,まず yJ.⊂
yJ・ _1よ り〃

"∈
yJ・ _1である.そ して

αl〃 -lαP+… +απJ〃-lα耀十blスJαP十…+bπJ〃α耀=0  (6.1)

と仮定する.これに左から■をかけて 〃+1=0でぁるので

αl〃αP+… +αηJスJα絆=0

を得る。〃 aF),… 0,〃α絆

'ま

yJ.の基底であったので二次独立,従つて αl=…・=απJ=0。
そして,(6.1)に戻ると

bl〃αP+… +bπJ〃a耀 =0
となり,〃 aF),…・,〃9耀 は基底であったので一次独立,従つて bl=…・=bnJ=0。 こ
れで

〃-lαP,… ,〃 -lα9,〃 aP,… ,〃α耀
はベクトル空間 yJ._1の一次独立なベクトルの系であることが分かつた。同時にdim(巧 _1)≧
2× %であることが分かったので,dim(埓_1)=ηJ_1と する (町_1≧ 2× ηJ).そ こでベク
トル空間 yJ._1の基底を

〃-lcP,一 ,〃 -lα耀,〃aF),… ,〃α紹
と

〃-laF~⇒ ,0-,〃 -lα狂二lL2xπJ
とで取る.こ のように次々に遡って L(づ =1,"J-1)の 基底を取り,最後に yの基底を
取る.yの基底は

スJαP,… 0,〃α耀,
〃-lαP,… ,〃 -lαり,〃

~laF―⇒
,… ,〃

-lα
距:と 2×πJ,

αy),… .,aり ,…・,… 0,CF),…・,α霧
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と取る (最後の添え数 2。 は非常に大きな行列でなければ難しくない).そ こで正則行列 P
を

とする.

五P

P=(〃 aF)〃 ~laP・ …■aP cP〃 aF)・…αF)・…α瑠)
このとき

となることが分かる。ただしα,b,… "cは
0か 1。 従つて定理は証明された. □

定理 2。2の右の行列を,巾零行列 ■の標準形という.

Point。 一般論では難しくなってしまったが,次数が 3,4く らいであれば各ベクトル空間
И の次元は小さい数なので,正則行列 Pの作り方 (並べ方)に注意すれば難しくない !

例 2。 1。
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となるので

P~1■P=

となる.

(2)

B2=ο  でぁり

して   P~1

となるので

P~13P=

となる.

Point。 対角線のすぐ上の対角線上にいくつかの

ら了解できたであろう.

1が並ぶことは、正則行列 Pの作 り方か
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ル(■)=

とできる.そ こで
,

とおくと,P2は正貝Jで

I)

+‐

(α

α
ttbC aα lbc):=ο

である.

上の性質を一般化したのが大変有名な Carylけ―HamiltOnの 定理である.こ の定理は行列
の最も基本的な定理であり,いろいろな場面に登場する重要なものである.初めに種々の定
理の証明に利用される準備をする.

1機1題尊::II:輔1脚1織霧鮨撻鸞道:華|な:車1晨J術師』:韓i:管:絆11五1絆|が1聾1菫掬:特難根彗総選義:=:li',,I‖11

証明.η 次の行列 スの固有値をαl,α 2,…・,απとして,次数についての帰納法で示す.行列
スが 2次の行列のとき,固有値 αlの固有ベクトルを

“
1と する.そ して,πl,"2が σ

2の

基底になるようにベクトル π2を選ぶ.こ こで,P=("1,"2)と おくと,Pは正則で,

P~1■P=(11 
∴ )

となり,η =2の場合は示せた.こ こで,η -1次の場合まで補題 3.1が成 り立つと仮定する.
行列 ス が η次のとき,ス の固有値 αlに対する固有ベク トルを

“
1と し,"1,"2,… °,"π

が σ
れの基底 となるようにベク トル π2,… °,πれを選ぶ.こ こで,Pl=(π l,π2,… °,ππ)と

すると,Plは正則で ,

Pl~1スPl=

を得る.こ こで,スπ_1は η-1次行列で,固
り,あ る η-1次の正則行列 の で

0~1■0=
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問 3.■ .ベクトル空間 σπの部分空間 %,%,…・,%の 和空間もまた σπの部分空間にな
ることを示せ。

間 3。 2。 ベク トル空間 %,し ,… 0,%を 内積空間 yの部分空間とし,y=71+%+… ・+
%と したとき,次の条件は同値であることを示せ .

(1)・
y=%① %① …・①喝 .

(2).η ∈L′ υt∈ L(づ =1,2,… 0,た)において,"1+…・+πた=υl+… °+υたなら|ず′

"j=υ。(づ =1,2,…
・,た ).

問 3.3。 内積空間 yの部分空間 %,7う に対して,次を示せ .

(1)・
y=%+%′ %上 Иろならば,y=%① し かつ72=И什 0

(2).I祐 が有限次元のとき,y二 %①″∴

そして,特に和空間に関しては次の定義が大事である.

te3。3.1華夕114‖轟り■|,|り1騨1村置●樺韓||lφl華爆1度 ||||||||||||1碁 |‐|111対||1華:C

ここで,次の 2つの定義を用意しておく.
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定理 3。6を示すために次の補題を用意する。

|♯雌!簿稽l盗1籍:攀摯

証明.最初に,
Cπ =R(■1)+R(■2)+… °+R(■m)

を示す.σ
π
⊇R(■1)+R(■2)+… °+R(■m)は 自明であるので,

σπ⊆R(■1)+R(■2)+…・十R(■m) (6。
2)

を示せばよい.任意の
“
∈σπに対して,条件 (1)よ り,π =■lπ +■2π +… °+五ππが成

り立つ.こ こで,銑 =■lπ ,υ2=■22,~° ,υπ=五π"と
おくと,π =νl+υ2+… °+υmか

つυ二∈R(ん )(づ =1,2,… 。,m)であるから,(6.2)が示せた.

次に直和であることを示す.直和の定義より,

R(ん )∩ (R(■1)+…・+R(ム_1)+R(■ぅ+1)+…・+R(■m))={0}(づ =1,2,…・,m)

を示せばよい.まず,条件 (1),(2)よ り,

ん =ん (■1+… 0+ス2)事 五:

に注意する.υ ∈R(■j)∩ (R(■1)+…・+R(ん_1)+R(■j+1)+…・+Rυ塩))と すると,あ
るベクトル πた∈σ

π
(ん =1,2,…・,m),に対して,ν =んπぅ,ν =ス lπ l+…・+九_1"j_1+

ん+1“ぅ+1+・ …+五π"mが
成り立つ.そ こで,条件 (2),(6。 3)よ り,

ν=スj"二 =■:"j=A`ν =ん (■1"1+… 0+ん _lπj_1+■・+1"う+1+…
・+■m‰)=0

となり,補題 3.7が示せた。□

定理 3.6の証明.Cayley― Hamiltonの 定理より

(6。
3)

(6。
4)∴《■)=(■―αlE)た

1…・
(ス ーαJE)たJ=0・
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ここで,ル (■ )で因数 (■ ―αj)れ を除いた多項式を■(■ )と かくことにする.すなわち

∴ (π)=("一 al)た
1・
…
(π 一 α づ_1)ん

を-1(π
一 α 二十 1)た

i+1.…
("一 α J)た

J.

ブ個の多項式 /1(π),… 0,/J・ (χ )は互いに素な多項式だから (付録 2を参照)

gl(π )OA(π )+… 。+島 (")・ ん(π)=1

となる多項式 gl,0… ,%(")がある。そこで,ム =gt(■ )・ ∴(■)とおくと

また,づ ≠tに対しては■(")・洗(・ )
よって

,

であるから,(6.4)よ り

よって

ス1+…・+為 =E.

はル(")で割り切れるので,

スづスι=0(づ ≠t)

("一 αt)た :∴ (π)=∴〈
")

(■ ―α
`E)た

i洗
(■)=∴〈ス)=0。

(6.5)

(6。
4)よ り■(■ )・ん(■)=0.

(6。 6)

が成り立つ.よ って,(6.5)と (6。 6)か ら各 ム は補題 3.7の 2条件をみたすから,

Cπ =R(■ 1)① R(■2)① …・①R(為 )。

が成り立つ。以下,R(4)=7(αぅ)(づ =1,2,… 0,ブ)を示せばよい.

最初に R(■づ)⊆ 7(αj)を示す .

(■・
―αjE)た 'スt=(■二―αjE)た igづ (■ )・ 洗(■)=a(■ ){(■づ―αぅE)た1■ (■)}=0.

よつて任意の
“
∈σπに対して,ム

"∈
7(αj),すなわち

R(■ぅ)⊆ 7(αを).

次に,7(αじ)⊆ R(ん)を示す."∈ 7(αj)と すると,ある自然数 れについて

(■ ―αぅE)た
iπ =0。

そして,gJ(π )・■(・)は因数("一αj)を含まないので,("― αt)タ g{r) . fn(*) l.f..l L(
ん1(・ )・ (χ ―αづ)た

う+ん2(3)・ 多(")・ ∴(")

となる多項式ん1(π ),ん2(")がある。したがって,

と

　

‥
‐

ん1(■ )・ (■ ―αづE)た
1+ん
2(■ )・ gづ (■ )・ ∴(■)=E.



3.JORDANの標準形  121

ん2(■)スをπ=ん2(■ )° go(■)・ ■(■)"=",

(A- o,iD)k'n - O I v)

ん2に)と んは可換だから
■うん2(■)"=π 0

。ゆえに 7(αc)⊆ R(■
`).

よって,"∈ R“ぅ)1が
いぅ)=Rにぅ)がわかり,定理3。6の証明ができた.□以上のことから

したがつて,次の定理を得る。
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よって

(■ ―αをE)niP=

であるが,ベクトル al,

であるので
,

したがって
,

JORDANの 標準形

一αぅE)π
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i=0.
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とおくと,馬 は巾零行列で ,
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となるので,定理は示された.百
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4 行列の絶対値と不等式

職彗轟   彗::き   響葬華辮肇≡肇華彗ヨ
かつ固有値もすべて0以上であることと同じことである.また,問
に
",ス")=lμ "|12≧

0だからオスは正値行列であるしエルミー

るユニタリー行列びで

=

で,α l,・ …,απはオス の固有値であるから,必ず αぅ≧ 0(づ =
で,行列

t r m

する.こ のため,こ の章では行列 ■の行列式は det(■ )と かく・

二 と

={『
 |:軍 :3i:| (δりはクロネッカーのデルタ)

αたは 0でなくαた+1=・ …=απ=0と すると,

aた+1=…・=απ=0

であるので,σ
πの正規直交基底 として

列

に
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去%…Ъ■ab姉r_ルπ
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√ 0
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と
(6。
7)よ り

,

となる.yrは ユニタリー行列だから,η 次正方行列は必
積に分解できる.以上のことから

Point:複素数 zは z=Tctθ とかけるが,行列 ■ もそのような形でかけることを示して
いる.
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となり,ス2_32の固有値は 3+710>0,3-y10<0と なり,3-y10の固有ベクト
ルを
"と
すると ((イ ー32)",a)=(3-/面 )|"12と なるので,負 となり■2≧ 32でぁる.

Point:行 列 ス の固有値 を 91,…・,απ(重複度ぶん繰 り返 している)と す ると

det(■ )=α l・ …απ

となるので,2次の行列スの場合,det“)<0な らば,固有値は正と負である.すなわち
4≧ 0である.
しかし 0≦ p≦ 1に対しては,次の Lёwner― Heinzの不等式が成り立つ。

葬:纂:議勢:i(鞭籠苺器ereHei轟義:"1苺1等蒸諄:葺構婿Flli革轟導:轟対1専:薄il驚1饉:撃:基苺1壕1場i藤菫奉
摯:Ⅲ:辞黎書撃1蕪1軒構静警:絆■1辞望ヽ縣諄1撃1響:
定理 4。3は指数 Pが 0≦ p≦ 1の場合,正値行列は一般の正の数と同じように両辺 p乗 し
ても順序が変わらないということをいっているが,行列の場合は上の例 4。 1でもわかるよ
うに正の数と同じように 2乗や 3乗では順序は保存されない.こ のことに対して次の定理
が成り立つ。

定理 4。4は 3変数 P,9,rを使つて不等式をつくっているが,こ れらの変数の取る範囲を
図に表したのが,上の図である.

例 4。2.例 4。 1と 同様に,

かっス2≧ 32でぁったが

では,ス ≧B≧ 0′
仕
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(1+ r)q- p*r
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が成り立つことがわかる。

証明。行列 スは,補題 3。 1

とできる.こ こで ,

とすれば,

∫(3)=Σ
を=0

となり,∫ (■)の固有多項式

lχ
E― /1ス )|

であるから,ノに)の固有値

JORDANの標準形

実際′

によつてある正則

B=P~1スP=

f (") - as * atr * azfr2 + . . . * anfrn
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Point:上のことからスπの固有値はスれを計算する必要はなく,ス の固有値をη乗すれ
ばよい .

は固有値の絶対値の最大

で
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と対角化できる.ユニタリー行列 1/Tはベクトルの長さを変えないので,このときも

‖五||=max{lα ll,… 0,lαπl}

である。αl,0… ,απは行列 ス の固有値であるが,一般に

rs(■)=m猟{lα ll,00・ ,lαπl}

とかき,ス の「スペク トル半径」という.定理 4.6よ り σ(スB)=σ (B4)であるから
rs(■3)=rs(Bス )である.

Point:ス ペクトル半径のときは ス と Bを交換してよい .

αをスの固有値とし,その固有ベクトルを"と
する."≠ 0であるのでγ=而珂"と

する

と|lυ ll=1であり,さ らに■υ=ανであるので,行列のノルムの定義(6.9)よ り,lα l≦ ||ス‖
であるから,一般には

rs(■)≦ ‖五‖

であるが,正規行列などはr3(■)=lμ‖となっている.

間 4。 1。 次を示せ .

(1)‖ス
*||=‖■

||・ (2)‖■
*4‖
=‖■|12

正値行列 ■に対しては,次の補題が成り立つ.

1補1題1411“行菱1榊:難1襲1値行夕1とす|る|と1群≧|:414-111≧||:(4)(||‖ 1尋‖〉:で|わ01

証明。nObeniusの定理より

σ(E― ス)={1-α :α ∈σ(■)}

が成り立つので,補題 4。 7は示される.□

正値行列■が正則のとき,任意のベクトル "に
対してπ=五νと取るとに

~1",π
)=

(■
~1■
ν,スυ)=(υ ,■υ)=(■ν,υ )≧ 0よ り五

~1も正値である.

間 4。 2。 ■,3を正則な正値行列とするとき,A≧ Bな らば ス
~1≦ B~1を示せ .

Lёwner‐Heinzの不等式の証明.ε >0を任意の数として,行列 ■+εEと B+εEをつく
ると■+εE≧ B+εEであり,どちらも■obeniusの定理より正則な行列である.これら
の行列に対して不等式を示せば ε→ 0と して,目 的の不等式を得ることができるので,■ ,

Bは正則な行列であると仮定してよい.0≦ P,t≦ 1に対して スP≧ BPと 〃 ≧Btが成り
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立つとする.こ のとき ス響 ≧ B響 が成 り立つことを示す.ただし■0=30=Eと 定義
する.〃 ≧ Bpよ り■~号 を両方から挟むとE≧ ■~号 Bp五一号=(B号■~号 )*B号ス

~号
でぁ

るので,補題 3。5と 問 4。 1(2)よ り 1≧ ‖(B号五
~号

)*(B号■
~号

)‖ =|IB号■
~号

|12が成 り立っ。

同様に 1≧ |IB3■
~:‖
も成 り立つ.したがって

rs(■
~守 B宇ス~牲1)= rs(Eス丁守B等五~等1)

= rs(■宇 ス宇 ス
~圧宇Bリスー圧宇)(E=ス 宇 ス句

二
)

= rs(■ ¥ス
~圧宇B宇スー圧宇五与っ (rs(σD)=r3(Dσ )を利用 )

= rs(ス
~:Bあ
B号■
一号)≦ ‖五

~:B:B号
五
一号
‖

≦ ‖五
~券
B券‖・‖B号■

~号

||≦ 1

■―響七守:スー守 は正値行列だから,補題 4.7により

■-1宇 B守■-1宇 くE

である.したがつて ■等 を両側から挟むと

B守 く■宇

lltil::: 

｀
li5illt■ヒ:と ':に

も不峯式は成り立つ.さらにp=
とをくり返せば 0≦ p≦ 1のすべてのPに対

して成り立つ。これで定理は示された.□

古田不等式の証明。Lёwner―Heinzの不等式の証明と同様に,古田不等式の証明においても,
行列 ス,3を正則と仮定してよい.まず p≧ 1,r≧ 0に対して

■ ≧ B≧ 0=→ (B号 ス
PB号
)詳
#≧ 31+T

が成り立つことを示す .

Step l。 0≦ r≦ 1の とき不等式が成り立つことを示す.定理 3。 2よ り,ユニタリー行列
びで3,4号 =硼 B,4号 |と p01鉦―分解する.よ つて,

(3'〃B')澪 ={Bうが (B私号)*}澪 ={硼 Bうが |(び IBうが |)*}井

=(び IB'ス号12び*)i詳 =硼 B'ス号12i器び (び はユニタリーだから)
= びIB'ス号|・ IB'ス号12澪 .IB,■号IE/7*

= B,■号(■号旦
Tス号):=:(B'■号)*

≧」がぼ」句澪9邪ソい≦
=≦

0≦ r≦ 1と趣43かり
= B号ス号(■号ス

rス号
):群ス号B号 =B,ス B号 ≧Bl+T
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よって,0≦ r≦ 1の場合は証明できた .
Step 2.1≦ r≦ 3の とき不等式が成 り立つことを示す.p≧ 1,0≦ rl≦ 1と して
■1=(3号″》Bサ )岩 ,31=Bl+rlと おくと,Step lよ り,■1≧ Bl≧ 0がいえる.こ れに
もう一度 Step lを適用すると,

(BFバ
2Br)尭鴇≧BI+r2

がすべての p2≧ 1,0≦ r2≦ 1で成り立つことがわかる.つまり,

仲
Ψ O与〃 B号 )Ψ B呼

庁
≧ Bll・

rllll■ r21e

ここで,p2を p2° p+rl =1に とりr2=1と おくと,この式は

(B半〃B弓
L)拙

≧B41+rl).

さらに,r=1+2rlと おくと 1≦ r≦ 3で ,

(B'■
PB号
)詳 ≧ Bl+r。

となり,これは step lで得られたものと全く同じ式になるが,Tの範囲が広がっていること
がわかる.こ のことを繰り返すことによって,ま さに実数版の帰納法的にすべての 0≦ rに

対して古田不等式が成り立つことがわかる.□

ヽ

、

‐

‐

′

ノ

ー

づ

十２

ｏ

一

一

ｏ

　

　

　

　

　

０

４

よ

　

　

　

．ｏ

ｌ

一
　

・
１

０

２

伊
獅
疵
・
・
現
・
０
・
（
２

角

／
１

＼

／
１

ヽ

／
１

＼

朝
　
０
　
　
０
　
　
０

■
ノ．

　

　

０

・

・
２

習
〓
同
４
同
ｏｏ
　
・ｚ
・
２
２

，

４

　

　

４

　

一　

０

　

一

練

め

＋

０

一

Ｏ

ｊ

・

２

１

一２

　

．

‐

一３

か

２
　
　
２
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一

〓早

確

／
１

＼

／
１

ヽ

／
１

＼

　

・

ｏ

・・

を

　

幼

　

　

り

　

　

鋤

‥

＜

＜

＜

。
よ

こ

〔ｏ‐副一獅　　②

第
　
るあ崚

りヽ

　

　

　

　

２
形

―

ブ

タ

・ｚ

　

　

　

　

　

　

．ｚ

ｕ

癬

２

一
４

・
４

行

＋

０
　

ハ＝

醐

ｏ

＋

（

規

１

　

　

　

　

　

１

正

　

・ｏ
　
０
０
ｌ
　
　
　
Ю
　
一．
２
２

・０
　
　
　
　
　
　
万
７

が
０
一　
　
・ｚ
一０〕
晰
わＬ
い

徊
＜
．

　

ｒ

”
　
０
　
　
０
　
　
０

の
　
　
　

ノヽ

次

　

　

但

1。

2。

3.ス ≠θなる巾零行列■は対角化不可能であることを示せ.



4。 行列の絶対値と不等式 131

ヽ

、

‐

‐

′

／

・
３

６

３

ヽ

ｌ

‐

‐

′

ノ

３

０

１

・

・
２

・
１

・

０

０

３

一
４

・
１

／

１

、

　

　

１

一
６

√
イ
２

・
３

・４

・
１‐

１

３

イ

８

４

　

６

一
３

・
３

３

１

√

＜

(3)

(6)

(3)

ヽ

ｌ

‐

‐

′

ノ

ょ
．
ヽ

―

ノ

一
‐

．

．

求

４ ５

２ ６

０ ３

・・

３

一．

を

靭標
　
０
　

　

０

ｎａ
ｄ

　

　

　

　

　

ヽ
ヽ

―

―

ノ

ｏｒ

　

　

　

ｌ

ｌ

ｌ

Ｊ

い

い
剤
ツ

０
２

一．

タ

妨
に
・
　

　

１

　

　

　

　

４

４

　

　

ｆ

、
　

　

　

　

ｆ

、

ヽ

、

‐

‐

′

ノ
２

-2

-2

4√

4√

(3)

(7)

とによってスれを求めよ.

＋

２

　

一

６

ヽ

、

‐

‐

′

ノ

一
．

４

１

こるす棚
を

勧
・２
・３
・３

め
，

一．

一９

・５

求

／
ｆ

ｌ

ヽ

ａｎｏｒ
ｄ

ｌ

一
．

４

Ｊの

１

２

１

■

　

　

　

２

悧
次７

よ

　

　

　

・
２

‐

３

勅
⇒

　」）１
２

　

よ
。

ヶ
一
１

３
　
　
一

準

／
１

ｋ

、
　

／
ノ
ー
ー

＼

　

め

右
月分
　
幼

り

　

　

求

ｒ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ｒ
ヽ
　

　

　

　

か
」

ａｌ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
乗

０

ヽ

ｌ

‐

‐

′

ノ

Ｐ

・ｏ

ｌ

０

　

１

一
２
の

ぃ
ヽ
―
ノ

０
０
０

夕

・

　

　

　

　

　

　

　

　

１

　

ヽ

―

ノ

タ

姉
＞＜―

５
。

ぃ

　

　

“

　

　

６
。

＜

ヽ

１

‐

‐

′

ノ

一
　

．
Ｚ

　

ｌ

ヽ
ヽ

―

ノ

　

．
ｏ

３

　

一

３

　
５

２

３

　

．

　

一
　

一

＜

(2) 1)

６

　

　

　

　

　

　

９

ヽ

ｌ

‐

‐

′

ノ

９

９

１８

・３

・４

９

・４

・３

９

／

１

‐

‐

ｌ

＼

“

　

ヽ

―

ノ

ー
■
　

・
ｏ

　

３

ヽ

ｌ

‐

‐

′

ノ

ー

　

ー

　

２

１

　

２

　

１

ヽ

、

‐

‐

′

／

２

一
２

・

４

一

２

／

ｆ

‐

‐

ｌ

＼

(10)

Z

3

……Z

-4
4

二2

五π

η!+
+

ス2  43

2!+丁 +

8。 行列 ■に対して cAを

標準形を

(2)

eA:E+A+



132 第δ章。正規行列とJORDANの 標準形

=cA+Bが成 り立つことが知られてい
を求めよ.

Ц
一．‐
３ノ

れ
剛
１
２
１

開
』
‐
‐
・・

／

‘２‐
‐

Ц

と

て



土早7“弟

工学への応用

線形代数は物理学などの科学や工学に重要な応用をもち不可欠なものであるが,こ こで
は簡単な例をいくつか挙げて,どのように行列が使われているかを示す .

1 線形システムと状態方程式
機械などのように,入力 に応じて 出力 を出すものを システム という。科学では,現象
をすべて理想化して (モデル化)1つのシステムと考えて,理論的に扱 うのである.システ
ムのうち,入力が 2倍,3倍になれば,出力も2倍,3倍というように比例して変化し,2種
類の入力があったときに,それぞれに対する出力を合わせたものを出力するものを 線形シ
ステム という.身の回りにある機械で線形なものがあるだろうか .

線形写像とはどんなもので,行列とどんな関係があるか考えると,線形システムとよばれ
る理由と,なぜ行列が使われるのかわかるのではないだろうか .

システムのうち,出力がその時亥1の入力だけから決まるものを静的システム という.100
円硬貨 1枚を 10円硬貨 10枚に両替する機械は静的システムといえるだろう.
実用上は,出力がその時点の入力だけでなく,それまでの入力やシステム内部の状態に依
存する場合が大事である。このようなものを動的システム という。出力がシステムの最終
的な変数であるのに対して,過去の入力や内部状態を表す中間の変数が必要になり,状態変
数 とよんでいる.

例 1。 1。 電気回路 時刻 tにおける回路の両端の電圧をυ(t)と し,これがシステムヘの入力
だと思う.容量 Qの コンデンサの両端電圧を
■1(ι),容量 Qの コンデンサの両端の電圧を

"2(t),
インダクタンス んのコイルに流れる電流を

"3(ι
)

とし,これらを状態変数とする.ま た,Qと Qの

電圧を出力 It)=(1:|:|)とする。

″1(ι )

133



134  第 7章.工学への応用

コンデンサ Qを流れる電流は Q"1(t)で コイル んに流れる電流と等しいから,次の式
が成り立つ .

"3(t)=Q"1(t)・
したがって

,

"1(t)=書 "3(t)・
一方,Lによる逆起電力五

"t(t)と
Qの両端電圧の和が,cの両端電圧に等しいから,
Lπ:(t)+・1(t)="2(t)

変形 して ,

40-l篠0+れ 0・
最後に,抵抗 Rによる電圧降下とQの 両端電圧の和が,全電圧 υ(t)に等しく,Rを流れ
る電圧は Qと んを流れる電流の和だから,

R“乃
"ち
(t)+π3(t))十

"2(t)=υ
(t).

⇒

　

　

　

　

幼
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の

の
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略
鵬洲卿
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をそれぞれ,入力変数ベク トル,状態変数ベク トル

嘉
π
(ι)=

とする (成分ごとに微分したもの).
制御理論では,連立の 1階常微分方程式

嘉州=側 ,め ,の
ν(t)=g("(t),υ (t),t)

で表されるものを考える。(7.3)を 状態方程式 ,(7。 4)を 出力方程式 とい う.

多くの場合,ノ とgは線形性をもち,

嘉州=用州+即州
υ(t)=σ (t)"(t)+D(t)υ (t)

で表される.こ のようなシステムを 線形時変システム とよぶ .

間 LL用 ,用 ,印 ,Dltlはそれぞれ何行何列晰 列産 えようmυ および 携"の
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(7.6)を比べると,

0

1

RC2

0

０〓
のＤ

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

ノ

／

１

‐

‐

‐

ｌ

＼

〓σ

になつていることがわかる.

このように,4つの行列が時間 tに関係せず一定のとき,システムは 線形時不変システ
ム とよばれる (以下,成分が定数である行列を 定数行列 ということにする.).

嘉州=切 +B州
υ(t)=σ"(t)+Dυ (t)

(7.7)

(7。
8)
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線形時不変システムは理論的にも扱いやすく,多 くのシステムを近似できるので便利で
あるし,重要でもある.状態変数の個数 (η )は ,システムの入力に対する振る舞いを決定
するのに必要な最小限 (独立)の内部状態の数である.状態変数はいろいろな選びかたが
できるが (したがって,行列 ス,3,σ,Dも異なってくるが),システムの性質はその選びか
たによらず記述されることがわかっているで心配する必要はない.これは,線形写像の表し
かたは,基底の選びかたによって変化することに対応する.出力方程式 (7.6)は ,■ ,3,σ,D
が決まれば,出力が入力変数 と状態変数のどんな 1次結合であるかを表 しているだけであ
る.だから,システムの振る舞いを知るには,(7.5)の状態方程式を導き,それを解 くことが
重要である.

2 システムの安定性
線形時不変システム (7。7),(7.8)

の区分的連続な υ(t)が与えられる

特に,υ (t)≡ 0の とき,(7。7)は

では,t=0の ときの状態変数ベク トル
"(0)と
t≧ 0で

と,"(t)は ただ 1つに決まることが知 られている.

嘉州=切 (7.9)

(7。
12)

(7.13)

(7.14)

間 2.1.次のことを確かめよう.ただし,ス は定数行列である .

c9=E

ctAcsA==c(3+t)■

(Ct4)~1豊 C~ι
ス

≪ 行列を微分する≫

た行列を求めることを
,

の微分
勇 "(ι

)

行列 Xの各成分が tの式になっているとき,各成分を tで微分し
行列 Xを tで微分する という.われわれはすでに,ベクトル π(t)

となり,自 由システム とよばれる.

雄 つてき0略 .御 Xo硼 分も同じヽ
嘉
Xoと ふに Jこする



例 2。 1。 定数行列 χ

整数 ηに対して

が成り立つ .

に対 して,行列 tXは Xの 各成分を

発
(tX)=X

嘉
(tπX)=η tπ

~lX
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t倍 したものである.そ こで

(7。
15)

(7.16)
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(7.20)

ムがだんだん一定の状態に落

問 2。4.漸近安定の場合 ,なぜ′近づくのが 0でなければならないかを,方程式 (7。 9)の形
から考えてみよう.

方程式 (7。 9)の解 π(t)が次の式 (7.10)

、   "(t)=CtA“ (0)

で与えられたことと上の等式 (7。 20)か ら,次のことがわかる .

ここにも,線形代数における固有値の重要性が発揮されている.

多くのシステム制御理論の教科書をざっと眺めると,行列がそこらじゅうにあふれてい
るものが多い.こ れ以上のことは,皆 さんの今後の学習にまかせて,違 う応用に移る.

線形計画法

いくつかの 1次方程式と 1次不等式で決められた条件の下で,与えられた 1次関数の最
大値や最小値を求める問題が 線形計画法 である.生産,輸送,経営などには資源,設備,労
働力,コ ス トなどで種々の制約があり,その下で利益,効率を最大にすることへ応用されて
いる.

次の例のように,考慮する要素の数や条件が少なければ,図を用いて簡単に処理できる.

⇒

　

く

”
　
晴

撃 1策|:

菫華華 馨
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一
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一
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ノ

ヽ
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ｔ

件条１３例
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10

20 の下で,z=3■ +5ν を最大にせよ.
0

110

220

150

139

(7。
22)

解 条件をみたす領域は図の 4
ヽ

ノ

と

１〇

一７

る
畔の
際
出一る．実　るヽ．

０，０‐一　
ぬ
　
勧

変数が3つならば,立体的に図をかけばなんとかなるが,それ以上になると図を思い浮か

べることも難しくなる.頂点の数も増えてくるので,それらを全部求めて値を計算するのも

時間がかかる.そ こで,効率的に最大値を求める方法がいくつか考え出された.こ こで紹介

するのは,シンプレクス法 である.

例 3。2.あ る工場では SE,S,M,Eの 4種の車を生産している.それぞれを 1台つくるの

にかかる材料費,人件費,設備投資費は表のようになつている (単位は同等に評価できるよ

うに調整してある).
利用限度

材料

人件費

設備

また,1台あたりの利益はそれぞれ,40万円,
にする生産計画はどんなものか .

解 SE,S,M,3の 各車種の生産台数を
",ν
,z,り

t r + a + z

e&)Zr + y + 3zz'\r' 
I t" + 2y

( r, a, z,

110

220

150

50万円,20万円である。利益を最大

１

　

１

　

２

１

　

２

　

３

と・すると,

+  υ

+ 2υ

υ ≧ 0

く
一
く
一
く
一

部
鋼
輔

で

し

こ

下

難

そ

の

は

4変数なので図をかくの

上の式 (7。 22)で

111
312
010

(7e23)
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とおくと,次の問題と同値になる.

条件

であるから
,

とがわかる.

″ +
2" +
3" +
4" +

く
一
く
一
く
〓

鶴

ν

ν

ν

ν

２

３

+  Z + υ + s
+ 3z + 2υ      + t

+
+ 5z + 2υ
″, ν, Z, W, S, t, 鶴≧ 0

110

220

150

m
(7.24)

(7.26)

の下で,鶴 =4"+3ν +5z+2υ を最大にせよ。
したがって,mをパラメータと考えて,この方程式の解で 鶴 の最も大きい値に対応する
ものを求めればよい。なお,s,t,鶴 は生産に使われない余剰にあたる.

方程式の解を考えるとき,mは一番下の式にしか出てこないから,上の 3つの式を考えれ
ばよいことに注意する。■=ν =Z=υ =0と すると,s=HO,t=220,鶴 =150と いう
解が得られ,鶴 =0である (これは,まったく年産しない場合にあたり,こ こから出発して ,
利益である鶴 を増やすように生産計画を立てていく

)・
mの式を見ると,",り ,z,り のどれ

かを増やせば,mも増えることがわかる.係数を比べると,zを増やしたときの効果が最大
であることがわかるので,",ν ,υ は 0のままで,zが どこまで増やせるか調べてみる (z
を選ぶことに本質的な意味はない

)。

Z I s ==  110
3z  +  t  =  220

」 翼 赫 f≦

HQ下の式か引まz≦
響

(7.25)

で,zは 電
旦まで増やせるこ

=響,S=ギ ,鶴 =150"=ν =υ =t=0,z=

■m=ザに増加レている.
ここで,基本変形を使って,z=T「 とした根拠になっている方程式 (7.24)の第2式以外
の式からzを消去すると次のようになる.

"+2ν   +υ +3s一 t  =110
2"  +   ν  +  3z  +  2υ          十―   t        =  220
3"+2ν          +鶴 =150
2π +4ν    -4υ    -5t   =3m一 H00

ここで 鶴 の式を見ると,"と νを増加させれば 鶴 は増大するが,u,と tを増やすと,鶴
は減つてしまうことがわかる.そ こで

"=υ =t=0の ままで,7を
いくつまで増やせるか

調べる.

2ν      + 3s     = 110
ν  +  3z                =  220
2ν           + 鶴 = 150

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

(7.27)
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この例では,鶴 =40で設備投資にまだ余裕があるが,これ以上設備投資をすると,かえっ
て利益が減ってしまうことになる.

また,2回の手続きで処理しており,頂点をすべて求めてそこでの 鶴 の値を求めるより,
効率がよい .

ここでの手順を整理してみる.

(1)。 補助の変数を使つて,不等式から連立方程式をつくる.

(2).目 的の mの式で係数が正の変数を 1つ選び,他の式と各変数が正であるという条件
から,その変数がいくつまで増やせるかを見る.

(3)。 上の最大値を判定するのに使った式以外から,その変数を基本変形で消去する.

(4).mの式を見て,係数が正のものがあれば,同 じ操つくを繰 り返す .

(5)。 mの式でどの変数の係数も負になったら,それらを 0と おいた 鶴 が最大である.

の処理を表すと次のようになる.判定の基準になった係数には下線を引
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次形式と固有値

第 5章では 2次形式の標準形を 2次曲線の分類に利用 した.こ こでは,2次形式の値を問
題にしたい。

対称行列 スで定まる2次形式 t"■2に対し,座標変換 "=P"′
を行うと,

t(P"′
)ス(Pπ
′
)=%′ (tPAP)π

′

に変化する。ここで tPAPが対角行列になつたとすると,2次形式は

αlイ +α2π′+…・+απイ

の形になる。これを tπ ttπ の標準形 という.う まく直交行列を選んで 2次形式を標準形に

することができ,得 られた標準形の係数には ■の固有値が現れる,と いうのが第 5章で学
んだことである.こ こでは,Pを直交行列に限つていないことに注意する.

例 4。 1。 2次形式 π2+2πυ+4ν
2は

,

(r+il'*3a2 と 4(ν ■
i")21:"2

の両方で表される.このときの標準形と座標変換の行列は,それぞれ次のようになる。

"′

2+3ν′2  (l ~l );
4■
′2+:ν′2    :

ヽ

ｌ

‐

‐

′

／

１

１

一
４一

このように,標準形は 1つ とは限らない.しかし,次のことが知られている.

曇 嚢轟   鐵曇聾重警::葬筆彗曇糞輩
間 4。 1。 次の 2次形式の標準形を 2つ作りなさい

(1)π
2_ν2+z2+2■

ν-2νz+2z"

(2)■ν一νZ― Zπ
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η次対称行列 ■で定まる 2次形式 t"五
"の
標準形で,正の係数が p個 ,負の個数が α個

あつたとする.必要なら座標軸を入れ替える座標変換をして,πlか ら ":ま
での係数が正

で,次の π夕+1か ら ":+9ま
での係数が負 ,■:+9+1か ら最後の ■1までの係数が 0と してよ

い.つまり,αl,α2,…・,ら+9>0と して,

ν=αl"f+・…+4β′-4汁 1"魚1-…・―ら+9"魚 9

になっているとする.こ こで,い くつかの場合に分けて考えてみる.

(1)・
p=η のとき : 9=0だ から,原点以外ではν>0で ,原点で最小値 0をとる。この
とき,2次形式 t"五π及び スは 正定値 であるという.

(2).9=2の とき : 逆に,原点で最大値 0を とり,他の点では ν<oである.2次形式
tπス
"は 負定値

であるという.

(3).p<η,9=0の とき : このときは負にはならないが,原点以外の

・ 1="ち =…・="l=0

をみたす点で ν=0になる.これらの点の全体が η―p次元部分空間であることはす
ぐ確かめられるが,実はそれがKer■ ={π :五"=0}にな

っていることを示すのも,
それほど難しくない。このときは,t"ス"は

非負定値 であるといわれる.

(4).P=0,9<η のとき : 逆に Ker■ の点でν=0になり,それ以外ではν<0である.
このときは 非正定値 とよばれる.

次のことは明らかだろう.

難暴萎菫辮彗灘 瞬嘉1震値で勘椰雖締異蓄|ままi411■糠:機備総紺1暴饉樅部著:i轟iど籍鉗
|

|:                          |

次の定理はそれほど明らかではないが,行列式が使えるので便利である.

籍
=1難

饉1霧灘轟:蒲押手轟,素111轟1驚:靖:警i ―…………‐‐‐‐‐―‥‥‥‥‐‐‐‐‐………‐爾
＝
一じ
＝
一対
＝
騰̈
＝
＝
翻
＝

|メ10

間 4。2.2次形式 2π2+ν2+z2+υ2_"ν +νZ+Zυ ―υ
"は
正定値であることを示せ .
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次に,変分原理について述べよう.

間 4。3.次の等式を確かめよ.

証明間 4.3よ り

ノ(")一 ∫("0)

t"ス

"一
%0■
“
0=("_“ o)ス (π 一"o)+2%0■("一

πo)

= tπ■
"―
%0■π。+2ち

"-2tπ
。

= t(π 一
"o)ス
("一 "o)+2鼈 0■ ("― "o)

=t("-2o)ス ("一 "o)+2(t“ 0■ +ち)("

t(■2o+b)=%o望 +ち =%。■+ち =o

+2b("―
"o)

-2o),

ここで
,

だから
,

∫(")一 ∫(πo)=〈"一 "0)ス ("― "。)>0
が
"≠
πOについて成り立つ.□

最後に固有値,固有ベクトルの重要さを示す定理を述べる.

5 その他の応用
ここで挙げた行列の応用は狭い範囲に限られている.た とえば,フーリエ変換は機械工学

や電気回路はもちろん,X線分析,MRIな どの広い範囲で使われている.も ともとは積分
で定義されたものだが,これをコンピュータなどの機械で扱 うには数値化する必要があり,
離散フーリエ変換というものが使われている。これを表すには行列が不可欠である.

また,現代の物理学は相対論と量子力学が柱になつているが,どちらでも行列が重要な役

目を果たし,量子論の舞台はヒルベル ト空間というある種の線形空間,状態はそこでの固有

値である.

そもそも,微分,積分は関数から関数への線形な作用であるから,線形代数と密接につな

がつていて,決 してばらばらなものではないのである.



付録

1 付録 1:階段行列の一意性

階段行列は,行列 ■によって一意的に定まることが,次の定理からわかる.

証明.ス は第 2章 (2.1)の ような階段行列であるとする.P=(Pl P2° …Pm)と するとき

PJ・ =cJ(ゴ =1,… 。,η )

であることを示せばよい.

いま仮に,あるs≦ ηについて,PJ・ =cJ(プ =1,… 。,S-1),Pg≠ Csであつたとする.
このときPπ =t(Pl,P2,… ¬民→とすると

01*0… *o*… ・

0-・ …001*・ …

＊

　

＊

　

ｏ
‥

　

＊

　

　

・

０

　

０

　

。

・

ｏ

　

ｌ

　

０

＊

　

＊

　

・
‥

　

∩

ｖ

0

…・ * Pl
…・ * P2
三 三

…・ * 鳥_1
-00 鳥

島

*

*

*

(8.1)

Pが正則行列だから(鳥 ,… .,民鴨)≠ (0,… 。,0).よつてP■
でなければならないが,これは仮定に反する.ゆえに (■ .1)

が階段行列であるからPs=cs
が成 り立ち,主張を得る.

:葬:黎葺華華〔樽著嬉翌衛:rll::4職,I撃1毅1鋼IFll::=::藩縦糠::霧1薫纂輩付警:で華習
1華奮盤基:華|:/4:弯露藷葬ギilil:輩奮:,11:轟轟li=||::11:1,111li=轟聾著lil,二轟::1111111::::■
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2 付録 2:2次 ・3次の行列式と面積・体積
行列式の幾何学的意味について,こ こで考えておく.
平面の 2つのベクトル α=C斌,b=硬主に対して,実数 D(a,b)を次のように定める :

(1)D(a,b)の 絶対値は,OA,OBを 2辺 とする平行四辺形の面積に等 しい。
(2)D(a,b)の符号は,aを 正の向き (時計と反対回 り)に 180° 以内回転 して らの方向が
得られるときは 正,負の向きに 180° 以内回転して bの方向が得 られるときは 負 である.
ただし,α,bの どちらかが 0であるときや,α と しの向きが同じか逆であるときは,
D(a,b)=0と する。次が成り立つ .

D(a tt b,C)=D(a,c)+D(b,c)          (8.2)

D(a,b+C)=D(a,b)+D(a,c)               (8.3)

D(たα,b)=D(a,た b)=たD(a,b)               (8.4)

ここで,a,b,cはベク トル ,た は実数である.た とえば ,(8。 2)は下図か らわかる .

証明。cl=(1,0),C2=(0,1)と すると,

D(cl,cl)=D(c2,C2)=0,D(cl,c2)=1,D(c2,Cl)=-1.

いま ,

a=αlel+α2C2, b=blel+b2C2

であるから,(8。 2)～ (8.4)か ら,

D(4, b) : arbrD(er, er) * a1b2D(eyez) * azbrD(ez,er) + a2b2D(e2,e2)

難難辞彗岬響:柵儡鰤欄響奮洋:
職̈
＝躍
一

＝鮒
判
鶴
一

一響
議1轟i轟若

- albz - azbt !
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例 2.1。 A(1,6),B(5,2)と Oを頂点とする3角形の面積は ,

争一劉=L

例 2。 2.直線 ι:α
"+bν
+c=0の 上に点 A(π l,νl)を とる.点 B("1+b,ν l― α)も J上の

点である.いま,J上にない点 P(π。,ν。)をひとつとると,△ABPの面積は

〓

ヽ

、

‐

′

ノ

５

　

２

１

　

６

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

ｅｄ

１

一
２

＼
、
‐
′
／

χ

　

ν

一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

Ａ
υ
　

α

＋
　
一

1ldet(;|三
;: ;i

=引一<a一月―∝眈一州=■けり0+4

AB=yα2+b2でぁるから,点 Pと 直線 Jと の距離は,

lα
π。+bν。+CI

√ +b2

であることがわかる.

次に 3次の行列式について同様のことを考える.空間に 3つのベク トル α=こ斌,b=
碗 ,c=藪3が ぁるとし,a,b,cの どの 2つも平行でないとする.3点 O,A,Bを含む平面
を地面と考え,α の方向を東,bの方向を東西に対 して北寄 りとみなしたとき,cの方向
が上向きであるか下向きであるかに従つて,a,b,cは 右手系 あるいは 左手系 であるとい

う.実数 D(a,b,C)を 次の (1),(2)で 定める:

(1)D(a,b,C)の 絶対値は,OA,OB,OCを 3辺 とする平行 6面体の体積に等 しい .

(2)D(a,b,C)の 符号は,α,b,cが 右手系のときは 正,左手系のときは 負 である.
a,b,cの どれかが 0であるときや,α,b,cの中の 2つが平行のときは,D(a,b,C)=0と
定める.

(8.2),(8.3),(8.4)と 同様な次の式が成 り立つ .

D(a+α′,b,C)=D(a,b,C)十 D(a′ ,b,C)

D(a,b tt b′ ,C)=D(a,b,C)+D(a,b′ ,C)

D(a,b,C+C′ )=D(a,b,C)+D(a,b,C′ )

D(たa,b,C)=D(a,たb,C)=D(a,b,た C)=たD(a,b,C)

(8。
5)

(8。
6)

(8.7)

(8。
8)

ただし,a,a′ ,b,b′ ,c,c′ はベク トル,た は実数である.

襲糞華華攀攀彙彗摯彗難彗

蹄:鼎

の1と:きt

一̈一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
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証明.cl=(1,0,0),c2=(0,1,0),C3=(0,0,1)と すると,

D(el,c2,C3)=D(c2,C3,Cl)=D(c3,Cl,C2)=1

D(c2,Cl,C3)=D(cl,c3,C2)=D(c3,C2,Cl)=-1

これら以外の D(ct,cJ,Cた )は 0と なる.いま ,

α =α lCl+α 2C2+α 3C3, b=blel+b2C2+b3C3,C=Cl Cl+C2C2+C3C3

ゆえ,(8.5)～ (8。 8)か ら

D(a,b,C)

- a,1b2csD("r, e2,r-B) + a2bsclD(.r,e-s, er)

*asblczD(tr , €1, €2) + &zbtcsD ("r, eL, es)

*or bsczD("t, €s, r-2) + asbzcrD(tr, €2, er)

- albzcs * a2bscr * asbtc2 - azbtcs - a1bsc2 - asb2c1

a1 b1 c1

a2 b2 C2

as bs cs

例 2.3。 A(1,-2,1),B(2,3,8),C(3,-3,4),D(-1,-2,2)と すると,

口

(P,

-2
0

1

面体

=-55

A書 =(1,5,7),Aさ =(2,-1,3),Iう 平(_2,0,1)

1    2

5 -1
7  3

よって,AB,AC,ADを 3辺 とする平行 6 の体積は 55である .

間 2。1.次のベク トル α,b,cが右手系であるか左手系であるか判定せよ .

(1)α =(6,0,0),b=← 1,-2,0),c=(2,3,1)

(2)α =(0,2,0),b=(3,-1,0),c=(-2,0,-4)

(3)α =(1,3,1),b=(-2,0,0),C=(0,0,4)
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3 付録 3:多項式

1華導1器構iil輯蝉轟:轟螺●IIを11纂耳耳わ1暴1轟:な輝|■|を |ヽた峰,1象彙義1番輯14:線1寒纂輝製|

証明.任意の多項式 ん1("),… 0,んπ(")で

ん1(")0/1(")+・ …+んπ(χ )0九 (χ )

と表される多項式全体の集合 ν の中で,次数の最小のものをん(")と する.いま,

ん(")=gl(χ )。 A(")+…・十gπ (χ )・ 二〈
")

としたとき,Mの要素はん(")で割り切れる。なぜならば,任意の F(π )∈ ν について,

F(χ )=P(χ )・ ん(")+r(π ), T(χ)の次数 <ん (χ)の次数

とおくと,Mの定義から

r(")=F(")一 P(")・ ん(χ )∈ ν

となるので,ん (χ)が Mの要素で次数が最小であることに矛盾する.したがつて,Mの要
素はん(κ)で割り切れる:こ こで,

A(χ )

ん(")

一一　

〓

10/1(")+Oe/2(χ )+… +0・ ニズ
")

00A(χ)+1・ /2(χ)+… +0・ 二〈χ)

二〈π)=0・ /1(")+00ん (")+… +10九 (")

より,A(χ ),/2("),・・0,九 (χ )∈ Mであるので,

A(χ )=Pl(χ )・ ん(・),ん (χ )=P2(χ )・ ん("), …・,九 (χ )=Pπ (")・ ん(π )

となっている.したがつて,ん (")は /1("),ん (χ ),… e,九 (χ )の公約数である。また,これら

の多項式の最大公約数は 1であるので,/0(χ)=1すなわち,

gl(χ)eA(χ)+… +gπ (π )・ 九(・ )=1。

与えられた A("),… 0,九 (χ)に対して,gl(χ ),…・,gπ (")を見つけるにはEuclidの互除法
による。ここでは,2つの多項式の場合で説明しよう。
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A(π )

ん(χ )

一一
　

一

２

　
　
χ

一
　

一

χ
　
　
χ

＋

　

一

χ
　
　
χ

一一
　

〓

("+1)(π -1)("2+2),

2=("-2)("2+"+1)

のとき,/1(")を /2(")で害Jる と,

A(π )=(χ +1)/2(")+3("2+χ ).

次に,ん (")を "2+"で
害1る と

/2(χ )=(χ -2)(π
2+χ
)+("-2).

最後に,χ
2+"を χ-2で割ると,

χ
2+"=("+3)("-2)+6

であるから
,

より
,

■
＋．＞‐
脚

‐
↓
　
珈
〔

切
白
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刊
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鶴
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尭
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皇
ぽ 十 加

2_"十
→ ん 0=L
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1と 約束する。
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(4)α =1か つ b=1

を確かめればよい

"4=CO
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(1)

●)

(α l,

α =

(1)
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３
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(3)α =0のとき逆行列は存在しない。α≠0のとき

第 2章

間 2。 1。 (1)

問 3。 1。 (1)3 (2)3

間 4.1.(1)解なし

(2)例えば
“
4=C(Cは 任意の定数)と して

7c+2   5c-5
χl=~ 3 '"2= 3 '

(3)"=-6,ν =23/2,z=17/2.

問 5。 1。 省略

問 5。2.(1)一αl― α2+α3=0

間 5。 3。 (1)1つ   (2)2つ

6.

7.
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(2) lat-3az-as-0
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間 6.1。 (1)

第 2章練習問題

1。  (1)3

ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

２

４

３

３

１

３

３

２

１

２

３

１
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ｆ

ｉ

‐

‐

ヽ

＼

＼

ｌ

‐
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／

一　　　　（ｎ「′ん一　　　（い“Ｈ〉

一
６
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２

／

ｆ

ｉ

ｌ
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2

-7
1

0)

5。  (1)2個

(1)

僻)

(2)2個

1)

-16
1

-3
-5

(6)2

31   (3)

了  |   (6)

(2)2 (3)3 (4)3 (5)2

2。

(7)α =b=0の とき 0,α =bの とき 1。 α=-2bの とき 2.それ以外では 3
(8)α =b=cの とき 1,α =bま たは α=cも しくは b=cの とき 2,それ以外では 3
(9)α =1の とき 2。 それ以外では 4

1)χ =:,ν =一
:,Z=:

2)"〒 2,ν =3,z=0,υ =-1
3)解なし
4)"=2α -3b+2,ν =α,Z=b,(a,bは 任意の数 )
5)"=z=α ,ν =一α,(α は任意の数 )
6)"=-2α -4b+3c,ν =α,Z=b一 c,υ =b,鶴 =c,(α ,b,Cは任意の数 )
7)解なし
8)"=二 2α 一b+2,ν =α,Z=2b-2,υ =b,(α ,bは任意の数 )
9)"=ν =Z〒 1
10)"=y=Z=0

3。

4.

2a1 - a2 - 2ag: Q

a:t, b:2, n:I-c+?d, s:;- c+td, z:c,,u):d, (c,dt*{I:ffi,alry)
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第 3章

間 1。 1。 (1)1

問 2。1.(1)-10

間 2.2。 25

問 4。 1。 κ=1,3

(2)1 (3)-1 (4)-1 問 1。2は 間 1。 1に同じ.

(a7o)2



間 4.3.

間 6。 1.
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間 4.2。 (α ―b)(b一 C)(C一 α)(α +b+C)

-12 (2)-10 (3)-3 (4)

-307 (2)-272

1を
間 7.2.π =2,ν =-1,z=3

間7。3. 14/307

間 8。 1。 (1)2(2)3

間 7.3.略

第 3章練習問題

1.  (1)-1 (2)-1 (3)-1
(4)-1(5)-1(6)η =4た ,4た +1の とき 1, 2=4ん +2,4た +3の とき -1

2.  (1)98 (2)1  (3)-272 (4)-307 (5)0

-2, U:3, z-I

(6)0  (7)128 (8)1!2!3!4!51 (9)(-1)豊 =E宅井=巨
生
η!

3. (1)(α +β +γ +δ )(α tt β一γ―δ)(α 一β+γ ―δ)(α 一β―γ+δ )
(2)(α 一b)(b― C)(C― α)(a2+b2+c2+αb+bc+ca)
(3)4α
2b2c2  (4)(α ―a)(C― b)(∫ ―C)

(5)― (α +b+C)(α 一b)(b― C)(C― α)
(6)一 (α +b+C)(―α tt b+c)(α ― b tt C)(α +b一 C)

(7)(π 一α)(“ ― b)(“ ―C) (8)("+3a)(“ ―α)3  (9)0

4.

(10)― (鶴 一υ)4 (11) CI,8 + a4 + ! (L2) n3(r*a+b *c+d,)

0藷 争ず1 0島 二うJ O÷ 千
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(7)"=4,ν =3,z=-2   (8)"=

Oχ =手 ν=ギ Z=普

ν

　

ν
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7。 8.省略

第 4章

1次独立

間 1。 1。 省略

間 1。 2. (1)1次 独立  (2)1次 従属  (3)1次 独立  (4)

2(3)0)1間2.1. (1)2

間 4。 1。 (1)固有fL● 1,3  匿]z訂ベクトル  (11),(1)
(2)匿 ]7等催:-2,5  匿]Й訂ベクトル

  (1),(1:1)

固布r′ クヾトル
   |12 , 

「
:1 ,  i

(3)固 有値 -1,1,2

(4)匿]有 fL● 1,1,3  1固 有「ノヾクトル
   ::1 ,  1:1 ,  |

間 6。 1.(1)(li l)と して,P-1・P=(11 :)

(2)P=(11 :)と して,P-1■P=(11 :)

2  12 -11  とヒダて,P-1・P=  11 1 !(3)P= :

第 4章練習問題

1次独立 (2)1次従属 (3)1次従属10 (1)

3
2。  m=7

1次従属  (3)1次 独立 (4)1次 独立1次従属  (2)3。   (1)

=14.  α=2,β :

1,2,  固有「/ヾクトル
  (:),(I)

5。  (1)固有値

3土 y17
固準「ンヾクトル

  (二壁ょ
麺
=),(二

壁上適亜
)

(2)固 有値   2 '
3土√+4α2,固有ベクトル 堕評夏(1)(3)固 有値
2

8,  固有レミクトル
   :'1 ,  14 ,  :

-1,-1,(4)固 有値

5,  固有レミクトル
   ::2 '  :

-1,-1,(5)固 有値
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(6)固 有値  1,2,4, 固有ベクトル

省略

(1)P=

(2)P=

(3)対

(4)P=

第 5章

間 1。 1。 省田各

間L2o囲 =乳θ=,0仁 0=乳θ=

間 3.1。

間 3。 2。

(

間 4。 1。

間 4。 2。

(

問 5。 1。

間 6.1。

問L&oα =2o土 (島 ,一鵜,ラ≒→
問 1。 4。 (1)(2)省略 (3)(α ,b× C)≡ lα卜lb× Cle coSθ より平行六面体の体積である。

間 2。 1。 省略

0に り=印 =1
π

一
Ｑ
υ

(2)π ∈72・ とすると,71⊂ Иろより,すべてのυ∈Wiに対してν∈″うになることがわ
かり,(π ,ν )■ 0と なることから,π ∈71■ e
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7.Oα =一ギ≒,b=ギ号,C=ギ号121α =圭1,b=c=土 :

が口  =二

t

‐ 0ぽ1〕 0に ゴ)
12. (1) i11 1: 

寸    (2)    1 11

13,(1)固有値2,基底
{(1)}

号戦躯 ト ト

(3)固有催室1, 1-2a, 1+2a,基底{    },{    },{  1 },{   }

M001→ιγ(1111)π O乳 Q(10,(1)
OP=(4率

),P4・
P=(::)0城

(2)。 (1)tπ (:ム )π (b)6,-4(113)

OP=(彙
卑 ),P44P=鶴 1)0街

2_勺2

0)0り )lπ (fl ll)π
 (り 2土あ,(1」の),(1撃√)
W ガ

(d)(2+νワ)"2+(2-νり)ν
2
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(d)ν写"2_vttν
2_z2
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(12).

(d) 3r2

第 6章

間 1.1。 π =t("L π2だ … ,“→ ,υ =t(ν L ν2デ … ,ν紛 とす れ ば (■2,0=Σ α五銑面 +…・+Σ α観銑π ,

t=1           う=1

(2,■
*ν
)=“ lΣ〕璽 防 +…・十

“
π〕Σ 竃 iヽよ り和の取り方を変えれば

よい .

J=1 J=1

問 1。2.(1)(■ +αE)*=ス*+西Eよ り掛ければよい .

(2)A― αEが正規行列なので ‖(■ ―αE)π ll=||(■ ―αE)*π llか ら.

(3)α (π ,ν)=(■π;υ)=(π ,ス
*ν
)=(π ,百ν)=β (π ,υ )よ り.

問 2。 1.
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問 3。1.省略 .
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間 3。 2。 (1)― (2)を示す.yの部分空間として,硫 =%+… ・+Wに1+"1+1+…・+%と す
る.も ちろん,(1)よ り y=L① 硫 である。一方,"j∈ L,νj∈ 7:(づ =1,2,…・,た)と し
て,■ +…・πた=υl+…・+νたが成り立つと仮定すると,

a一銑=ΣπJ一Συゴ∈L∩硫
ゴ≠
`     J≠

づ

が成 り立つが,y=L① 硫 より,πづ=νぅ。

(2)==諷 1)を示す。
"づ
∈7:∩硫とすると,硫 の定義より"`=π l+…

°+π
`_1+"二
十1+…・十πた

と表すことができる.すると,(3)よ り,すべてのづ=1,2,…・,た に対してat=0がわかり,
(1)が示せた .

間3.3。 (1)省略.(2)И亀の正規直交基底を{el,・ …,Cr}とすると,任意のπ∈yに対して

πl=ΣE(a,cた )eた ,  π2=π ~π l
た=1

とおくと,(π l,π2)=0であるから,π2∈
"十
であり,y=%+"争 であることがわかるの

で,(1)よ りy=%①
"十

.

間4。 1.(1)シユワルツの不等式より,||力 |12=解M*",3)≦ 1降五
*″
||||"‖
が成り立つ。よって,行列

ノルムの定義より‖川12≦ ||五五
*||≦

||ス ||||五
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♂・・←→

間 2。 2。 P~1■P=
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したがって,

(2)ス =

他の 1つは,例えば P=

tPAP =

3"2+4ν 2_12z2.

の固有値は1,手繹郵翠)だから,
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したがつて,

間 4。 2。

3"2__ν
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>0, :>0,

2チ
ザ 1
=:>Q日 =2>Q

ゆえに,定理 4.3.か ら正定値である。

間 4.3。 4は対称行列だから,ち五πO=ち 0■2.ゆ えに,
t(2-2o)ス
("-2o)+2%0■ (π ―πo)

= ち五π一%スπO― %0■π十%0■"0+2%0■π-2ち 0■π0
= ち■
"一
ち0■πO.

付録 :間 2。 1。 (1)左手系 (2)右手系 (3)右手系
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