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4章一弗

ベク トル空間

4.1 ベク トル空間とその部分空間

ベク トル空間

1行だけの行列や 1列だけの行列を行ベクトルや列ベクトルと呼んだ.こ れ

らをまとめて数ベクトルと呼び,実数を成分とする2次元列ベクトルや行ベク

トルの全体である

υ,υ ∈Rη ならば υ+υ ∈Rη

υ∈RLた ∈Rな らば んυ∈Rη

つまり,和 と実数倍について閉じているという性質であり,こ れを線形性 と

呼ぶ.

一般に,集合 yの要素について上と同様の性質が成 り立つ場合,その集合の

ことを (一般の)ベ クトル空間と呼ぶが,こ こではあまり詳 しく触れない。2

次以下の多項式の全体や連続関数の全体などが例としてあげられる.

部分空間

ベクトル空間の部分集合がそれ自身上記のような線形性をもつ場合,その部
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分集合のことを部分空間と呼ぶ.χν平面において原点を通る直線は部分空間

であ り,χνz空間において原点を通る平面は部分空間である.“ν平面の第 1象

限や,“νz空間における原点を通 らない平面などは部分空間にならない .

2つの部分空間の共通部分も部分空間となるが,一方がもう一方に完全に含

まれている場合を除き,合併集合は部分空間とはならない.

η次元列ベクトル空間,2次元行ベクトル空間およびそれらの部分空間のこ

とを総称 して数ベクトル空間と呼ぶ .

この章ではベクトル空間として数ベクトル空間を考えるが,一般のベクトル

空間についてあてはまる事柄も多い.

同次連立 1次方程式の解空間

鶴 ×η型の行列 ス を係数行列とする同次連立 1次方程式

の解の全体である

は Rη の部分空間となる.

定数項ベクトルが零ベク

体は部分空間とならない。

スυ=0

乃 ={υ l五υ=0}
これを同次連立 1次方程式の解空間と呼ぶ.

トルでないような,一般の連立 1次方程式の解の全

生成元

Rη のいくつかのベクトルυl,υ 2,…
°
,υたを考えたとき,こ れらの実数倍の

和のことを 1次結合と呼び,1次結合の全体である

y={α
lυ l+α 2υ2+…・+αたυたl 

αl,α 2,・ …,αた∈R}

は Rη の部分空間となる.こ れをυl,υ 2,… °
,υたの生成する (張 る)部分空間

と呼び,υ l,υ 2,… °
,υたのことをyの生成元と呼ぶ.υ l,υ 2,… °

,υたの生成す

る部分空間のことを

I″
/{υ

l,υ 2,… °
,υた}, (υ l,υ 2,° …,υた)

などと書き表す .

同次連立 1次方程式の一般解 υは,基本解と呼ばれるいくつかのベクトル

υl,υ 2,…
°
,υたによつて

υ=α lυl+α2υ 2+° …+αたυた (α l,α2,…
°
,αたは任意実数)

と書き表されるので,解空間は基本解によって生成されていることになる.
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は R3の部分空間であること
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2.平 行四辺形は 1つ の対角線によって面積の等 しい 2つの三角形に分割さ

れる.

(1)平行六面体は体積の等 しい 6つの四面体に分割されることを示せ .

(2)平行六面体の 4次元版,す なわち 1次独立なベクトルα,b,c,α ∈R4に

対 し

S={Sa tt ιb tt ac tt υα∈R410≦ s,t,a,υ ≦1}

は四面体の 4次元版のもの,す なわち

{Sa tt tb+ac tt υα∈R41 s ttι 十鶴十υ≦1,0≦ S,t,し ,υ }

と体積の等 しいような,い くつの部分に分割されるか調べ よ.
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(3)条件式は原点を通らない直線を表しているので

は部分空間でない .

(4)条件式は原点を通る平行でない

を通る直線となり,助 は部分空間である.(助 =7
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Bの解答L   
軍ラ」FO● :3

②よりχ=ν 一z,① よりχ2+(ν  tt Z)(ν 一Z)=0に これを代入すると

(ν
_z)2+(ν +z)(ν ―Z)=0,す なわち2ν (ν ―z)=0・ よつて

ν=0  …… 。③

もしくは

ν―z=0… …・ ④

③の時は,①はχ2二 z2=0,②は"+z=0で ,②が成立すれば①も成立

するので

∈ T布4

∈ ″
″

よって 7は 部分空間で

はない.

2.(1)平行六面体の 1つ の頂点を固定する.その頂点を含まない面が 3つ あ

る.それら3つの面の各々と固定された頂点で錐を作るとよい.平行六面体は

これら3つの錐に分割され,さ らに問題の前置きに書いた平行四辺形の分割に

より各錐は 2つの四面体に分割される.

(2)(1)の 考えを式を頼 りに応用するとよい.例 えば Sにおいて固定する頂

点をs=ι =鶴 =υ =0と したとき,s=1,0≦ t,し ,υ ≦ 1は これを含まない

1つ の 3次元面 (平行六面体)である.こ のような 3次元面が 4つ存在するこ

とに注意すれば答は 24個である.
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4。2 次元 と基底・ 1次独立性

次元と基底

点を0次元,直線を1次元,平面を2次元,空間を3次元というが,こ の次

元という概念はベクトル空間の広がりの程度を表している.点は広がりをもた

ず,直線は 1方向に広がっており,平面はある直線方向とさらにもう1つ別の

方向に広がっていると考えられ,空間は3方向への広がりをもつ.

直線上に原点を定め,直線上のベクトルυlを 1つ決めれば,その直線上の

点の位置を実数値で表すことができる。このようにして定義するのが数直線だ

が,こ のとき,任意の点の位置ベクトルυはυlを単位として

υ E=αυl

と表され,α が位置を表す実数値,す なわち座標成分ということになる.そ し

て直線の場合はこの 1つの数値で点の位置が定まるので,広がりの程度は 1方

向,つ まり,1次元であるということになる.

平面の場合も,2つの座標軸を導入することで点の位置を2つの実数値の組

で表すことができるが,こ の場合も,2つの座標軸の単位になるベクトルυl,υ 2

を決めて

υ ==α lυ l+α 2υ 2

のようにして平面上の点の位置ベクトルを表すときのαl,α2が座標成分という

ことになる,平面上の点を表すにはどうしても2方向考えなくてはならず, し

かも2方向で十分なので,広がりの程度は2方向,つ まり2次元であるという

ことになる.

これを一般化 して考えてみると,ベ ク トル空間の広が りの程度を表す次元 と

いう値は,い くつの座標軸を導入 して考えなくてはいけないか,言い換えると
,

座標軸の単位になるベク トル υl,υ 2,… ・をい くつ導入すれば,そ のベク トル空

間のすべてのベク トルを

υ=α lυ l+α 2υ2+… °+αηυη

のように表せるか,その必要かつ十分な個数 2を意味しているのだ.

ここで考えた座標軸の単位になるベクトルのことを基底ベクトルと呼ぶ.ベ

クトル空間yの基底とは,そ のベクトル空間のすべてのベクトルυを上のよう

に 1次結合で表すために必要なベクトルの組 υl,υ 2,…
°
,υηのことである.す

なわち,ベ クトル空間の生成元であつて,どれか 1つでも欠けるとベクトル空

間全体を表すことが出来ないようなベクトルの組のことである.

ベクトル空間 yに対 して,基底になるベクトルの組は何組も考えることがで

きるが,基底を構成するベクトルの個数である次元の値は 1つ に定まることを
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証明できる.yの 次元 (dimension)の 値は dim yと 書 く,

電次元列ベク トル空間・行ベク トル空間の次元は,

dim Rη =dim Rη =2

である.基本単位ベク トルの組 el,c2,… °
,Cれ は Rη の基底である.こ の基底

をRη の標準基底という.

m× η型の行列スを係数行列とする同次連立 1次方程式五υ=0の解空間

フレηの次元は

dim ⅣA=2~rank И

である.先 に述べた基本解 とは,解空間の基底のことである.

いくつかのベクトルυl,υ 2,° …,υたによつて生成された部分空間7{υ l,υ 2,

・…,υた}の次元は,こ れらのベクトルを並べてできる行列を

五 =(υ l υ2・ … υた)

としたとき

dim″ {υ l,υ 2,… °
,υた}=rankス

となる.基底については後述の定理2を参照せよ.

1次独立性 01次従属性

ベクトル空間の基底 となるベク トルの組は,そのベク トル空間を生成する

ことの他に,1つでも欠けると全体を生成出来ないことが条件であった.それ

はベクトル空間の広が りの程度を考えるにあたつて,余分な座標軸が 1つ も

ないことを意味する.余分であるとは,その座標軸の基底ベク トルがなくて

もベクトル空間を生成できるということである.考 えているベクトルの組を

υl,υ 2,…
°
,υηとして,余分なベクトルをυづとすると,考えているベクトルの

組からこれを除いた残 りのベクトルでもベクトル空間を生成できているため
,

υJが,それら残 りのベクトルの 1次結合で表せることになる.逆に言えば,余

分なベクトルがないとは, どのベクトルも,それを除いた残 りのベクトルの 1

次結合としては表せないという状況ということになる.

あるベクトルの組 υl,υ 2,… ・,υηについて, どのベクトルもそれ以外のベク

トルの 1次結合として表せないことを 1次独立といい,どれかのベクトルがそ

れ以外のベクトルの 1次結合として表せることを 1次従属という.

1次独立性 01次従属性を正確に考えるために,ベクトルの組υl,υ 2,… ・,υη

に対 していくつか用語の定義を列挙する.
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1次結合

すでに説明 しているが

のことを1次結合という

ベ ク トルの実数倍の和

αlυl+α2υ2+… °十αηυη

1次関係式

1次結合が零ベク トルになる場合,考えているベク トル υl,υ 2,…
°
,υηの間

には何 らかの関係が成立 していると考えられる.こ の関係式

αlυ l+α 2υ2+…・+αηυη=0

のことを 1次関係式という。

自明な 1次関係式

係数がすべて 0である 1次関係式は実際には何の関係も表していない.どん

なベクトルの組を考えても,係数をすべて 0にすればその 1次関係式

Oυ l+Oυ2+…・+Oυη=0

は必ず成立するので,こ れを自明な 1次関係式と呼ぶ.

非自明な 1次関係式

自明な 1次関係式以外の 1次関係式のことを非自明な 1次関係式と呼ぶ.

1次従属性

ベクトルの組に対 して非自明な 1次関係式が成立する場合,それらのベクト

ルの組は 1次従属であるという.上 に書いたように,どれかのベクトルがそれ

以外のベクトルの 1次結合として表せる.

1次独立性

1次従属ではないベクトルの組を 1次独立であるという.つ まり,非自明な 1

次関係式が全 く成立しない,言い換えると,成立する 1次関係式は自明なもの

に限るようなベクトルの組のことである.上 に書いたように,1次独立なベク

トルの組では,どのベクトルもそれ以外のベクトルの 1次結合として表せない.

独立最大数

η個のベクトルの組 υl,υ 2,… °
,υηに対 して,その中から最大いくつのベク

トルを 1次独立なものとして取 り出せるか,そ の最大個数を独立最大数と呼ぶ.

また,1次独立になるように最大限多 く取 り出したベクトルの組を独立最大の

組と呼ぶ.独立最大数が 2と なることとベクトルの組υl,υ 2,… °
,υηが 1次独

立であることは同値である。
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独立最大の組に関しては次の定理が成立する.

定理 1.ベ ク トルの組から取 り出した独立最大の組によって,も とのベク トル

の組に含まれる残 りのベク トルは独立最大の組のベク トルの 1次結合で表せる.

逆に,与えられたベク トルの組から 1次独立なベク トルの組を取 り出して,残

りのベク トルをその 1次結合で表せたとすると,それが独立最大の組である.

定理2.ベクトルの組υl,υ 2,… °
,υηから取り出した独立最大の組は7{υ l,υ 2,

0…
,υη}の基底となり,独立最大数が7{υ l,υ 2,… °

,υη}の次元となる.

具体的に独立最大数や独立最大の組を求めるには次の定理を利用すればよい.

定理 3.ベクトルの組υl,υ 2,…
°
,υηを並べてできる行列をス =(υ l υ2… °υη)

とする。これを行の基本変形で階段行列に変形した場合,rankス を決めること

になる各行最初の 0で ない成分である1を含む列と同じ列番号のスの列ベクト

ルの組が独立最大の組であり,独立最大数はrankス と一致する.

このことから次の定理も証明される.

定理 4。 行列 スを行の基本変形によって階段行列 Bに変形する場合,途中経

過は異なっても,最終的に得られる階段行列 Bはただ 1つ に確定する.

さらに,独立最大数に関連 して次のような定理も成 り立つ .

定理 5。 行列 スの列ベクトルの生成する部分空間の次元および行ベクトルの生

成する部分空間の次元は,ス の階数 rankス と一致する。

そして転置行列の行ベクトルはもとの行列の列ベクトルを横にしただけであ

るから,次のような定理が成 り立つ.

定理 6.rank勿 =rank五

(2)α l
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2,… 。,2)と する.α l,b2,・ … が Rη の基底 となるための必要十分条件は
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,bη
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は任意定数)である .
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次元は 3である.
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4.2 次元と基底

とな り,①が非 自明な 1次関係式

b+(一
[)C

となり,結論が示された.

2.行列 ス =(α l α2… °αη)か ら基本変形を繰 り返して行列 B=(bl b2・ …

bη )に なったとする。これらの行列を係数行列とする同次連立 1次方程式の解

は完全に一致するから,ベ クトルの組 αl,α2,…・,αηの間に成 り立つ 1次関係

式と全 く同じ係数の 1次関係式がベクトルの組 bl,b2,… °
,bη の間にも成 り立

つことになる.

また,簡約な行列においては,各行の最初の 0で ない成分が 1(先頭の 1)で

あり,先頭の 1を含む列ベクトルは基本単位ベクトル (先頭の 1以外の成分が

0)である.よ って,先頭の 1を含まない列ベクトルは,自 分よりも前にある

先頭の 1を含む列ベクトルの 1次結合で一意的に表されることになる.こ のと

き,1次結合の係数は,今考えている列ベクトルの成分であることに注意せよ.

さて,■ から基本変形で 2つの異なる簡約な行列 B,θ に簡約化されたとす

る.こ のとき,3と θ =(cl C2・ … Cη )の各列が最初に異なる列番号をグと

し,bプ が先頭の 1を含む列であるか否かで場合分けする.

先頭の 1を含む列ベクトルである場合 :

bグ と%は異なるため,%は先頭の1を含まない列ベクトルということにな

る.しかし,こ の場合 %は プー1列 までの先頭の 1を 含む列ベクトルの 1次結

合で表されることになり,b」 は先頭の 1を 含む列ベクトルであるためブー1列

までの先頭の1を含む列ベクトルの 1次結合で表すことはできない.よ って矛

盾が生じる.

先頭の1を含まない列ベクトルである場合 :

%が先頭の 1を 含む列ベクトルである場合は b」 とcプ の役割を交代して考え

ることにより,矛盾が生じることになる.よ って,cプ も先頭の 1を 含まない列

ベクトルであって,そ の成分が bJと 異なるという状況で考えればよい。この場

合,bJも cプ もプー1列 までの先頭の1を含む列ベクトルの 1次結合で表され

ることになる。ここで,そ れぞれの 1次結合の係数は bブ ,%の成分である.こ

れらの式を1次関係式と見たとき,3,θ の列ベクトルの間に成り立つ 1次関

係式は全く同じ係数になるのだから,bグ と%の成分が異なるのは矛盾である.

よって,いずれの場合もあり得ないのだから,3,θ は各列ベクトルがすべて

一致する,すなわち,3=θ であることがわかった.
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3。 P=

l P12  …・ Plη

O P22  …・ P2η

O pη2  …° Pππ

ここで αl,b2,° …
,

ヽ
―
―
―
―
―
ノ

硫と表せる

L *it,llJ' (o, b2 b.) : (ar a2 br)P

が Rη の基底・
―  (α l b2 …・ bη )が正則

≠0であるから,結果が得られる.― Pが正則 ―

4。 α+bνγ+Cντ+α輌 =0(α ,b,C,α ∈C)と すると

α+bν7=yc(_c_αν7).

ここでC十 ムが=0と するとα+気が=0と なるがァ百は無理数だから

α十噸 =0・― α=b=0

C+αψ =0-C=α =0

であるか らα=b=c=α =0と なる .

C+αψ ≠0であれば

桁=∴畿鶏=γ +Sψ O,S∈ 0)

であるが,純,77は無理数だからγ≠Qs知 よつて
9=(γ

2+s2p)+2rsν
τ

で拶 が有理数となり矛盾.

Pzz Pzn

Pn2 Prn
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4.3 線形写像 と表現行列

線形写像・線形変換 (■ 次変換)

集合 スの各要素に対 し,集合 Bの要素が 1つ対応 しているとき,こ の対応

のことを■からBへの写像と呼び

∫:五 → B

などと書く.ス の要素αに対応するBの要素は∫(α)と 表す.

2つのベクトル空間К7の間の写像

∫:y→ 7

が,線形性と呼ばれる次の条件

υ,υ ∈yに対して, ∫(υ 十り)=∫ (υ)+ノい )

υ∈乙 た∈Rに対して,ノ (たυ)=げ (υ )

をみたすとき,こ れを線形写像と呼ぶ.ベクトルの和や実数倍をそのまま対応

させるような写像のことである.

たとえば
"ν

平面上の点を原点中心に
1回

転させるような写像は線形写像と

なるし,χνz空間の各点から最短距離にあるχν平面上の点を対応させるよう

な写像は線形写像となる.し かし,χν平面上の点をχ軸方向へ 1動かすよう

な写像は線形写像ではない.

自分自身への線形写像のことを線形変換 (1次変換)と も呼ぶ.

表現行列

m× 2型の行列 スに対 して,ル :R

ル (υ )

と定義すると,ル は線形写像となる。

∫(el),∫ (e21

を並べてできる行列を■ とし,υ =

ま∫像写形線のへπ
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一般に,2つの線形写像

θ:び → 乙

の合成写像

∫:y→ 7

合成写像∫oθ の表

に角 θだけ回転させ

である.

核と像

線形写像 ノ:y→ 7に関しては必ずノ(0)=0と なる.∫ (υ)=0と なる

υ∈yの全体である

Ker∫ ={υ げ(υ)=0}
を∫の核 (kernel)と 呼ぶ.Ker∫ はyの部分空間である.

また,yのベクトルがノによって対応する7のベクトルの全体である

Imノ ={∫ (υ)lυ ∈y}

を∫の像 (image)と 呼ぶ。Im∫ は7の部分空間である.

鶴×η型の行列スを係数行列とする同次連立1次方程式の解空間Иれ はス

を表現行列とする線形写像ル の核となる.すなわち
"η

=Kerん である.
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いくつかのベクトルυl,υ 2,… °
,υたによつて生成される部分空間″{υ l,υ 2,

°…,υた}は ,これらのベクトルを並べてできる行列を

■ =(υ l υ2° … υた)

としたときのん の像である.すなわち7{υ l,υ 2,…
°
,υた}=Imん である.

鶴×η型の行列スを表現行列とする線形写像をル とし,その列ベクトルを

υl,υ 2,… °
,υπとすると,KerノA=И仇およびImル ="質υl,υ 2,…

°
,υη}

であったから

dim(Kerル )+dim(Imル)=dim‰ +dim 7{υ l,υ 2,° …,υη}

=(2-rankス )+rankス =η

となるが,こ れを一般化すると次の定理にまとめられる .

定理 1.線形写像∫:y→ 7について

dim(Ker∫ )十 dim(Im∫ )=dim y

が成立する.

dim(Im∫ )の ことを線形写像∫の階数といい,rank∫ と書く.

座標ベクトル

呼ぶ.

yのベクトルと座標ベクトルの対応関係はお互いに 1対 1の線形写像になっ

ており,こ れによつてyを座標ベクトルの列ベクトル空間 Rη と同一視できる.

一般の線形写像∫:y→ 7で も,Rη からRπ への線形写像の場合と同様の

表現行列を考えることができる.そのため,L7にそれぞれ基底υl,υ 2,… °
,υη

とり1,υ 2,…
°
,υmを取って考えよう.それぞれのベクトル空間のベクトルを

基底の1次結合で表すことができるので,それによる座標ベクトルの列ベクト

ル空間Rη ,Rmと 乙7をそれぞれ同一視して考えると,ノ :y→ 7はこの

同一視によつて∫:Rη → Rmと いう線形写像と考えることができるようにな

る.こ の線形写像∫の表現行列のことを∫の (こ れらの基底に関する)表現行

列と呼ぶ.
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基底の変換行列

別の基底 を考えると表現行列 も変わるが,そ こには一定の法則がある.

υl,υち,0… ,υ角をyの もう1組の基底とすると,こ れらはυl,υ 2,° …,υηの

1次結合で表されるので

(υ l υち…・υ先)=(υ l υ2° …υη)P

となる第次正方行列 Pが定まる.こ の Pを基底の変換行列と呼ぶ.基底の変

換行列は正則である.

基底の変換行列 Pに よって,座標ベクトルの対応関係がわかる.yの 1つのベ

クトルに対し,基底υl,υ 2,… °
,υηによる座標ベクトルをう,基底υl,υち,… 0,υ

先

による座標ベクトルをう
′
するとき,こ れらの間には

う=Pう′

という関係がある.

同様に7に ももう1組の基底υl,υち,… 。
,υ続を考えて基底の変換行列を

のとすると,今考えている線形写像∫:y→ 7を ス7の基底υl,υち,… 0,υ先

とり1,υち,… 。,υ篤によって表現した行列Bは

B - a-LAP

となる.

例題 1.

B=
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例題 2。

(1)直線 ν=2χ に関する線対称移動を行列で表現せよ.

(2)直線 2χ +3ν =1を (1)の線対称移動 したときの図形の方程式 を求

めよ.

＼

―

′

ノぼ一２
略 o点にのが伸<氏ηにうつつたとするこ軋点(γ ,

は直線 ν=2χ 上の点だから

7=χ +χ すなわち ―X+子 =χ 一;…
… ①

点 田 は 回 樋 る傾き
毛

罐 線上Q点だから

y一ν=モに一のすなわち>十 y=歩十ν― ②
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①と②より

となり

よって (1)の 行列は

例 題 3。
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2。 (1)∫ (■)=θ (■ )五 十∫(0)E(gは多項式)と かけるのでスηπ=0よ り

∫(■ )ス
η~lπ

=g(■)ス
η
"+∫ (0)Aη

~lπ
=∫ (0)ス

η~1"

また∫(■)"=0よ り

∫(■ )ス
η~1"=五η-1∫

(■ )π =0◆

よつて∫(0)ス
η~1"=0と なるが∫(0)≠ 0であるから五η

~lπ =0が得られ

る.こ れをくり返すことによりπ=0を得る.

(注意)よ リー般に,互いに素な多項式∫,gに対し

∫(■ )“ =g(■)π =0→ "=0
である。

(2)ス
η~1ノ

(■ )ν ≠0と なるν∈yを とり
“
=∫ (■ )ν とおけば

スη
"=0, 

スη
~1"≠

0

このとき
",■“

,…
0,スη~1"は 1次独立である.

η-1

(・・・Σ
Ctス

をπ=0の 両辺にスη~1を
作用させて cOAη

~lπ
=0,∴ c。 =0。

次にスη~2を
作用 させて clス

π~lπ =0よ りcl=0以下同様.)従って

dim{π ∈ylスη
“
=0}≧ η

(注意)あ る3に対しスηB=0,スは13≠ 0であればよい.
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4.4 正規直交基底

ユークリッド内積

平面 0空間のベクトルに対して定義した内積を2次元数ベクトル空間Rη に

積と呼ぶ

υ =

に対 して

υ・υ =αlbl+α 2b2+… ・+απbη

と定義 したものである.υ ・り の他 に,(υ ,o)も しくは (υ ,υ )と 書 くことも

ある.

ユークリッド内積に関して次のような法則が成り立つ.

υ・り =り 。υ

(鶴 +υ )・ υ =鶴・υ ttυ o υ

鶴 。
(υ +υ )=鶴 ・υ+鶴 Oυ

(たυ
)・

り =υ 。
(たり)=た (υ

・υ
)

υoυ ≧0(等号成立は υ=0の ときに限る.)

ユニクリッド内積以外にも,ま た,一般のベクトル空間に対 しても,上記の

性質をみたす (一般の)内積を定義できる (内積の導入されたベクトル空間を

内積空間と呼ぶ.)が,こ こではあまり詳しく触れない.

ベク トルの長さ

に対しても
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lυ +り |≦ lυ l十 lυ l

lυ
o υl≦ lυ ‖υl

lυ l≧ 0(等 号成立は υ=0の ときに限る。
)

角度 0直交性

平面・空間のベク トルの場合 と同様 に,2つのベク トル υ,り のなす角 θは

cos θ==縞

をみたす 0≦ θ≦πの範囲の角度 として定義する.ま た,こ れらが直交 してい

ることをυoυ =0で定義する.直交 していることは

υ tt υ

と書 く.

直交補空間

7を ベク トル空間 yの部分空間であるとする.υ ∈yが 7の すべてのベ

ク トルに直交 していることを

υ tt И/万

と書き,こ のようなベクトルの全体

7上 ={υ lυ 上フレlυ ∈y}

のことを 7の 直交補空間と呼ぶ.直交補空間は yの部分空間である.

直交補空間の直交補空間はもとの部分空間に一致する.す なわち

(T布
′″⊥

)⊥ =Tグ

となる.

正規直交基底

お互いに直交するベク トルの組 υl,υ 2,…
°
,υηを直交系 と呼ぶ.直交系は 1

次独立であることを証明できる.特 に,ベ ク トル空間の基底が直交系である場

合,直交基底と呼ぶ.

直交系のそれぞれのベク き,すなわち

となるとき,正規直交系と呼ぶ.特

る場合,正規直交基底と呼ぶ .

標準基底 el,c2,… °
,Cれ は Rπ の正規直交基底である.

間の基底が正規直交系であ

雄

司

開

陵

で
　

＜

＜

ク
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ベ
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正規直交基底に関 して次の定理が成立する.

定理 1。 υl,υ 2,… ・,υηがベク トル空間 yの正規直交基底であるとき,yの 任

意のベク トル υをこの基底の 1次結合 として

υ ==α lυ l+α 2υ 2+… ◆+απυη

のように表すと,その係数 (座標成分)は αt=υ・υことして求められる.

さらに,yの別のベクトルリが

υ =blυ l+b2υ2+… °十 bηυη,

と表されるとき,υ とり の内積は

bづ =υ・υを

υ。り =αlbl+α 2b2+… ・+απbη

として求められる.

正射影

平面に真上から光を当てると空中にある物体の影が真下にできるように,ベ

ク トル空間の各ベク トルを,その部分空間上に垂直にうつす写像を正射影と

いう.

ベクトル空間をy,その部分空間を7,υ ∈yが 7上のベクトルυ ∈7
に正射影されたとするとυ―りがυからИ/に 下ろした垂線の方向ベクトルと

なるので

υ一り 上じグ

となる.

7の 正規直交基底 をυl,υ 2,…
°
,υたとすると

り =αlυ l+α202+。 …+αたりた,   αじ=υ・υづ

となることを証明できる.

υ∈yを 切 ∈7に 対応 させる写像は線形写像である.

グラム 0シ ュミッ ト (Gram―Schmidt)の正規直交化法

1次独立なベク トルの組 υl,υ 2,… °
,υηをもとにして正規直交系 υl,o2,… °

,

υηを構成することができる.

最初のベク トル υlについては,同 じ向きで長さが 1であるベク トルを考え

ればよいから
υl

01=画

とすればよい.

2つ 目のベクトルυ2については,ま ずり1に直交するベクトル鶴2を 求めて,
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次にその長さを 1にする。具体的には,υ2を 切1方向に正射影したベクトル

(υ 2・ り 1)υ l

を考え

鶴 2=υ 2~(υ 2° 01)り 1

と定義すると鶴2⊥ υlと なるので

り 2=両

とすればよい .

3つ 日のベク トル υ3については,ま ず υl,υ2の両方に直交するベク トル

鶴3を求めて,次にその長さを1にする。具体的には,υ3を 7{り 1,02)に 正

射影 したベク トル

(υ3° 01)り 1+(υ 3・ υ2)υ 2

を考え

鶴3=υ 3~(υ 3・ 敏社)り1-(υ 3・ υ 2)υ 2

と定義するとし3⊥ ″{υ l,02)と なるので

υ 3=画

とすればよい.

これを次々に繰 り返すと,ol,o2,… °
,切ηが構成できる.りたは

した=υ た
~(υ

た 敏゙社)υ l― (υた
。υ 2)υ 2~… ・~(υ

た
。り た-1)りた_1

から

り た=爾

として求める.

このようにして正規直交系を求めることを,グ ラム・シュミット (Gram―

Schmidt)の正規直交化法とよぶ.ベ クトル空間の基底から,こ の手法で正規

直交基底を得ることができる.

直交変換・直交行列

線形変換∫:y→ yが内積を変えない,すなわち,任意の鶴,υ ∈yに対して

∫(鶴 )。 ノ(υ)=鶴 Oυ

が成立する場合,こ の線形変換を直交変換と呼ぶ.鶴 とυが直交しているとき,

ノ(鶴 )と ∫(υ )も 直交しているので,こ のように呼ばれる.内積が変わらないの

でベクトルの長さも変わらない.原点を中心とした平面上の点の回転や,原点

を通る直線に関する対称移動は直交変換である.

直交変換に関して次の定理が成立する.
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定理 2。 υl,υ 2,… °
,υηがyの正規直交基底であるとする.線形変換∫:y→ y

が直交変換である必要十分条件は∫(υ l),ノ (υ2),… °
,∫ (υη)が yの正規直交基

底になることである.

Rπ の直交変換の表現行列を直交行列と呼ぶ .

2次正方行列 Pの列ベクトルをpl,p2,…・,pη とすると

Pを =Pcづ =√P(Cを )

であ り,cl,c2,… °
,Cπ は Rη の正規直交基底だから,上の定理によつて,Pの

列ベク トルの組 Pl,p2,… °
,Pη が Rη の正規直交基底であるような Pが直交行

列であることになる.

これを条件式で表す と

tPP=E

となる.こ のことから直交行列 Pは正則な行列で P~1=tPで あることがわか

る.ま た

IP12=|り |IPI=IEI=1

り,IPI=± 1であることもわかる.IPI=1である直交行列のことを,特

回転行列と呼ぶことがある.

例題 1.

よ

　

に

R4におけるベクトルα=

と内積 α・bお よびαとb

について,長 さ

θを

lαl=732+12+12+12=712=2・ 語

lbl= 12+32+(_1)2+42 =冴 =3桁

求めよ

枷

／
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、

の
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‐

′

／

解答

よって θ=
π

一
〇
〇

α・b=3+3-1+4=9

cos θ=雨 =2落 。3桁

である.
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例題 2.

R3 |,:ijv)< a1 α2 ==

とするとき,″江

解答  α10"=0,α 2・ χ=0をみたすπ

の解である.

よって

幾何学的には7は αl

ある.

で生成 される部分空間を 7

7の 法線で
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3。 2次元数ベク トル空間 Rη において,m個 のベク トル αl,… 。
,αれが 1次

従属であるための必要十分条件は

α 10 α l

αtt αl

αl・ α鶴

απ
◆α鶴

=0

-9 桁

編 y百    2・

であることを示せ .

Aの解答

1。 υOo=た -1-2た -6た2+2=-6た 2_た +1=0を 解いて た=:,一
歩

2。 α・b=0,α ec=0,ld=1よ り
3

b=~百 α
'C=2α ,2α

2+b2+c2=1。

これを解いてα=土島,b=平島,C=土濃餃卸町.

ヽ

3。 αとbの なす角をθとすれば

cos θ=顧
肩可

=

よって αとしのなす角は
:π

である.

4.た lαl+た2α2+…・十たrar=0と おき,α lと の内積 を考えると

(た lα l+た2α2+…・+たγαr)・ αl=0。 αl=0

たlα 10 αl+た2α 2・ αl+・ …+たrar・ αl=0

たlα l・ αl=0(・ 。・α2・ αl=…・=ar・ αl=0)

∴ た1=0(・ .・ αl≠ 0)

同様にた2=0,… ,たγ=0。
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√
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鶴 4 =
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105

基底 は

-2

1

1

1

sin0cos/ cos 0 cosQ - sin/
sin d sin @ cos 0 sin $ cos @

cos0 -sind 0

となる.

9。 ■4=Eか ら

α―+2b―■2c==0,  b==c,  α2_+b2.c2==1

となる.こ れを解いて

α=土T,b=c=平島鱗細明
10。 スは直交行列だから物五=Eを みたす .
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(1)|∫ス(υ)12=∫ A(υ )・ ∫A(υ)=t(■υ)スυ=tυ 勿五υ=tυυ=υ oυ =lυ 12。

よつて |ん<υ )|=lυ lである.

(2)∫4(υ l)・ ∫A(υ2)=t(■υl)五υ2=tυ llИ ttυ 2=tυ lυ2=υ l° υ20

(1)よ り|んIυ l)|=lυ ll,|ル (υ2)|=lυ 21だから

cos θ=       =

となリル (υl),ル (υ2)の なす角もθとなる。

11.■■=Eだ から五
~1=望

.t(五
~1)五 ~1=五

五
~1=E.し

たがつて五
~1

は直交行列.次にt(■3)AB=む 望五B=む (■■)B=むB=Eだ から五B

も直交行列である.

Bの解答

1. a1.n - 0, n くとχl+χ2+χ3=0だから

(α ≠0ま たはb≠ 0).
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√ yα2+αb+b2
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α一 b

α+2b

-2α 一 b

以上により

α2 ==
νりyα2+α b tt b2

― 一b ,

2.(1)1× η型の行列 ス をス =taと お くとき,α
上は連立 1次方程式 スπ=0

の解空間である.α ≠0よ りrankス =1だから解空間の次元はη-1である.

(2)

協 十朗 =い
"十

け   α

=α
("-1年告1等α)‐十β(ν

一Yα)

=α∫(π)十 β∫(ν )

だから∫は線形変換である.次に

ズ→ザ0=← -7→・
|一押→

っ 一 回 ― 同 十三

=π・ν

だから∫は直交変換である.
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3.ま ず ,al,0… ,amに ついての方程式

鶴lα l+。 …+鶴鶴α鶴 =0 …・…・

は 観 個の方程式 (連立 1次方程式 )

(αo・ αl)し1+・ …+(αづOαm)am=0  (づ =1,…・

①

,m)… … ◆②

と同値であることがいえる。実際,②は①の両辺とαをとの内積から得られ,逆

に①は②にしじをかけてづ=1,… 0,mに ついて加えて得られる.

αl,… 。
,α鶴が1次従属であるための条件は,鶴 1,0… ,amについての連立方

程式②が非自明解をもつこととなり,それはdet(ato αプ)=0と 同値である。


