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微分積分学というものを標語的に説明しようとすれば ,「極限概念に基づく数学Jとい
うようないい方ができるだろう。例えば, 一 多くの読者にとってはすでに,高等学校
で学んだように一 放物線 ν=1-"2と "軸 とで囲まれた部分の面積は,その図形を
小長方形で限りなく近似していくことにより,それらの極限値として求めることができ
る.こ のような,事柄はすでに,ヘ レニズム時代のギリシャにおいて,も つと複雑な図
形 (平面図形の面積ばかりではなく,立体の体積も含めて)に対しても,指導的数学 (哲
学)者には知られていた。その中で最も高名なのは,シラクサのアルキメデス (BC 287?
-212)で あろう.しかし,その彼にしても,極限概念を定式化すること 一単純にいえ
lギ
l電∫(2)を

明示的に議論すること一 はなかったという (ボイヤー,数学の歴史 2,1

章,8)。 したがつて,この時代には,現在の微分法に相当する考えは全くなかったと見て

よい .

微分のような発想にいたるには,数学の対象として静止したものだけでなく,動 くも
の (運動)を対象として捕らえることが必要であつた。このような発想はガリレイ (1564
-1642)の 力学の研究などを通して,徐々に数学を扱う人々の間に浸透していつた .

そして,デカル ト(1596-1650)や フエルマ (1601-1665)な どの具体的な関数につい

ての研究の蓄積を踏まえて,ニュー トン(1642-1727)と ライプニッツ (1646-1716)の
微分積分学の基本定理を含む微分積分の「発見Jへ とつながるのである。この本で取り

扱う内容のほとんどは,こ の頃,すなわち遅くとも 18世紀の中頃,までには知られてい

た事柄である.

しかし,本書での取り扱い方は,上に述べたような歴史的発展の順ではない。微分積

分学が理工系の高等教育にとり入れられたのは,いつ頃のことかはそう定かではないの

だが,それ以来の教育上の歴史に由来している。さらに,近年の高等学校での数学の学

習状況をも配慮して編集した。

現代の科学技術を支える多くの数学の基礎である微分積分学を学ぶ一助として,こ の

本が読者の役に立てば幸いである。

2000年 9月

著 者
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第0章

初等関数

まず,微分積分学を通して頻繁に現れる関数とそのグラフについて,ま とめて記しておく.

1 三角関数

原点を端点とする2つの半直線θPと Ooのなす角の大きさは,原点を中心とする半径
1の円からこれらの半直線が切り取る円弧の長さθに比例する.そこで,このとき

∠POO=θ rad

とすることにより角の大きさを測ることができる.radは角度の

単位であり「ラジアン」と読む.円周の長さは 2π であるので,

360° ==2π rad

となり,よつて

r=島 rad=00174… ra軋

l rad=(ギ
)°
=は 29… 0ソ

である。また一般に ,

πo=三Lπ rad, θ rad= (ll♀θ
)°

となる.ラ ジアンを用いて角の大きさを測る方法を弧度法といい,微分積分学ではこれを

用いるのが便利である.本書では弧度法を採用し,以下単位 radを一々記さない.例えば

Sin(:rad)と 書くべき所を sin:と 書く.



４

　

例

第θ章.初等関数

1。 1。 半径 r,中心角 θの扇形の弧長を I,面積を S とする。このとき′

であるから,

OTS::
2n 2rr rr2

1.^,l-r0, .9- -r"0.
2

平面上に原点を中心とする半径 1の円と点 ■(1,0)
の周上を時計回 りと逆の向きに角度 θだけ進んだ点を

sin θ==ν,   coS θ==",   tan θ=静

と定義する.三平方の定理から
"2+ν
2=1で ぁり

,

sin2 θ+cos2 θ=1

が成 り立つ.こ こで sin2 θは (sin θ)2を表 している.

θが 2π の整数倍増えても点 Pの座標は変わらないから,

sin(θ +2π2)=sin θ,
cos(θ +2π2)=cOS θ

となる.ま た tan θについては ,

(η は整数)

tan(θ +π2)=tan θ

が成 り立つ .

例 ■2右 図におい■ 点 P仏 の の 3だけ回転
させた点 P

座標は (一ν,π)だから,

を考える.点 スを出発して,こ の円

P(π ,ν)と する.こ のとき,

Sln(9…
・
1:)

COS(θ
・ i:)

tan(θ ―
・
1:)

fi, - cos 0,

-Y: -sin0,
n -1:
-y tar.?'

一一　

　

〓

定理 1.1(‐加1法1定1理)
sin(a + P) - sin0cos fr + cosasinP,

cos(o +.P) - cos0cos P - sinosinP.

図 1.2

ν

だ
O
・ノノ
ゝ ス

図 1.3
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｀
＼P
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-1

図 1.4
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＋
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な

図

れ

と

右

ぞ

証明 第 2式を認めれば ,

一方で
,

ゆえ
,

のR2

Q(cos p, sin p), R(cos e.) - sin a)

一一　

〓

(cos p - cos o)'* (sin g + sin o)2

2- 2cos0cos 0+ 2sincrsinp.
図 1.5

五P=のRであるから第2式が成り立つ。

例 1。 3。

。 π     .
Sln両
 = Sln

1

π
C° S iI】

:)=Sinlcos:一
COS:ISin:

11 
√

-1

√ 2 2√ '

:)==COS:iCOS:+Sin::sin:

1l νg+1
拒 2 2√ ・

一
に
し

√

一
　

　

＋

２

に
し

√

丁

√

　

ｃｏｓ
　
ｌ
一√

一一
　

　

〓

tan(α +β)については,

in(a+P) sinacos0+cosasinp tancr*tanp
tan(α +β)=Slntα

 tt ρり
=Sln 
α cos ρ tt COS α Sln μ

cos(a+ g) cos0cos p - sinasinp

Ｐ（
1

ヽ
-1 O １

ノ

／

π

-1

が成り立つ.ま た,加法定理において特にα=β とおけば,

1 - tan atan p
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sin 2α = 2 sin α cos α
,

cos 2α  = cos2 α_sin2 α=2 cos2 α_1=1-2 sin2 α,

tan 2α  =

を得る .

問上L dn3∞S3協n告を求めた

例
…
∝
:=

証明 一般に加法定理により,
cos 3α ==4 ёos'α -3 cos α

であることに注意する.いまα=昔 とすると,
cos 2α =cos(π -3α )=― cOS 3α

であるから,X=cos αとおくとき,

2X2_1=_(4X3_3X),

4X3+2X2_3X-1〒 0,

(X+1)(4χ
2_2X-1)=00

0<X<1であるので,これからX=1+ν写を得る。

問 1。2.sin α,cos αについて次の表の値を確認せよ (ヒ ント:手 =年 一響―響).24 2

α 0
π

一
２４

π

一
・２

π

一
８

π

一
ρ
０

π

一
Ｅ
じ

π

一
４

sin α 0
2+νつ一 s(2 - '[z)

4 伸一が
１

一
２

10 - ztfr
4
上
の

COS α
4

2-√ + 3(2 + '[z) √ +1
2の

√
丁

伸

一
４

上
の

α

計

一１０

π

一
〇
〇

計

一８

レ

一・２

1lπ

24

π

一
２

sln α 伸一４
√
丁
2+√

2

√ +1

2√ 4

2-νワ+ 3(2 + ,fr)

COS α
10 - z\rc
4

１

一
２

vT-1
2√ 4

2+vつ一 3(2-～α )
0

三角関数のグラフについては第 4節で考える.
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2 べき・対数
実数 α,r(a>0)に ついて,以下のようにしてべき arを定義する.実数 αをη個かけた
ものをαπと記す。次の指数法則が成り立つ (鶴 ,η は自然数).

I.απ+π =α
772απ

H.αππ=(am)π

IH・ (ab)れ =α
πP

まず
,

αO=1,  α~π =+ "は 自然数)

と定めることによつて,α
πの定義をηが整数であるときにまで拡張する.

ることにより,指数法則がそのまま成り立つことが確かめられる.例えば,

であ

α
-2+5==α 3,  

α
-2α5==多 .α5==α3,

メ→4=「tし‐ア=(嘉)4=轟 =島 =「2,

しの‐=寺 =蒜,「%‐ =芸・芸=蒜・
α>0とする.α の有理数べき arについて考える.自 然数 pに対して

"p=α
となる正

の数 πをクτで表し,         1
αP=拓

とする そし■ 有理数rを r=;mま 整犯 p>の と書いて

ar=α :=(a:)9=(1瀬 )9

と定義する.

ar=7瓦9=(ag):

ともなることが確かめられる。例えば,

43=いД)3=23=8,

27~:==27子 ==(ec蒻リ
ー2==3~2=二 三L=二

:.

イ扇=J訳んであることを用いて,指数法則がやはりそのまま成り立つことが示される.
例えば,

3告
+1吾

3舎 =(1海)4, 3告・31=7τ・(1海)3=(バ海 )4,
2:・
3=2子

=(バカ)12,(2書 )3={(朽 )4}3=(バ海)12,

(203)号 =(、ガ03)5=(1源 .、だ)5=ぃヵ)5(√)5=2号・33。

１

一
ｂ

ｌ
ム

一

α
〓
ｌ
一め
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rが無理数のときを考える。rを 10進小数に展開して小数点以下 η桁 目までとつた有
限小数を rπ とする.rπ は有理数だから arれ はすでに定義されている。2を大きくすると
arれ は一定の値に近づくことが示される.そ こで,こ の一定の値を arと 定める.例えば ,
7r=3。 141590… に対 して

33==27,  33.1==30.13000,  33.14==31.480・ 0,

33.141E=31。 52,  33.1415==31。 5410・ 0,  33.14159==31.5441000

が次第に近づ く値 31.54428・ … を 3π の値 と定めるのである .

次節におけるグラフの考察からも見て取れるように:べき α
rには次の性質がある.

α>1な ら
ar<aS,

また 0<α <1な ら
← ⇒  ar>α

S

間 2。 1。 r,sが有理数であるときに,上の性質を証明せよ.

問 2。 2。 次の数はいくつか.

(1)27~告 (2)32告 (3)8~告 (4)64~:

間 2。 3。 次の数を小さい順に並べよ.

(⇒ /ヾ2,くだ3,ヾ/= o)5~1,5° ,5:5子 ,多 (3)編 ,師 ,回

r<s

r<s

次に対数について考える。α>0,α ≠1とする。

てαm=ν となる実数鶴が唯ひとつ存在する.

m==logα ハイ  ⇔

である.αO=1,αl=α であるから特に ,

上述のαrの性質により,正数 ν に対し

これを m=loga yと かく.つまり,.

α
m=ν

IH・ (ab)r‐ |■‐五||||‐ ■          |‐|||||          ||

logol:0, logoa-L.
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証明  I.鶴 =10gα ν ,η =10gα Ⅳ とぉ くと,

α
π
=几f,

指数法則により
,

よって
,

I'も 同様にして示せる.

H.鶴 =10gα  ν とする

ゆえに
,

証明 鶴 =logα  ν とおく
2。2の Ⅱにより

,

よつて ,

例 2.1(底の変換公式).α >o,b>0,α ≠1,b≠ 1で ν >0のとき,

範αy=V・

α
η
==Ⅳ .

ルf」V=απαπ=απttπ 。

10gαυИⅣ)喜 鶴十η=10ga ν +10gα  Ⅳ.

と,α
π=ν .l旨数法則から

ν
T=(α π
)T=α

πT.

Iogo (M') - TTLr - rIog, M.

とαπ=ν :こ の等式の両辺の bを底とする対数をとると,定理

ηしlogb α=10gb ν .

logb ttf
logα Aイ ==鶴

   1。gb α

を計算 しなさい。問 2。 4。  loga b・ 10gbぃ 10gc α

例 2.2。 α>1の とき
,

0<α <1の とき,

ν <Ⅳ

九f<Ⅳ

logo M < logol/.

logo M > logol["
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証明 α>1の ときのみを考える.鶴 =logα M,

α
m=ν

,

よつて
,

ν <Ⅳ 鶴 <η

一　一　　　　　　　　　　　　　　　　一　一

η

　

♂

loga Ⅳ とすると

」]ヽ

'「

.

logaルf<logα  Ⅳ .

ここで,ニユー トン法と呼ばれる方法を用いたべき根 1偏 の近似計算について,具体例で

説明しておこう.

例 2。 3。 √ の近似値を求めてみる.χO>
い
)・
そして,漸化式

(例 えば π。=2で よ

によって,χ l,π2,…・を定める
1.

χl>

ππ>

であり,さ らに

trn - fin*L >0

る
　
　
＋
　
定

緻　」や
勁

るとつと

紛

　

花

一一
　

乗
い　脚
＋
↑

＼

ｌ

ｌ

ノ

２
一
為
一π

π

／
ｆ

ｌ

＼

１

一
２〓

２
一
為
＋π”

／
ｆ

ｌ

＼

１

一
２一π

π〓

である.よ つて ,

となつている .

近似値 ππの誤差

輌 < …・ <〔
"π
+1<χ π“<…・“く χl`<χ 0

κπ一y2については,

"π
+1-ν 2 =二  :(χπ

十
::)一
νワ

去しλ+2-2ντπ紛

轟しπ一νり)2
<,:5しπ一拒)2

< (χn一 ντ)2
1放物線 ν="2_2の点 (πη,π乳-2)での接線の

“
切片が

"π
+1で ある.
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が成 り立つ.ゆえに ,

χπ_ντ<(ππ_1-ντ)2<(χπ_2~ντ)4<… .<(πo― ντ)22

となり,χ。一√i<1な ら

漱 L χπ=朽
となることが見られる。

例えば "0=2と すると,

・ =〕 =鴫
け 揚=h狙鴫
π3=器 =L4147156…ち
665857

π4 =

であ り,近似値 π3の誤差は ,

鞠―純<島 lZ2~02下∴喘_Э
2=蕊
<Ю“

と評価される。ここで、巧>:を用いた。

問 2。 5。 上にならって 、月 の近似値の求め方を考え,誤差 10~5以内で 、だ を求めてみよ。

3 指数・対数関数のグラフ
一般に,関数 ν=∫ (χ)のグラフとは,平画上の点 (χ ,ノ ("))の集まりのことである.こ こ

では,ノ (χ)が指数関数および対数関数であるときに,関数のグラフがどのような形になる
のかを見ておくことにするcま ず指数関数について考える,指数関数とは,ν =α"の形の関
数のことである.ただし,α >0とする.

例 3.1。 ν=2・ のとき,い ろいろな χに対応するνの値を調べると次のような表ができる。

χ -3 -‐ 2 -1 -: 0  :  1 2 3

ν

１

一
２

１

一
４

１

一
８ 子

1√
'48

・…などがν=2"の
3.1のようになる。

=1.4142135623746・ ・・
470832

♭
剛
↑
″

＞

　

，

１

一
８

り，＜・３，鮨
て
　
の

つ

上

が
　
フ

た

ラ

じ

グ

図 3。 1
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我々の今の段階では,関数のグラフを書くには,上の例のようにできるだけ多くのグラフ

上の点を考えてそれらをなめらかな曲線で結ぶという実験的な方法しかない.後にグラフ

を描くのに有効ないくらかの知識を得ることになろう。

ν=α
π

(α >1)

α>1の ときには,ν =απのグラフは上の例のグラ
フと同様に,ν 切片が 1で χ軸を漸近線とする右上が

りの曲線となる。

例 3。 2。 ν=(:)"の とき,ν =2~"ゆえ先と同奉表に χとν6D;対応表を作れば次のように

なる.

図 3.3

のときには,ν =α" のグラフ <1)

ν = ∫(")の グラフと

図 3.4

次に,対数関数のグラフについて考える。対数関数とは,α >0,α ≠1の ときにπ>0で
定義されるν=loga χの形の関数のことである.

逆

に

ν

を

と
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「

隷
鴻
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Ｗ
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帽

軸
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嬌

響
醐
ミる．力
」
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，
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認
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「
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フ

に

，
と

ド

け
椰嚇掏搬

１

２
‐
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フ

リて

Ｆ
づ

ば
∩∪
力
び
詢
附

御
／訳
げ
軒
批
躙

０
　

７

鰍

び

一
軸

は

（の
す
　
　
ν

χ -3 -2 -‐ 1 -: 0  :  1  2  3

ν

１

一
８

１

一
４

１

一
２

√

丁輌２４８
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１

一
２

１

一
４

１

一
８

子
1√ 248

ν -3 -2 -‐ 1 -: 0  :  1 2 3

3。  キ旨姿女・

π=2υ であるから,例

対数関数のグラフ 13

3.1の表を上下逆転さ例 3。3.ν =10g2π のグラフについて考える.

せれば χとνの対応表ができる。

これをもとに ν=10g2"の グラフをかけば,右のよう
にν=22のグラフと直線 ν=χ に関して対称なもの
を得る.

ν

３

２

１

１

　

２

　

３

一
　

一
　

一

A - Iog2r

図 3.5

上の例と同様にして,ν =10gα χのグラフは ν=α
ωのグラフと直線 ν=χ に関して対称

となり,したがってπ切片が 1で ν軸を漸近線とし,α >1な らば右上がり,0<α <1な
らば右下がりとなる.

ν=α
π

ν="

'a - logo r

A-logor

α>1            0<α <1
図 3.6

ここでグラフの平行移動について考えておくことにする.

例3。 4。 ν〒22~1のグラフを描くために毒をつくると次のようになっ。ν=2π
ν=2π
~1

これは例 3.1の表の νの欄を右へ 1つだけ移動 した
ものとなるので、ν=22~1の グラフは ν=2π のグラ
フを π軸方向に 1だけ平行移動 したものになる .

さらに,例えば ν=2π
~1+3の

グラフは,こ れをさらに

たものとなる.一般に次のことが言える .

図 3.7

ν軸の正方向に 3だけ移動させ

0<α <1

"

３

一
２

１

一
２

-3 -2 -1 0 2  3

ν ４２√
√
丁

１

一
２

１

一
４

１

一
８

１

一
‐６

0123π
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14 第θ章.初等関数

例 3。 5.

ν=π
2+4π +8のグラフについて考える。ν=(π +2)2+4

と変形できるから,このグラフは放物線 ν="2を "軸
方向に -2,ν 軸方向に 4だけ平行移動したものとなる.

問 3。 1。 次の関数のグラフを描け.

(1)ν =23~3_2(2)ν =-2π +1(3)ν
圭 log2("~1)+1(4)

問 3。 2。 関数ν=∫ (")のグラフが図のようであるとき,次の関数 (1)

なるか,(a)～ (d)か ら選べ .

図 3.8

ν==10g2:+3

～ (4)の グラフはどのように

(1)ν =一∫(")

(3)ν =∫ (・)+1

∫(一
")

∫("-1)

一一　

　

〓

ν

　

　

ν

２

　

　

４

∫(π )

(a)
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のグラフが次のようであるとき,α と cの値を定めよ.間

(1)

関 数

(2)

(3,32)

三角関数 sin χ,cOs",tan χのグラフについて考えておく
,

のかき方は,基本的には前節でと同様であるので,まず
"と

νの値の近似値を求めれば次の表ができる.

まず ν=sin χとする。グラフ

νの値の表を作る.問 1.2か ら

4 三角関数のグラフ

この表から 0 におけるν=sin χのグラフをかけば次のようになる .

π
一２
＜
〓
χ＜
〓

工

２
に

グ

に

だ

〓

ら

る

ら

π

(1,8)

Ｚ

　

一
　

一ｙ

π

一
２
断
一２４
一

一
‐２

計

一８

π
一〇〇

跡

一１０

π

一
４

π

一
Ｅ
じ

57r

0  0.13  0.26  0.38  0。 5  0.59  0:71  0。 81  0。 87  0。 92  0。 97  0.99  1



16 第θ章.初等関数

3
一π

2

ν=Sln"

図 4.2

なお,図 1.3と sin χの定義を思い起こせば,図 1。 3において点 Pを点 五から出発させ

て円周上を正負の向きに回転させたと考えて,下図のようにν=sin"の グラフをイメージ

することもできる.

姫
″
静
ぽ
約
一
〓ｔａ

の
　
　
つ

が
　
く

　

ν

”

　

一
　

ν 1.38  1.73  2.41  3.73  7.60

跡

一
１０

π

一И
牡

π

一５

π

一
６

π

一
８

π

一・２

年

一２４

一

０



4。 三角関数のグラフ 17

なお,図 1.3で スを通り
"軸
に垂直な直線と直線 OPの交点を Tと すると,Tの ν座

標が tan θとなるので,ν =sin"についてと同様に下図のようにして ν=tan"の グラフ
をイメージすることもできる.

図 4.5
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例 4。 1。 ν=sinχ  tt vτ cosπ

と変形できるから,グラフは

ので次のようになる .

だけ平行移動したも

A - sinr + \ncosr
7

百
π

3

百
π

13

丁
π

A - 2sinr

間 4。 1.次の関数のグラフを描け .

(1)ν =Sin 2π (2)ν =coS2 π
_sin2"

(4)ν =sin2"(5)ν =-2+cos(π -1)

問42め協=轟が∝"=轟〆∝∝"=鼻 とお←OS"      Sln"

(1)ν =Sec"に ついて,間 1。2を もとにして下のような "と ν
の値の表がつくれる.こ れを参考

にしてν=sec"および ν=cosec"のグラフを描き,それぞれ ν=cos"お よび ν=sin"の
グラフと重ね合わせてみよ

"
0尭 跡

一８

π
一Ｑ
υ

計

一１０

π
一４

π

一
５

π

一
６

π

一
８

π

一
・２

5π   llπ

12    24

ν 1  1。 01  1.04  1.08  1。 15  1.24  1.41  1。 70  2  2。 61  3。 86  7。 66

π

一Ｑ
Ｊ
一
こ

ヽ
り
′
　

　

　

向

二
「
　
　
　
　
方
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―
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π
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ｍ

瑚
い
い
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山

ラ

　

　

２

　

　

２
　
　
２
　
　
　
２

げ
　　　一一　
　
一一　
　
一一　　　奸

＼

ｌ

ｌ

ノ

π

一
Ｏ
ｏ
一”

２

／

１

１

＼

ｎ〓ν
３

図 4,6

(2)cot"=Pn(3-")を確かめ,ν =cot“のグラフを:l苗け.



5 分数関数と双曲線

ν=c"+α の形の関数のグラフを考えてみる.例えば

編 =岬 =舞詰 =石 2
のように,c≠ 0であれば

απ+b   た
ffi+d 〒 巧

+9

5.分数関数と双曲線 19

ν

た  ん<0の とき

2

11 2 
λ  π

と変形できて,ν =α
π+b

平行移動したものとなる.

のグラフはν=:のグラフを"軸方向にP,ν 軸方向にgだけ

さらにた>0のとき,(α ,β)が ν=l_上の点であれば

１
７
一拓
〓
β
一拓

た

一
α
〓
β

でゃるから
(ザ≒,事肩)はν=l上の点となる.よって,ν =Iのグラフはν=:のグ

ラフを原点を中心に 、石倍に拡大したものである.同様にた<0の ときは
, ν=_上 のグ
"ラフを√た1倍に拡大したものがν=生のグラフである.したがって

"のようになる.

ν=生 のグラフは次
"

た>0の とき

た≠0のとき,

線として持つ.

1 2
-1

-2

-λ

λ  ご ―た -2-1
-1

-2

-λ

図 5。 1

ν=上 +9のグラフは双曲線とよばれ,2直線 π=Pと ν=9を漸近
"―
p
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例 5。 1。 ν=

初等関数

署 のグラフをか←

2π +1
π -1

3
ν=―
"

=2("-1)+3=∴ +2

のグラフを
"軸
方向に 1,ν 軸方向に 2だけ移動したもであるから,こ のグラフは

ので,次のようになる.

図 5。 2

間 5。 1。 次の関数のグラフをかけ.

Oν =島 Oν=需

間
"J=警 ギ手

のグラ列ま点 に 一→ を通乳 2直線 π=‐ とν=2を漸近細 こ持つ
"α,b,dの値を求めよ.

ここで,双曲線のひとつの性質を見ておこう.

例 5。 2。 双曲線 ν=
ついて

IFIP~F2PI=2νワ

がつねに成り立つ (Fl,F2を この双曲線の焦′点という).

:と
2′点■(√,√),鳥←√ ,一√ )を考える。双曲線上の′点Pに



5。 分数関数と双曲線 21

ヽ

ｌ

′

ノ

ー

一
”

π

／

１

１

＼

Ｐ明証 とする.">0な らば
,

=了し_輌)2+(l_o2
= lI"2_2νワπ+2+ター2νワ

:す
2

=

FIP

= "

同様にして ,

図 5.3

F2P=″ +1+νヮ.
"

よって
,

FIP~F2P=~2νワ.

またπ<0な ら,FIP― F2P=λ庖 が示せる.

一般に双曲線とは方程式

a手―手=1い >の
で定まる曲線に平行移動と回転を施して得られる曲線のことである.双曲線 σは2直線

ν=ユ"と ν=_ユ "を漸近線
とする.またc=yα2+b2,Fl(c,0),F2(~C,0)と すれば,σ

上の点 Pについて
IFIP― F2PI=2α

がつねに成り立つ。

０一
１
＾
一
”

＋”

／

ｆ

ｌ

＼

朽一
１
■
一
π
＋

図 5.4
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間 5。 3。 双曲線 π2_ν:=2
示せ .

だけ原点のまわりに回転させると,双曲線
"ν
=1になることを

6 無理関数

変数
"と
定数との間で,加減乗除の4つの演算を何度かおこなつて出来る関数を有理関

数といい,これは "の
多項式の商で表される。4つの演算のほかにさらに π乗根を求める

演算を何度かおこなって得られる関数を無理関数という.例えば,

νπ, 77, 74-2■, VЪ2+1, 一つ年=巧再耳

などである.こ こでは簡単な無理関数について,そのグラフを考える.

例 6。 1。 ν=yα"+bの とき,まず定義域は
απ+b≧ 0と なる

"の
全体で,よ つて α>0

ならπ≧ 一部
α<0な ら

"≦
一
:と
なることに注意する.ν =/απ+bの ときν≧ 0

でν
2=α
"+b′ "=上ν

2_ユ だから,ν =yα"+bの グラ
フは放物線π=lν2_上 の上半

α    α                                    α    α
分である.

図 6.1

π

一
４
を

ν=1'("+:)と変形してν=√万のグラフをπ軸方向に―立だけ平行移動したも
α

のと考えても,も ちろんよい

π4+1'

α>0

間 6。 1.直線ν=m"が関数ν=/4π -2のグラフと1点を共有するような定数鶴の値を求めよ.
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例 6。 2。 ν=y"2_2の グラフ.定義域は,lπ l≧ vり つまりπ≦ ―√ ,√ ≦πである.
両辺を2乗すると

ν
2=.2_2,  

π
2_ν2=2

となり,これは双曲線
"ν
=1を原′点のまわりに_Iだけ回転させたものである (問 5.3).

ν=y"2_2のグラフは,この双曲線の"軸より上
の部分である.

図 6.2

間 6.2。 (1)ν =y"2+2の グラフをかけ.(2)ν =y“2+2"-1の グラフをかけ.

例 6.3。 ν=yα2_π2のグラフ (α >0)・ 定義域は一α≦"≦
αである。両辺を2乗すると

ν
2=α2_π2,  "2+ν2=α 2

となるから,グ ラフは原点を中心 とする半径 αの円の上半分である .

図 6.3
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例 6。 4.ν =:y9-π 2のグラフ.

:倍
に引き伸ばしたものとなる.

これは上で扱ったν=y9_π 2のグラフをν軸方向に

上の例では,ν =:y9_π 2の両辺を 2乗 して整理すると楕甲の方程式 (:)2+(サ )2=1
になる.グラフはこの楕円の上半分となっている.一般に原点を中心とする楕円は,方程式

cr:(I)24(:)2==1   (α 〕>0, b〕>0)

‐ えられな σ上の点 に の い 、 点
停 9山

ノ +り41Jこ あれ 釧 ま

この円をπ軸方向に α倍 ,ν 軸方向に b倍に引き伸ばしたものになる.

ν

　

ｂ

α ―■l   U

｀
｀
｀｀

iロ

α

―b

図 6.5

参考までに次の例を付け加えておく.

:』i・」il■ヒti属 ]L源 〔iと

し
'精
円
(I)2+(:)2=1と

2点 Fllc,Ol,F2(~C901

)点 Pについてつねに

FIP+F2P=2α
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り立つ .(Fl,F2

図形の対称性よ

成

　

　

明

が
　

　

証 として

P=2α

レ

ｂ P

0 α

―b

― α

を示せば十分である.まず,

FIP2

::(" l"l 1a v9i-

同様に,

となるので

FIP=α 一二
".α

F2P=α +1■
α

図 6.6

P+F2P=2α .■
　
η
フ

０

／
１

１

＼

Ｆ点と

せ
．

１
一４
示

＋
　
をヽ

ノ

と
一一　
ｔ

ν

　

し

６

　

ま

問

離

を考える.放物線上の点 Pについて,Pと π軸との距

7 極座標

座標平面上の点 Pについて,原点 0と Pと の距離を r,半直線 OPが π軸の正の方向
となす角をθとすると,点 Pは rと θの組 (r,θ)で決まる.そ こでこの組 (r,θ)を点 Pの
極座標という.今まで用いてきたπ座標とν座標の組 (■ ,ν)は ,極座標と区別する必要が

あるときには直交座標と呼ばれる.両座標の間には次の関係が成り立つ .
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"=r cos 
θ

ν=r sin θ '

r=yχ2+ν 2

tan θ=望   ・
χ

図 7.1
例えば,点 Pの直交座標が (1,√)で あるとき,Pの極座標は

{

…
(a一¥),(2-平),(イ),C子),C半 )

などいろいろ考えられる。このように点 Pに対 してその極座標
はただ一つに定まるわけではないことに注意する .

rが θの関数として r=∫ (θ)のように定められていると,θ
が動くとき極座標が (r,θ )である点はある曲線を動く。r=/1θ )
をこの曲線の極方程式という。
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帥
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で定まる曲線について考える.い ろいろな θ

などで与えられる点を通る。これらの点

(必要なら問題 1.2を利用するなどして

θ
π

一つ
“

π

一Ｑ
υ

π

一４

π

一Ａ
Ｕ

０可
一６
可
一４
¶
一３
¶
一２

r 01拒 √ 2√ √ 10



で方程式をかいてみればよい
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いま′曲線が円であるこ

であるから,

となる.これから,円の方程式

を得る.

, r -zcos0

2π ==2r cos θ==r2==.2._ν
2

("_1)2+ν
2=1

期
御“

直

　

一一　
〓

こ―ま，
陽
仁
〕

す一不を
と

例 7。 2。 曲線 r=1+cos θ(―π≦θ≦π)をスケッチしてみる.今度はまず θr_平面に
r=1+cos θのグラフをかいて考えてみる。

図 7.4

θが -7rか ら 一
:ま
で動くとき rは 0から 1まで増カロするので,これに対応する曲線

の部分が下の (a)の ようにかける.次に θが一:か ら
0まで増カロすると rは 1から 2ま

で増加するので,(b)の ような曲線がかける.同様に続けて考えれば,問題の曲線が (c)の
ようにかける。この曲線は心臓形 (cardiOid)と 呼ばれる.

(a)

問 7.2。 円 r=3 cos θ

座標で求めよ.

(b)

交直を標座
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第0章 練習問題

1。 次の 2次式をα("― P)2+gと いう形に変形せよ.

(1)"2+2π +1 (2)2π 2+8π +1(3)2π
2+6"+1 (4)-3■ 2+2"-1

(5)一π
2_3π +3(6)"2_3π +1 (7)("-1)(π -2)(8)― (π +1)(2π -1)

2.次の関数を与えられた (P,9)だけ平行移動 した関数の式を求めよ .

(こ こで lP,9)と はπ軸方向に P,ν 軸方向に gを表す .)

(1)a:r (3, 1) (2)y-n2+2n (1,2) (3)y-cosr

(4)ν =2√  (2,1)(5)ν =2π ←り Oν=糸
次の角度を弧度法で表せ .

(1)30° (2)70° (3)320° (4)700° (5)1440°

次の値を求めよ.

(1)Sin告  (2)sin:π  (3)cos:(4)t狙 1

“

)COS:π い )tanttπ  O)Shiπ にの COSギ π

加法定理などの公式を用いて次の値を求めよ.

(いn島  。)COSttπ  O)tanttπ   僻)
0ねnttπ Odnギπ OC∝易π dn尭 。

次の式を簡単にしなさい .

(⇒ 253 0)の編 (3) (4)

o a50 0 25・
5× 32~・
20"× 掘_40訴扇編

次の数を小さい順に並べよ.

o・涯,約,衝 ②√,編,編 o√,拓,約

“

)糠,暫U  

“

)√,拓,√  

“

)拓,編

次の値を求めよ.

(1) log2 8 (2)log3爾 (3)logal 10

Ob&:+b&Z Ob&3爛 ∝譴80J哨 ∞3

9。 α=logl。 2,b=logl。 3と したとき,次の値をα,bを用いて表せ .

(1) logls 5 (2) Iog3 4 (3) 1og3 2 (4) Ioguq,L2

(5)log5 4(6)log√ 8(7)log10桁 03(8)log12 25

■0。 πを求めよ .

(1)10g告 ″=3  (2)10π =100     (3)2π =10

(4)log券 (π
二1)=2(5)(log2 π)2+1。g24π =4(6)logO.3(4-3“ )=0

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

´
ヽ

・ｌ

ノ

・
．

一
２

π

一
４

１

一
２

＜

＜

3。

4。

(6)-45°  (7)-15°  (8)0°

`)轟
子π
“
)COSIπ

は⇒枷子 OShttπ

. 11

SIn lttπ

7     5
C°S ttπ C°S ttπ

0:,約,島,f

(4)log9 3

(8)8bg25

5.

6。

7.

8。



第 1章

関数の極限

第 1章では必ずしも厳密な定義を出発点としてはいないので,こ こで扱う大部分の定理に
証明は与えられていない.しかし,本書を理解するためには,それらの証明を理解すること
が不可欠というわけではない.本章も微積分学にいたるための準備と考えてもらえばよい .

1 数列と極限
実数を順に並べた列αl,a2,・ …,αれ,・…を数列といい,{απ}で表す.本書では,数列といえ
ば通常,無限数列を意味する.序章で述べたように,無理数～

″=1.414213560… に対して,
αl=1.4,α2=1041,α3=1・ 414,… 0とおくと,この数列 {απ}は 2を大きくすると、んに
限りなく近づいていく.これを一般的に述べると,次の数列の収東という概念に至る.数列
{απ}において,2が限りなく大きくなるときαれがある1つの値αに限りなく近づくとす
る.このとき数列 {απ}は αに収東するといい,α を数列 {απ}の極限値という.これを

淑Lαπ=α  または απ→α(η →∞)
で表す.上のことは,「すべての無理数は,ある有理数の数列の極限値として表される」こ

とを述べている.

注 1。 1。  lim an=aを 厳密に定義すると,次のようになる:
「任意のε>0に対して,ある (十分大きい)自然数 20を とると,

η≧物  ならば  lαπ一αl<ε

が成り立つ。」

数列の収束に関する種々の定理は,この定義に基づいて証明される.

数列がある値に収東するとき,その数列は収東するという。また,収束しない数列を発散

するという.特に,2が限りなく大きくなるに従ってαπが限りなく大きく(小さく)なると
き,数列 {απ}は正の (負の)無限大に発散するといい,

29
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注 ■。2。 定理 1.1は (3)を除いて,lim απ=土∞,lim bπ =圭∞ (複号同順)の場合についても成
り立つ .

間 ■。■.次の数列の極限値を求めよ .

0{ } ②囮凍 ―″乃 0{平
}
(4){1+(-1)π }

数列 {απ}において,
αl≦ α2≦ …・≦απ≦απ+1≦ …・

が成り立つとき,数列 {απ}は単調増加であるといい,特に

αl<α2<…・くαπ<απ+1<…・

のとき,狭義の単調増加 とい う.

同様に ,

αl≧ α2≧ …・≧απ≧απ+1≧ …・

が成り立つとき,数列 {απ}は単調減少であるといい,特に

αl>α2>… ・>απ>απ+1>… ・

のとき,狭義の単調減少とい う.これ らを総称 して,単調数列とい う.

次に,数列 {απ}において,

απ≦ ハイ (η =1,2,… 0)
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1。 数列と極限 31

となる定数 ν が存在するとき,数列 {α静 は上に有界であるという。同様に,

αη≧L い=1,2,…・)

となる定数Lが存在するとき,数列 {απ}は下に有界であるという.上にも下にも有界な
数列 {απ}(つまり,lαπl≦ κとなる定数κが存在するとき)を単に有界という。

有界な単調増加数列

例 1。 1。 lim《馬 =1を 示せ。

証明 んπ=弔馬-1とおく。輌 ≧く灯=1よ りんπ≧0である.2項定理1よ り

は い げ =1+崩η+ 城Ⅲ …+鳩 > 《.

Ｍ
胆
‥
‥
‐
‐

そこで,η ≧ 2のとき 0≦ んπ≦

したがつて,間にはさまったんπ

翡

“

  判 ・

も仕方なく0に近づく.ゆえに,lim《漏 =lim(1+んπ)=
1+limんπ=1.□

上の例 1。 1の証明の最後で用いた論法ははさみうちの原理とよばれ,い ろいろな数列の極
限値を求める際に多用される.すなわち ,

lξlぽ| ど | 百ま善箇言:軍
1第 2章 4節参照
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例 1。2.limくん =1(a>0)を 示せ。

証明 α=1の とき:√ =1だ から明らか。
α>1の とき:π >α となるように 2を十分大きくとれば,1<輌 <弔痛 となる。例 1。 1
より,lim νη=1と なり,はさみうちの原理より,limく灯 =1を得る.

α<1の とき:α =÷ とおくと,b>1で あるから,定理 1.1(3)と 上の場合より

鳳 輌 =れ lim {b
=1.□

例 1。 3。 数列
{(1+1「)π }は

収束する (こ の極限値を自然対数の底といい,cで表す ).

証明 (1+手「)π =απ
とおく・定理 1。 2により,数列 {απ}が (狭義の)単調増カロかつ上に

有界であることを示せばよい.

単調性:2項定理により,

1

拓

απ=1+η・キ+重誓上(キ)2+
n(n - 1)(t -2) +…・++(キ

)π3!

＼

ｌ

ｌ

ノ

ー

一
η

　

一

＜

　

　

ｏ= l■ l l ttT(1-イト)‐十÷ (1-ギ〉)(1-1争 )‐+
…・+ギト(1-キ)(1-÷)…・(1二』≒子上〕.

同様にして,

απ+1=1+i+《卜(1-扇〆卜丁)+」卜(1-扇〆卜丁)(1-扇

`卜

丁)+…
…+キ←一浩 )←一 …←一
+し判←一浩 )←― …←一浩 )・

απとαπ+1の各項を比べると第 3項以降は απ+1の方が大きく,また απ+1は正の項を最

後に余分にもつので,απ<απ+1と なる.

有界性:η >2の ときη!>2π
~1で
あるから,上の απの等式より

απ<1+1+《卜す」卜+… +ギト<1+1+与 +弓:+…・+井 <&
よつて,{απ}は有界である.□

注 1.3。 cは無理数で,c=2。7182818・ …であることが知られている.

間 1。 2。 次の数列の極限値を求めよ.

(1){(1+÷
)3π}    (2){(1-÷ )π }
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2 数列の級数

数列 {απ}に対して,その無限和

αl+α2+…・+απ+…・

を数列{απ}の級数といい,IΣ αれまたは単にΣ απで表す.
π=1

数列 {απ}の有限不口αl+α2+… °+αれを
こ
αんで表す.こ の有限和による勢〔夕J{こ αた

}
た
=

がひとつの値 sに収東するとき,級数 Σ αれは収東するといい,Σ απ=S(=」蝿 Σ αん)π=1

と表す.数列 {力 αた}が発散するとき,選》πは発散するとい う。級数 量 απが収束する
た=l                   π=l                         π=1

ためにはsπ =Σαたとして,数列 {sπ}が収束しなければならないので,次の定理が成り
立つことがゎかる .

|=1理12二1級‐数Σa∴|が収1不
|す
141ならば虐L■ ||,:

従つて littαπ≠0である級数Σαれは収束しない.
高等学校で習つた簡単な例を思い出すと,

例 2.1。 等比数列 {arπ -1}に対して,

ン 嘉:Ll・
証明 等比数列の有限和は,Σ〕arた

~1=α (1~rπ)で
ぁる.そ こで,レ

|

た=1

hm rπ =oであるから,Σ arπ
~1=hm a(1~rπ)=ギ

午 となる.π―〉CЮ
π=l      

π→ ∞   1~r

のときは,lim rπ ≠0であるから,Σ〕arπ
~1は発散する.□

π=1

間 2。 1。 すべての循環小数が,なぜ分数で表されるかを考えよ

<1の とき
,

また,lrl≧ 1

定理 1.1か ら次のことがすぐわかる.

蘇重:11ギ11111・ 1本
的
,「|

|

?つつ級数Σaπ;Σb″ |"ヽ収1末|しているとき,次
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以下,級数の値そのものを求めるより,級数が収東するか発散するかを議論する。

数列 {απ}の各項が正,すなゎち απ>0(η =1,2,…・)の とき,Σ απを正項級数という.
一般に,級数 Σ απが収束するかどうかの判定は容易ではない。しかし,正項級数に関する
限りいくつかの有効な判定法がある.それらのいくつかを証明せずに述べておこう.

間 22蹴 判雄 によりΣ  L収 束することを示t

間 2.3。 ダランベールの判定法を用いて,Σ
手
は,収束する力溌 散するかを判定せよ.

計翼|■|1111■ずT'|■1‐■|■fF11■rず

|

＜
一
一
く
〓

・ｒ
一
●
●
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・
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＞
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Σて用を法定判の一シ一コ
４２問
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3 写像と関数
以下,本書を通 して,Rは実数全体の集合を表す.ま ず,一般的な議論から始めよう.
2つの空でない集合 ス,3が あって,ス の各元 πに対 して,Bの 1つの元 νが対応 して
いるとき,その対応の規則を スから Bへの写像 とい う.ス か ら Bへの写像を,

ノ:ス → B  または  ν=∫ ("),″ ∈ス

で表す .

写像∫:ス →Bに対して,ス を∫の定義域といい,ノ (■)={∫ (π):"∈ ス}を ∫の値域
という.
写像∫:ス →Bに対して,∫

“

)=Bであるとき,ノ はスからBの上への写像または全
射という.",″′∈スでπ≠π

′ならば∫(π )≠ ノ(π
′
)となるとき,ノ は1対 1の写像または単

射という.

写像∫:■ → Bが 1対 1上への写像 (全単射)であるとき,Bの任意の元νに対して,
ノ(π)=ν となるスの元πがただ1つ定まる.そこで,この対応によりBからスヘの写像
が得られる.これを∫の逆写像といい,ノ

~1で
表す.

3つの空でない集合ス,3,θ と写像∫:五 → B,g:B→ σが与えられたとき,写像
ん:五 →σをん(3)=g(∫ (π))によって定義できる.これを∫とgの合成写像といい,
ん=goノ で表す.

Dが実数の部分集合 (Rの部分集合)であるとき,写像 ∫:D→ Rを (1変数)関数とい
う.∫ の定義域 Dに属するπを (独立)変数,ν を従属変数という.関数に対する逆写像や
合成写像は,それぞれ逆関数,合成関数といわれる。
Dを平面R2={(",ν ):π ,ν ∈R}の部分集合とするとき,DからRへの写像を2変数
関数という.一般に,Dを η次元空間Rπ ={(■1,0… ,"π ):"1,0… ,ππ∈R}の部分集合と
するとき,DからRへの写像をn変数関数という.

h-g".f

(gO/)(χ )
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例 3。 1。 2つの関数 ∫(")="2,g(")=2"+3に 対して,その合成関数 (gO∫ )(π)お よび

(ノ
Og)(3)はそれぞれ

(gO∫ )(")=2■
2+3, (∫ og)(")=(2"+3)2

となる.

意量1二1軍賃T言〔:磐Ir:軍1ヽちぃ12行]鼻翼L[「:拒t霞Ti   t」
関数の自然に考えうる定義域は 0を除く全実数である.

関数の定義域として,次の Rの部分集合がよく用いられる:α <bに対して,
(1)(a,b)={":α <"<b},
(2)[α,bl={π :α ≦π≦b},

(3)Iα,b)={π :α ≦"<b),(a,bl={":a<π ≦
b),

(4)(a,∞)={π :α <π}, [α,∞)={π :α ≦"},
(5) (一∞,b)={":π <b}, (一∞,bl={π :"≦ b},

(6)(一∞,∞)〒 R。

これらを総称して区間という.特に,(1)を開区間,(2)を 開区間,(3)を半開区間という.(1),

(2),(3)を有限区間,(4),(5),(6)を 無限区間とい う.

例3。2.(1)γ =÷の定義域と値域は,{"∈ R:"≠ 0}である。
(2)ν =yl― π2の定義域は卜1,司 であり,値域は p,司 でぁる.

間 3。■.次の関数の定義域 と値域を求めよ .

(1)ν ="2 (2) a- Iogr (3)ν = yπ2_1
(4) y - tanr

4 関数の極限

関数バ")の
定義域を
'と
する.変数

"∈
Dが αと異なる値をとりながら限りなくα

に近づくとき,∫ (π )の値がある1つの値αに限りなく近づくとする.このとき,α を∫(π )
のαにおける極限値といい,

l甕∫(π)=α または ノ(π)→ α(π →α)

で表す.こ こで,α =∞ (―∞)の ときは,"が限りなく大きく(小さく)な ることを意味す
る.また,∫ (")は "=α

において定義されていなくともよい。



4。 関数の極限

注 4。■。 Dを定義域とする関数 ∫(π)に対して,1乳∫(")=α を厳密に定義すると :

「任意のε>0に対して:ある (適当な)δ >oを とると,

0<レーαl<δ,"∈ D ならば |∫し)一 αl<ε
が成 り立つ。」

このような定義をいわゆるε―δ法という.

37

ノ

レ=/(χ )

同様に,π →αのとき,∫ (π)の値が限りなく大きく(小さく)なることを

1甕∫(")=∞ または ノ(π)→ ∞ (π →α)
(1曳ノ(・)=一∞ または ノ(■)→ 一∞ (π →α))

で表す .

例4。 1。 里既"2_1を求めよ.

解 π→ 1のとき,π ≠1だから,分子と分母をπ-1で割って,

c-+1 r-L tJi r-L
hm =hmし +⇒。~

=腔現("+1)圭 2.□
1)

"を
″>α に制限して限りなくαに近づけたとき(これをπ→α+0で表す),ノ (π )の値

がある1つの値αに限りなく近づくならばαをノ(")の右極限といい,

π聾群。ノ(・)=α または ∫(π)→α(π →α+0)

で表す.また,■ を z<α に制限して限りなくαに近づけたとき (これを "→
α-0で表

す),∫ (π)の左極限

π聾泄。∫(π)=β または ∫(χ)→β(″ →α-0)

が同様に定義される.特に π→ 0+0は π→ +0,π → 0-0は π→ -0で表す .

関数の極限
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注 4.2. "→ α-0の とき,b<α ならば b<π <α とみなせる.“ →α+0の とき,α <cな らば
α<“ <cと みなせる.そ こで,"→ αのとき,b<α <cな らばb<"<cと みなすことができる.

例 4。 2。 任意の
"∈
Rに対して,"を越えない最大の

整数を [π]で表す (これをガウス記号という).すなわ

ち,η ≦π<η +1(η は整数)のとき,["l=η となる.
このとき,π聾■。レ]およびπ二稗。レ]を求めよ.

解 (1):0≦ π<1の とき,[πl=0と なるから,
c二■0レ]=00
(2):1≦ "<2のとき,レ]=1よ り,π聾稗。レ]〒

1・ □

y=[χ]の グラフ

Hffi 4.L (FEW,AffiffiorS*fitHH) . Ig} f (*),

(1) l'41(/(") + g(*\ - lg1 f (")+lg1 g(*).

(z) 
$31 f (") g(*): lg1 f @). lg1 s(*)' , ,ffitr,

嵐ポC∫ (")).■1丸|||111(|‐}|(9は定事).

注 4。3.α =土∞ のときも,定理 4。 1は成り立つ。

l甕 0(|卜■村して′盗‐|｀事,事|,|

数列の場合の定理 1。 1と 同様に,次を得る.

補1題|141101<ャ <= なら|ば,|=●く
“
<t譴■|

証明 右の図の△OABの面積 ,扇形 OABの面

積,△OACの面積は,それぞれ÷sin",÷ ,

÷
tan"で ある.それらの大小を上ヒ較すると,

求める不等式が得られる.□

／

′

‐

‐

γ
ス

ー

ヽ

、



|■1島IΨ■|
証明
"→
+0の とき :注 4。 2よ り,0<"

の式を sin"で害1って逆数をとると,cos π<
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としてよい.sin π>0だから,補題 4。 2

<1を得る.そ こで,定理 4。 1(5)よ り,

π
<丁

sln"

π

lim Sln"=1と なる.
π…→+0  "

"→
-0の とき.:ν =―πとおく.このとき,ν → +0かつ sin π=sin(―ν)=― Sin νだ

から,上の場合より

lim SIn″ =lim ~Sln 
ν

π→-0 "   ν→+0  -ν

いずれにしても,求める式を得る.□

=lim
ν‐→+0

〓ｏ岬一ν

例4&①鳳ll・÷)"="聾馳ll・÷)π =a (2)熱(1+π )分 =C・

証明(1):回 =ηとする.η≦π<η +1より,1+η +1<1+寸卜≦1+イトとなるから

(1+‐ T「|≡F)π
< (1+寸卜)π (<(1+…ギ〉)π

+1・

定理 1。 1(2),(3)お よび例 1.3よ り

鳳(1+キ )πll=鳳 (1+キ )π・鳳(1++)=ら
れll・ギ寺)π =鳳 (1+デ寺)π

担
/鳳 ll・召寺)=a

ゆえに鳳(1+÷)"=a
次に,"=―νとおくと,"→ 一∞ のとき ν→ ∞ となるから,定理 4。 1(2)よ り

π聾乳 (1+÷ )π
 = 
肌   (1-÷)~ν

=脇
  (・tttL)~ν
=鳳

  (万
だ多丁)ν

=風←+ "← +■)=a
とおくと,π → 土∞ のとき t→ 0と なるから,

１

一
ｔ

□十・・ｍ
判
〓

ヽ
、

‐
‐

′
ノ

ー

一
π

十

／

１

１

＼

‐ｉｍ
↓土∞
〓Ｃ

(2), r -
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間 4。 1.次の極限値を求めよ.

0鯉毛芦≠  ol甕冊 o,b>の  Oπ聟。早
0理。青   0"壇。凶    0』L(1+÷ )mπ

間 4。 2。
1:LI∫ (π)|=0ならば,1乳∫(π)=0と なることを示せ.

5 連続関数
関数∫(")に対して,

1魂∫(π)=∫(a)(または,鳳∫(a+ん)=ノ (a))
が満たされるとき,∫ (π)は π=α で連続であるという.すなわち,∫ (π)が "=α

で連続で

あるとは,次の 3つの条件 :

(i)α が∫(3)の定義域にある,

(ii)極限値l甕∫(■)=α が存在する,

(iii)∫ (a)=α である,

が成り立つことと同等である.関数∫(2)がその定義域のすべての点で連続のとき,ノ (π)は
連続であるまたは連続関数であるという.また,∫ (")が区間∬の上で定義されており,Iの
各点で連続のとき,∫ (π)は ∬で連続であるという.特に,ノ (π)が閉区間レ,司 で連続であ
るとは,ノ (")が開区間 (α,b)で連続であり,

c聾群。∫(")=√ (a)(これを∫(π)は π=α で右連続という),

』泄0/1π)=∫(b)(これを∫(")は "=bで左連続という)
であるとき.

定理 5■(導1綺1関1撃|の基本的性質)●関
‐
撃|′(|),g(・ )が (π tt αで)導1続ならば,次の関1数

(1)ノ (″ )|+―夕(|)|||| ‐       |||■ ||‐
           ‐ ‐‐

・
■‐         |

|.(2)|∫ (あ)g(・ )' 特に,|メ (‐|〉 |.(Cは定数),

●器 lglal≠ |||■
は("=″ で)準1続と|なる:  ‐||‐ |        ‐ ‐ _       ‐
証明 (1):定理 4.1(1)よ り,

1甕 (∫(")+g(π))=l甕∫(・)+l甕 g(π)=∫ (a)+g(a)・

以下同様に,(2)と (3)はそれぞれ定理 4。 1の (2)と (3)よ り従う.□
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われわれは高等学校で学んだような,な じみ深い関数の連続性については,暗黙の内に仮

定して議論を進めている。(例えば,定理 4。3の証明の中では厳密にいえば cos"が π=0で
連続であることを用いている2。 )こ こで,それらがどのように示されるのかをいくつか例
示しよう。

例 5。 1。 η次多項式関数 ν=απ
"π
+απ-1″
π~1+… 0+α

lπ tt αOは連続である.

証明 定数関数 ν=cおよび 1次関数 ν="は連続である。よつて,定理 5。 1(1),(2)を用
いて,上の 2次多項式関数は連続となる.□

anfin * a"'-Lfin-L + . . . * 01 r * ag
間 5.1。 有理関数

となるか。
brnfi* * brn-1a,m-L + "' * b1n * bo

は,分母が 0と異なるすべての点で連続

例 5。 2。 指数関数 ν=α"(a>0)は連続である.

y=αχのグラフ

評明 まず,鳳α
ん=1を示すために3つの場合分けをする.

(1)α =1の とき :明 らか .

(il)α >1の とき :十分に 0に近い ん

数 ηをとると,上の図から α
~書
<αん<

ん→ 0⇔ η→ ∞ に注意すれば,定理 1.1

に対して,一上 <ん

α寺となる.例 1.2よ

(3),(4)よ り

<三二となる最大の自然

り,虐Lα
寺=1だから,

,11-
J* "; 

2-)oo
-*

h+0 n->oo
α寺=1。

2もつとも,この証明の方法自体厳密にいえば,円の面積とは何物であるかという反省なしには受け入れ難
いものである.も う少し論理的整合性を重視して証明しようとすれば,定理 4。3の図で sin 3,弧 五Bお よび
線分 五σの長さを比較するほうがよい.しかし本書では論理的整合性よりも直感的な理解を重視した.

(″ >1) (0<α <1)
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(lil)0<α <1の とき :b

(3)よ り,

とおくと,b>1と なる.そ こで,(ii)の場合 と定理 4。 1
１

一
α
〓

鳳αん=鳳十=可轟「
=1

以上から浮瑞
αん=1が示された.こ こで,任意の点 "に対

して,定理 4。 1(2)よ り,

litt απ+ん =lim aπα
ん
=α"lim aん =α

π.□
ん→0 ん→o           ん→0

例 5.3。 三角関数 ν=sin"は連続である.

証明 補題 4。2よ り,1川 <÷ ならば l sinん |=Sin lん |<1川・ そこで定理 4.1(5)よ り,

瓶がSinん|=0となる.さらに問4。2より,lim sinん =0を得る
.また,ん →0のとき

ん→0

÷→0だから,定理4.1(1),(2)より

liln cosん E=liI島

(1--2sin21卜)=1-2(」電λsin{卜)2E=1.
ここで,任意の "に

対して,sin"の加法定理,定理 4。 1(1),(2)お よび上のことから:

鳳 Sin("+ん)= 離瑞(Sin"C° Sん +cos"sinん)
= sin"lim cosん +cos π lim sinんh+0
: sinr. fl

ん→0

以下,連続関数に関する他の基本的な定理をいくつか述
べる.

1      憂す(あ)|が||||●|で1津1緯:関数z二 0(,)|が||||す(|)で連1棒な―|り|げ1今|ヰ1甲1幣
|́|(JIす)(=)は ||■■で1準1続●|な|||‐

`‐

れゆた1準1織1甲1黎

'1含

‐盛1開‐黎11事|
証明l聖∫(")=∫ (a)かつυ聾乳)g(ν)=g(∫ (a))だ

から
,

理乳(gO∫ )(")=理乳g(ノ (π))=ν J貿bg(ν)=(gO∫ )(a)・
□

注5。 1。 このとき,1蜆 g(∫ (π))=g(1蜆∫("))が成り立つことに注意.

例 5。 4。 三角関数 ν=cos"は連続である .

証明 ν=γ +÷ は連続だから,例 5。3と 定理 5.2よ り,cos"=Sin(・ + も連続.□
π

一２

定
=¬
|(中
IFF311tLIII定 |■

'■

開1数11(|)|"ヽ門|1率

“

lt■bllで
1専IⅢII■

|´|:(|"≠す(II‐|●げ|



■
２

０／
１
＼
間区開は０〓″０Ｃ一π

δ.関数列とベキ級数

において角牢をもつ .
例 5。 5.方 程式

証明 ∫(")="― Cos"と おく.∫ (■)は連続関数であり,∫(0)=

から,中間値の定理においてた=0と みなせば,∫(C)=0かつ

∫(π)=0の実数解 cが存在する.□

働

π

一２

／
１
＼

＜

√

Ｊ

　

　

Ｃ

一‐　
は

=型Lである

となる方程式

| 瑾I鷲普お響3J‐i:躍
問 5。 2。 3次方程式

"3_3π
+1=0は 相異なる3つの実数解をもつことを示せ .

/(b)

々

/(α )

y: f (x)

中間値の定理             関数の最大値 と最小値

間 5。 3。 閉区間p,珂 において,最大値も最小値ももたない関数の例をあげよ。

6 関数列とベキ級数
無限個の関数の列/1("),/2("),… 0,九 (・ ),… 0を関数列といい,{九 (")}または{九}で表
す.すべての■に対して,数列{九 (T)}の極限 lim九 (")が存在するとき,関数列{九 (■ )}
または{九}は収東するという.各 "に

ついて,∫ (π)=lim九 (")とおいてできる新しい
関数∫(π)を関数列 {九 (″)}または{九}の極限関数という.
一般には,連続関数による収束する関数列の極限関数は,必ずしも連続になるとは限らな
い.区間上で定義された収束する関数列 {九 (")}が極限関数∫(π)に一様収東するとき,そ
の極限関数∫(")は連続関数となる.しかし,こ こでは一様収東性の概念には触れないで
おく.

間 6.1。 各自然数ηに対して,九 (π)=π
π
(0≦ π≦1)とおくとき,その関数列 {九 (π)}の極限関

数を求めよ.

v:fG)

最小値
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関数列{九 (■)}に対して,その有限和による関数

%(")=A(π )+ん (・)+… 0+九 (")

はつねに定義できる.その関数列の級数

Σ 九(π)=A(")+ん (π)+…・+九 (■)+…・
π=1

は,すべての "に
ついて

∫(")=胸リバ")=湛地Σ九(")た=1

の値が存在するとき,こ の新しい関数 ∫(")=】E九(")と して定義される.このとき,
π=1

Σ九(π)は収東するという.そ うでないとき,Σ九(π)は発散するという.
π=l                                      π =1

関数列の級数で

Σ  απ("― C)π =αo+α l("一 C)+…
0+απ("一 C)π +…・

π=0

の形のものをベキ級数とい う.特に簡単にするため,c=0の場合

Σ απ
"π
=αo+α lπ +…・+αππ

π+…・
π=0

を考える.

ベキ級数DE%"れ が"=0だけで収束するとき,R=0とおき,す
べての
"に
おいて

π=0

収束するとき,R=∞ とおく.これ らの場合を除くと,ベキ級数 Σ〕αππ
れは lπ l<Rと

なるすべての πに対 して収束 し,lπl>Rと なるすべての ■に対 して発散するような数 R

(0<R<∞ )が存在することが証明される.こ のとき,Rをベキ級数 Σ〕απ"π
の収東半径

π=0
という.

ベキ級数 Σ〕αππ
πの収東半径 Rを求めるためには,次の定理がある.

π=0



7 逆関数
.関
数∫(π)の定義域をDとする.任意のπ,"′ ∈Dに対して,「π<"′ ならば ノ(″)<
ノ(″
′
)」 となるとき,ノ(")は狭義の単調増加関数といい,「"<″

′ ならば ∫(■)>∫ ("′ )」
となるとき,ノ(")は狭義の単調減少関数という.これらを総称して,狭義の単調関数という.

注 7.1.「π<"′ ならば∫(■)≦ ∫(π
′
)(∫ (")≧ ∫(π

′
))」 となるとき,∫ (π)は広義の単調増加 (減

少)関数という.

狭義の単調関数 ∫(π)をその定義域から実数への写像とみれば,単射であるので,その値
域を定義域とする,逆関数 "=ノ

ー1(ν
)を もつ.

定理 7。 1ではν=∫ (π )の逆関数は,π とりを
入れ替えてνについて解いた式を求めればよ
い.通常,この関数をν=ノ

ー1(")と
書き∫(■ )

の逆関数という.こ のとき,"の変域は,も と
の関数の値域であるので注意すること.

逆関数のグラフ

注 7.2。 ν=ノ (“)の グラフとν=ノ
~1(π
)の グラフは,ν ="に対して対称となる.

例 7。 1.次の関数の逆関数を求めよ.

(1)ν =    +2 ② ν=:"+
解 (1)π =yν -1+2よ りν=(π -2)2+1ただし″≧2。
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0二鮮′
間 6。 2。 次のベキ級数の収東半径を求めよ .

0二千 0)Σ 2π+lππ
π=1

ず1響1諄|す1狭義,単調増力|(減少)関1数
‐

(I′(0)「‐バ1刀 )で導続で|あ|'1狭1義|め単

ノ=/(χ )

O /(χ )

(2)π =:ν +:プ戸 4よ り ν==2π ―卜2土 v毬"-12.
で,求める逆関数は 2→ 4であるので,代入して ν
である.ただし,"≧ 2。

ここで,も との関数は 4→ 2であるの

=2"+2-y8"-12が 求める逆関数



ノ=COS χ
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例 7。 2。 指数関数 ν=α
π
(α >1)は ,連続で狭義の単調増加関数である(例 5。2の図を参

照 ).そ こで,定理 7。 1か らその逆関数が存在するが,それは対数関数 ν=logα "で
あり,

連続で狭義の単調増加関数となる.

三角関数は狭義の単調関数ではないので,一般にその逆関数は存在しない.そ こで,その

定義域を狭義の単調関数となるように制限する.ν =sin"は 卜÷ ,券]で
狭義の単調増カロ,

ν=COS"は p,Jで狭義の単調減少,ν =tan"は (―

=,÷

)で狭義の単調増カロとなる
.

制限された三角関数のグラフ

上記のように定義域を制限された三角関数は,定理 7.1よ り逆関数をもつ.これらの逆関

数をそれぞれ

ν==sin~lπ ,    ν==cOS~1",    νE=tan~1■

で表し,逆三角関数という.すなわち,

ν=sin~1"・― ・ "=Sinν
,

ν==COS~1" ぐ=⇒> π ==COS ν,

ν==tan~lπ  (=) π E=tan ν,

により逆三角関数は定義される。

π
一２
　
　
π
一２

＜
〓
　

π
　

＜

ν
　
＜
〓
　

ν

＜
〓
　

ν
　
＜

π
一２

区
一
π
一２

ノ=sin χ

))-tan x
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逆三角関数のグラフ

注 7。3.逆三角関数 sin-1“ ,cos~1",tan~1“ はそれぞれアークサイン,アークコサイン,アークタ
ンジェントと読む.また,それらはそれぞれ arcsin",arccos π,arCtan"の形で表されることもある.

すでに述べたように,制限された三角関数のグラフと逆三角関数のグラフは,ν ="に関してそれぞ

例鷺 d「1÷鋪獄め二

解ν=sin~1÷⇔sin ν=÷ ,一
=≦

ν≦÷よ

例7。 4。 sin(COS~1■ )の値を求めよ.

角翠 ν=coS~111ぐ)cOs ν={10≦三ν≦πυでまうるから,sinν≧0より,

□
π

一６
〓

１

一
２

一ｎこえヽゆ
π
一６
〓ν

り

□

４

一
５〓

π
一２
＜
〓

篤
　
　
助

＜
〓　
　
　
一

』

　

４

「

t-l'o+r\_ slna -

例7。 5。 sin~1"+coS~1"=÷を証明せよ.
証明 νl=sin~1",ν2=COS~1"と おく.定義より,

π=Sin νl,一÷≦νl≦÷かつ

よって ,"=sin νl=cos ν2=Sin(‐
:―
一 ν2)・

νl=÷ ~ν2となる.ゆえに,与式=νl+ν2=
さ

π
丁

π ==COS ν2,

らに,一÷
を得る.□

--ty- cos 'x. _1
jy - sln 'x , 

-1y:tan 'x

1-cos2a-

だから,



枷

「

句  げ し 柵
証明
"≧
0,ν ≦0と して

~般性を失わない.鶴 =tan~lπ ,υ =tan~lν とおくと,"=
π   π

tan鶴 ,ν =ttt υであり,0≦ 鶴<7,一丁 <υ ≦0である
.加法定理より,

枷し+→ =  =

である.ここで,一÷<鶴 +υ <÷に注意すれば
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7.2.lim tan~1"と  lim tan~lπ の値を求めよ .

tan~lπ +t(m~lν =鶴 +υ =tan~1

間 ZL cos~1(―
→纂う
と枷
4(一
士 )の

値を求めよ .

"十
ν
□

1-πν

問

　

間 7。 3。 次の値を求めよ.

い
「
1÷ +d「 1÷ (2)tan~12■ tan~1(-1卜

)

次のように定義 される関数を総称 して,双曲線関数 とよばれ る .

slnh a   "~Cπ cosh":  
π+Cπ

′~    0    '                  
′

Z                     ~~ 

……………………

′             2  '  tanh"=

注 7。4.上記の双曲線関数 sinh π,cosh π,tanh"はそれぞれハイパボリック

ク・コサイン,ハイパボリック・タンジェントと読む。

sinh r
cosh r

'+4Y,)t'(zifilJ

ノ
′
ノ

双曲線関数のグラフ
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ν=sinhπ ,ν =tanh πは,実数直線上で定義された狭義の単調関数だから,定理 7.1よ り
逆関数が存在する.その逆関数をそれぞれ ν=sinh~1■ ,ν =tanh~1を で表す.ν =cosh"
は定義域を Ю,∞)に制限すれば狭義の単調関数となり,こ の区間で逆関数 ν=cosh~1"が
存在する.

ν=sinh~1",ν =cOsh~1",ν =tanh~1"は総称して逆双曲線関数とよばれる.

間 7.4.次のことを示せ.

(1)Sinh-lπ =10g("+yπ2+1)(_∞ <π <∞ )

(2)cosh~lπ =log("+yπ2_1)(π ≧ 1)

(3)tanh~lπ =÷ 10g書 ←1<π <1)

第 1章 練習問題

1.次の数列の極限値を求めよ。

0{轟} ②{拙 } 9{ふ }
141{ギ鷲′}  “

){拓 +1-√}  
“
){ス戸寺葛肩}

0{ν篤(νЪ+1-νπ)}0{十い2+…・+→}0《 1+2つ |}

にり{継斗}  Ψ{与義評}  0{(1+十 )″ }
l13){(1引卜葛:戸 )π}     l14){て JI[11万 }         (・

5){|:卜 } la>0)

2。 次の級数の収束・発散を判定せよ.

(1)Σ 2・ 3π
~1(2)Σ

20(:)π
~1

0)Σ
η2+3η +2

2η -1

“
)Σ等 
“
)Σ等,し >9)

(9)Σ多 (10)Σ多
“

)Σ
π話≒戸

に⇒Σ{√(仇 +1-√ )}

僻)Σ 32+1

(8)Σ
(ラ轟可)π

(12)Σ嘉
3.次の極限値を求めよ.

01聖宅年二②l甕 :鶏ギ: o鳳√(yπ +1-√ )

0鳳←+:)π O"二馳←+皇 )義 0鳳 ll■ dn→ :



l131鳳ぽ +畔 l141 πJ駈メレ句一回り につ鳳 有

『

la rの

4.関数∫(“ )が連続ならば,げ (■)|も連続となることを示せ.

5。 関数
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0鳳Ψ

(10)1聖響

0鳳
“
dni

llll鳳

pl Sin~11,:

“
)tan(dn-1島

)

い)COS(dn-1:+Sh-1

(1いn~1発十Sh~1発

l141 cos~1(∞ S辛
)

0鳳

(12)hm(νЪ2+“ +1_y■2_κ +1)

∫(“)=

は連続であることを示せ .

方程式 (π
2_1)coS"+/Xin"_1=0は

,

次のベキ級数の収東半径を求めよ。

(⇒二η"π  121二み"π

開区間 (0,1)に おいて実数解をもつことを示せ。

１

一
“

ｎ”

　

０

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ヽ

("≠ 0)

(π =0)

６

　

７

僻)二等"π 0二 (雫)″′0
ν=:"+y"+1の 逆関数を求めよ。

次の値を求めよ.

O dn‐手

二
移 "π

二   (非 )3π
″
π

0)COS~11:三

“
いn(tan_lπウ百)
:)0∞S(dn4ギ暑十dn‐ギ暑)
(12)tan(COS-1:― +sin-1::)

(10 dn~1(COS I:二
)

0)

８

　

　

９

はいn(COS-1サ
)

“

)dn(2 cos~1:)

(10)tan-12+tan~13

0血‐←h:→
10。 次の式を証明せよ。

(1)Sin-1"=tan~1 ０

１

＜
〓

＜
〓
”

”

＜
〓

κ
　
ＯＳ♂　［

ｒ

ｉ

く

ｌ

ｋ

(0≦
~1“
 (-1v牡 _"2

(2)sin~171-“
2=



第 2章

微分法

1 微分係数と導関数
関数∫(■)は "=α

を含むある開区間で定義されているとする1。 極限

lim
ん→0

が有限確定値をとるとき,こ の関数は

る微分係数 とよび∫
′
(α)で表す.

∫(a+ん)一 ノ(a)

微分係数 ∫
′
(a)は,幾何的にはク=∫ (π)で表される曲線の (α ,ノ (α))における接線の傾

きを意味する.すなわち,この点における接線の方程式は

ν―ノ(a)=∫
′
(a)("一 α)

で与えられる.これらについては,多 くの読者はすでに高等学校で学んだことであろう.以

下,微分係数についていくつかの注意を述べる.

上の微分係数の定義式を α+ん ="と おいて,α とπとの式に書き直せば,ん → oと

"→
αとは同じことであるから,それは

ん

π=α で微分可能であるといい,こ の値を αにおけ

lim
∫(")一 ノ(a)
π 一 α

と書き表される.

注 1。1.関数∫(")が
“
=α で微分可能であれば,こ の点で∫(")は連続である.

実際
"→
αのとき lim∫

(π )~ノ (a)が
有限確定値をもち,しかも,χ 一α→ 0である。しπ→α   π 一 α

たがつて:喜ボノ(″ )一∫(α)}=00これはノ(π)が π=α で連続であることを意味する.□
1も ちろん,その区間よりも,広いところで定義されていても差し支えない.微分可能性はαのごく近くで
のノ(")の振舞いで定まるものであるから,このような述べ方をするのである.

Ｋ
Ｊ
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注 1。 2。 微分係数の定義式で ん→ 0は ,ん が oに どのような近づき方をしても,と いう意味を含ん
でいる。したがって,関数 ∫(■ )が "=α

で微分可能であれば,も ちろん

lim
∫(α +ん )一 ∫(α )

ん→+0    ん

も同じ有限確定値をもつ (その値は∫
′
(a)).しかし逆に上の式が有限確定値をもつても

∫(α +ん )一 ∫(α )
か→-0      ん

が有限確定値をもたないか,上の二式が異なる値を持つ場合も存在し,そのとき関数∫(π)は κ=α
で微分可能ではない.

問 1。 1。 ∫(・ )=|"|,α =0と して上の注 1.2を確かめよ.

注 1.2の式が有限確定値をとるとき,χ =α で 右微分可能 といい,その値を右微分係数 と
よび舞(a)で表す。同様にして,左微分可能性および左微分係数た(a)を定義する。

明らかに
"=α
における右微分係数ム(α)および左微分係数た(a)が存在してそれらが

一致すれば,その関数ノ(χ)は αにおいて微分可能でム(α)=た (a)=∫
′
(a)である.

関数∫(χ)がその定義域の各点で微分可能であるとき,各点χに対して,その点での微
分係数∫
′
(χ)を対応させることにより,新たな関数を得る.これを∫(π)の 導関数とよび,

鼻1lt,塁, gttlttLl竃諄tt君lξξttξξ 集
書では用いない。

微分係数や導関数を求めることを微分するという.

2 微分の計算 1
この節の内容は多くの読者にとっては既知の事実であろう.そのような読者はこの節を
とばして読み進み,公式の確認の必要が生じたときに立ち返ればよい.

2ラ イフ
゜
ニッツによる言己号

3ニュ_ト ンによる記号

lim

定理2.1(導
1甲1撃|の線1形性)。 バ″),|(||"|ヽ||も ,こ同じ直間で薇1分1可

証明  左辺を定義どおり書いてみれば第 1章定理 1。 1よ り明らか.□



多項式関数の導関数  多項式で表示 され る関数

∫(")=αππ
π
+απ_1"π
~1+…
・+α。

について,こ の導関数を知るためには定理 2.1よ り
"mよい.したがって

,

lim
ん→0

2。 微分の計算 1 53

(αo,… .,9πは定数)

(m=0,1,2,… 。)の導関数を知れば

lim
ん→0

(π +ん)m_"m

の値を求めればよい。恒等式

Xπ ―ym=(x_y)(χπ~1+Xπ~2y+… 。+yπ-1)

に注意すれば

(″ +ん )協 ―
"π =般鴇{"+Om_1+し +Om~2"+… +"π

~1}=鶴
"π

-1。 □

以上まとめると
,

1輝1輝121211多1項1式 1関‐数

||‐■||la,二ん|||‐|■|‐″■|||

積および商の微分の公式 本に関数の積および商の微分の公式を述べよう.

宰1警||●|(警|,1僻 1分1111つ●1関数

'(|"||

証明

切
丁
胴
一　
〇ん　ん

し

一　

ズ
一　

レ

ｌｉｍ向
　
‐ｉｍ向
　
ｌｉｍ向
ル

一一
　

　

一一
　

〓

¶
一　
一
　
‐ｉｍ向

ｇ

一
　

　

■

ｖ

＞

　

∫

し

　
　
＋

可
　
刊

中
一　

ケ

　

斜

↓

一
　

＋

　

ズ

∫

一　
ｒ
↑

ｔ
∫

("+ん )一 g(″ )

― g(π
)

■

７

０g(″ +
ん
　
‐ｉｍ卸

π

)g(π)+∫ (″)g′ (π
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であるから∫(″ )g(π)は微分可能で{∫ (■ )g(・ )}′ =∫
′
(")g(")+∫ (")g′ (π)が成り立つ.□

関数の商の微分の公式を得るために,まず次の補題を示そう.

Ⅲ 24,V菫中 |ヽる.叩ド微,■警●4→≠9下||■義

=1摯

↑||す

(青 )′
|‐ ‐/(|》
〒
1爾

が1成,立|つ|

証明

臨    =臨 {―書審甥発|}
に_ノ ("+ん )一 ズ")1=_   1
苗こ    ん     λ葛5∫("+ん )∫ (π )

であるから
i轍

分可能、 その軸 如ま一
#下

あ □

(#)=胸お+ズ→(お )′
∫
′
(")   ∫(π )g′ (")~ g(")   g(・

)2

ノ
′
(")g(π )一 ∫(")g′ (") m0□

有理式の微分については,次の例のように,直接上の定理を使 うよりも,割 り算を先に実

行してから,導関数を計算した方が簡単である場合も多い。

例 2L   罐 関数獄 め二

定理 2:|(事 |ゆ1微1分)

可能で ■■■|‐■||
||||‐#|||∫(|)ターg(")が微1分1可1熊|で|夕 (π)≠ 0とす01

√1(“)0(|)|||∫ (‐|)夕 1(‐|)

(書II
が成リー立つ:

0(|):

証明 補題 2。4よ り
1蒸下
は微分可能.したがつて定理 2.3よ り」堕主 も微分可能で,
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角翠
14+2r3*12+1

"+1

間 2。 1。 次の関数の導関数を求めよ.

=π
3+"2+"+1で

あるから
,

(π

4+2"3+π 2+
1)′
==3"2.2π 一

("+1)2・
□

2"

π3+π +2
0‖ 0 (3)

"+2

合成関数の微分  次に関数の合成について微分がどう振舞 うかを調べる.

注 2。■。鶴=g(″ ),ν =∫ (鶴)と おいて定理 2。 6の式をライプニッツ流の記法で表せば

dν    αν α鶴

d"   αtt απ

となる.こ れは,あたかも分数を約分 したような形になっているので記憶 しやすいと思 う。

定理 2.6の証明  まず理解の手助けのため,論理的には欠陥があるが,わかりやすい
“証明"を (1)で与え,その後 (2)において正しい証明を行 う.

(1)           で λ→ 0の ときの極限を知りたいのであるが
,

た=g("+ん )一 g(π)と おくと

∫(g("+ん ))一 ∫(g(π)) ノ(鶴 +た )一 ∫(a)g("+ん )一 g(")
ん                た

またん→0のとき,た →0である(なぜか?理由を考えよ)ので{∫ (g(・ ))}′ =ノ
′
し)メ (")を

，
　

　

〓

得る.

(2)上の証明で ん≠0であつてもた=0と なる可能性がある.こ のとき上の式は意味を
失つてしまう.こ のようなトラブルを避けるため以下のように証明する."を固定して

くり=  二人→

と定めるとん→ 0の とき,ε (ん)→ 0であり g(■ +ん)=g(π)+ん g′ (・)+んε(ん).同様にして

姻=  :ヨ
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とすると,た が 0であってもなくても

ノ(鶴 +た )一 ∫(包)=り
′
(鶴)+たδ(た )

である.またた→ 0のとき微分可能であるからδ(た)→ 0。 さて,

ノ(g(π 十ん))一 ∫(g(π ))=ノ (鶴 +ん g′ (")+んε(ん))一 ∫(鶴 )

であるが,こ こでた=んg′ (π )十 んε(ん)と おけば

∫(g(π +ん))一 ノ(g("))=∫ (Z+た )一 ノ(鶴)
=げ ′(鶴)+たδ(た)={ん g′ (")+んε(ん)}∫′(a)+{ん g′ (π)+んε(ん)}δ (た )

であり,ん → 0の とき たのおき方からた→ 0である.したがって ,

rim fb@+h))-f(g(r))
腔恥[{g′ (π)+ε (ん)}∫

′
(し)十 {g′ (π)十ε(ん)}δ (ん )]

g′ (")∫
′
(鶴 )・  □

h+0 h

Point:微分をするとき,ほ とんどが合成関数の微分の公式を使 うので,し っかりと覚えよ
う!そ して,与えられた関数を自分で合成関数としてとらえることができるように練習を繰
り返そう.

間 2。2.次の関数の導関数を求めよ.

一一
　

〓

(2)(■
4+π 2)5+(π8+1)4

三角関数の微分  まず sin"の導関数を求めよう.差分商
したときの極限を調べればよい .

3角関数の和 (差 )を積で表示する公式を思い起こそう:

(1) (π
2+1)8

これによつて,

sin(r + h) - sin r
の ん→ 0と

dn五 一dn B=λ ∝  dn

sin(r + h) - sin r
丁 腔瑞;・ 2 cos("+― {卜)Sin:
脇∞S(π +:)・鳳¥
cos π (第 1章 ,定理 4。 3)

となる.また cos π=sin(・ +|》
)に
注意して定]哩 2.6を用いれば cos"の :尊関数が求ま

り,ttt π=Sm"に 注意して定理 2。5を用いれば tan"の導関数が得られる.よ つて次の
COS χ

公式を得る .

lim
ん→0



間

　

間

に

2.3。 定理 2.7の公式 (2),(3)を証明せよ.

2。4.次の関数の導関数を求めよ.
sin(cos r) (2) sin 12 sin2r

微分の計算 2

この節では,まず逆関数の微分法について説明し,その後指数関数,対数関数および逆三
角関数などの導関数を調べる.

注 3。 1。 ν=∫ (“)と おけば,逆関数の定義により
"豊 ∫
~1(ν
)であり,この書き方の下でライプニッ

ツ流の記号で表せば
απ     l

αν    αν
d"

と書け,注 2。 1の式同様記憶 しやすい形である .

証明 b=∫ (a)と おこう.さ らに,ノ~1(b+ん)=α十たと書くとき,ノ~1は連続であるから
(第 1章,定理 7.1),ん →0の ときた→0と なる.また狭義の単調性より,ん ≠0である限り
た≠0である.よって,

lim
ん→0

∫
~1(b+ん

)一 ∫
~1(b)

α+た 一∫
~1(b)

= lim
∫(a+た )一 b

た

属:6∫ (a+た )_∫ (a)
1

∫
′
(a)

を得る.□

指数関数と対数関数の微分  α>0,
はα>1な らば狭義の単調増加関数 ,

3。 微分の計算 2 57

α≠ 1と して,指数関数 ∫(π)=α
πを考える.これ

1>α >oな らば狭義の単調減少関数であるので,第

(3)

ん

　

　

１

判
　
　
ｍ

，
↓
　

　

ｏ
‐ｎ

窯1響|■171(1)|(111‐ |).|■ tll″ (1〉|(0111)11‐■|||11●″ ３

・ |■■

宰1響|11111(導1甲1勢|,1微1分‐〉
‐■あ
―
る区1問|で1定義さ|れ|た狭義の単1調1申1数|′(|,"ヽ連1続‐で

―
●し

'だ

1'こ『オみ1難■ilぎ鷲|1常11務黒 lTFギlT'7↑可≒IT
一
・．一一一一・一
・・・

一α

●

一・一一一一一一一一一．∫

一一一一一一一一一一

．二
一・
・一一・

ｒ
Ｊ

ノイ(9)

で|あ|る|
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1章,定理 7.1に より,(0,∞ )で定義された逆関数をもつ.これが αを底とする対数関数

logα
 
πにほかならない。cを 自然対数の底 (第 1章 ,例 1。 3)と するとき,loge"は log"と 略

記される.ま た,工学系の書物では,これをln"と 書き表すことも多い .

さて指数関数 α"の導関数を調べよう.α
π=c"bgaでぁるから c"の導関数を知れば,定

理別甲  関数も    であれ 臨  鋪
がわかればよい。

,題 |.二
.山

|‐キ ..|IL

言正明  まづユ,牌。      =1を 牙
きケ.ん >0な らば cん

I」ll :  11で
きる.指数関数の連続性より,ん →

>1であるから,cん =1+丁
+0の ときt→ +∞ である.

Cん 一‐1

Cん 一‐1

==
となり,log"の連続性と第 1章,例 4。 3よ り

鳳bg(1+÷)t=bgC=L
したがつて虐母。  =L
ん<0の ときは,一ん=た とおくと

=C~ん
(1-Cた )=

一た

であるから,前半で示したことを用いて ,

ハ寺二=鳳キ上÷=1

をえる.したがつて,1節の最後に述べたことより 11端     =1を 得
ヒる.□

ek -L 1

Cん

定理1313(指‐数1関1数|お ||び対数関|‐数|の1尋1開1撃〉 |を自然対1数 |の1底「 ||を■1以‐外の
1正,案数

(1111"|||||十
11111111

(4).|(11こ″|)||
11彗||||″
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②しπソ=←Jづ =bgα←」→ =α"bgα .

(3)ν =log πとおこう.このとき,π =cν であるから,注 3。 1よ り

αν  l l l l
απ
~α
π
~cν‐~cl°

gπ
~丁 ・

αν

④ 撤 鉱 の数 公式 呻 =器 と上の oよ り明られ □

例 3el(対数微分法)."π (">0)の導関数を求めよ.

解  ν=π"と おいて,両辺の対数をとり

logy-rlogr,

この両辺を
"で
微分すると,

したがって
,

l αν
-logr*L.ν α
"

_ (log r * L)a - (log r * L)*" . n

間 3.1。
"Sh 

π
(π >0)の導関数を求めよ.

逆三角関数の微分  次に,逆三角関数の導関数について調べる.
第 1章 7節で述べたように ,

ν=sin~lπく=>"=Sin ν,一÷≦ν≦÷
である.1チ =cOS νは一

÷
<ν <≡戸で決して 0と はならないので,定理 3.1に よつて,

-1<"<1で 微分可能.よ って,爾F= α" =cos ν
である.―

÷
<ν <÷ では

COS ν>0であるから,cos ν=/1-Sin2 ν=yl_"2でぁる.よつて,(sin~1")′ =
を得る.

次にν=tan~1"について考えよう.

ν==tan~lπ ⇔
"==tan 

ν,

力
７

v包 _π2

7r
~π

「
<

π

一２
＜ν
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dπ
であ り,‐

ルにJ 
はこの区間で決して

ての実勢 ′ヽて,微分可能で

0にならない。したがつてν=tan~lχ はすべ

ακ αχ

αν

- cosz a

cos2 y 11wcos2 a * sin2 gt

は既に示しているので,(2)のみを示す。ν=cos~1"←⇒

一sin ν。これが 0にならないのは,0<ν <π のとき.

で微分可能であり,磯
告
=+=一

面畿戸
00<ν <π

dν

証明

であり

は -1

田

」
．ぬ

r- cosg, 0 3A Sn
tulcir: (, cos-l r

('i* sin y > 0 Ei'

dy

b sing - @: tE4. j. 
=A., (cos-t *)'

1~  yl二
房2°

=も二しかもsin-1"は -1<π <1
も同じ区間で微分可能で (cos~lχ )′ =

"に
ついても

"≦ ÷
で考

(2)の別証明  第 1章 ,

で微分可能で (sin~lχ )′

1

問 3。 2。 sin~1(sin")の導関数を求めよ。(sin~1"は sin"の逆関数だから,

sin-1(sin")="と はやとちりしてはいけないe sin"の 逆関数を考えたとき,

えていた.)

|m7.5 &D sin-Lr*cos-l r
1

r-------------: E it 6 cos-r r
t/t - 12

な

＜
〓

Ｍ

一

２

定理 314:‐ |(1)

(2) cosTl ll

(3).l tll:11111

■|11‐:11111■|||IJそ,あ1由|||■号
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媒介変数表示  媒介変数表示の例として円
"2+ν
2=1を とりあげよう.

R~χ

(1°)これを,図のように OR OPと のなす角 θを媒介変数 として表せば

π==COS θ

ν=sin θ (0≦ θ<27)

,ノ )

と

　

ｒ
で

ｔ

＜∞＞　」ドく」昨

1,0)を 固定して,直線 LPの傾き t
を媒介変数として

",ν
を表示すれば

1_ι2

1+t2

い α <→

ノ

P(χ ,ノ )

0

ノ
R

を得る.

間 3.3。 (2° )の主張を証明せよ.

次に

幾何の

がって,

¶ は 国 する朋 角は 中い角畔 夕 という事実蹴 意すればα=÷ .

次の補題を得る.

初等

した

ノ

O

補1題1315:
■

一
■

一
●
ｎ
■
一

●
●
ａ
■
一

一一一・・一一一一一一一一一．．一一一．一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

とお11ナば;
11■lt'

～

・―

じ|lθll■

ぶi五lθl■ |

111キ ltl

ll12tlll

lrキ
ー
lt,|

で|あ ||る|
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この補題は三角関数の不定積分を計算する際に有用である.

媒介変数で表示された関数の微分法

|||‐
‐ |||■ ■■|■■

|バ→‐  ■ ||||||  |■ ‐
|ズの    ||■ |||    ■

|≠

‐
9とする.この||‐ ||ltllの関数とそ下:

注 3。 2。 これも

と書き表せば記憶しやすい

証明  定理

2.6よ り,

dν

αν _丁
απ ~ απ

αt

‖よ児t=H→硼分可能であ〆♯=i・したがつ・ 赳

#=←げ40y=″りげ加 =#□
Point:ν =∫ (π)と表示できない関数でも接線の方程式を求めることができる.

例 3.3.媒介変数表示の項の (2°)で述べた例について,定理 3.6の適用の可否を調べよ.

解  まず,"=1+t2の 増減の様子を調べよう(管出 7節を参照).

α
"    -4t
at  (1+t2)2

であるか ら,t>0で は狭義の単調減少,t<0で は狭義の単調増加 .よ つて,t>0と t<0
とに分けて,定理 3.6を適用できる.さ らに ,

αν   2(1-t2)
洸   (1+t2)2

である.したがつて,t≠ 0で ,ν は "の
関数として微分可能であり,

重生=上 (t_÷ )
である.□
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4 高次導関数

関数∫(")の導関数∫
′
(")が再び導関数をもっとき,これを∫(π)の 2次導関数 とよび,

∫
″
(")で表す.以下,帰納的に∫(χ)の 2次導関数ノ(→ (")を定義する.これらを総称して,
高次導関数 とよぶ.

高次導関数について,い くつか注意を述べる.∫ (")が少なくともη次導関数までもつと

き,∫ (π)は 九回微分可能 であるという.便宜上ノ(π)の 0次導関数 ノ①)と は,∫ (■)自 身

のことと規約する.また
場卜
なる導関数の記法に対応しては,η 次導関数を三幽生で表す.

例 4.1。 ノ(π)=Sin"の η次導関数を求めよ

解  ∫
′

(")=COS",ノ
″

(π )=一 Sin",∫ (3)(.)=一 COS",ノ (4)(")=Sin"=∫ (°)(")で
あ る

から
,

(2

(2

(η

(η

=Slll π=sin("+π )であるこ

ノめ0=dno+
と表せる.□

間 4.1.(1) "3の 3次導関数を求めよ.
(2) "3+2"の 10o次導関数を求めよ.
(3) 
“

13+π4+1の 13次導関数を求めよ.

2項係数の性質  定理 4。 1の証明に必要な 2項係数の性質について述べる.2項係数とは ,

πQ:=2個 のものからた個取り出す組合せの数 =た
!(η ―た

)!

・　
　
　
ｎ

形

形

形

「

ｎ

甥

分

↓

の

＋

＋

＋

猛

猛

統

猛

＋

　

η
一２

が

が

が

が

仁
ビ

高次導関数については次のライプニッツの定理が基本的である.
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で定義 される自然数である。 (ただ し,π偽 =1と 規約する。)し たがつて,η 個の文字
πl,・ …,πれに関する多項式

(π l+1)(π 2+1)…・(ππ+1)

を展開すると
"1,…
・,"れ について た次の項は,ち ょうどπQ個 ある.よ つて,"1=…・=

為 =π とおくと,

("+1)π =Σ πQπた・
ん=0

この公式は 2項定理とよばれる.(こ の公式の一般化を次の節で述べる.)これが 2項係

数という名の由来である。

補題 4,21lQII■ ||"銑11■ |:剌鈍

証明  定義式から簡単な計算で示せるが,以下のように考えれば,計算する必要はない .
η+1個のもの{αO,αl,0… ,απ}からた個取り出すとり出し方を数えるのに (1°)αoを含
むとり出し方;(2° )α。を含まないとり出し方,に分けて考える。(1°)に属するとり出し方

の数は,{α l,0… ,απ}からた-1個取り出すとり出し方の数と同じだかられQ_1個であり,
(2° )に属するとり出し方の数は{αl,0… ,απ}からん個取り出すとり出し方の数πQに等し
い.したがつて,ボ乳+メ7ん_1=π+βたを得る.□

定理 4。1の証明  ηについての帰納法で証明する.η =1の ときは,積の導関数の公式に
他ならない.次にηについて定理の主張が正しいとしよう.こ のとき,η +1について,定
理の主張が正しいことを示す.すなわち,∫ ("),g(")力 と`もにη+1回微分可能であるとき,

{∫ (")g(・ )}け
⇒=Σ叶lQ∫け1~→ (")gO(")
ん=0

となることを示す.

π+1回微分可能ならば,当然η回微分可能であるから,ノ (π ),g(π )についての帰納法の

仮定が適用できて,ノ (π )g(π)は η回微分可能で,

{ノ (π )g(π)}ω =ΣπQ∫←→(π )メ→(")
た=0

が成立している.こ こで右辺の各項をみると∫し
~→
(π),g(0(")は ,それぞれさらに 1回は

微分できるから,定理 2。3によつて,ノし
~→
(π )g鮨

)(π )は微分可能で,

{ノ
(π
~た)(π
)g(た
)(")}′ =∫ (π

~た+1)(π
)g(た
)(π )+ノ

(π
~た)(")g(た+1)(π

)・

したがって,{∫ (3)g(π )}(π)は微分可能,すなわち,ノ (π )g(π)は 2+1回微分可能で,

{ノOgO}け⇒={げOgOメ→y

=Σ πQ{∫ ln_た十⇒(3)メ0(")+∫ ln_。 (π)gけ⇒(π )}
た=0

=π偽ノln.⇒ (.)gO(")+力 {πQ_1+πQ}∫け1~0(・ )gO(")
た=1

+πQ∫ (0)(")g(π +1)(3)
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となるが,π働 =おC=1で あること,お よび補題 4.2よ り上式は,

Σπ+lCL∫°
叶4~0(π
)gO(")

ん=0

に一致する.□

Point:ラ イプニッツの公式は η次の微分係数を求めるのに大変有効である.

例 4.2。
"3cπ
の 2次導関数を求めよ.

角翠

い =0)
い =1)

い =2)
い =3)

い >3)

であるから,ライプニ ッツの公式より,

←
3♂
)(π

) == 
ノ CC―十π3■3"2cπ _+π 326"cπ ―十π3も6cπ

={π 3+3η
"2+32(η

-1)π +2(2-1)(η -2)}cπ .

ここで,π ≧3と して計算したが,この答えはη=0,1,ま たは2でも通用していることに
注意せよ.□

例4&ズ→= につい■ 円 の獄 め二

解 η≧2と して,("2+1)∫ (")=1の両辺を2回微分し,左辺にライプニッツの公式を
適用すると

,

(π

2+1)∫ (a)(")+2ηπ∫

`π

-1)(")+η
(η -1)∫

(π
~2)(")=0・

ここで,"=0とすると,∫し)(0)=一η(η -1)∫し
~の
(0)なる漸化式を得る.∫0)(0)=1,

∫(1)(0)=0に注意して,これを解けば

メ竃の={Ч知:黙戦|

が
プ
伽
６
０

ｒ

ｉ

ｌ

ｌ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

ｋ

〓
ｍ＾
呵
′
ノ
π

となる。 □
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5 平均値の定理とテイラーの定理
この節の話題は,少 しばかリー般的かつ抽象的である。最初の一読では,定理およびそれ
らの系の内容を頭にとどめるだけで,それらの証明はスキップして,最後の小節に進んで差
し支えない .

この節を通しての仮定  以下,特に断わらない限り,α <bと して,閉区間 la,司 で定義
された関数で,次の条件を満たすものを考える:

(υ)閉区間し,司 で連続かつ (α,b)で微分可能.
定琴5■ 11‐″,1宰1響)|1閑‐幣‐す(|).||=1冬年10´)を満なしてャーヽる|‐11
∫(b)|で |‐■げ|■●||ヽ●|なる●わ|う |||‐|||||||||||1111111対 ||||て,メ

`(|〉
■01と|な|る|

証明 関数∫(■)は閉区間上で連続であるから,こ の区間内で最大値 (これをν と書こう)
および最小値 (これを鶴 と書こう)をもつ.ν =鶴 であればノ(π)はこの区間で定数関数.
よつて,どんなα(α <α <b)を とつてもノ

′
(α)=0である.

ν >π とする。ν ≧∫(a)=バ b)≧ πであるから,ν >∫(a)=∫(b)ま たは,∫(a)=
ノ(b)>鶴 の少なくとも,一方は成立する.ν >∫(a)=∫ (b)であるとしよう。∫(")が最大
値 χ をπ=α でとるとしよう.仮定より,α <α <bである.こ のとき,(十分小さな,)
ん>0に対して,ノ (α +ん)≦ ν =∫ (α)かつ∫(α 一ん)≦ y=∫ (α)であるから,

∫(α +ん)一 ノ(α )
≦ 0 かつ ノ(α

一ん)一 ノ(α )
―ん

ここで,ん →0とすると,前者からは茸(α)≦ 0,後者からはた(α )≧ 0を得るが,∫ (")は

"=α
で微分可能であるから

,

0≧ 舞(α)=/(α)=だ (α )≧ 0。

よつて,ノ
′
(α)=0であるc∫(a)=∫(b)>鶴 のときも同様に議論すればよい.□

ロルの定理の興味ある応用例をひとつ述べよう.

例 5。 1.∫ (")を ,あ る (有限または無限の)開 区間で定義された微分可能な関数とする.方
程式 ノ(π)=0が相異なる鶴個の実解をもてば,∫′(")=0は ,少なくとも,m-1個 の相
異なる実解をもつ .

解  ∫(")=0の相異なる鶴 個の実解をαl<α2<…・<αmと しよう.ノ (αづ)=ノ (αj+1)
(づ =1,2,… .,m)で あるので,ロ ルの定理より,あるαj(αj<αJ<αづ+1)が存在して,
ノ
′
(αぅ)=0.すなわち,ノ′(")=0は αl<α2<…・<απ_1を実解にもつ。 □

≧ 0

定琴|。 21(,‐グ,|ンジ■,‐干均lltLII=IEll‐ |1瀾|1数||||||||||||‐′(|).は 1条件||(1切西|



証明

Flal嘲 の一ズの -  0-→

とおけば,これも条件 Ⅳ )を満たしF(a)=F(b)=0.したがつて,■ルの定理より,

F′ (α)=0, α<α <b

なるαが確 する ノo=―胴 +  であるなけ め試 肇 な

季島尋騨:轟戦筆絆,TTT,I‐■1111lTttTTl∵
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紳 0補 たす よつt勁 値の趣 厳 え■   =胴 な

b)が存在するが,仮定よリノ
′
(α)=0であるので,ノ (a)=∫ (b)と なる.□

∫(b)平 ノ(a)+(b一 α)∫
′
(α)α <α <b

∫(a)=∫ (b)+(α 一b)∫
′
(α)α <α <b

百(|》||′la,ITI巧硬西ア

と|な|る1

証明 g(b)一 g(a)≠ 0である.なぜなら,g(a)=g(b)で あれば,ロルの定理より,g′ (β)=0
なるβ(α <β <b)が存在してしまうから.
したがつて,

わ =ズの一人→―  島一ズ瑚
はこの区間で意味をもち,かつ微分可能で,F(b)=F(a)=o・ ゆえ,ロ ルの定理より,
F′ (α)=0なるα (α <α <b)が存在する。この αについて,

∫(b)丁 ノ(a)  ∫
′
(α )

g(b)一 g(a)  g′ (α )

である.□

ラグランジュの平均値の定理にあらわれる式は

証明  a<b
いて,∫ (")は

るα (α <α <

あるいは

と表現できる.
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定理 5.5.‐案数●|を含|む;ある即‐匡FHl.で 1窯|‐義■|れ|た関数ノ(″)が ,|こ|の1区1間|で微1分‐可能|で|あ

111111■11:|:=::=lι lふ 11‐,ニ
と|る.♭ |ltl‐11薇|ltt,春‐差‐手|る||||||‐   ■||||
証明  χ=cの ときは明らか.">cの ときは,上に述べたラグランジュの平均値の定理の
第 1の変形の式をα=c,b="と して用いれば

,

ノ(2)=ノ (C)+("一 C)/(α)c<α <π .

したがって,α =c+θ (π ―c)(0<θ <1)と 表せる.
π<cの ときは,第 2の変形の式をα=",b=cと して用いれば同様である。 □

テイラーの定理  次に定理 5.5を “良い "関数に対して,精密化することを考える.
関数ノ(π)が条件 (Ψ )を満たし,さ らに 二群0∫

′
(π)および π

li泄
0∫

′
(π)が存在すれば,

ノ
′
(■)は自然に,閉区間レ,司 上の関数とみなせる.このような∫

′
(")が ,さ らに条件 (υ )を

満たすとき,ノ (π)は条件 (Ψ l)を満たすと呼ぶことにしよう.以下,帰納的に自然数ηに
対して条件 (υπ)を満たすということを定義する.すなわち,∫ (π )が条件 (υπ)を満たせば,
開区間 (α,b)においてη回微分可能で,ノ("),∫

′
(π ),…
0,ノレ)(・ )は自然に閉区間レ,司 上の

連続関数に延長され,さ らにノし)(π )も微分可能である.

定理5.6.瀾1数ザ(")が 1条‐件(υお)を
―
満たせ|ば,″くαtbなる0が存1在して,

あ
|‐Ⅲ     に1 け■

となる。 ‐ |||‐■| ‐    ‐| ||||
証明

則イ     電 )lb-31爛

とおく・(こ こで,η =0と すれば,ち ょうどラグランジュの平均値の定理の証明にあらわ
れたF(")に一致する.)明 らかに,F(α)=F(b)=0である.た ≧ 1の とき,

#(=|:菫
上
。 一→
た

)=_ギ 難 |。
一 が
-1+型

半
主 o一 ‐声

であることに注意すれば,

Щ→=ザOC O一げ―左 。一が

(b― α)π
+1~た
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+し +⇒
(丁場トーニ■拌―T瓦■百)o一→

π

―  拓刊( 下電 (b一 α)π
+1~た

したがって,ロ ルの定理より,あ るα(a<α <b)が存在して,

10■ ll( T―
ム   )し

げ =

これを書き直せば,

胴=を    ど
を得る.□
ラグランジュの平均値の定理から定理 5。5を導いた論法とまつたく同様の論法で,定理

5。6よ り,次の定理を得る.

‐||||      |■ ■ |■ ■ ■ ■  ‐‐  | |■ |

)(b一 ")π

/r'+t) (cr) 
(b _ e)n .

nl

定理 5。7において
,

島+1=型里窯騨
=」

~~Jιす■
    (η +1)!

とぉく4。 もし,∫ (■)が無限回微分可能で lim Rπ =0

("一 C)π
+1

となるならば

胴=Ё
た=0

と無限級数で表示されることになる.これを∫(π)の点 cにおけるテイラー級数 とよぶ .

∫(π)が このような表示を定義域の各点 cでもつとき,ノ (π)は 解析関数 とよばれる,解析
関数の本質は,それを複素変数の関数として考察することによつて,極めて自然に,明 らか

になるが,この事柄については他書に譲ることにする.

4こ の項をラグランジエの剰余項とよぶ。
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Point:多 くの場合,関数値を計算するのにそれほど正確な値は必要でない.そ して,テイ

ラーの定理によれば複雑な関数でも多項式で近似できることになり,多項式であれば種々の

計算が楽になる.

いくつかの関数のテイラー級数  具体的な関数のテイラー級数を調べる.ま ず,無限回微
分可能な関数が上のような表示をもつことを示すために必要となる補題を述べる.

90

証明 触LI半 |(=虐‰
翌
響
L)=0を 示せば十分であるの■ ν ≧0と して証明

すればよい.

ギ≒一ギ各≒=ギ争≒(扇艦告丁-1)
であるか呪 数列

{喘籍1は
η≧Mで騨 調減少である.しか、,半 ≧0でやるか

ら虐胤器
は存在する(第 1乳 定理 上幼.こ の収束値をαとおくと

α=鳳
ぃ り
=鳳
浩
OT=卜 α=ト ロ

以下では,c=0におけるテイラー級数 (これを,マクロー リン級数とよぶ )を調べる .

例 5.2。

cπ =1+{午十毛争+…・+#+てデトππ+1・
よって,すべての実数πに対し,

C"=二手
となる.

証明 定理 5。7よ り,cπ が無限回微分可能で littt=0を示せばよい.■ cπ =cπ で
あるから畔は明らか.陽

|=1専争al≦
であるから,補題 5。8よ り各 πについて,鯉 鳥 =00□
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例 5.3。 以下,い くつかの関数のマクローリン級数を述べるが,それらにあらわれるθは π

とηとに依存して定まる 0<θ <1を満たす定数である。

O dn"="一手+手―…+← lr~1軍手寺「+← 1ド毒茅撃≒r2π+1

②  COSπ =1-手 +手 一 ・+← 1ド
π秀 丁
十 ← lFl畢

茅子獅 F2π
+2

よつて,すべての実数 "に
対して cos“ =Σ

メ
ー1)た一
吾み「
である.

間 5。 1。 例 5.3を証明せよ.

テイラー級数を調べる際に,定義どお りに剰余項を求めることは必ず しも得策ではない .

10g(1+π )に定理 5。6を直接適用すれば

bま 1+→ ="―手+手―・+l―lr-1++ (2+1)(1+θ π)π+1
(-1)π trn+L (o < o < 1)

であるが,こ の剰余項を評価することは容易ではない.少々先ばしることにはなるが,これ

を積分を用いて評価 しよう.

例 5。4。 -1<π に対し

10g(1+")

島 +1

となる.さ らに,-1<"
区間で

と表される .

証明  等比数列の公式よ

1-t+t2...

り
,

+(-1)π
~ltπ~1- 1~(一 t)π

l+t =ギ≒一←⇒πギL

＜
〓

="―手+手一・+← 1ド+1++凛 1,
ぱ
Iπ古洗

として,この積分を評価すると lim民叶1=0と なり,こ の

bま1+→ =二←⇒科1手

1+t

従つて ,

1+t
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Iπ T肇丁
到ば 1+→ 蹴 意銅 t辞 の式を御

この剰余項 島 +1二 (-1)π I"T千丁
αtを評価する。

(1)0≦ "≦
1のとき

,

齢躙回0ま浩≦′より

1島+11=I"ギトαt≦

ざ■1警食ぢ房l喜 ,

積分区間 Lq Oま 響 ≦器
は っ■

lL.ll=I°♯洗≦五
°
尋就=

よつて,lim凡叶1=0。 □

任意の実数 αと自然数 たとに対 して

αQ:=u~ル ‐          た!

と定め,αa=1と 規約する.これは,第 4節で説明した 2項係数の自然な一般化になって
いる.

Iπ
tπαt=:手

:子 ≦・一岬

例 5。 5(一般化された 2項定理 )

(1+π )α =1+β lπ +

なる θ(0<θ <1)が存在する .

示をもつことが知 られている .

(=π )π
+1

(2+1)(1+π ) (η +1)(1+π )

.任意の実数 αに対し,

ご乃π
2+… .+Jttππ+J乳+1(1+θπ)α

~π~lππ+1

さらにlπl<1において,(1+")α =ΣαGげたとなる表
ん=0

＜
〓

ンλ

しは
魯
籾口
し

位

少

単”轍
イ

♂

式

オ

　

た
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であることに注意すれば ,

CCν

を得る.こ れを

的に

Ctυ =COS ν+づ Sin ν

なる式を得る.これを オイラーの公式 とよぶ .

われわれは,複素数ベキの定義をしていないので,この公式は形式的な意味しかもち得な

いが,適当に複素数ベキを意味付けすれば,上の式は実質的な意味をもつ。あるいは,オイ

ラーの公式によつて正の数の複素数ベキを定義してもよい。すなわち,α >0(ただしa≠ 1)
および複素数 π+`ν について

α"+づν=α"(COS(ν 10g α)十
j Sin(ν 10g α))

によつて定義するのである.こ のとき,3角 関数の加法公式を用いれば指数法則 α
Zl+Z2=

αZl αZ2が成立することを容易に確かめうる.

6 不定形の極風
コーシーの平均値の定理の応用として不定形の極限について考察 しよう.

関数バπ),g(")においてπ→αのとき∫(π ),g(π )が →0,∞ などになるとき,

脇#
は形式的に

O  oo

O'∞
などと表 され 不定形 とよばれている.不定形について次の定理が成 り立つ .

|=1理
|||‐|(|ギ |夕|ル,1率1響)1微分可能| ‐な1関1数 lr(|〉 0(").におい.、1墓ず(|卜|1脇‐|(|)|19

●め遺ぐの任意″
"こ
対り→響,●●IⅢⅢ器||||||■ |

義齢||=帰
証明αが∫("),g(π )の微分可能である区間に含まれているならば,それらはaで連続であ
るのでノ(a)=g(a)=oOも しαが微分可能な区間の端点であるならば,α における値を(あ

式形ずれ

↓

弊

一　
　
観

が
丁
　
０

１

　

／

＝

＼

　

ν

一一
　

一一

　

Ｓｌｎ
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らためて)∫ (a)=g(α)=0と 定めることにことにする.いずれにせよαの十分近くの "に
対し,∫ (π ),g(・ )は区間 [α ,π](かつ/または [",司 )でコーシーの平均値の定理の条件 9)
を満たす.したがつてαと

"の
間に

∫(π)  ノ(")一 ∫(a) ∫
′
(α )

g′ (α )・

→ αより

=鳳
器

g(")  g(")一 g(a)

を満たす αが存在する.こ こで π→ αとすれば α

鳳発|=丸発遭器
注 6.■。この定理はαが土∞ の場合にも成り立つ。また,"→ αのとき∫(π)→ 土∞,g(■)→ 土∞

の場合にも鳳」裾キが存奮すれば

を証明することができる.

鳳冊=鳳#

(2)ltti讐籍卜lb≠ Ol

“

)よ軋√

Point:ロ ピタルの方法は大変有効なので,しつかリマスターしよう.

例 6.1.ロ ピタルの定理を利用して次のように関数の極限を求めることができる。

①霊    =搬勢嚢卜=4

②闘上ザ里=脇半 =÷・

0鳳 手 =鳳鉦二 =鳳
止
ヂ
旦
一
。=鳳手 =0

(4)典胤(1+")告 =lim ci bg(1+")=11

はぜな呪鳳Щギ=鳳キ=り
間 6。 1。 次の関数の極限値を求めよ。

①鳳ギ尋
0鳳

0鳳

161“聟メ
ーbgげ
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7 関数の極大・極小と凹凸

| ∫」1‖雪霧写鍛ぽ写
証明区間レ,司 の任意の′点

"1,"2(π
l<"2)に対し,平均値の定理より

∫(π2)~∫("1)=(π2~π l)∫
′
(C)(πl<C<"2)

を満たす cが存在する。よつて,も しノ
′
(c)≧ 0(ノ

′
(C)≦ 0)であれば∫("2)≧ ∫("1)(∫ ("2)≦ ∫(π l)|

が成り立ち,また,この逆も上の式より簡単に確かめることができる.□

/(χ l)

/(χ 2)

単調減少・単調増大のグラフ

点 cを含む十分小さな開区間において任意のπ≠cに対し

∫(C)>∫ (")(ノ (C)<∫ (・ ))

が成り立つならば,∫ (")は "=Cで極大 (極小)であると
いい,ノ (C)を極大値 (極小値)と

いう.

証明任意のα<"<cにおいてラグランジュの平均値の定理より

ノ(C)=∫ (π)+(C一
")∫

′
(α )(π <α <C)

/(χ 2)

/(χ l)

き/′ (θ )
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を満たすαが存在する.∫
′
(α)>0よ り∫(c)>∫ (")・ 同様に任意の c<π <bにおいて

∫(")=∫ (C)+("― C)∫
′
(α)(C<α

′<")

を満たすα′が存在する.∫
′
(α
′
)<0よ り∫(c)>∫ (π )・ よつてπ=cで極大.□

注 7。1:定理 7.2では,∫ (“)が
“
=Cで微分可能である必要はない。

例 ZLバ→ =メ 駆 間 ←L⇒ 上の連続敵 ■ 点→=:メ <0し ∈は り ,

ノ
′
(")>0(π ∈(0,1))・ またノ(0)=0よ り関数 ∫(π)は極小値 0を とる.

∫
′
(π)=0の解の中

f(χ)=χ :のグラフ

で,極値をもつものは次の定理により判定できる.

定翠7131‐∫("ンは|(|,0)|で η回微1分1可1能|(|||≧ 12),|(a,b).の暮||●lrl,キ(|〉が導棒;

‐
|‐
||■ ||‐ |||■ |||‐ 1ノ1(|)|■|∫:1(|〉||||||||メ|11)(`〉 |lolrlll(|)|≠ 1011111111‐||

■|■ ●111‐‐| |‐ ||||‐ ||‐ |||‐・■|||■ |■■|■ |■||■■■|||‐ |||||||||■
‐

である|とする||こ|の|と き■ |‐ ■■■■|■‐■.‐ ‐. ‐   ‐‐ ‐‐■■‐ |・

(1)2が 1偶‐数|でlrll(c)|>o(∫り(c).く101なら,ず |‐ノ(0)は極小値||(樺 1本1値〉‐|である.:

(2)鴇 が奇数なケ|ずザ(|)1ま こで樺値|な||らない.。     ■|||■ |‐ ‐

証明 テイラーの定理より

ズC+0=ズの+#んす=ちFL作…+11毛1:卜げ
‐+

すなわち

ノ(π)(C+θん)

∫(π)(C+θん)
π!

∫(C+ん)一 ∫(C)=
η!

ん
π

ん
π
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となるθ(0<θ <1)が存在し,2が偶数ならば,んπ>o.∫し)(π )が π=Cで連続で
ノし)(C)≠ 0であるから|ん |が十分小さければ,∫鰤)(C+θん)は ∫(π)(C)と 同符号である.よつ
て∫し)(C)>0な ら|ゴ ∫(c)は極小値.同様に∫し)(c)<0な らば∫(c)は極大値。
ηが奇数のときはんπがんの正負によつて符号を変えるから,∫ (c十ん)と ∫(C)の大小関
係も変わり,極値をもたない.□

例 7。 2.ノ (π)=π +2 sin"(0≦ "≦
27)の極値を求めよ.

解 ∫
′
(")=1+2 cos",ノ

〃
(■)=-2 sin".方 程式 ∫

′(")=0(0≦ "≦
27)を解くと,

2   4

"=「yπ,丁
π・

４

一
３

／
ｆ
ｌ
＼

∫０＜

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

π

２

一
３

／
ｆ
ｌ
＼

ノ

ま値ガ極で小極きと

」ノ　４̈３
より
"=■
‐π?と き極大で極大値は1-π +栢,π = ÷π―編・

問 7.1.次の関数の極値を求めよ.

(1)"3_π
2

(3)“券(">0)

Oπ+#
(4)“告(1-π ):

関数 ∫(3)が微分可能であるとき,π =α に対応する曲線 ν=∫ (■)上の′点Pにおける接
線 PTに対し,曲線が Pの十分近くで常に P■の上方にあるとき,この曲線は "=cにお
いて 下に凸 (または 上に凹),常に PTの下方にあるとき,こ の曲線は "=cにお

いて 下

に凹 (または上に凸)と いう.ま た,凹凸の変わり目を変曲点という。

下に凹

下に凸

下に凸
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嚢理17141‐関数■●ア■,日微分|■|:|●||lrlo‐|■準練●す0■■綺,■J(|卜||●‐ヤ

'■夕1(=).|||■ |な0革門●Ⅲ下■■,メ●>■,I●
`=FH51■

■ヾ .

証明 ∫(π)は区間 (a,|)
の方程式は

において,ノ
〃
(■)>0と する。点 (c,∫ (C))(a<C<b)における接線

ν=∫
′
(C)(π 一C)+∫ (C)・

よつて
"=c+ん

のとき,曲線が接線の上側にあることと∫(C+ん )一 ノ(C)一 ∫
′
(C)ん が正で

あることは同値である.テイラーの定理より

/(θ十力)

/(ε )+/′ (ε )カ シ=/′ (θ )(χ一ε)+/(ε )

/(ε )

ε   ε+カ

下に凸のグラフ

∫
″
(")は連続性より|ん|が十分小さければノ

″
(c+θん)>0であるから∫(■)は π=Cで下

に凸.同様に∫
″
(π)<0と なる区間の任意のcにおいては下に凹.□

間 7。 2。 次の関数の凹凸を調べ,変曲点を求めよ.

バC+0-胴 ―点のん=  が 0<θ <)

(2)ν =√ +“

(4)ν =÷ (C舌 +C―昔)
(1)ν =π
3_"+1

(3)ν =c~π
2

間 7。 3。 m,π >0とする。区間 Iで ∫″(“)>0な らば,任意の
“
1メ 2∈ I(31≠

"2)に
対し

ノ=/(χ )

であることを示せ .

>∫ (       )
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第 2章 練習問題
■。次の関数の導関数 を求めよ .

(1) ffi e)sin-L!T<, (B) rJL:r*sin-lr (4) \@

(5)cC= (6) Logtm g) tan-1(sin-1r) O bg← +″ +つ

(12)tan(Sin(10g"))

0去 002+ヴ
田 ノ “ 0

2.

° yπ2+l l101ねnサ  llll血リ

次の媒介変数で表示された関数について 型生 を求めよ。

(1){;:ittlユl ;:計 o{jゴ軍よ耐
0{Jゴ
~Z~10{;=∬

:ι
 o{J三」缶Ъ∫

3。 次の関数の η次導関数を求めよ。

(1) e-t (2) sin r (3) Iog r (4) \fr

(7) rlog r (8) r sin r (9) e* cos tr (10) 13 log n

4。

5。

敵 胴 = い К

(1)(1-"2)∫
′
(")="∫ (“ )を示せ。 (2)∫(2)(0)を求めよ.

次の関数のマクローリン級数を2次の項まで求めよ.

0 01a■ 3140島
(5)("-1)2  (6)2π (7) e' stn tr

0  にのご
20ぽ 一⇒

4

次の関数のマクローリン級数を求めよ .

(1) 12 sinr (2) e2' (3) #

(4)tan~1"

(8)log(Ca+1)

(12)tan"

6。

(4)tan~1・

(10)π 10g(1+")

(5) 3' (6) tr2 e*

(1 1) e' sin r(7)c~π (8) * (e) cosr2

7。 次の極限値を求めよ。

(1)1鶴主ザ里

(4)l雪%"(α
士-1)(α >0)

(7)虫‰ 1+“ +“ 2

ｍ
洋

cosr - +L-tT
sinr - tan-1 r

ｌｉ‐
↓

１

一
”

　

一５

　

　

　

８

lim
π→0

1im
2→0

(6)l璃

1911甕

_"y"+1

"3
2π -1-(10g2)κ

π
3

π
2
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8。 次の関数の極値を求めよ.

(1)ν =("-4)√

(4)ν =sin“ (1+COS“ )

Oν =命
(5)ν =“告(1-“ )告

Oν =

(6)ν =log("十 yπ2+1)

lグラフで1確1認してみようトマ′■|■リン展開を用いるこ■1● |よ |つて,Si五″:こ||な |ど01関1数
が多1項1式|の形で表されるこ―とを1学|～|だ |.しかし:案1際 ||口|じグラ|フーになるのだろう力|'そこ
で:次の関1数をグラフ11書|||て|み|よう :‐ |‐ ‐ | |■ |■ |   _ _‐  _‐ _ .

:|||11111…

ν事|″

■||||||■‐二3

7.Ff‐■|‐百

一一一一一一一一一・一．一一一一一一一一一

一”
一
■一ν
力11‐ ||‐
"'す|||す νl■|,1■|″|



第 3章

積分法 1

1 不定積分

関数 ν=∫ (π )の "=α
における微分 ノ

′
(a)の定義を振り返ると,次の極限値であつた。

ノ(b)一 mで b→ αとした.
b― α

例えば,ある物体の時刻 "に
おける位置が関数 ν=ノ (")で与えられているとすれば

∫1等
壬ヂ
⊇[は時亥Jα から bまでのときの平均の速度である.よ つて b一→ αとした

ときの極限値 ∫
′
(a)は ,物体の時刻 αにおける速度を求めたことになる.

いま,逆に関数 ν=∫(")は時刻 "に
おける速度を表しているとする.こ のとき,時刻 α

からbま でに物体が動いた距離を求めることを考えよう.も し∫(π)=υ (一定)であれば,
時刻 αからbま での動いた距離は,もちろんυ(b一 α)であるが,これは,グラフで囲まれた

部分の面積である.このことは,速度が一定の定数関数でない場合にも成り立つことが知ら

れている.

y: f (x)

時間 一時間

積分とは,図のように関数で囲まれた部分の面積を求める作業であり,上記の例の場合

ν=ノ (■)を積分するということは,物体が時刻 αからbま でに動いた距離を求めることに

対応している.高校での学習でν=∫ (")≧ 0の区間レ,司 での面積はF′ (")=∫ (3)と な
る関数 F(π )を 1つ見つけてきて F(b)一 F(a)を求めればよい。したがつて,積分を求める

には微分について,よ くわからなければならない.第 2章で,高校のときとは違う,複雑な

81



82 第 3章.積分法 1

関数についての微分を学習した.こ の章では,高校での学習を振り返りながら,そのような

関数の不定積分を学習する.

関数 ∫(π)に対して,
F′ (")=∫ (")

となる関数 F(■ )を ∫(")の 原始関数 または 不定積分という.

例 1。 1.

(1)π
2,"2+1は

2■ の不定積分である.

(2)sin",Sin π+2は cos πの不定積分である.

関数 ∫(π)の不定積分は数多く存在するが,次の定理により定数を除いてただ 1つ定まる.

証明 不定積分の定義により G′ (")=F′ (")=∫ (π ),したがつて

(G(")一 F("))′ =G′ (π )一 F′ (π)=00
C(")一 F(π)=θ  (σ  は定数). □

関数 ノoに 対し■ その不定積分をル o απと表す.また /島 山 の場合は/+
とすることもある.ノ(")の不定積分の 1つを F(■ )とすると,定理 1。 1よ り

ル0山 =FO+σ
と表すことができる.このとき,∫ (")を被積分関数,σ を積分定数といい関数 ∫(π)の不定

積分を求めることを関数 ノ(■)を積分するという.以下,積分定数は省略する.

注 1。1.任意の関数の不定積分は必ずしも存在しないが,連続関数の不定積分は常に存在する。

不定積分の計算において,次の定理が基本的である.

一●
■
■
山
一

■
●
●
■
●
■
●
一

●
●
　

　

・ｇ
■

一．一
一．・
一一一
．

・・一一．．．．．

／

ｂ

一
・
　

＋

一

一
一
・　
山

●
●
・　

一
●
∬

一一・一一一一一・・一一一一一一一一・一一一一一一一一一一一一一一一一．・・・一一・一・一一一一一一一・・・一．一一一一一一一・一一一一一一一∫

一一・・・一

．．一一一一一一・一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一・一一一一一一一一一・一一一一一一一一一一・一・一一一／

一一

●

●

■

■

●

α
●

一

一一一一一．一一一一一一・一．．一一一一一一一一一一・一・・一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一．一一一一一一一．一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一．一一一一一一一一一一一一一一一一一一・

●
●
●
齢
■

・・一・・一一一．●
一
一一・．．
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が成,‐立つ:
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間 ■。■。上の定理 を証明せ よ .

定理 1。2から,い くつかの基本関数の不定積分がわかれば,それらを組み合わせてより複
雑な不定積分が計算できる.まず,基本関数の不定積分の公式を述べる.

0ル壺=書・≠刊
(3)/cC απ==C"

叩

(9)/7+FI=÷ tanll÷ (a>0)

間 ■.2。 公式 (7),(8),(9)を 証明せよ。

例 1。 2。

0/ 山=血4÷・
(2)/  α"=2/7七πα"=tan~1÷ .

0/hM山〒/器山=―/1#山 =」中∝引・

2 置換積分と部分積分
置換積分

πの関数 ∫(")において,その変数 "=g(t)が
変数 tの関数であるとき次の積分公式が

成り立つ。

+F。0=##=ル》′0=∫・0ソ00

(2)/÷山=10g l"|
0ル山=+し >Qα≠⇒

L÷
(α >0)

四/讐山ヨ電げ01

/JlgltlVO洸 =Fし0=Fo=ル¨ .

蓮難:I 奮 能
■
●
●
一．

一可
●
●
●
一

一続
●
●
Ａ
一

一連
●
一一一一一一一一一一一・一一．一イ
■
一

一が
■
■
■
●

一０
●
一一一一一一一一一一一一一一一協
一

一ず
●
■
↓
一

・数
■
●
Ａ

．

一関
●

・一．ｆ
ノ

||や|や|,1導1甲1撃|11(|ン |ヽ

証明∫(")の不定積分をF(")と すると,合成関数 F(g(t))に ついて,

□

したがつて
,
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注 2上 期 婦 算においては "=gO硼 分し,#=ノ 0から分母をはらったα"=ノo洸
を左辺に代入すればよい.

置換積分の公式を利用して次のように不定積分を求めることができる.

例 2。 1。 次の不定積分を求めよ.

+t8=+υπ+げ・

/"ヾ"2__lα"==/√ :α
t==:/1/7αt==:t号 ==:(・

2__1)3。

(4) t=cOS πとおくと洸=― sin"α"だ
から

f sin r f 1 a. 1 1I ----o-- dr - - I -- dt:J cos"r J t' t cosr

(2) πc"2 (3) "確 2_1 (4)

13

T4 (4)

(1)  (2"+1)7
sln r

-------
cos'tr

Cπ

〓就
ノ
ノ

ノ

ー

一
２一一　

　

ヽら

抑

“

夕

蒻

役
雄
に

お

　

ア

　

と

世
【
な

加
　
ｒ
ノ
　
ノ

一一　
　
　
　
　
〓

解

臼
ビ
　

　

　

０

Ｃ

１

一
２〓

Ｃ

１

一
２〓α

　
　
ら

１
一２
　
か

♂

　

だ

′
′
′
Ｊ
　
　
”

一一　
　
月

”
　
　
　
２

α
　
　
〓

♂
　
　
洗

た
だ
　
とおと一”〓

３

間 2。 1。 次の関数の不定積分を求めよ.

(1)    π
2cπ3    (2)    sin 2π

 cos 4“     (3)

0

部分積分

llc"

置換積分の公式とならんで,積分の計算に有力な手段となるのが部分積分の公式である.

一●
●
●
山
一

●
一
●
●
■
●
■
●
一

き

●
ン
一

―

●

↑
一

一瞥
・一一・・一ナ

一連
●
●
ｒ

■
″

・
一
一
●
３
●
一．

一躙一一鋤一

一０
●
●
一

・ず

●

一・・一・・一一一一脇

一

数
■
●
↓
一

・欄
　
一Ｈ
一

一
　
　
　
●
■
●
一

Ｔ

夕

一

一の
■
●
■
●

一分
■
●
●
一

積
■

■
■

・分
■
■
●
一

部
●

●
■

２

　

一

．
　

・・

・・

一一

２理
　
・
・●

定

　

●
一
証明 積の微分公式より

両辺を積分すると

{∫ (π)g(")}′ =ノ
′
(")g(")+∫ (π )g′ (π ).
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したがつて

ズ→ズ→=/ルレ0山 +ル→ノ0山・

ル0ズ…
=ズ→ズ→一ル→ノ0山・

□

例 2。2.次の不定積分を求めよ .

(1)   10g π    (2)   "cos"    (3)   sin~1"
1翠

(1)/10g"α"=:/1010gπ
α
"=π
 log π―
/π
・
÷
α
"=π
10g"一
/α"=π

10g"―
".

(2)/π coS"α"==π
 sin π―
/sin 
π απ=="sin"+cos π.

(3)/sin-1"α "=="sin~lπ
―
/        

αχ.

t=1_"2と ぉくと _2"α"=洗
だから

/万ギ姜7-α"=一 /巧tttα
t=丁√=~yl丁

"2.

したがって

/Sin-lπ
α
"=="sin~1"+71-―

χ2。

間 2.2.次の関数の不定積分を求めよ.

(1)   πC"   (2)   π sin π    (3)   tan~1・     (4)   log(12+1)

例2.3. 不定積分
/cE sin 
π απを求めよ。

角翠

/Ca Si・ "α"=: Cπ

(Sin"__COS").

間 2。3.次の関数の不定積分を求めよ.

(1)  π
2cπ    (2)  cπ coS π   (3)  π

2sin π

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

π
α
”ｎＣ

ｒ

ノ＋”０ＣＣ

／

１

１

＼
一πｎ

Ｃ〓π
α
”０ＣＣ

ｒ

ノ一”ｎ
Ｃ〓”

α
”ｎ♂

　
　
て

′
′
′
Ｊ
　
　
っがたし
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86 第 3章.積分法 1

例 2。 4.

(1)η を 2以上の自然数としたとき

/COSπ "α"==・ ;テ
coSπ
-1"Sln 

π _+‐翌

11」
生

/COSπ
-2π
 απ

/cos3 
π α
"を
卦いうよ。

- l"or^-lrcos rd,r:cosu-Lrsin r*(n-L) 
Icos'-2rsin2 

rd,r

- cos'-l rsin r*(n-L) Icos'-2 rd,r- (n-L) 
Icos' rd,r.

したがって,右辺の第 3項を左辺に移項 し,2で割ればよい .

(2) (1)で 求めた式か ら,

/cos3"α"=÷
COS2 π sin"+11/cOS π απ=÷ cos2 π sin"+÷ sin π̀

注 2。 2。 cos aの 3倍角の公式を利用してもよい .

間 2.4。
/sin4 
π d“ を例 2。 4と 同様めや り方で求めよ.

間 2.5。 次の不定積分の漸化式をつくれ .

(1) In - I ** e-' d,r (2) In - /tros 
u)n d,r

3 いろいろな関数の積分
有理関数の積分

分数式を積分することは,速さ (速さの 2乗 )に比例する抵抗を受けて落下する物体や,上
限を設定した生物の生息数を扱うときなどに現れる.こ こで分数式というのは,P(■),C(π )

を多項式として,器 という形をした式のことである.

実際に必要なのは,{分子の次数}<{分母の次数}の場合である :

{C(")の次数}≧ {P(π)の次数)の場合は,

1・ C(・)÷ P(π)を計算して,商 S("),余 りR(■ )を出す;

(3)島 =:/"π  α
π
 α
"  (a>0, 

αl≠ 1)

C(")=P(2)S(・ )+R("),
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2.こ れより

器下銅+器 -0
3。 S(■)は多項式ですぐに積分できるし,R(生)の次数 <P(π)の次数になっ
ている.

例&上   をoの形にせ二

(π
2_3"+4)÷

(■ +1)を計算すると,商は "-4で ,余
りが 8だから

"2_3π
+4=(π +1)(π -4)+8。

したがつて
,

"2_3π
+4

複雑な式はいくらでも考えられるが,現時点で興味あることではないので,こ こでは 1次
式 か 2次式の積に因数分解できる場合に限る.したがつて,次の 3つが基本形であるので
しつかり覚えておくことが必要である :

0/∴山=bJ"軌

π+1

間H。 / 山計算せ二

11

(2)/万24α
"_卜
bα
″==/ ("+号

)2+_α

α
".

(3)/:

(3)については

="-4+π
+1

=■
「
1警 にだしα=b―手>吻

c"+α  _;("2+α "+b)′ +"2+α
π+b

であるし,後半は (2)の積分となる.
"2+α"+b  

π2+α
"+b

と2つに分けて積分する.前半は
:log l"2+α

π+bl

たとえば
,

/∴に 押踏-4

/       
α
" = / ("+1)2+(～層)2 島tan lα

"==

などが,あまり時間をとらずに計算できることが望ましい

まれ/多量ら山な出ま次のよりこする

(讐)
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同様に

f fr-, ,

J n2-zr+|dr - /       α"

/           
α
"-4/ ("__1)24-4α

π

:1。
g(π
2_2π +5)-2t狙 ~1(三号

1)・

間 3.2。 今説明した手順で積分せよ.

0/響山

0/ 山
さて,も う少し複雑な式を積分しよう.

例&2/ あげのよ】こした硼算できるだろうた
前と同じく,まず

/」ftl」}吉:与
α
"==/ (1+‐万デ:l∫}吉

=百
)α"

とする.次の重要なステップは,分母を因数分解することである.

"2_3"+2=(π
-1)("-2).

さらに重要なステッィは      を音「分分数に分けることである.これは

4"-1   ■   B

"2_3"+2 
π-1+房 _2

という形にすることである.こ の形になれば積分は簡単である!

/吊 α" = /島 απ-5/裏戸1百互απ

= :10g("2+4)一・
:tan_1(:)・

②/  山
0/  山
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たとぇば,"2_4"+1=("-2+ντ)("-2-ντ)のように,有理数ではむりだが,実数
の範囲で因数分解できるものに注意する.

一方,π
2+6π +10な どは,実数の範囲で因数分解できないが,"2+6π +10=(π +3)2+1

で,積分が t袖
~1に
なるケースであるから,安心してよい .

部分分数への分け舟:器 け の形の分数式に分けらあ

ス     B″ +σ
(α"+b)π
'(aπ2+b"+c)π

ここで,απ+b,α響
2+b"+cは P(π)の因数である.

例 3.3.部分分数への分け方は次のようになる.

|け -4113z+す =褻デ讐Ч十
=  +

2。

注意 :

4"2+1 スπ+B
(*'*r +3)'(*-2) (*'*r +3)'十淵名+万{≒》

分母が 1次式の巾乗 →
分母が 2次式の巾乗 →

分子は定数 :ス

分子は 1次式 :ス″+B

係数 ■,3,…・の決め方 :

方法 1。 分母を払い,両辺の係数を比較する.

方法 2。 分母を払い,"に適当な値を代入する.

例 &4  椰 鈴 数け け二

(i)まず π
2_3π +2=("-1)(・ -2)と 因数分解 し,

4π -1   ■   B

"2_3π
+2圭 π_1+"-2

とおく.

(ii)両辺に ("-1)(π …2)をかけて分母を払う。

4"-1=■ ("-2)+B(π -1)

(iii)方法 1:右辺を展開すると,

4r - 1- (A+ B)* + (-2A- B)
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となり,係数を比較すると

これより

したがつて

方法 2:

以上から

4=■ +B,-1=-2五 一 B.

ス =-3,B=7.

4"-1

"2_3π
+2

π=1を代入 : 3=T五 一→
π=2を代入 : 7=B →

下
~"_1+L_2・

ス=-3
B=7

/ (一万是巧:+‐ π-2)α
π

-3/∴ απ+7ノ
∴
απ

-31og l"-11+71og l"-21.

/       
απ =

例 3。 5。 不定積分  /7菱 耳
―α
"を
求めよ。

解  π3_1=("-1)("2+"+1)と 因数分解されるので ,
1   ■   Bπ +θ
π3_1~π _1+π 2+π +1

とおく.両辺に "3_1を
かけて

1=五 (π
2+"+1)十

(B"十 σ)("-1)・

これが恒等式だから,係数比較 して ス,3,σ を求めると

ス=:, B=― :, 
σ =一
:

だから

/巧戸1士互「
歯卜=: /万 モ:丁 απ一:/房fillJ卜丁

dπ ~:/ (π
+:)2+(lfI)2 dπ

=:{bglπ -1卜:bg02+"+⇒
_:イ告tan-1`告 (π +:)}

=:bg拶

=ギ
T―ギ号tan_lltを上.



間 3。 3。 積分せよ .

3.いろいろな関数の積分 91

"二
1

n2(r2 - 2r + 2)
(1)

3π -1
(2)"4_1 (3)2"2_5"-12

costr:t L*i< L dt: -sinrdr

となり,有理関数の積分に帰着する.

②」=/Rい→dn"山・

αＲ
ノ

ノ〓

ら

　

∬

カだ”α”

飢
　
ＯＳ

″
〕
　

Ｃ

協

〓

∞

洸

↓

と

洸Ｒ
√

ノ一

ら

　

〓

か

　

∬

だ

となり,有理関数の積分に帰着する .

(3)」 =/R(COS π,Sin")山 .

tan:=t 116く と

sin" = 2tanicOS2:=:.丁
:ム慧I]丁
=

1_tan2号 _2
= 2 cos2,_1==1_十

tan27‐
~1=丁
―卜tan2号

COS"

2
α″ = 2 cos::;αt== 1_+tan2姜 αt==1‐

+t2α
t°

だから

‐/R(, 洗
となり,有理関数の積分に帰着する.

④J=メ鼻Tr
dπ

tan"=t                          l

α
"E l+t諦

洗 .

だから

J=/Rltl 洗
となり,有理関数の積分に帰着する.

2ι

l+t2'
1_t2

1+t2°



解 (1)sin"=tと おくと,洗 =cos"α"だ
から

/sin2"cos"α
π=/t2αt=÷t3==÷ sin3 π.

(2)cos π=tと おくと,洸 =― sin παπだから,

/選考α"=― /十洗=÷ =召野・

(3)tan―ァ=tと
おくと

/#    ÷洗刊
(4)tan π=tと おくと

/tan31α
π =: /.T:≒

T就 =/(t- 1+t2)α
t

=手一与bg(1年 tり =与 tan2 π_÷ bま1+tan2.).
間
:r°

次    を求
1ォ

.dn3"cos3. 0

無理関数の積分

根号を含む無理関数の積分は複雑であるが,三角関数の積分と同様に適当な置換により,

有理関数の積分か,既知の場合に帰着させることができる.

92 第 3章.積分法 1

例 3。 6。 次の関数の不定積分を求めよ.

(1) sin2 ncos n ②   0

(od-bc+a)

=tと おくと

π=     ,  απ=

となり,有理関数の積分になる.

(2)/R(",yα "2+bπ
+c)山 (a>0)

yα
"2+b"+c=t― √

πとおくと

#④  t狙%

n(ad - bc)tn-L

(a一 Ctπ )2
就

ar*b
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t2_c

"=2拓 ι+b'

となり,有理関数の積分になる.

(3)/R(",yα"2+b"+c)山 (α <0, b2_4α c>0)
α"2+b"+c=0の

2つの実数解をα,β (α <β)と すると

yα
"2+bπ
+c=

dχ ==

2仏/発
2+bt+√

c)

(2yttι +b)2
洸

(o<r<B)

だかと了 封とおくЦ⇒味剣こなな
また,次の 3つの場合は三角関数の積分に帰着される.

(4)/Rtt yノ +α 2)α"の
とき π=α tttt(一÷<t<÷ )とおけばよい

(5)/R(.29 νЪ2_α 2)α"のとき  "=  
α
  10≦ t<毛→と洋3け rゴょぃ.

(6)/R(",yα
2=γ 2)α
"の
とき π=α sin t(一÷≦t≦

=)と

おけばよい
例 3。 7.次の不定積分を求めよ。

(2) 洗 2+4 (3) yα2_z2(α >0)(1)

角翠(1) =tと おくと

(2)rffi-t-rL*i<&
f 

-
J t/r2 * 4dr -

=/T義≒ァ島=-7孝T+/7+丁就

= ――
ァ竜卜
「
・
4 tan~lt==‐―プ4-■2年 4 tan~1

/  洗 州  就
÷じ+8bgltl― #)=手斗‐2bgltl―争
÷0拓2+4+4bglπ +拓2+41).

α(π 一α)(π ―β)=(χ 一α)



問 3。 5。 次の関数の不定積分を求めよ.

94 第 3章.積分法 1

(3)π =α sin t(_÷ ≦ t≦

/ν
ra2_"2 
απ =

(1)T争

Цma=

もう
とおくと

/♂
cos2 t at==a2/1至歪≡

;;」

L三二αt
2

4「 (・≒ゞ上+t)=与ぽdn-1・ +π yα2_πり.α

(3)(2)

1

1+yπ2+1 π
271_.,2

(4) n2G2 - n2

1。 次の関数の不定積分を求めよ。

(1)π (2π +1)8

:

m

第 3章 練習問題

(2)sin(3π +1)

(5)π log"

岡

0
(6)π tan~1あ

0

岡

(15)tan~1√

(18)y4“ ―"2

2.次の等式を証明せよ.

0ル→山=則

÷F(α"+b)(α≠0)
(2)

畔

f(a)| (α =
注 (1),(2)は公式としても利用する.

3。 次の漸化式を証明せよ.

(1)I(,η ,η)=/Sinm"COSπ
“
α
“
と16く と

〓π
ｄ＋

き
　
　
“

と

　

ズ

“
　
√
ノ

と

-1の とき)

-1の とき)

π +1

(2)L=/      απとおくと

(π -1)(島 一島卜1)=Sin 2(η -1)π  (π ≧2)



第4章

積分法 2

1 定積分

本節では閉区間で定義された有界な関数の定積分について述べる.

定積分の定義

島D=∫ (α l)("1-α )十 ∫(α 2)(π2~πl)+∫ (α 3)(π3~π 2)+・ …+∫ (απ)(b― ππ_1)

を考える."。 =α ,απ=b,"た 一πた_1=δたとすると,この和は

乱=Σ∫(αた)δた
ん=1

と書くことができる.こ れは,図形的には,次のページの図の長方形を全部合わせた面積を

表 している.

司

↓

は

２
点

ィ
硼
濯
蹴
師
協

ν

フ
　
か

う

区

¨

敵
″
見っ
は
ぃ
，α２，

と

が

次

個

α．

95
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今,区分点の数 ηを増して δた→ 0とする。もし,和 乱 が πた,αたの選び方によらず一定

の値に収束するならば,こ の極限値を,

この極限値が存在するとき,ノ (π)は

で積分可能であるこ

定積分の性質

次に,定積分の性質に関する定理を示す.いずれも定積分の定義と極限値の性質から容易

に導かれる.
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し
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√
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でπ
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数
　
〓

棚
れ

せ．　
　
　
μ
ル

に
　
　
　
　
　
解
πン
日
秒

ノ=/(χ )
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|て5).11:41で |れ|≦す(″)≦ ″,抗「″‐|は定1数|とする.このと
―
き

'‐

||||■■|

||■■■■‐薇■‐|:■お″:‐ |:‐ |‐■■||
中間値の定理と(5)を用いると,次の平均値の定理が証明できる。

と

く

る

書

す

と
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洸

χ

　

ヽ
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０
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点
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√

九
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√
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∈
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∫
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響
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∫(π)は連続であるから

すなわち,

であるから

となることがわかり,定理 1。 3

F(*+h) -F(")lim
ん→0

数
　
　
　
〓

媚
　
　
榔

原
　
　
　
ズ

磁
　
　
　
″
九

□　　脚
　　　牌

るなにとこよ

州　　　　　　　７一３

求

　

　

　

　

　

　

、
ｃ
‐
ノ

を
　
　
　
　
　
　
　
　
　
＋

に
　
　
　
　
ら
，
　

　

＋

ｌ

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

ｃ

例
　
解

ことが証

・

続
　

　

０

０
　
瞳
　
　
ｂ
∫

ん
可
「
　
Ｊ「

地
　
蹴
　
　
昴

め
　
　
　
　
一

　̈　　即

章
　
　
　
〓

本
　
　
　
↓

つて，　
　
　
イ

峰　・また，　即

定

た

の

れ

こ

さ明

るれら得

＜ａ＞　
騨

Ｆ
　

定

一　
　
の

の

　
次

Ц
　
と
み　瑯
嗣
　
給

″
ん

組と

間 1。 1。 次の定積分を求めよ.

0庁

例 1。3.次の極限値を求めよ.

011

洗ｎ

ｆ

ノ
ｏ

lim
π→0 π

5



1。 定積分 99    1

解 ロピタルの定理と定理 1。3を用いて,

咄    咄些 尋
問 1.2.∫ (")を連続関数とするとき,次の "の

関数を微分せよ。

OI′ 川 洗     ② I針

1可
0洗

置換積分と部分積分

不定積分を求めるときのテクニックを定積分の計算に使うことができる.

例 1.4.次の定積分を求めよ.

① 11山      山

解  (1)π =Sin tとお くと

ェ

171_"2ご
χ ==ェ 'COS2 

ι dt=二 」生

Jl'(1-十
COS 2t)dt=二 」生

lt+ Sin2tli=三 }

② dn4ノ =tとおくと,χ =0のときt=Qχ =場のときt=÷で,

αt=         αχ

であるから,求める積分は ,

÷I告ι洸=÷レli=岳
次の直観的に明らかな事実も置換積分を用いて証明される.

1尋郡聯聯彗 薔戦    響
一
Ａ
一

メ
一

一∫

一一
建:理11■

メ気
=汚
←)1轟,|
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例 1。 5。 ノ(")は連続であるとする.置換積分を用いて,次の関係が成立することを示せ。

(⇒Д→が奇関数,すなわち,ル→=一ル)のとき,二 /1Z)α"=0
p)/1Z)が偶関数,すなわち,バー→=ル)のとき,二 /13)αχ=21αズoα

"

解  (1)のみについて示す.(2)も 同様である.

二/1Z)αχ=二 /1Z)αχ+Iαル)α"
ここで,π =一tと おくと απ=― αιであるから,

ニル)α"=10ルの(―αの
一方′ノ(―t)=一∫(t)なので,右辺の積分は,

1°
∫(ι )αt=―ブlα∫(ι )αt

に等しいので ,

②ェ
4山

OI壬

O11 山

α
2sin2"_+b2cos2" (a>0,b>0)

π
α２＋χｇＯ”

√

ノ
ｏ

２

解 ともに,部分積分を使つて計算できる。

C― (C-1)=1。

中+1-÷ 11葛ギ:ダ壺
= ÷log 3-÷ノ11(χ 2_2χ +4-巧「♀

=ァ
)α
π

= ÷log 3-1111卜χ3_χ2+4π -8 1og("+2)]:
=3 bg3-半―÷bg 2

l".r{dd,*: Io,f(r)d,r+ lo" f{r)d,r:- lo" ftdar+ lo" f@)d,r:0
となる.

問 1.3.次の定積分を求めよ.

0110"一 E′ db

OI♂

例 1。 6。 次の定積分を求めよ。

① llル山
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避

ハ

ア
」

　

７

次

　

１
　
　
　
　
　
　
　
　
た
　
　
　
　
得

例

　

　

解
　
　
　
　
　
ま
　
　
　
　
を

ン
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鳥

分

　

「

積

　

¨

剣
　
　
ｃｏｓ

ｆ

ノ
ｏ
〓洗

π

∞
　
　
　
　
　
　
　
　
卸

＋
　
　
”

πＷ
ｌ
ｊｏ
　
測

〓”
α
”♂

工
２√

ノ
ｏ
〓Ｌ

ハノ
ノ
ｏ
　
√

・
ノ
ｎ一
　

ぁ

０

　

０

　

　

で

π
α
”

　
　

　
　

π
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．α

ぽ

弓

ノ

　

π
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Ｉ

Ｉ

勾
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1。 定積分 101

つ .

を求めよ (η は 0ま たは自然数 )

cos'} t dt

= 
早 Jl'Slnπ

_2

n-I f
+ 'o - 

| sint-2 rdr
NJ

早 Jl'Slnれ

-2πα
"

=2~1ム …2(η ≧ 2).η

(売 -1)(η -3)…・301

η(η -2)… 0402

(η -1)(η -3)…・4・ 2

sint-l r cos fr

JO= ム
π
一２
=1であるから,

ηが 2以上の偶数ならば 鳥

ηが 3以上の奇数ならば 島 n(n - 2). . . 5 ' 3

注

　

間

■。■.前半のよリー般的な結果については間 1。6の (1)を見よ:

1。 4。 次の定積分を求めよ.

(1)J(21。 gπ απ

(4)JlicOS5"α"

問1。 5。 0≦
"≦÷においてsh2π

+lπ≦dn2π π≦sm2π-1“

(ウ ォリスの公式)を証明せよ.

2 sln7“
απ

l"571_“
2 dπ

ることを使つて,次の式

204…・(2η )

}2=π鳳÷{ 1030… (22-1)
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定積分に関するさまざまなことを以下に述べよう.

不定積分の計算が難しくても,定積分は簡単に計算できる場合もある.

例 L&Iπ  山 を求め二

解  π=π ―tと おくと,

lπ 可毒晃農争ナ
山卜=‐―

ll―
豊
[lF:::IFLα

t=二 7rェ
7r_IIflliπ

τ
―αι一
五
「
 1+cos2t 

αt°

ゆえに,

Iπ 互ギ 署 号
α"=÷ Iπ    洸=÷

例 1.9。 ∫(″)は連続であるとする。すべてのαについて,

を示せ .

卜tan~110S」 :=毛ト

ェ
α+2π∫(sin")山 =12π∫(sin π)α

"

洗ｎ

Ｍ
　

ル
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＋
　
　
　
　
　
　
〓

傷
ヽ
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ａ

Ｆ
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Ｓｌｎ

”
　
　
　
　
　
　
　
　
　
，

一一　
　
　
　
　
で

オ

　
　
　
　
　
ン
」

解
　
　
　
　
こ

山　　　　　　　　社　・″ム州　
・〕　　　け

よって
,

1.6.

(1)

(2)

問

=10ズdnれ十
五

蹄
貞dnl》L+IFれ鰤 nぁ山

=1°鰤 nⅢ +I蹄鰤 nⅢ 一10鰤司就

=I蹄ズdnⅢ .

する.置換積分を用いて,次の関係が成立することを示せ .

∫(Sin π)απ

)απ==211.∫ (/α
2_卜 b2sin 3)απ

るとき,I号 百

「

義巽異換戸丁
α
“
の値を求めよ.間 1。 7。



1。 定積分 lo3

次の例と問はフー リエ級数の理論を展開するときに使われる.

例 1.10。  れ,見 を自然数 とするとき,Iπ COS7し
"COS 
ηπ απを:求めよ.

解 加法定理より,cos m"cos ηπ=号ICOS(m tt η)"+COS(m-2)π }であるから,

l■.90SmEcosη
π  απ ==場「

{LttCOS(7η ・
2)π α
l+LTCOS(7η

一 η )π α

"}

=Iπ COS(γ
・
+2)"α

"+・ Iπ
COS(7η -2)π α

"=Iπ
COS(7η ― n)"α

"

だ
鳳
　
役
　
　
　
　
け
　
　
　
　
〓

す
　
山
　
　
数
　
　
，
　

山

ゆ
　
　
　
間
　
　
　
　
例

　
解

、η↓
　　　動　　めょ．

〓
≠

　

　

　

ｏｓ
　
　
求

い
い
　
　
”
　
”

〕
　
知
　
　
　
　
一毛

∞
　

き
，　
　
　
　
る

卜4ギLl+浩 準―ル句"
台  ■―ぽ山
浩   竹 山

％　μ
↓
　』

１

／
１

、

　

　

　

一

Ｉ

‥

”
ｄπ

”一
πα一

よ
．

ｂ
し

め
　
ｒ′九

ソ
林
　
②

報　
齢
物　峨

η
　

次きとるすと激
　
肋

神
　
聟

η
　
　
　
ｌ

ｍ

ｆ

mぃ -1)… 201

(2+1)(2+2)・ … (η +m)

鶴 (鶴 -1)… 2・ 1

(π +1)(2+2)・ … (η +鶴 )
鶴ぃ -1)… 201

η+鶴 +1 」0

(η +1)(η +2)・ … (η +m)η  tt m+1
η!m!

間 1。 9。

(1)
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例 1.12。 次の式を証明せよ。ただし,電 は 3以上の自然数である.

与<Jttπ澤≒戸<÷

解 0<γ <÷ において,1<     <=万皇可ァ
であるから,

Ittα
π<I告         <I告 …τ石ド讐≒戸戸

こ こで
,

庁 =卜
「
可=÷

より問題の不等式は証明される.

問 1.10。 次の式を証明せよ.ただし,η は自然数である.

詰 丁<11浩山<浩
区分求積法

定積分を使つて,級数の値を計算できる場合もある.

レ,司 でノ(3)が連続だとしよう.レ ,司 をη等分しαんを各小区間の右端の点とすれば
,

鶴 =α +た上
号
■戸た=上号・

であ剣 →は積分可能であるかL

鳳 を
∫いたL=鳳 掃 Lを∫

(α

+畿拌 )=Ib∫0山
が得られる。

鳳午左∫←+些/)=Ibズ¨
特に,α =0,b=1と すると,

斗轟 一+轟 }を計上1&鳳 {詰
上に述べたことを使い ,

π
α”

∫
ノ

ノ
ｏ
〓

ヽ

ｌ

‐

′

ノ

た

一
η

／

′

‐

ｌ

＼

√
Ｊ

π

Σ

日

１

一
η‐ｉｍ̈

例

　

解

鳳 +轟   = +



=鳳有左 山一踊

ｆ

ノ
ｏ

〓

1052.広義積分

〒 [10g(1+π )]:=10g2

このような級数の求め方を区分求積法という。

問 ■.■■。

1+上
π

+… 吾 }

獄
↑
は
　　‐ｉｍ̈

限
極の次 法で求めよ .

√
九‐ｉｍ̈〓 1+π 2

止ゼ7,A  なども同様に牢められる.
例22111等‐を求めよ .

1
→  ∞解 π→ +0の とき ,
√

能な場合である.

11+=
例 2&11 を求めよ .

解  π→ 1-0の とき,I万 ≡ノ
積分可能な場合である。

上
√
ｆ
九‐ｉｍ［

で,0<α ≦1なる任意の数αに対して,レ,司 で積分可

=鳳レ司i=2

→∞で,0≦ α<1なる任意の数αに対して,p,司 で

απ

2 広義積分
これまでは定積分を有限区間における有界な関数に限つて扱つてきたが,これだけでは

実際には不便なことが起こるので,定積分の定義を拡張して,積分区間が無限に延びている

場合や,レ ,切 内のいくつかの′点で ∫(")が 定義されていなかつたり,有界でないような場合

も考えることにする.こ のような領域での積分は,広義積分,あ るいは,異常積分とよばれ ,

極限値によつて次のように定義される.

例  
∞

を求め二

解 積分区間が無限に延びていて,任意の数 αに対して,p,dで積分可能な場合である.次
のように計算する.

α
"

I∞可ギ≒π =鳳卜an」:=鳳 tan4 α=吾 .

1lπ寿宅≒戸
二
α聾■OIα yl_π 2 =α聾泄。ISin-lπ ]:=α聾■O Sin-lα =÷
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例24二 弓卜を求めよ.

解 "→
0のとき,上 →∞で,

[-1,司 とレ,司 で積分可能である.

方法を用いることができる.

問 2。■.次の積分を求めよ.

(1)JICЮ C一 "d“

(4)I∞ 瓦薫Jζ両
丁

0二十
ガンマ関数とベータ関数

-1≦ α<0<b≦ 1を満たす任意の α,bについて,

とし
,

二十=鳳二十=鳳陸畔1

11+=鳳 11÷ =品「Og配

となるの■
二 弓卜
は存在しない籠分不可育鋤.

二÷=二÷+11÷

②
I∞
聞 い 刊

01lbg二あ

0二十

=:黎Obgld=―∞

=一虐‰10g b=∞

注 2。 1.α ,bを独立に 0に近づけるので,log lα l-10g b→ 0と はならない .

広義積分が存在するとき,∫ (π)は (広義)積分可能である,または (広義)積分が収東す
るという.(例 2。 1,2.2,2。 3.)

例 2。4の点 0について考える。c<0<α を 0の近くにとると,区間 降,司 の部分閉区間

r,♂lが 0を含まなければ,÷ は r,♂]で狭い意味で積分可能であるが,0を含めば,狭い

意味で積分可能でない.こ のようなとき,点 0は特異点 であるという.

ここでは,厳密な定義は述べずに,具体的な例をあげて広義積分の定め方を示したが,実

用上これで十分であろう.

また,広義積分においても,収束性に注意して置換積分や部分積分等,通常の積分の計算

OI∞

りニ ギ キ
απ

01∞

広義積分で定義される2つの関数を紹介する.これらは,重積分の章で述べる

の値と合わせて,いろいろな定積分の値を求めるのに有効である.
I∞
c =2 απ
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ｒ数関マン
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
（り

』
　
　
　
　
叩
　
　
　
ｏ　
　
　
育
　
　
　
トヽ

と

関
　
例
　
　
　
　
解

~"I「

下

1貿
　
　
り

〓‐

　

”

「
　
　
　
〓

一Ｃ
　
　
　
　
ハ
リ

Ｆ
ノｏ
　
Ц

〓
「
(1)

こ こで
,

よって
,

注 2e2.「①.→ =I∞ C~π
“

―告d“ において,√ =tとおくと,F①。5)=21∞ c~′ dtが得られ

る.こ の値は、所であることが p。 156で示されるが,次の間には必要はない.

間 2。 2。 次の値を求めよ.

①器
sが大きくなると,

0 0■撃  0器

が使われる.大きな

に対 して ,

r(s)の計算は非常に困難になるが,次の関係式

r(s+1)=yttSSSC~SC 12(3+⇒ (0<θ <1)

sに対 しては c143+⇒ は 1に近く省略できる.また,こ の式から整数 η

η!～ 、んiπηηπc―π

ということが読み取れる.“ ～"は ,大きな ηに対してほぼ等しいという意味である。この

式は 2!が 十分大きなηに対して,どのくらいの程度で大きくなるかを示しており,スター

リングの公式という.
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間2。 3。 lim―亜二を求めょ.
π→ ∞  電

p>0,9>0の とき,

3回 =11ノ・ に一ケ 鼈"
は収東することが知られている。31p,α)をベータ関数(β関数)といい,次の関係が知られ
ている.こ の式の証明は第 7章の例 3。6で示す。

「
(p)F(g)B(P,9)=

「 O+g)

例 2.6.次の等式を証明せ よ .

OBし,0=Bは勁    ② B回 =21'dnη4仇∝η‐θ
“

解 (1)は π=1-ν ,(2)は π=sin2 θとぉぃて置換積分せよ。

問 2。 4。

(1) πα
π
“

＞

　

　

　

ｇ

ｌ

　

　

　

　

ｏ

＞一　
　
州

脚

ｆ

漿
　
　
０

然自まη

θ

よ
．
　

飩

め
　
　
　
ｓ５

求

　

　

∞

睦
　
　
詢

てつ使如
　
　
‰

関
　
　
↓

β

　

　

一

と

　

　

に

数
　
　
♂

躙
　
川だ
ノｏ

3 定積分の応用

L切 においてД→は有λ連続■Д→≧0であるとする このと乱定積分IbД¨
が定まる.この値を,曲線ν=∫ (π)と 2直線"=α,"=bお

よびπ軸とで囲まれた図形の

面積Sとすることは,定積分の定義を考えれば自然な考えであろう.すなわち,

S=Ibズ¨

である。

Point.こ の事実は知つている人も多いだろうが,高校では∫(")は連続だと仮定して,面

積に対応する関数 S(π)=Iπ∫(t)醐 の微分がノ(π)と等しくなると説明されたはずである.

定積分の定義と,細い長方形の和で面積を近似していく考え方にたてば,連続でなくても面

積を計算できる場合がある.また,質量・エネルギーなど様々な量を微小な部分の和で近似
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していく定積分の考え方は理工学で重要である。

円の面積を計算してみよう。

例 3。 1.円 χ2+ν2=α2の面積を求めよ。 (α >0)

解 ν=土√FT χ2でぁるから,

S=二 4/lα ν化′ ――χ2αχ E=41'「
    (a Sin 

θ)2a COS θ αθ
√

ノ
。

４

〓 a2 cos2 e do - 4a2
π

一
４
=π α
2

注 3.■ .楕
甲 手
+1弁 =1の面積は παbであることが,ま つたく同様な計算で示されるので確か

めてみよ。

問 3。 1。 次の面積を求めよ.

(1)曲線 ν=“("-1)と κ軸との間の部分

(2)曲線
～
層十√ =1と "軸 とν軸とで囲まれる部分

問 3.2。 2つの放物線 ν
2=勺π;"2=仲νで囲まれる部分の面積を求めよ。 (P>0)

問 3。 3。 曲線ν
2=κ
("_α
2)2の囲む部分の面積を求めよ。 (α ≠0)

曲線がパラメータで表されているときは,置換積分の考え方で処理できる。

例 3.2.サ イクロイドχ=α (ι ―sin t),ν =α(1-COS t),0≦ t≦ 2π とχ軸の囲む面積を
求めよ。

y=/(χ )

)': g (x)

確   鶴  彗:撃
:|11111111111111illlllllllll:|:|111111111:1111illllllllllllllllllllllllllllllllllll:||||||:||||1111111:||||||||||||||||||||||||lilll‐

||||111111111111‐

|11111111:11111::|||||||||||||||:|||||||||||||||||||lilllllIII11111111111 1 1111111111111111111‐ ||||||‐ |||lill lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll「 |||||||||||||:||||||||||lillllllllllllllllllllllllllll:||111111:|||||||||||||||||||||||||||‐ ‐‐||||||||||||||‐ ||||||.||||||||||||‐ |||||||||||‐

|||‐

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||:|||||‐ |

●
∫
●
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第 4章.積分法 2

この曲線は下図のようになり,t=0の とき "=0,t=2π
のとき
"=2π
αである。

"′
(t)=α (1-COS t)よ り,

sI==J127r9ν  απ==υ
l127ra2(1_coS t)2 

αt==α 2J12π (1……2 cost―■cos2 t)dt

12π
costat=0,」

127rcos2tat=41'cos2 t at=4・ 寸〉・{}==πに荘L意し′
じで

S=3πα2

を得る.

問 3。4.曲線π=t3,ν =t2_4(0≦ t≦ 2)と両座標軸で囲まれた図形の面積を求めよ.

次に,極座標によつて方程式 r=∫ (θ)で表される曲線と,極を通り偏角がα,β なる2直

線によつて囲まれる図形の面積 Sを考えよう.

上の図で,2直線θ〒α,θ =β と曲線 r=∫ (θ)によつて囲まれる図形の面積はαを固定

すればβによつて決まるので,これを S(β)と おく・閉区間 [β ,β +ん]における∫(θ)の最

大値,最小値をそれぞれ y,mとすると,

÷
m2ん ≦s(β +ん)一 S(β)≦ 与

M2ん

γ=/(θ )
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したがって
,

÷
鶴2≦
S(β +ん )一 S(β )

≦÷
ν2

ここで,ん → 0とすると,鶴,ν →∫(β)であるから,

メ0=与ズの2

よって,求める面積 S(β)は

S(β)=S(β )一 S(α)=÷ガ∫(θ )2 αθ

罫霧ξ無lt野,

例 3。3.曲線 r=lacOS2θ lの囲む部分の面積を求めよ。(α >0)

解 p,÷]にある図形の面積の8倍を求めればよいから,

S==0・
寸〉Jl暑
α
2cos2 2θ

 αθ==2α
2Jl'(1・

COS 4θ )αθ==2α
21θ
._旦整
〕
±21i

問 3。5.円 π2+ν2=α2の極方程式は r=α ,

算せよ.
(0≦ θ≦2π)であることを用いて,円の面積を計

α

π

一
２〓

問 3.6。 曲線 r=α lsin3θ lの囲む面積を求めよ.(α >0)
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間 3。7.レムニスケートr2=2a2cos 2θ の囲む面積を求めよ.

無限に延びている図形に対しても,広義積分を使えば,面積に当たるものを定められる.

1
例 3。4.曲線 ν=cπ +c_" 

と
"軸
との間の面積を求めよ .

解 図のように,こ の曲線は "軸
を漸近線にもち,ν 軸

に対 して対称である.求める面積 Sは ,

S = /ilν α
"==2Jl∞  cc_卜 c一

π

=2鳳
Iα予缶中・

cπ =t,b=caとおくと,ca α"=洗 で
この積分は,

2鳳
Ib:詩丁

洗T2鳳 卜an41:T2肥隈Itan4b一 tan4→

間
ifL会1里確塁1夏∴諾庁I菫 1の部分,および直線"=12ヒで囲まれた図形 .

(2)曲線 ν=(1+"2)2 と
“
軸との間の部分 .

曲線の長さ

閉区間 la,切 における曲線 ν=∫ (π)の長さを考えよう.図のように,PO(a,∫ (a))と
鳥 (b,∫ (b))の間に,順に区分点 Pl,P2,~,几-1を とる.曲線の点 鳥_1と 点 鳥 の間の部

分を線分 鳥_1凡 でおきかえ,それらをつなげた折れ線で曲線を近似してみよう.いいかえ

れば,折れ線の長さの総和を考えるのである.も し,さ らに区分点を追加すれば,明 らかに

この和は大きくなる.そ こで,曲線のあらゆる分割に対する折れ線の長さの上限を,この曲

線の長さとするのである.

１

一２

π

一２
〓

ヽ

、

ｊ

／

π

一４一

π

一２

／
ｆ
ｌ
＼

２

〓

Pr2 1



3。 定積分の応用  113

注 3。 2。 以下の曲線の長さについての定理で仮定されている条件は,こ の上限が存在するための十

分条件である.

ノ(π)は b,司 で定義された関数で,∫
′
(・)は連続であるとする.b,切 における曲線ν=∫ (")

の長さは,定積分によつて計算することができる.

[α ,司 をη個に分割し,区分点をπl<"2<…・<ππ_1,"0=α ,"π =bとする.各
"た
に

応じて,曲線上にも区分点几 ("た ,ノ ("た))が とれる.曲線の′点鳥_1と ′点鳥 の間の部分を

線分鳥_1鳥 でおきかえ,それらをつなげた折れ線で曲線を近似してみよう.2点 鳥_1,鳥
の距離は,

鳥_1鳥 =/そLi一πた_1)2+{ノ ("ん )一ノ(πた_1)}2
平均値の定理より,αん∈("卜 1,"ん )で

ノ(πた)一 ノ("た_1)=∫
′
(αた)(πた一πた_1)

を満たすものが存在する.こ のとき,

鳥_1鳥 =/1+(夕 (αた))2(χた_πん-1)
である.分割を限りなく細かくするとき,δた→ 0で ,右辺の極限は定積分の定義から,

例 3。 5。 密度が一様な綱が,両端を地面から同じ高さに固定されてつるされているとき,こ

の綱の形状は懸垂線 (カテナリー)と よばれ,次の方程式

ν==竃戸(C舌
‐+C~舌
)

で表されることが知られている (p。32参照).こ こで,α は正の定数である.こ の曲線上の

π=0に対応する点から"=bに対応する点ま
での曲線の長さを求めよ.ただし,0<bと

する.

解  ν
′=:(び ―C―舌)であるから,

14グ2==1_十
:(C午
-2-■ c~等 ):=:(C等 +2-■

c~等 ):=:(C舌
‐+C―舌
)2

である.よ つて,求める曲線の長さ んは ,

・
'=二
Jlb/1・

ν
′2α

"==Jlb寸 〉 (C舌
…+C一舌)ご

π ==寸
〉 [α
C吾 ‐― ac― 告

]:==:(C告
・― C―書

)

1,upa*
となる.実際,次の定理が成り立つ。

暑島:::雲■‐長∬1濯警11ギ〒1‐11111111111ずTlllll
7TT(″11),||
一一一一一一Ｉ

一一一一一一一．一一一．．．．一一一一一．．．一一一一一一一一・一一一・一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

―
五

■
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間 3.9。 次の曲線の長さを求めよ.

(1)曲線ν=÷yFの O≦ "≦ 8の部分

(2)曲線 3ν
2="("_1)2の輪線部

一般に曲線がパラメータを使つて表されているときには,次のことが成 り立つ .

例 3。 6。 楕円
手
+手 =1・ >b>り の全長 L

α2sin2 t+b2cos2 t =、/α
2sin2 t.b2(1__sin2:)=

yb2c2 sin2 t+b2と なる。

@at,

は次の式で表されることを示せ。

y(22_b2

解 楕円のパラメータ表示
"=a cOst,ν

=b sin t(0≦ t≦ 27)を利用してみよう

"′
(t)=―α Sin t,ν

′
(t)=b90S tよ り,

L豊 4bJI'

=4bI号
ｆ

ノ
ｏ

４

〓洗

(α
2_b2)sin2 t+b2

α2_b2=b2c2を代入すると,上の式は
したがって楕円の全長 Lは ,

L=ェ
2π

である .

@at @at

問 3e10。 次の曲線の長さを求めよ。ただしαは正の定数である.

(1)"=α (COS t+t Sin t),ν =α (Sin t― t Cost)の O≦ t≦ 2π の 部 分

(2)サイクロイドπ=α(t― sin t),ν =α(1-COS t)(0≦ t≦ 2π )

定理3:4の特別な場合として次の定理が得られる.

lblllll

の1長 |さ ■|は ,

・●
一　
●
≦
・・ｒ
●
θ

・
一
●
一
・　
　
一●
■
●
一　
　
　
　
一
●
，

一一
　
・≦
・・・
一ば
一

●
●
●
ヤ
一一・・・・―
ら
一

．．　一一・一・一一・・・一　一一一一一一一一一一一・・一
dtψ．＋

．

ｐ
た

９

夕一
一
一
山一
●
一

・び一一一一一一一一
一一

轍一一一一一喝一一　・一

一一一一一一一欽一一・　一一

一鯉一
一一
一．‐‐‐‐‐と‐‐‐‐‐‐表‐‐一
一一・
で与えられる .

π′(t)2+ν
′
(t)2
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証明 "=r cOs θ=∫ (θ)COS θ,ν =r sin θ=ノ (θ)sin θでぁるから,曲線 σがパラメー

タθを使つて表されている.定理 3.4よ り,

π
′
(θ)=ノ

′
(θ )COS θ一 ノ(θ)Sin θ,ν

′
(θ)=ノ

′
(θ)Sin θ+ノ (θ )COS θ で あ る か ら ,

"′
(θ)2+ν
′
(θ)2=∫ (θ)2+ノ

′
(θ )2

となり,定理が証明される.□

例 3。7.カ ージオイドr=α (1-coS θ)の全長を求めよ.

解  〆(θ)=a Sin θであるから,

12 + ?')' - "' {(1 - cos o)' + sin2 d}

- 2a2(1 - cos 0) - 4a2 sinz

v9 zlc-,

五==21π 了
4α 2sin2三 Lαθ==4α」lπ

θ

一
２

π
　
　
　
　
　
０

θ

一
２

０Ｃ
一α

８
〓
θα

θ

一
２

ｎ ==8α

問 3.11.曲 線 r=αθの

間 3。 12。 レムニスケー ト

0≦ θ≦αの部分の長さを求めよ。αは正の定数である.

r2=2α 2cos 2θ (a>0)の全長は次の式で表されることを示せ .

L=4凸
11‐デ号

で1与|え|ら|れる|

使

０
■
・一・・・・．一一一ｔ

1定1理13‐ 15‐ :

と機ヽれ;

■
●
「
●
糧
●
ゴ
魂

， ．一．．．一一机∵一一
一綸〓一一一・
一

午
●

ず一仲
一　
さ
●
″

翠
■
一

Ｔ
九

ψ一ノ
一

一十
一

一γ
●

一θ一一一∫

≦lβ

・″

rFL- J l*'@)'*a'(o)zdo
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第 4章 練習問題

1。 次の定積分の値を求めよ.

0二手譜d" ②ll"5c-33d“4

OI詈治

cos2rsino rd,r

o (3sin r * 4cos *)2 -1 (r-L)2@2+1)

17raSln2π
d“

011山

五
%

・
(α >0)

JIC°

C―
α
"COS bπ dπ   (α 〕>o)

1lTii÷讐≒言:―
d“

『
2

(5) l,

■
２
　

　

　

　

０

１

／

３

　

　

　

　

６

　

　

　

９0ず
π
百義雨 of鷲拳α“ 

′

にの
J号
10g← an→α“に⇒Iπ   απ

2。 次の定積分を求めよ.

OI∞     0

0/T     0
01LT%π 糊  0

3.次の関数を
"で
微分しなさい .

4。

5。

0/π TJ≒1洗 ② ノ

担
♂洗 0/♂ 10gtat OIπ。 一→ズウ t

自

塊  [重〕 IF'島
=Iπ        απとするとき,島 =島_1を示 し,こ れを用いて 為

定積分を利用 して次の不等式を示せ。

01<ポ  ¨―高
(2):<υ

l告 4/7..葛 .α
κ<:

(3)η≧2のとき,多 +多 +多 +… +嘉 <1-1

0 4νЪ+1-⇒ <ギ≒+ギ号+ギ号+…・+島
6。

「
関数とβ関数に関する公式を用いて次の値を求めよ.

OЩ→OH りBC→ 0 ヽ

ｌ

′

ノ

ー

一
２

１

一
２

／

１

＼

Ｂ

0「00ポ血%山 OJ∞♂「
′山
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3。 定積分の応用 117

2つの楕円 π2+4ν2=1,4π2+ν2=1の囲む部分の面積を求めよ.

放物線 ν
2=争
“
と,その焦点を通り傾きが mの直線との囲む部分の面積を求め,かつその面積

が最小となるときの直線の方程式を求めよ。

アステロイ ド
“
:+ν:=α: (α >0)の囲む面積,およびその長さを次のパラメータ表示を使つ

て求めよ.

"=a cos3 t,ν
=a sin3 t(0≦ t≦ 27r)

曲線
“
=t2,ν =t_t3の 囲む部分の面積を求めよ。

曲線 r=α (1-Sin θ)で囲まれた図形の面積を求めよ。(a>0と する.この曲線は例 3。 7のカー
ジオイ ドと同じ形をしている.)

12。 曲線 ν= とその漸近線,およびπ軸で囲まれた図形の面積を求めよ。(α ≠b)

放物線ν=π
2の O≦
"≦
1の部分の長さを求めよ.

曲線
～
層+√ =1の全長を求めよ.

曲線 r=cθ の O≦ θ≦πの部分の長さを求めよ.

α +
(a>0)の 2点 ("1,νl),(“2,ν2)の間の長さを求16。 追跡線

“
+

めよ.

- alog

■7.次の級数を計算せよ.

0淳増%÷ (dn÷十dn年十dnキ +…・十dn十 )
0ぶ雪L十 (dn÷ +2dn年 +3 dn年十…・十n dn半 )
0鳳有い C発 +…・+→

0鳳 (轟bg宇十島 bg宇一+鳥bg7)

0鳳島鶴+7轟一+揚→

３

　

４

　

５

１

　

１

　

１

(π
―α)(b― π)

o2-a2
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平面曲線の図

レムニスケー ト(r2=α 2cos 2θ )

アステロイ ド(χ :+y:二 α:(α >0))

リマソン (r=b― α cos θ(α >b>0))



第 5章

微分方程式

この章では,微分方程式とは何か ?について述べる。微分方程式についての多くの図書
の形式はとらず,こ こでは「微分方程式はどのようにして得られるのか」を自然界の現象
に重点をおき解説する.このため,文章による説明が長くなるが,こ のようにすることに
より,よ り多くの学生が,微分方程式の重要性を認識できるものと考える。

1 微分方程式について

例 1。 1(人 日問題):私達はよく,日 本の人口の増加率は年 1.4%だ とかい う.これは,あ
る時′点での人口が 1億人だとしたら,1年後には 1× (1+0・014)=1億 140万人になると
いうことだ.世界規模での人口 (増加 )問題は,現在もつとも緊急な課題の一つだが,それは ,

“何年後には世界の人口がこれだけになる"と い う予測の上に立っている.どのようにした

ら,そのような予想が立てられるのだろうか。

適当に時間を設定して,時刻 tの ときの人口を ν(t)とすると,時間が△tだけ経過 したと

きの人口の増加率は,次の式で表せる.

△ν ν(t+△ t)丁 ν(t)
△ t △ t

人口は減少するかもしれないが,その場合は負の数になっている.

上の増加率を一人あたりに直すと,

α(t)=
ν(t+△ t)一 ν(t)

ν(t)△ t

になる。話を簡単にするために,どの時点でも,それから△t経過する間の増加率が一定の

値 αだとする.そ うすると,△ιだけ経過した後の人口は

ν(t+△ t)=ν (t)+oν (t)△t=(1+α△t)ν (t)

119



120 第5章。微分方程式

ということになる.そ こで,t=0の ときの人口を■とすると,△ιだけ時間が経過するご
との人 口は

ν(△t)= (1+α△t)ス

ν(2△t)=(1+α △t)ν(t+△t)=(1+α△t)2五

ν(3△t)= (1+α△t)ν(t+2△t)=(1+α△t)3ス

このように,時刻 η△tでは

ν(2△ι)=(1+α△t)πス

になる.こ こで log(1+α△t)=bと すると,1+α△t=cbだから,

ν(2△t)=cbπ■

である.

ところで,人 口やバクテリアの個体数などは,ある区切られた時間間隔で変化するという
よりも,刻一刻変化していくと考える方が自然である.そ こで,前に与えた △t内での平均
の増加率 α(t)の代わりに,△t→ 0と した極限,瞬間の変化率を考えてみる.それをたと書
くと

ν(t+△ t)一 ν(t)た = lim
△t→0 ν(t)△ t

ν(ι +△ t)一 ν(ι)
△ t

=お農‰
l αν

ν(t)α t・

つまり
αν
=んν
洗

という式が現れる.逆に,こ の式を満たす tの関数 として,時刻 tにおける人口が定まると
考えられる.

例 1。 1のような方程式は微分方程式とよばれる.未知の関数∫(")を見つけるための方
程式で,その未知関数の導関数∫

′
(■)が現れる方程式のことを,微分方程式という(三階導

関数∫
〃
(π)や,もつと階数の高い導関数がでてくる場合もある).

(2)微分方程式

`娑

=一gは ,落¬Fする物体の式 ν=一
:gt2+υ,t+ν

Oで満たさ

れる.

さた満でπαπｇ
ノ

ノ
まπｇ〓ν式程方分微

ゴれてれらえヽ与がπｇ
鵜　　れる．

た
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Newtonが微積分を発見して以来,人類は,微分方程式を作つて,それを解 くことにより,
さまざまな現象を説明したり,未来を予測 して来た.応用面で微分方程式がなぜ基本的かと

い うと,関数 ν(t)を直接知ることができない場合が多いからだ.物理や経済の基本法則を

数学的に書き直して,ν(t)の変化率に関する情報を得て,それを使つて ν(t)を見つけなけ

ればなら
年
い.上の例の微分方程式

1碧
=―gは単に,“地表近くの重力は一定の加速度を

生む"と いうことである.

人口が連続的に たの割合で増加する場合の基本法則は,“どんな時でも人口は,時間に対

して,その時点の人口に たをかけたものに等しい割合で変化する"と いうことである.例

えば,た =4%=0。 04で ,あ る国の人口が 1億人だとしたら,最初は年に 400万人の割合で

増えていく;けれども,少 しして人口が 1億 100万人になったときには,年に 404万人の割

合で増加していることになる。これは,銀行に預金したり,ロ ーンを組んだりすると,利息

が利息を生むのと似ている.太字の部分の法則は次のように数式で表すことができる :

つまり,t年 目の人口を表す関数 ν(t)は ,こ の関数の現在の値に たをかけたものに等しい

割合で増加する.

2 '微分方程式  =たν

この微分方程式を解いて,ν を tで表 した式を求める.こ れだけでなく,他にも多くの方

程式に使える便利な方法で,“変数分離"と い うものがある.これは,ν を含んだものはすべ

て方程式の一方の辺に集め,Jを含むものは全部他の辺に集めてしまうことを意味する.こ

のときに,ανとαtは代数的な量であるように扱われる.

例 2。1(微分方程式
器
=たνO解法).

l st step:方程式の両辺に 洸 をかけ,両辺を νで割る:

αν E=た αt

になる.

2 nd step:両辺に積分記号∫をつける:

の
肩 =たり,

１

一
ν

洗た
ノ

ノ〓ν
α

ー

一
ν

√

ノ

になる.
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3 rd step:両辺の不定積分を計算する:

左辺 =log lν l+Q,
右辺 =たt+Q.

積分定数のα を右辺に移項しての からひいて,σ =Q― Qと する :

となる.

最終 step:

10g lν l=たt+θ

νについて解くために,両辺の指数巾を考える :

c10g lν
l=cた t+σ

.

cbg回 =lν lだか ら,ν についての式が得 られる :

ν(t)=土 cた
t+σ =圭 cσ cたt.

方程式はこれで解けたが,人 口問題を考えれば,全部がすんだわけではない.ま だ,cた
tの前

の定数 cCを決めなければならない.こ れには,最初の時点の情報を使 うことができる.こ
の問題では,最初の時点の情報はt=0の とき ν(0)=ス だつた・等式 ν(t)=土 cCcたtに

t=0を代入して :

五 =ν(0)=CCCO=Cσ・

だから,次のように νを決定することができた :

ν(t)=ACた
t・

問 2。 1。 次の微分方程式を,例卜2.1の手順にしたがつて解け。

(1)#=ν (t=0のとき,ν =1),(2)#=3ν (t〒 0のとき,ν =-2).

3 指数関数的成長と減少

ν=Acた
tの形をした関数は 指数関数的成長 とよばれる.そのグラフは下のような形をし

ている.

(4>0,力 >o)
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例 3。■(2倍になるのにかかる時間).時刻 tでの人口はスcた
tだとする:人口が 2倍にな

るのには,どれだけ時間がかかるだろうか .

2倍になるのにかかる時間を Tと すると :

Иtcた(t+T)=2И [cんt

という等式が成り立つ.両辺を■cん
tで割り,対数をとると :

た71=log 2,

となるので

7・ =二

)10g2.

注意。 2倍になるのにかかる時間 Tは ,どの時点から測るかにはよらないし,最初の人口
ス にも無関係なことに注目しよう.Tは増加率 ただけによって決まる.た とえば,増加率
4%で は,2倍になるのにかかる時間は

需=Ⅳ3盤解…・件)。
問 3.1。 3倍になるのにかかる時間や,一般にη倍になるのにかかる時間について考えて

みよ.

間 3.2。 最近の世界人口は,38年で 2倍になるスピー ドで増加している.年間の増加率 (た
の値)を計算せよ.

これまでのことから,増加率がその時点の値に比例する場合 (つまりαν/洗 =たνの場合 )

には,指数関数 ν(t)=蜘 Cた
tが得 られ ,た は現在の値に対する増加率の比例定数で,ν。は関

数の初期値であることがわかった .

例 3.2。 ある国の人口が 30年間で 2倍になるとする.増加率が住民の数に比例すると仮定

した場合,人 口が 3倍になるには何年かかるか .

解 ν(t)=ス Cん
tと おけて,30年間で 2倍になることから,

c30ん :==2.

た=島 log 2.

cた
T==3。

これより

T年後に 3倍になるとすると,

したがって
,

約 48年で 3倍になる.

T=1log3=     キ 47.55。
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間 3。 3。 ウイスキーやビールの原料となるモル トの増加率は,その時点での存在量に比例す

る.最初 2グラムだったのが,2日 後には 3グラムに増カロした.10日 後には何グラムにな
るか .

今度は,現在の値に比例して減少する関数

ν(t)を考えてみる.比例定数を一たとすれば,

器=一たν.数学的には,何も変わりはなく,
ただ たが 一たになつただけで,t=0の とき,
ν=ν。とすれば関数 ν=νoc~た

tが得られる.

けれども,蜘 c~た
tのグラフは蜘cた

tのグラフと

は非常に違って見える.それは,tが増加して

いくときに,急速に減少して 0に近付いてい

くからである.

間 3。4.次の微分方程式を解け。

(1)害 =―ν(t=0のとき,ν =100),(2)害 =-2ν (t=0のとき,ν =10)

例 3。3(半減期).指数関数的に減少する関数 ν(t)=蜘 C~ん
tには,半減期というものがあ

る.これは現在の値が半分の値に減少するのにかかる時間である.半減期 Tを求めてみよ.

2倍になる時間を求めたときと同じように,次の等式が成り立つ :

蜘

「

眸』 =:節

「

竺

両辺をνOc~た
tで
割つて,対数をとると

―たT= - Log2

となるので

T=log2
た
・

指数関数的に増大する関数が 2倍になるのにかかる時間と,ま つたく同じである.

例 3.4(放射性崩壊).未来のある日,地球を訪れた宇宙人が目にしたのは,はるか前に起
きたカタス トロフにより生物が住めなくなった惑星の姿であった.優れた科学力で,彼 ら
はそのときに放出された放射性プル トニウム 239の量を決定した.また,残存 しているプ

ルトニウム239の量は,その1/500であることもわかつた.プルトニウム239の半減期は
24400年 として,地球壊滅は何年前のことだつたかを決定せよ.

〓

１

一
２
ｇＯ
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この問題では,最初に たを決定する :

を用いて,

次に

から
,

を得る.こ の対数をとれば,

24400

νO=νoC~燒 =ま鵠μ0

―たt=log而 =-1°g500.

t=             キ 218800.

kT - log2

た=
log 2

．

一
５００〓

一Ｃ

例 3。4は SFの世界だが,あなたは “発掘されたミイラは何千年前のものだ"と いうニュー
スを聞いたことがあるにちがいない.今まで学んだことから,ど うしてそんなことがわかる
のか,想像がつくのではないか .

次の例の測定法を開発 した We Libbyは 1960年にノーベル化学賞を受けた .

例 3。5(年代測定)・ 生きている木の中の放射性炭素の崩壊速度は 15。30(dpm)で ある.ツ
タンカーメン王の墓の椅子の足に含まれる放射性炭素の崩壊速度を測つたら,10。 14(dpm)
だつた.半減期を 5,600年 とすると,ツ タンカーメンはどのくらい前に生きていたか .

注。dpmと は,1分間に放射性物質が出している放射線の数である.

解 生物が死ぬと,空気中の炭素を取 り込まなくなるので,生物の体内にあつた放射性炭素

は,方程式
αν :一たν
αι

にしたがつて減少する.ツタンカーメンの時代が T年前だとすると,放射性炭素の崩壊す
る割合は,存在する量に比例するので,

ゆえに

ν(T)

ν(0)

五 c~た
I「

==c 
たT10。 14

したがって

15.30

―たT=10g(H).
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一方,半減期が

これより

ゆえに

微分方程式

5600年だから

5600=l堅ヱ.

た=鑑・

T=_堅 匹旦 1。g(1曇
昇》 ・
=3330。

問 3.5。 例 3.5の放射性炭素を用いて,次の実例の年代を推定せよ。これらは,1950年に発
見され測定されたものである.

(a)ハンムラビ王の治世のバビロンの家の梁 :9.52(dpm)

(b)ネ ヴァダの Gypsum洞窟内の地下 2mか ら出土した,大ナマケモノの糞 :4。17(dpm)

(c)ネ ヴァダの Leonard Rock Shelterで 見つかつた木の投げ槍 :6。42(dpm)

4 微分方程式   =た (ν 一α)

次に,も う少し複雑な微分方程式を解いてみる.これまでは,ノ =土たνという形をしてい
たが,今度はノ=土ん(ν ―α)と いう形の方程式である (aは定数).やはりこれも,変数分離
によつて解くことができる.

害=た (ν一α)
の両辺に αιをかけ,ν 一aで割ったものを積分する.

αν

/∴
10g lν ―αl十 Cl

10g lν 一 α
l

lν
一 α

l

ν一α

定数 cσ を決めるために,初期条件 t=0の
入して

代を〓
ずれすンフそ

Ｑ
　
　
　
　
る
．

一　

　

　

　

す

も
競　　　　戯

Ｃ
＆
　
　
勤

闘
ｈν
　
”
　
　
「

Uo-a-(*.t)"o:*.ec



したがって

4。 微分方程式g争 =κ(y_の  127

ν―α=(νo― a)Cた
t.

微分芳程式
害
=ん (ν 一a)は ν=(νo― α)Cん

ι+α という解をもつ.

もちろん,次のことも確かめられる:

微 分 方 程 式
害
=一 た(ν 一 α)は ν=(νo一 α)C~た

ι+α とい う解 を もつ .

間 4.■。上の手順で,微分方程式

する.

一た(ν ―α)を解け,ただし,t=0の とき ν=ν。

間 4。 2。 次の微分方程式を解け.

(1)害 =3(ν -1)(t=0のとき,ν =2),(2)害 =-2(ν +1)(t=0あとき,ν =0).

例 4。1(ニ ュー トンの法則 ;物体の冷却)。 ここにいうニュ‐ トンの法則とは次の内容であ

る :

ある環境に物体が置かれると,物体の冷去口する割合は,環境と物体の温度差

に比例する.

時刻 tでの物体の温度を ν(t),最初の温度 (t=0の ときの温度)を 助,環境の温度を α
とする.ニュー トンの法則は,次のような微分方程式に直せる.

害=一た(ν一a).
この式で,た は環境と物体の性質によつて決まってくる正の比例定数である.た の前に 一が

必要なのは,ν (t)>α ならば 害
はマイナスで,ν(t)<α ならば 器

はチラスだからである。

この方程式の解はν(t)=α +(νo一 α)「
λtであることを,私達はすでに知っている。時間

が経過すると,つまり,tが大きくなると,c~た
tは急速に小さくなつていくから,ν (t)は αに

近づく.これは,“物体の温度は周囲の温度にいくらでも近くなつていく"と いう私達の経

験に合致する。(こ こでは,周囲の温度 αは,物体によつて温められたり冷やされたりもせ

ず,一定のままだと仮定してる.エアコンの効いた広い部屋に,熱いスープを置いた場合な

どが当てはまる。)

例 4.2。 93°Cのコーヒーを,室温が 18°Cに保たれた部屋に置いた。2分後には,コ ーヒー
は 68° Cにまで冷めた.t分後のコーヒーの温度を表す式を求めよ.

αν

αt
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解 私達にわかつているのはνO=93と α=18と いうことだが,た がいくつかはわかつてい
ない.けれども,ν (t)が次の形をした式だとはわかっている :

, ν(t)=α +(拗 一α)C~た
t=18+75c~た t.

さらに ν(2)=68と い う情報が使えて

68 == 18-+75c~2た

50 = 75c 2ん

log臀
 = -2た

た = 一
:19g;:=二 :10g105=〒

0.203。

これから,ν (t)=18+75c~0・
203tでぁる.

この例で得られた式は,ν(t)=18+75(:)'と も書くことができる.

間 4。3.鉄の球を 110° Cに熱して 10° Cの空気中に放置した。1時間後には,球の温度は
60° Cになつた.30° Cにまで下がるには,それからさらにどれだけ時間がかかるか.

間 4。 4。 気温が 17° Cの ときに,お湯が 97° Cから 57° Cま で 10分間で冷えるとすると,
40分後の温度は何度か.

例 4.3(落下物体と空気抵抗).落下する物体の鉛直方向の運動は,重力と空気抵抗の 2つ
から影響を受ける.地表近くでは,重力は一定の加速度 gを引き起こす.空気抵抗は,物体
の空力学的性質とスピー ドに左右される.一般的に,物体のスピー ドが大きい程空気の分子

から受ける抵抗は大きくなる.こ こでは,空気抵抗は物体の速度に比例すると仮定する.そ

の比例定数をたとして,物体の質量を m,速度をυとすると,ニ ュー トンの運動法則の式は

次のようにふる ●口速度は速度の時間微分
1静
であることに注意せよ).

鶴
害
=衛リーたυ

害=一鳥(υ―等多)・
これから,

υ=写妥+(υO一等多)C一争
t・

ただし,物体の初速度 (t=0の ときの物体の速さ)を υ。としている.

間 4.5。 上の式で,時間 tが大きくなつていくと,物体の落下速度 υはどんな値に近づいて

いくかを考えよ.

つまり
,



間 4.6。 質量 π

の受ける力は,

だけだとする。

4。 微分方程式
多争
=κ(y-0 129

の物体が地表から上方に向かって,初速度 υ。で投げ上げられた.こ の物体

地球による一定の重力 と,速度に比例する空気抵抗 lLヒ例定数は たとする)
物体の最高到達点の,地表からの高さは

鶏絆丁観黎bg← +場 )
であることを示せ.抵抗を 0に近づけていくとき,こ の数字はどうなるか調べよ.

例 4。4(パラシュー ト降下).体重と装備あわせて 120 kgのパラシュー ト隊員が偵察機か
ら降下して,10秒後にパラシュー トが開いたが,それは着地する僅か 2秒前だった.それま
での自由落下中は,た =24の空気抵抗を受け,パラシュー トが開いた後は た=336だつた
とする.12秒後に地面に降りたとき,彼は怪我をしなかったかどうか考えてみよう.偵察機
から降りるとき,彼は静かにドアから踏み出したとする.

解 最初の 10,秒間 ;0≦ t≦ 10:

重力加速度は g=9.8と して,鶴 =120,υO=0,た =24を例 4.3で得られた式に代入す
れば

υo=49←一c司→・
パラシュートが開いたときの速度は

υ(10)=49(1-c~2)÷ 42。 37(m/seC).

その後の速度;10≦ t≦ 12:

υOを 42。37,tを t-10に置き換えて,た =336と すると

υ(t)=3。 5+(38。 87)c~2.8(t-10).

彼が着地したときの速度は

υ(12)=3.5+38。 87c~5.6幸 3.5+0。 14=3.54(m/seC)・

熟練した降下隊員は,掠 り傷ひとつ負わなかっただろう.

間 4。 7。 (1)落下速度 υ(t)のグラフを書いてみよ.

(2)パラシュー トが開いた高度,偵察機の飛行高度を計算せよ.これは,単なる積分の復

習である.

(3)パ ラシュートが開いたときに隊員が受けるショックを考えてみよ.これは,何を計算

すればよいのか.

間 4。 8。 例 4.1と例 4。3の微分方程式は定数の解;ν (ι)=Cをもつ。それぞれの場合に cの
値は何か.ま た,この特別な解は,現実にはどんな状況に対応しているのか考えてみよ。
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注意.これまでの例で,話を単純にするための仮定をいくつかしてきた。だから,私達が

得た結果は,完全に正確には,現実を表 してはいない.しかし,このような モデル を考えな

ければ,ど うして有益な情報を得ることができるだろうか.人間の直観が誤 りやすいのは ,
物体の運動についてのガリレオ以前の考えや,時間と空間が別なものだというアインシュタ

イン以前の考えをみてもわかる.人間がプログラムを書き,コ ンピュータが高速処理をする

ことで,さ まざまな技術が私達の生活を豊かにするために使われている.探査機を太陽系外

に送ることまでできるのだ .

5 変数分離形微分方程式
こんどは,も う少し複雑だが,やはり変数分離で解ける方程式を考える.

例 5。■.点 (1,2)を通り,次の微分方程式を満たす曲線を求めよ:

まず,変数を分離する :

αν   α
"

ν
2   π4・

両辺を積分して,積分定数を右辺にまとめる:

一
:=一 :0芸

+θ・

ここで θ を決めるために,捜 している曲線は点 (1,2)を通る という “初期条件"を使 う.
そこで

;

一
:=― :・ 士 +σ・

θ=― :+:=一 :・
最後に,両辺を -1倍 して,逆数をとれば,曲線の式がわかる :

ノ
Ｆ〓

力
扇

1

ν=嘉 +:=
6"3

π3+2°

間 5。 1。 点 (1,0)を通り,次の微分方程式を満たす曲線を求めよf

"
ν

む
απ

あなたが見つけた曲線と比べて,方程式の図形的な意味を考えよ.
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間 5。 2。 次の微分方程式の解のなかで,点 (1,1)を通る曲線を求めよ.

(1)"3需 =_ν
2,

(3)需 sin(πν)="2,

モデルの修正

②

`ν

=-2"ν′
α
"

④ y2-ノ需+√ノ=Q6

最初に考えた人口のモデルは,1798年にイギリスのマルサスという経済学者が用いたも

のだ.当時の増加率は,現代より格段に高く,アメリカでは実にたキ 0。3と いう統計が残つ

ている.マルサスは,人 口増加に比べて食糧生産の増加率は低ぃので,このままででは将来

食糧不足で人類は危機に瀕するだろうと警告したのである.

間 6.1。 マルサスモデルで計算すると,2000年のアメリカの人口は 1800年の何倍になつて

いるか .

1800年のアメリカの人口は約 530万人であつた.40年足らずで,現在の世界人口をオー

ヴァーしてしまう.現実には,人 口や生物個体数などは無制限に増え続けることはなく,あ

るところまで増えると,必ず抑制する要因が働く.バクテリアのようなものでも,限られた

環境では栄養や酸素が不足して増殖がス トップする.も しそうでなかったら,大変なことに

なっているだろう.

例 6。 1(人 口のロジスティックモデル).こ れは,増加率が一定ではなく 人口

を入が増加していくにつれて,増加率が減少するモデルである.右辺に

れて :

まず,変数を分離 して積分する :

/     =/た
αt・

左辺の被積分関数を部分分数に分ける :

ν        l      l

νυИ一ν)=フ
+ν 一ν

1-

ヽ
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ノ
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い
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これから
,

したがって
,

ν ―ν

これをνについて解く

微分方程式

10g lyl― 10g l 也 (出)=続 +α

=cん
t+σ

と
,

ν―ν=∠ _1=c_た tc~σ
ν     ν

ν
ν=1+c― σc―たt・

右 のグラフは ν =1,σ =o,た =

問 6。3.次の微分方程式を解け .

(1)害 =ν(1-ν ),

1の ときを書いたものである .

間 6.2。 最近日本人により,マダガスカル島に日本産のクワガタが持ち込まれた.ク ウガタ
の数はロジスティック方程式に従うと仮定する.島に生息できる最大数は 100万匹で,現在
は5万匹が生息している.ちょうど1年前には?万匹であった.時刻t(年)におけるクワ
ガタの数を表す式を求めよ.また,95万匹になるのには,何年かかるか .

(2)(1-ι
2)宰
=ν .

7 調和振動

最後に簡単な振動を表す方程式について述べる.

例 7。 1(ばねの振動).ばねの先に質量 η の物体がついている.時刻 tにおけるばねの伸
びをν(t)とする.重力や摩擦,空気抵抗などはすべて無視して,物体にはばねの弾性力しか
働かないとする.次の基本的な法則を使 う :

ばねの力は,ばねの伸びた長さに比例する.

物体の加速度は力に比例するので,ν
″
(ι)は ν(ι)に比例することになる.ばねが伸びると,

引き戻される方向にばねの力が働き,縮まるとその逆向きに力が働く.だから,ν
〃
(t)と ν(ι)

の比例定数は負の数なので 一たとする.そ こで,物体の位置を表す関数 ν(ι)は次の微分方
程式を満たすことになる :

ν
′′=―たν・
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これは,2階微分を含んでいるので,三階微分方程式 とよばれる.一般的な扱いは,も つと
進んだ勉強になるが,こ こではちょっとした工夫で変数分離形に直 してみよう.こ の方程式
は特別に簡単な形をしているからである.まず ,一たりを左辺に移す :

ここで,ν
′をかけてみると :

a" +ka - 0.

2y'a" *2kyU':0.
したがって

勇o2+りっ=写ノ+鷺勢′

だか呪 方程式 ノ +句 =田ま
携 《の
2+り
っ =Qつ まり

(ν

′
)2+んν
2=c(定

数
)。

時刻 t=0で は物体はつ りあいの位置にあり (ν(0)=0),速度は υ。だったとすると,c=υ:
で,方程式は次のようになる :

(ν

′
)2+んν
2=υ
:.

これから,変数分離形の方程式が得られる :

αν

αι

変数を分離して積分する :

積分 (微分)の公式を思い出して

このような運動を

間 7。 1.ν (t)=讐 Sin(ωι)が ,微分方程式 ν
″=一たνを満たすことを,実際に微分してみて

確かめよ.
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間 7。2.(1)例 7.1での初期条件を,時刻 t=0で υO=0だが,ν(0)=助 ≠0と したら,ど
うなるか.

(2)一般に,νOも υ。も 0でないとしたらどうか。

間 7.3.次の微分方程式を解け.

(1)ν
′′=-2ν, ν(0)=5,ν

′
(0)=0, (2)ν

′′
+4ν =0, ν(0)=7,ν′(0)=3.

速度に比例する空気抵抗を考えにいれると,落下する物体を考えたときのように,指数関

数的に減少する振動になることが示せて,減衰振動 とよばれる.

以上,変数分離形の微分方程式で表せる現象の例のいくつかを調べてきた.最後にもう一

度,ど うやって方程式を解いたらよいのかを復習する.

微分方程式が (必要なら変形 して),

嘉=ノ (")g(ν )
という形のとき,変数分離形といい,次のようにすれば解ける.

ふαν=∫Oα"
と,変数 π,ν をそれぞれ一方の辺に集めて積分する.

/あαν=ル Oα飢
あとは不定積分を計算するだけである。工学に現れる関数は,それほど複雑でないものが多

いから,基本的な積分公式と,簡単な置換積分と部分積分が,き ちんとできるようになって

いればよい .

第 5章 練習問題

1.次の微分方程式を解け .

(1)"4ν
′+ν4=0

(3)"ν
′=(1+"2)ttt ν

(5)ν
′+ν tan"=o

(7)(1+π 2)αν+(1+ν 2)dπ =0

(2) naat - a + 1

(4) Y' : 3*2a

(6) (1 - 2n2)a' - a

(8) y log Adr - rdy - 0.

2。 次の方程式の解のうちで,指定された点を通る曲線を求めよ.

(1) A' : 
"2a-3Y, 

(0,0)

(3) 2 sin 2n cos}ydr - 3 cos 2r sinsAdy - 0,

(2)c~ν dν +(1+π
2)d“ =0,(0,0)

(4)"νν
′
=("-1)(ν -1),(1,0).

ヽ

―

′

ノ

π

一
・２

π

一
８

／

ｆ

ｌ

＼
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3。 ある鉱山町の人口は,それ自身に比例した割合で増加することが知られている。1999年には 1997
年の 2倍になり,2000年には 10,000人 になった.1997年 の人口は何人だつたか。

4.ラ ジウムの半減期は 1,600年である.2,400年後には最初の何 %が残つているか ?8,000年 後
にはどうか ?

5。 半減期が 20日 の放射性物質が初めの 1%に 減るには何日以上かかるか ?

6.ウ ラン 238が 時刻 tl,t2にそれぞれ
"1,“
2だけ存在したとする。半減期は

(t2~tl)10g2
10g("1/″ 2)

であることを示せ。

7.お茶を 0° Cに保たれた冷蔵庫に入れた。15分後のお茶の温度は 30° Cで ,30分後には 15° C
になった。最初の温度は何度だつたか。最初に,頭の中で考え,次に微分方程式を使つてあなたの考
えが正しいかどうか確かめよ。

8。 パーティーのためにプディングを作り,午後 6時に冷蔵庫に入れた。冷蔵庫の温度は 4° Cに保た
れている。プディングは 7°Cに なると固まる.冷蔵庫に入れたとき,プディングの温度は 69°Cで
あつた。最初のお客さんが午後 7時に来たときには,30° Cに冷えていた。デザートを出せる時刻は,
早くてもいつか。

9。 検死官の解剖室はある理由で 5°Cの温度に保たれている。ある朝早く,検死解剖を行つていた検
死官本人が殺され,被害者の死体が盗まれた.午前 10時に検死官の助手が,検死官の遺体を発見し
たとき,体温は 23℃だった.正午には体温は 18.5℃ に下がうた.検死官の生存中の体温は 37℃
だつたと仮定して,死亡時刻を割り出しなさい。

10。 ランベルトの吸収の法則 によれば,半透明の物質の薄い層に入射した光が物質に吸収される割
合は,層の厚さに比例する。海面に垂直に入射した太陽光が,10mの深さで入射時の半分の強さに

なった.島 になるときの深さは何 mか ?まず,答えを考えた後に,微分方程式を立てて,あなたの
答えを検討せよ.

11。 芦ノ湖の水面に垂直に入射したサーチライトの光が 15m9深 :さ で
:の
明るさになった。30

mと 60mの 深さではどうか ?50mで はどうなるか ?

12.例 4。 3で空気抵抗は速度の 2乗に比例するとする。t=0の とき υ=0と して,終速度を計算
せよ。

13。 燃料がなくなったとき,クルーザーは 60(km/h)のスピードで動いていて,マ リーナまでは
2。5kmあった。水の抵抗は速度に比例するとし,l km進んだときのスピードは 30(km/h)に 落
ちていたとする。マリーナにたどりつけるか?

14.前間で,抵抗は速度の 2乗に比例するとする.

1。 速度に比例する場合と比較して,ま ず予想を立て ,

2.微分方程式を作つて,あなたの予想を検討せよ.

―ゴ
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[その他の微分方程式lこれまで学習した微分方程式は,いずれも変数分離形であつた.と こ

ろが,微分方程式は他にも幾つかのタイプがあり,それらは上級学年で学習することになる.

ここでは,変数分離形以外のタイプの微分方程式を紹介しよう。

かる。実際

ミできる.

[…階線形微分方程式]二つの関数 P(π ),C(π )を使つてν
′+P(π )ν =C(π)と なるタイプの

微分方程式を一階線形微分方程式という.

例。グ+ν cOS"=COS"Sin"は一階線形微分方程式になる.

解法。一階線形微分方程式は,両辺に c∫
P。ル をかけて,部分積分の公式を適用すれば解く

ことができる:

[定数係数高階線形微分方程式lη 個の定数αl,α 2,° …,απと関数の(π)を使つて

ν(π)+α lν (π
~1)+α

2ν
(π
~2)+… .+απν=C(π )

のタイプの微分方程式を定数係数高階線形微分方程式という.

例.ν″+4グ +3ν =sin"は定数係数三階線形微分方程式になる.

解法。このタイプの微分方程式の解法には,次の多項式

tn l αltπ
~l l 
α2tπ
~2_...。

―十απt

の因数分解 (と 部分分数分解)が決定的な役割を果たしている.

他にも様々なタイプの微分方程式が知られている.そ して,多 くの微分方程式は様々な物理

現象や経済の動きなどを説明することができる。しかしながら,全ての自然現象が解明され

ていないように,全ての微分方程式が解かれているわけではない.その中には解答が存在し

ないような微分方程式もある.現代では解析学を研究している多くの数学者は,微分方程式

の解き方を研究しているとも言えるであろう.ま た,最近ではコンピューターを用いること

によつて従来の手法では解けなかつた微分方程式の解も近似的に求めることができるよう

になってきている.
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偏微分法

前章までで,1変数関数の微分と積分について学習したが,1変数関数 ν=∫ (π)では表
せる曲面は限られたものだけになる (回転面など).空間の曲面などは,2変数以上の関数
が必要となる.そ こで,こ の章では 2変数関数の微分について述べる.同様にη変数関数の
微分についても述べなければならないが,本書では,扱わないことにする.

1 2変数関数の極限
Rを実数全体の集合とし,ν を平面R2={(.,ν );",ν ∈R}の部分集合とする.ν の各
元 (■ ,ν)に対して値 zが一意的に決まるとき,zは ν 上で定義された2変数関数といい

,

Z=ノ (2,υ)で表す.ν をz=∫ (",ν)の 定義域 という。1変数関数の場合と同様に,具
体的な形で与えられた関数については,その形が意味をもつ範囲を定義域とするのがふつ
うである.

例 1。 1。 (1)Z=π +ν +1

(2)z=yl二 "2_ν
2

(定義域は平面全体 )

(定義域は単位円の周と内部 )

Z

-1

137
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OZ= (定義域は平面から (0,0)を 除いた部分 )

(4)z=
π一 ν

(定義域は平面から直線 π tt ν=0を 除いた部分 )
"+ν

1変数関数ν=∫ (π)のグラフは平面上の曲線であるが,2変数関数z=∫ (",ν)のグラ
フは空間R3={(",ν ,Z);",ν ,Z∈ R)の中の曲面になる.例えば例1.1(1)の グラフは空間
の中の平面であり,(2)のグラフは単位球面の上半分である。

点 P(a,b)と 正の数 εに対して,平面の部分集合

ЦIP)={(",ν);7("一 α)2+(ν _b)2<ε }
を Pの ε‐近傍 とよぶ.鴫(P)は Pを中心とする半径 εの円の内部である.ある正の数 ε
に対するε―近傍を以後単に近傍とよぶことにする.

関数 z=∫ (",ν)は点 P(a,b)のある近傍で定義されているとする.点 (π ,ν)が点 (α ,b)
に限りなく近づくとき (・ ,ν)→ (a,b)と 書き,そのとき∫(",ν)が一定値 Jに限りなく近づ

けば,∫ (π ,ν)の点 Pにおける極曝値はIであるといい

しぷ段。,り∫(・ ,ν)=Jまたはノ(■ ,ν)→ I((・ ,ν)→ (a,b))
と書:く .

Ｚ
　
　
一



(π ,ν)を (a,b)に限りなく近づけるとき,
なる場合は,極限値は存在しないと考える。

1。 2変数関数の極限   139

近づける方向によって∫(π ,ν)の近づく値が異

(|は定1数|)

例 1。 2。 次の極限値を求めよ.

"2_ν
2

π+ν 翻蟄0。 0(Ъ胸0。デ粋0(.ν爆 ,_⇒ 0)

解
　

②

①
(.」聖1,_⇒

"+ν
れ の=と お← 回

(π tt ν)(π―ν)= li難
,_1)(π
―ν)=2π+ν     (2,υ )→ |

を極座標
"=r cOs 

θ,ν =r sin θで表す.こ のとき

=  lim
(",ν )→ (1,-1)

|ノ (π ,ν)|=r l Sinθ COSθ l≦ r

であり,(",ν )→ (0,0)のときr=y"2+ν 2→ 0でぁゃから,し ,メ妻。,。∫(・ ,ν)=0
oズニの= とお←点回 譴線ν=鶴χ上にあるとき

∫(π ,ν)=ノ (π ,れπ)="2+m2"2=1+m2・
■

よつて (",ν)が直線 ν=m"に 沿つて (0,0)に近づくとき,鶴 の値により異なる値に近づ
くかられ,非段0,。∫(",ν)は存在しない.□

∫(",ν)は点 (a,b)のある近傍で定義されていて

し臓 %リル,0=ノし,0

が成り立つとき,∫ (■ ,ν)は点 (α,b)で連続であるという.集合 ν の各点で連続であると
き,Mで連続であるという.
1変数関数の場合と同様に,2変数の連続関数の定数倍,和 ,積,商 ,合成関数も連続関数
になる.ま た,次の定理も同様に成り立つ。
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1掌響■|,1甲 1撃|′(1111が 1暮|(4や)|で1導1織|で■′(||》 |≠1111な:ら苺華
=(41111の

|わ|る|1近1傍内:で
バ11')|は 1常IⅢ:r(こIⅢ〉|と1同1符1号 |で|あ||る●|■11■■■■|||■■■■|■1111■11■■■■|■|■

集合 ν を平面の部分集合とする.Mが原点を中心とした十分大きな円に含まれるとき,
Mは 有界であるという。また ν の任意の点 (",ν)に対し,(χ ,ν)のある近傍が Mに含ま
れるとき,Mを開集合とよび,開集合の補集合を開集合とよぶ .

薄稗■11■有1界な1閉1集合|″|で1蕪1義さ|れた|‐淳積1甲1数ザ(11蘇】!率1財|で1最|六値と1最11'1偉|を1も:,|:

問 1。 1。 次の極限値を求めよ.

(1)に』職2of+ν
+1

"2_ν
2 ②仏』当0。

"2ν
πν
2

(3)し
,メЦO,の
"4+ν

2 (4)し
,』ЦO,。 n2 +a2 +a4

醜 ω=れ の 側 到    林 t

2 偏導関数
2変数関数 z=∫ (χ ,ν)の変数 νを固定して定数と考えたとき,ノ (2,ν)は・ についての
1変数関数と考えられる.こ のように考えたとき,ノ (χ ,ν)が πについて微分可能,すなわ

ち極限

lim
ん→0      ん

が存在するとき,z=ノ (π ,ν)は点 (π ,ν)において πについて偏微分可能といい,上の極限
を点 (π ,ν)におけるπについての偏微分係数という.ま た,上の極限を "と ν

の関数とみ

るときには,"についての偏導関数とよび,

各,作/1Z,0,んし,0,ん ,為
などで表す .

νについても同様に,偏微分可育ヒ,偏微分係

～

偏導関数 (:卜
今
ル 0,んし,0,ん ,ぅ な

どで表す)を考える.

χ(または ν)について偏導関数を求めることを π(または ν)で偏微分するという.

偏導関数は本質的には 1変数関数の導関数であるから,π ,ν の一方を定数と考えて他方

の変数について 1変数関数の微分の公式を適用すればよい.



解①併=作し40+♀しνり=4χ 3ν +ν2,際に1多 =■4+2"γ

= =:=

券=11ァ今得)=デ静←ナ)=

間 2。 1.次の関数を
"お
よびνについて偏微分せよ.

(1)z=3π
2ν +5π 2ν 3

(4)z=sh~1子

例 2。 1。 次の関数を πおよび νについて偏微分せ よ .

(1)z=χ
4ν +"ν 2 (2)z=tan~1■

ν

(2) z - ena

(5) /, - Iogo r

2。 偏導関数 141

π

.2+ν2

(3)z=y“ 2+ク2

(6)z="ν

,2変数関数ではπ,ν について偏微分

∂
"∂
ν

: fy*(*,Y) : zs,

1変数関数では微分可能であれば連続であったが
可能であっても連続とは限らない .

間22れ の= れ の≠Q吐 貞Qの =0
可能であるが,点 (0,0)で連続でないことを示せ .

は点 (0,0)において
",ν
について偏微分

関数z=∫ (■ ,ν)の偏導関数ん(",ν ),ん (",ν)がさらに
",ν
について偏微分可能なとき,

その偏導関数を zの第 2次偏導関数といい,次のように書く.

♀ (併 )ニ キ
=H二 の 下

為的
舟 侍 )=

今(券)=髪絆=んνし,0=るぃ分(券):
第 2次偏導関数も同様に定義される.

∂2z

022 t

W 
: fyy(*,Y): zyy

例 2.2.z=π 3+3"2ν +2ν3の第 2次偏導関数を求めよ。

解 為 =3π
2+6π
ν,ろ =3π

2+6ν2を さらに偏微分 して ,
為"=6π +6ν ,為ν=6π ,ろπ=6π ,%ν =12ν .□
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間 2.3。 次の関数の第 2次偏導関数を求めよ.

(2)log(“
2+ν4)

(5)sin÷

(1) sin 3r cos 4y

(4) e-s sin y

(3)cπ
2+2ν

(6)sin~1÷

間 2。4.z=π2+ν2の とき z"π +zνν=0を示せ .

関数∫(π ,ν)に対して,一般にはんν≠ん“
であるが,次の結果が知られている.

定1理,111‐∴υ,‐ふ,がども11連1続|な|う|げ |‐為|■ ん・・

証明 点 (a,b)において

び=∫(a+ん ,b十 た)一 ∫(α 十ん,b)一 ∫(α,b+た )十 ∫(α ,b)

ψ(")=∫ (π ,b+た )一 ∫(",b)

とおけば

び=ψ(a+ん)一 ψ(a)

ψ(")に平均値の定理を適用すると

び=ぼα+ん)-9(a)=んψ
′
(C)      (2)

となるような cが αと α+ん の間に存在する .

さらにψ
′
(c)=ん (C,b+た )一 九(C,b)で あるからん に平均値の定理を適用すると

9′ (C)=ん (C,b十 た)一 九(C,b)=たんν(C,α)(3)

となるようなαが bと b十 たの間に存在する.

(1),(2),(3)よ り

んνC,の=#       0
(4)の式で (ん ,た)→ (0,0)と すればんνの連続性より

んνし,の =L農0。#
■とνを交換して同様に考えると

んπし,の =LttQの #0□
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3 全微分

2変数関数の偏微分可能性は,一方の変数を定数と考えることにより本質的には1変数
関数の微分可能性にすぎなかった.こ こでは z=∫ (π ,ν)の 2変数関数としての微分可能性
(全微分可能性)を考える.
1変数関数 ν=ノ(")が π=α で微分可能であるとは,ν =∫ (π)で決まる曲線上の点

(α ,ノ (a))で接線が引けることであつた.こ のことより2変数関数 z=∫ (π ,ν)の微分可能
性を,z=∫ (",ν)で決まる曲面上の点 (a,b,ノ (a,b))で接平面がつくれることであると定義
する.

点 (a,b,∫ (α,b))を通る平面は

Z=∫ (a,b)+α (π ―α)+β (ν 一b)(α ,βは定数)

と書け,これが z=∫ (",ν)で決まる曲面に接している場合,zの値の差

g(π ,ν)=∫ (χ ,ν)一 {∫ (a,b)+α ("一 a)+β (ν一b)}

が (π
_α)2+(ν _b)2に対 して無視できることより

lim
(π ,ν)→  (α ,b)

g(r, y)
=0

を満たす.

これらのことより,関数 z=∫ (",ν)が点 (a,b)において全微分可能であるとは

∫(",ν)=∫(a,b)+α ("― α)+β (ν ―b)+g(",ν ) (1)
g(*,a)

lim
(",ν )―→(al,b)

を満たすように定数α,β

=0 (2)

輩二1轟彗曇奪軍:就驚毎尋覇裏ニ ダ
け|こ|のホで連続|で

'あ

|,I力|つ|″「υ

が定められることと定義する.

証明∫(π ,ν)が点 (α,b)で全微分可能ならば,(2)よ りし,3蟄α,。
g(π ,ν)=0であるから(1)

よりし,3妻α,り∫(":ν)=∫(a,b)が成立する.これは∫(",ν)が (α,b)で連続なことを示す.

次に (1)の式で "=α
+ん ,ν =bとすると

ノ(a+ん,b)一 ∫(a,b)=αん十g(α +ん ,b)

であり,また (2)の極限において (■ ,ν)を直線 ν=bに沿つて (α,b)に近づける場合を考え
ることにより

臨
重
守
豊 =0
し

_α
)2+(ν
_

("_α)2+(ν
_b)2
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であるから

んし,0=鳳量生響卜
些型:=臨

{α

+重宅
型主
}=α

が得られる.β =ん (a,b)も 同様に得られる.□

定理 3.1よ りz=ノ (π ,ν)が′点(a,b)で全微分可能なとき,曲面上の′点(a,b,∫ (αフb))での

接平面は
Z― ノ(a,b)=ん (a,b)(π―α)+ん (a,b)(ν 一b)

で与えられる.こ こで

dz-z-f(o,b), dr-fr-a, αν=ν 一 b

とお くと

αZ=ん (a,b)α"+ん (a,b)αν

となり,これをz=/1π ,ν)の点 (a,b)における全微分という.

間 3。1.次の曲面の点 Pにおける接平面の方程式を求めよ。

(1) z-nu (z) z-n2+a2 P(3,4,25)P(1,1,1)

定理 3。 1よ り全微分可能であれば偏微分可能であるが,一般に逆は成立しない.しかし次

の結果が知られている.

定理312.ザ(||ケ〉|が
'||(0,b)の

あぅ鷺傭|で|'「νについて偏微分1可1熊|で |わ |り ,島 ,ん が|ヽ
に(aル)||で1連1続な|ら1ず,デ (年,シ)|ま (IIII‐で1全微1分1可‐能である.,|||■■ |‐ ||‐ |‐

‐
|‐ |

4 合成関数の微分法

定理 4。 1:″■|‐ノ(‐|:し ).が′点(a,b)で全微分可1熊とする。"=π (す)|"|■‐0(`)が
t=|で微分

可能でa■●(III■ッ(c)ならば,合成1関数‐●‐圭∫("(ι ),ν (t))も -1■●‐で微分可能で  ■

・ ■‐|||||||‐ |1子1券1券■券争■■■|‐ |‐ |||‐ |‐|

∫("(t),ν (t))一 ∫(a,b)

Oz=手 +手 Pし,b,a (4)z=tan~1÷   P(1,1,1)

証明 ψ(t)=

には
I聾ψ(t)

t― c
を計算すればよい.

とおく。/1"(t),ν(t))の t=cでの微分係数を求める
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十 g(π ,ν) (1)

(2)

145

lim
(a,υ )一→(a,b)

を満たしているから
,

ここでι→ cの とき

=  →颯鋭

であり,さ らにι→ cの とき (χ ,ν)→ (a,b)

Z=∫ (χ ,ν)が点 (a,b)で全微分可能であることより

∫(π ,ν)一 ノ(α,b)=ん (α ,b)(π 一α)十ん(α ,b)(ν 一b)

g(*, y)

(χ
_α
)2+(ν _b)2

9(t)三

(1)の式より

ニズα,b)(κ (ι )一α)+ん (α ,b)(ν (ι )一 b)十 g(χ (ι ),ν (ι ))
ι一 c          e

=  →真の

であることに注意すれば (2)よ り

g(π←),ν←)) lg(χ ,ν)|

t一 c
(χ
_α
)2+(ν _b)2

であるから

#0=んし,Oχ′0+ん 0,のグ0。□

π=りし,υ ),ν =ψし,υ)がともに2変数包,υ の関数であるときz=∫ (π ,ν)との合成関
数 z=ノ (ψい,υ ),ψい,υ ))を しまたはυについて偏微分することは,本質的には1変数関
数を微分することと同じであるから定理 4.1よ り次の定理を得る.

妥1畔観‐霧‐1叢畠
||■■■‐■|||||||||‐ |■|●‐■|‐

0´|二19‐ζ‐|‐ 911■:10″lαク|‐■| |‐0″ ■|10ζ10111111∂″10レ
市,す|サ■方1市|■|す●す

.市

■市1市

例4■。z=c"~≒ χ二dnち ν=ノのとき子を求めよ.

|=
1(1壬 子 )2+(昇 )2→

0

解 zπ =c"~2ν ,をυ=-2cπ
~2ν

,

#=c"-2ν cost¨
-2cπ
~2ν
3ι
2

#=COSち #=&2ょり
=cα
-2ν
(cos t-6ι

2).□
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例 4。 2。 z="21。 gν ,π =

解
:争
=2"bg銑券=

併=(《「うbgν十子,

ν=3鶴 一υのとき

∂
"   1  

∂
"

' ∂鶴   υ  ∂υ

∂z

∂υ

併,1争 獄めよ.

併

=-1

鶴
「υ　９び
一“ｙ

~  
υ
2'
鶴   ∂ν
∂鶴
=3, よ り

一(争)bgν一千・□

間4■。次の関数zについて子を求めよ。

(1)z=“
2_ν2, "=coS t,ν

=sin t

(2)z=c"~ν ,“ =t,ν =÷

(3)z=sin~l πν, π=1-t,ν =1+t

間42次の関数zについてg争,併を求めよざ
(1)z=2■

2+“
ν
_ν2, 

“
=2鶴 ―υ,ν =鶴 十υ

(2)z=π
2+ν2,π

=鶴
2_υ 2,ν

=2鶴υ

(3)z=cπ
ν,"=log y鶴2+υ2,ν =tan~1÷

例 4。 3。 z=ノ (π ,ν),π =r cos θ,ν =r sin θのとき次を示せ .

①(挙)2+(ξ;)2=(#)2+
②:|二 :卜 =喜1車÷子++喜嘉
解①#=g争《許+』テ《許=gttCPSθ年1争 dnθ

併=併#+券#下併←rdnの +券 r cos θ
よつて

,

1
+7

ヽ

、

‐

′

ノ

錫
一”

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

上

′

〓

ヽ

、

‐

′

／

シ
一測

／

′

‐

ｌ

＼

ヽ

、

‐

′

／

シ
一併

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

ヽ
、
‐
′
／

θ
０Ｃ
シ
一釣
＋θｎ

＆
一鋤
一

／

ｆ

‐

ｌ

＼

＋

ヽ

、

‐

′

／

θ
ｎ
　
　
　
　
　
・

。
Ｓ．

　

　

２

■
閉

ｓθ

　

　

十

０

　
　
２

Ｃ

　

　

ヽ
ｌ
‐
′
ノ

＆
一＆
　
＆
一伽

＜

＜
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(2)簡単の為,∫ (π ,ν)は定理 2。 1の条件を満たすとして証明する.

#=併 COS θ十券dnθより

手=(キ争+嘉戸#)∞Sθ +(キ#+義戸年)dnθ
= 圭  cos2θ 4 2∂π∂ν c°

S θ Sin θ■
ttSin2θ

券=券←r dnの +争 COS θより

手=(キ券+嘉|#)いmの +併←rcosal

+(キ#+義■)lrCO鋼 +券 l―rshの
==r2:21lsln2θ _2r2∂

"∂
ν c°
S θ SIn θ +r2:2墾 生 ё6s2θ _rl%卜 COS θ一 r{考

)Slnb
よって

,

キ+キ =手 +÷挙+手戸キ・□

間 4&z=れ は

“

=鶴 +Ъ ν =鶴 ― υ の と き
蒲 チ
=弊 一

券

林 せ ・

間 4。4.z=ノ (",ν),"=鶴 CoS α―υ Sirlα ,ν =鶴 Sin α+υ cOs α (α は定数)の とき次を示せ .

。(券)2+(券)2=(併)2+(併)2
0多 +券 =弊 +弊

5 テイラーの定理
第 2章におけるテイラーの定理は 2次元以上の場合に拡張できる.こ こでは 2次元の場
合について考える.

関数 ∫(",ν)が "に
ついて連続偏微分可能とは ん が存在し連続であること,単に連続偏

微分可能といえば,すべての変数について (こ の場合 π,ν について)連続偏微分可能なこ
とをいう.定理3。 2よ り,連続偏微分可能な関数は全微分可能である。さらにんπ,んυ,んπ,
んνが存在して連続ならば,∫ は2回連続微分可能であるという.同様にしてη回連続微分
可能性を定義する.



関

た

な

の

能

単

可

簡

分

は

微

で

偏

下

続

以

し

を
　
＋

か
切
♂Ъム

８

　

ぃ

と
　
に

‐４

　

　

数

め

(ん竃3「 +
が定義されたとして

(ん竃3「・た131)πノ==(ん竃3F‐+た竃3戸 )  (ん琵3F‐+

と定義する。例えば,(んぢレ十ん券)2∫は

(れ舟+た今)(ん券+た今)∫ =(ん券+た分)
=ん♀(ん作+ん号)∫ +た今
=二 ん
2重生生 _+2んた

毛%`}+た
24:多

となる.

間 ユL (ん
誓与
+た
寺 )π
Z=忍 πα′ ~rたr        を示せ .

以下において,|(んぢ与+た今)π l(.のくらのを(ん悪レ+た今)π Jla,めと略記する.

２＞
〓
２

∫

一π
ヽ

、

‐

‐

Ｊ

′

ノ

∂
一釣
た

ヽ

―

＞

―

ノ

∫

一π
ヽ
ヽ
１
１
日
′
′
ノ

∂
一釣
た

(ん(諄}+ん (等))

(ん更3「 +た更1))ノ

::輩i麟.:籍 薄
■||■||■ ||||‐  |‐  ‐    ||・ ■■‐|||■ ‐|

|〉■|ら

|く
|‐■■||

」一一一一一一一一］一一

一―

ノ‐‐一
．

．．一．　

一
．一一・一一．・一一一・一・一
・．一一一一一一・一．
．

一■
一■
　
．一町
一

一靴
　
　
　
”一

一喘

●
ψ

一‐‐‐‐‐‐‐‐‐――――――――１１‐‐‐‐‐―――――――――――‐‐一一■
一
一
■
一

， ■
一一一一一一一一一一一一一一一一■

一■

■

■

―
―

●

た

●

一

． ．．一一．． ．．一．

一一一一一・一一一・一一一一一・・一
一
　
一一一一一

●
■
●
●
■
島
一

一
■
α
■
●
●
●
●
●

一

・．一一・一．
一一一一一一一一∫

一一一一．．一一・一一一一一一一．一一・・・・一一・一・一一一一一一・
一
一一一・一一一一一一一一一一一・一一一・一
一． 一　

．
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証明 ん,た が十分小さければ,2点 (a,b)と (α +ん,b+た)を結ぶ線分上の点 (α +tん,b+
tた),(0≦ t≦ 1)で,1変数 tの関数

Z=ノ
(π ,ν)=ノ (α +んt,b+たt)=φ (t)

が考えられる.+い to=ん,+い tO=たであるから,
φ
′
(t)

となる.さ らに tで微分を繰 り返すと
,

φ00=(ん
♀
十た
今 )m/1a+tれ

b+tO,鶴 =λ …Ъπ

となることがわかる.1変数におけるマクローリンの定理により

φO=φO)+こ
手
が,0)++φ

Olatl,o<θ <1

であるから,これを代入して t=1と おけばよい.□
最後の項 J磁 を 1変数のときと同様ラグランジュの剰余項という
定理 5.1において (α,b)=(0,0),ん 〒

",た
=ν とおくと,次の系を得る.

たた＋ｂ

　

た

れ
　
召

＋

　

ｂ

α
　
　
ん

ん

　
＋

＋
　
し

ヽ
′
∫

た

＞”
嬌
流
　
＋

叶
∂
一伽

Ｈ
た
ビ

一一
　

〓

薦轟轟轟募凛難窮11‐酎二‐ぷ輩塞驚l耀11鷲即‐鈴●
定義|■た●申積

:の1式を満足する|″

"ヽ

存1在|する:

|||‐|||‐|||IEIII(1今■‐脅|)111111

|■+
π
●
一
　
　
・●
●

・＞

・

一一
一一一一一一一一一一一■
．

一ｌ

ν
一＋
●
一一キ一一

“
●
●

―

いヽヽ一

∫(911夕ν).,|191くlθ lく 1

なお,系 5。2にお

例 5。 1.関数 ∫(π ,ν
せよ。

５

　

　

　

　

＞

趣
　
岬

ま

　

　

点

０　　を

ｒⅢ　　］

硼

密

＋
　
　
　
一

一∂写
　拗

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

　

　

２

て
　　　「

1と 同様に計算する.

でテイラーの定理によつて展開

埋ピ<π ,ν)=-2"-6ν +8より

併口=券は,⇒ =0

解
:多し,o=2"二蹴



となる また キ し,0=Z:島 回 =tキ 回 -6と な乳第3次以上
の偏導関数は0になる.よつて,テイラー展開の式は

ル,0=∫は,⇒ +併は,⇒け⇒+券れ,⇒し―⇒

弓{《:争いっ⇒lZ―⇒
2+=亀さ、⇒。一⇒し―⇒+4:多いっ⇒。一⇒2}+0

=1+(π -1)2_2("-1)(ν 二 1)-3(ν -1)2.

例 5。 2.∫ (",ν)=Cν 10g(1+")を マクローリンの定理によつて3次の項まで求めよ.

解
万〆聖卜
T=キ =ノ・・I10gll十 が °に注意して

=島  Qい
許(0,0)=2

より
,

ノ(0,0)+
∂
一釣
ν＋

∂
一＆
”

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

１

一＝

３
▼ん
ｄ

∫(0,0)

= l   illiloi(~lπ 2+2・ 1"ν +Oν
2)

(__1)π
2ν _.301"ν2+0し3)

= π_|}π2+πν+÷π3_|}π 2ν +与
"ν

2

間 5。 2。 例 5。 2において θを用い,4次のラグランジュの剰余項 R4を求めよ.

例 5。 3。 ∫(",ν)=Cπ
~υ をマクローリンの定理によつて展開せよ.

解  Qの =ば より

1+(α ―ν)■ ―
)(・
……ν)2+… .+ (2--1)!(α

~ν
)π

~1+ギ
ト
(“
一ν)πCα

π~の

問 5。 3。 関数 y2-π +ν をマクローリンの定理をη=3に適用して展開せよ.

間 5.4.∫ (■ ,ν)の n次の偏導関数がすべて恒等的に 0であるならば,∫ (π ,ν)は “
,ν の多項式で

その次数は高くてもπ-1であることを証明せよ.



陰関数

",ν
の関係式 ∫(",ν)=0において,

の値に対して,∫ (",ν)=0が成立するよ
応によつて 1つの関数が定まる.これを

となる。

δ.陰関数 151

π,ν は独立に任意の値をとることはできない。
"

うなりの値を対応させることができれば,その対

∫(π ,ν)=0によって定まる陰関数という.

π=ψOの形で表され,券 ― 券
となる。曲線 ル ,o=0上の点でん =ん =0

となる点を特異点という。特異点ではない曲線 ∫(",ν)=0上の点のまわりでは,曲線は
ν=φ (π)か "=ψ (ν)の

かたちに1と おりに表され,接線が1本だけ引ける。
陰関数を具体的に表現することは一般的にはできないが,例 6。 1のように簡単に見つか

る場合もある。

例 6。1.∫ (",ν)=4π
2+ν2_8"-4ν +3=0とする。このとき,点 (0,1)における陰関数

φ(π)を求めよ.

解 ノ(π ,ν)=4("-1)2+(ν _2)2_5=0よ り,

ν-2=土 √ -4("-1)2

である。よつて′点 (0,1)における陰関数は

φ(■)=2-

ノ(",ν)="3+ν3_3α
"ν
=0(a>0)に よって定まる陰関数について,

を求めよ (この曲線をデカルトの葉状曲線という).

拓
丁
一

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

<"<1+π
戸 )

力
７６．２．

山
下り

例

5-4("71)2

び

お よ
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解 ん(3,ν)=3"2_3αν,ん (π ,ν)=3ν
2_3α

"
であるから,∫ (0,0)=ん (0,0)=ん (0,0)=0
となる.よ つて,原点 (0,0)は特異点となり,
曲線は原点において図のように自分自身と交

わる.また,曲線上でん(π ,ν)=0と なる点
P(y軌,7L)ではνは"の関数

として表す

ことはできないにのとき毛計=00購
にんし,o=0となる点の

“

庖%y軌)~では
"は ν
の関数 として表すことはできない (こ

のとき #=0)0こ れ以外の曲線上の点で

#お
よび
券
は次のように求まる。

αν ,'-oa dr ν
2_α
″

α
"

y2 - ar' dy

間 6。 1。
"3+π
2_ν2=0ょ り定まる陰関数について,

例 6。 3。 ∫(π ,ν)が 2回連続偏微分可能であるとき,
の第 2次導関数を求めよ.

角翠

ノ(π ,ν)=0で定められる関数ν=φ (π )

力
π

"2_α
ν

および
竜)を
求めよ .

α2ν

漬′  ~ + (―

ギ
|)=一

(∴π+∴υν
′
)ん

#幌 )・ん一九〆#幌 )
_H九 +j)

んπカー2んνんガ+んνだ

間 6。 2。 ノ +3"ν +ν2_1=0に ;対 して, 
爾Fお
よび
み
を求めよ .

ガ

定理 6。 1は ,高次元の場合へ拡張できる.例えば 3次元の場合は次のように拡張される.

定理 6.7:‐∫(||":|).を 3次元空間‐上9暮|(111,こ)を含む開集合で1定1義された連続偏微分可
能な関撃‐とす|||‐ ● (C,b,C)ilゃ しヽて1111,|なつん≠0なりず||ケ1平面↓(a,b)を含IⅢI
適当な1開1集1合|で1定‐義|.され .た ,次の性1質をも|つ1甲‐黎 Z=φ (年,す)|´ |ヽlr1111=ま る。 |‐ ■

毬.:::協aふ::||||||||||| ||■ ||||‐‐|■‐|
∴| . ■ん

(3)z=φ (|‐「クー>は連1続偏微分可能でφ二■■
‐
手1言|'ち =TI
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#+券++併#=Q券 +券++券#=0
から求めれば次のようになる。その際,条件 J≠ 0は,この2つの連立方程式からφl(π )
およびφち(・ )がただ1とおりに定まるための条件である.

― /→ =一 /J

Iぷ11°
~の2+∝ν_02+<z_→ 2_α =0のとれg争,券 ,ぼ争聾島および券

問 6.4。 ノ +ν2+z2_1=0, Jπ +mν +ηz-1=0の とき,#お よび
1争
を求めよ .

7 極大・極小
関数 z=∫ (π ,ν)において,点 (a,b)の近くの任意の′点(",ν)(≠ (a,b))に対し∫(π ,ν)<
ノ(a,b)(∫ (π ,ν)>∫ (a,。))が成り立つならば,ノ (■ ,ν)は点 (a,b)で 極大 (極小)であると
いい,∫ (α,b)を 極大値 (極小値)という.極大値と極小値をあわせて極値 という.
関数∫(χ ,ν)が′点(α,b)で極値をとるための必要条件はん(α,b)=0,ん (α,b)=0である。
またノ(",ν)が点 (a,b)の近くで全微分可能であれば,この条件はィ(α,b)=0と 書ける.

例 7。 1。 ∫(",ν)="2+ν 2において,∴ (a,b)=2α =0,ん (α,b)=2b=0か らα〒b=o.
∫(0,0)=0かつ (0,0)以外の点 (",ν)では∫(",ν)>0よ り関数ノ(■ ,ν)は点 (0,0)で極
小で,極小値0を とる.

率1理 lo■ :‐■‐本‐乖1奪‐IFHll二|の1暮|(alL c).を含ⅢI開‐集1合で1定1義さ|■年|,‐ ?‐ 91甲1撃

'(″

:夕「″卜や|
び10(|141″卜が準1練偏1微

1分可1熊|||す |る●点(ab,9).‐11お |レ てヽ■‐■| |‐ ||‐ ||■ ■■|

‐01∫‐■10∫ |

37.‐ |%‐
‐
∂ク1  0″‐

|  ||| ≠10

=FH51で
牢1義■1年 |‐姿,‐l■.軍|を 1`関

1黎

|||

|■|■■|・ |‐ |‐ .■|‐■|■ ■|||‐ ‐
||||   |■ ||‐  |● |■ ■||■‐  ‐   |||‐ |■ ||■■‐|‐|

T‐ 9■‐‐||||■||・ |‐

‐
 ■‐.■ |‐ ||||■|・

,る |||‐ | ■■||■ |||・■ ■・ |||‐ |

■ |‐■||||■ ■|‐   .■ ||■ |||■|■■

φl(π ),φち(π)を求めるには (2)の 2つの式をそれぞれ
"で
微分して



154 第 6章。

例 7。 2。 ∫(",ν )
をもたない。

偏微分法

=_π 2+ν 21事 ん(0,0)=ん (0,0)=0であるが,下図より (0,0)では極値

EE z.r. ffiW f (r,n; tt,f, (a,b) Dfr3r 2 EHffiffiffit EIffit, f,(4, b): fo(a,b) : o

tt6. L : {l*@, b)}' - f,"(a,b)f*(o,b) }*svtlc } *,
(1) A < 0 T /""(a,b) < 0 /r6lf f@,d lt'f,, (a,b) -effit

:l i'l l i l":l'',ol':i* i':::T,':'? l*^
lll I : : ; : l]'ff';':: ::'ff :-'J-,;:I /,v,

f(χ,y)=―χ
2+y2の グラフ

証明テイラーの定理においてん(a,b)=ん (a,b)=0と おくと

ノ(a十年b十ん)一∫(%b)=÷・IL2んπ(α+θん,b+θた)+2んたんν(α+θん,b+θた)+た2んν(α+θん,b+θた)}.
ここで

ス=んπ(a,b),3=んν(a,b),σ =んν(a,b),

さらに

ん"(a+θ
ん,b+θた)=五十εl

んν(a+θん,b+θた)=B+ε 2

んυ(a tt θん,b+θた)=σ +ε 3

とよ〕け|ず ,

ズα+れ b+リーれの=与げ+2B鷺 +θめ+÷←ゴリ+た力た+鈍的.

L_____一―一一Yミ≧}、
丁
~ミ
ミ【
~



(3)△ >0
か ら,ノ (a,b)

(4)△ =0
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ここで,(ん ,た)→ (0,0)の とき ε
`→
0(づ =1,2,3)だ から |ん |,|た |が十分小さい範囲では

∫(α +ん,b+た )一 ∫(α,b)の正負の符号は ■ん
2+2Bんた+θた2の符号と一致する .

(1)△ =B2_スθ<0,ス >0の ときスん2+2Bんた+θた2を んの 2次式とみるとその判
男リメれま

32た2_■σた2=た2(32_■σ)<0

であるからスん2+2Bんた+σた2>0。 したがって∫(α +ん,b+た )>∫ (α ,b)と なって∫(α ,b)
は極小値

(2)△ <0,ス <0の ときも同様にして ノ(a,b)は極大値

り五ん2+23んた+σた2の符号は正にも負にもなるのときは ん,た のとり方によ

は極値をもたない .

のときはこれだけでは∫(a,b)は極値をとるかどうかわからない.□

例 7。 3.∫ (χ ,ν)=π
2+"ν +ν2_4π -2ν の極値を求めよ.

解ん=2"+ν -4=0,ん ="+2ν -2=0よ りJ(2,0)=0。 よつて点 (2,0)が極値をと
りえる.んπ(2,0)=2,んν(2,0)=1,んν(2,0)=2であるから△<0,んc(2,0)>0と なり,
極小値∫(2,0)=-4を とる.

問 7。 1。 次の関数の極値を求めよ.

(1)π
2_“
ν+ν
2_2"+3ν +1 (2)cπ (π

2_ν2)

(4)"ν("2+ν
2_1)(3) n3 - 6na * a3

問 7。2.半径 1の円に内接する三角形で面積最大なものを求めよ。

変数 π,ν がある条件 9(π ,ν)=0の もとで変化するとき,関数 ∫(",ν)の極値を求める
問題を考える。

証明 9ν (a,b)≠ 0の ときは,陰関数の定理よりψ(π ,ν)=0を満たすνが"の関数
とみら

れるからzは
"の
関数となる.よつてz=ノ (■ ,ν)が極値をとる点 (a,b)では

#二ん+ん#=0



156 第 6章.偏微分法

またり(■ ,ν)=0の両辺を"で微
分するとψπα

"十
ψναν=0。 したがつてψυ(a,b)≠ 0で

あるからん(a,b)ψυ(α,b)=ん (α;b)ψ“(a,b)・
よつて

入=■に
b)

9ν (a,b)・

と細ガ 熱れ れの≠0のと誡 閥 こして入= と細ガ 熱ヽ

定理 7.3(フ グ
ー
ラ|ンージユの未定乗数‐法)|1導1練偏微分可能な関‐数

‐
|(″ |サ)lJ(π ,V)に対し ||

が成り立つ.1助1憂‐薮1はラグラシジ三|め1粂1数111ょばれてぃる。|‐ |||||| ‐   ||
証明 定理 7。2よ り明らか. □

例 7。 4。 点 (",ν)が条件 "3_3π
ν+ν
3=0の もとで変化するとき

解 F(π ,ν ,入)="2+ν
2_入

(π
3_3"ν +ν3)と ぉくと

鳥 =2"-3λ ("2_ν),島 =2ν -3λ (ν
2_"),ら

ただし,9(",ν )="3_3πν tt ν
3で
ψπ(π ,ν)=3"2_3ν ,9ν (",ν )

鳥 =島 =0よ り (π2≠ νとして)入 を消去すると

"2+ν
2の
極値を求めよ .

=一ψ・

=-3π +3ν2。

π=νと9=0より"=ν =÷辮るけ= よりし覆の≠Q明・
また,"+ν +πν=0および ψ=0よ り

("+il@'-ru+a2+3)-0.

ここで
"2_"ν
+ν
2+3=("一

|}ν)2+÷ν
2+

3>0で あるから ■+ν =0。 よつて "=
ν=0を得るが 入の定義に反する.したがつ
て 鳥 =易 =ら =0を 満たす′点 (・ ,ν)は

l主 」|〔,霧塀g
i二i轟;毎窮Υず勇:k  菫
は極大値である。また,グラフより′点 (0,0)で

ノ(π ,ν)は最小値 (極小値)0を とる.

の(χ,y)=0の グラフ
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間 7.3。 条件
“
:+ν2=1の 下で次の関数の極値を求めよ .

(1)π +ν                  (2)κ ν

問 7.4。 条件 (π
2+ν2)2=2(π 2_ν2)の下で π2+ν2の極値を求めよ .

(χ
2+y2)2=2(χ 2_y2)の グラフ

第 6章 練習問題

1.次の各関数についてし,』蟄0,の∫("'ν)を求めよ.

のコν  の輌÷い÷
(3)∫ (“ ,ν)=Ein(・

2+ν2)
(4)∫ (■ ,ν)=

"2+ν
2

0∫し,0=:2_ν
2

(6)∫ (",ν)=
"2+ν

2

2.次の関数の第 2次偏導関数を求めよ.

0～  0～ Щ れ け 的 0～

“
ν

n2 +y2

n4+a4
12 +y2

(4)z==tan-1:   (5)z二 =π
3_“ 2ν (6) z - na2 cos r

３

　

　

４

Z=CSln π cos ν,"=鶴 υ,ν =鶴 +υ の と き 偏 導 関 数 為 ,為 を 求 め よ .

次に示す一対の関数について,次の関係式が成 り立つことを確認せよ .

難=%,%―器,弊 +穿 =0,弊 +穿=0
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(1) r!, - fi3 - 3*A' ) u - 3*'y - y3

0鶴 = ,

(3)鶴 =coS C COSh ν,

trl-- y-w
u--sinrsinhy

5。

6.

ここ■ d山π= 〆∝hπ = とす

…
"豹

次の関数をマクローリンの定理をη=3の場合に適用せよ.

lll♂ dnν 121 1_2π
+3ν  131 yttπ

_ノ

0でない任意の実数tに対して∫(tπ,tν)=tた∫(・ ,ν)を満たすとき,∫ をた次の同次関数という.
ん次の同次関数∫がη回連続微分可能であるとき,次のことを示せ.

0"併 +ν券=げ
0("併十ν券)π Jla,の =呻―⇒…・鮨―η+⇒ Jla,の
関係式■
2_π
ν tt ν
2=α2においてνが "の

関数となるのはどのような区間か.また,そのとき

ν
′
,ν
″
を求めよ.

1。g("2+ν2)=2 tan~1÷ からグ,ν″を求めよ.

π2+ν2+z2=α2,"2+ν2=2απから」■および」生を求めよ.

7。

8。

9.

10.関係式z3_踏z+♂ =0にたいしてぼ勇争=垂多髪豊澤卜を
示せ。

■■。次の関数の極値 を求めよ .

(1)z="2+"ν +ν
2_4π -2ν

(3)z=π
4+ν4_10"2+16π

ν-10ν
2

(5)z=π
2ν2二 π2_ν2+1

(7)z=(4-3"2二 ν
2)(ν _")

(9)Z=(1-"2_ν
2)2

12.π2+ν2=1の とき
"4+ν
4

(2) z-na+y3-a@+il+1

(4) z-*2+ny+y2-3(r+Y)
na

(6) z-n2y-y2r-n*y
(8) z - (y - 2n * *2)@ - 4n * 3*')

(10) z : n4 - 2r2y * 4r2 - 4ry * 2A2

の極値を求めよ.
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重積分

1 重積分について

1変数関数ν=∫(")の定積分

同じように2変数関数 z=∫ (",ν )

この章では主に 2変数関数の積分を述べるが,一般の η変数関数の積分は 2変数関数の
積分から類推することができる.
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＋
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Ｍ
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したがつて,重積分においては

159



160 第 7章.重積分

まず,領域Dが座標軸に平行な閉長方形であるときの積分については,閉長方形

D={(π ,ν):α ≦"≦
b,C≦ ν≦α}

に対して区間 la,司 ,卜 ,司 を次のように分割する:

α="0<π l<"2<… ・<πm_1<"π =b.
C=蜘 <νl<ν2<…・<νπ-1<νπ=α・

この分割によつてできる閉長方形

D弯 ={(χ ,ν)|"`_1≦ "≦ "を ,坊
_1≦ ν≦坊}(づ =1,2,… .,m;J=1,2,… 。,2)

全体をDの分割といい,△ で表す.さ らに,△″j=πづ―π
`_1,△
坊 =坊 ~坊 -1(づ =

1,2,… 。,m;ブ =1,2,… .,n)の最大値を |△ |で表す。Dで定義された関数 ∫(",ν)に対し
て,閉長方形 Dり のおのおのから代表′点 (れ ,物 )("ぅ _1≦ れ ≦

"づ
,飾 _1≦ 物 ≦防)を取り

出し,
y(△)= /1ξり,物 )△πj△坊

1≦ づ≦ m
l≦ J≦ π

を考える.∫ (■ ,ν)≧ 0であれば,ノ (れ ,物 )△
"t△
坊は底面が長方形DづJで ,高さが∫(衡 ,物 )

の直方体の体積であり,y(△)はそれらの直方体の体積の和である.y(△)が分割△や代表
点 (れ,%)の取り方によらず,|△ |→ 0の とき一定の値に近づくならば,この極限値を

九ル,のα"む
または 2重積分 という.こ のとき,∫ (π ,ν)は Dで積齢
て
　
物

の
↓゙
　
”

け

い

お

と

に

る
ノ
働
き

能

書

可

と

分

=lim
l△ |→ 0

ノ(衡 ,物 )△″
`△
飾

1≦ を≦ m
l≦ J≦ π

と書ける.領域 Dが普通の領域 (境界がなめらかな曲線がつながったものとなっている)
のとき∫(π ,ν)が連続であれば,∫ (■,ν)は Dで積分可能であることが知られている。
積分の定義から次の定理が成立することがわかる.

Point:(3)は ∫(■ ,ν),g(",ν)が連続ならば∫(π ,ν )g(π ,ν)も連続となるので,そのような条

件で考えもよい.

る

　

　

　

・●
●
一

す

　

。

一・
●
一

定理

(1)

(2)

(3)||



最初に,領域 Dが D=b,司 ×卜,d
ればよいのかを述べる).重積分の定義
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の長方形のときに積分を求める (どのように計算す
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を
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となるので,次は Ibバ
π,坊 )α"を り

の関数 とみると,分害1を細かくして,極限をとると

となる.逆に進めれば απとなるので,次の定理を得る.
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定1理 112:

Id{Ibズ ",ν)α
π
}dν

のような積夕〉を累務こ積分2とぃぃ,ノ
:α

Point:領域 Dが長方形 D=レ ,司 ×卜,司 のときは,ど
ちらからでもいいが,例えばまずνを定数と見てノ(■ ,ν )

を
"の
1変数関数と見る.そこで,定積分

Ib∫ (",ν
)α"(=

g(ν ))を求める.これはνの式になるから,これをνの

関数とみt定積分Idズの力 を計算すればよい_順序
を逆にしても同じ値になる.

イれのあと零す・
ノ

積分領域が必ずしも閉長方形領域でないときでも,それが普通の領域であれば,次のよう

にして積分を計算することができる.

2逐次積分とも言うこともある.
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上の定理から,次のことがいえる.

撃腎  ザ
D={(|:|ケ )|||≦

|||≦‐‐biマ 1(").≦,|≦||'(|

と2通りに表|さ|れる|とき,次のように積1分1興序―を1変1更すること力ヽでき|る||‐ |‐  ■ ||

■|‐ |‐|‐ 11‐ ‐ ‐‐  ‐
92(χ )

の2(ノ )

以下の例のように 2重積分を利用して累次積分の積分順序を変えれば計算が簡単になる

ことがある.また 2重積分を累次積分を行つて計算するとき積分の順序に注意すれば簡単

になることがある.

例 1。 1。
 lπ
α
"1lν
COS"ν αν

解 D:0≦ π≦π,0≦ ν≦1

lπ
α
"Jllν
COSπναν =

□
２

一
π

〓νπ

ψ

　

・
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りよ■
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０＜

〓
”＜
〓
０ν”

∫
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＜
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よ
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め
　
＜
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求
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山
　
＜
〓

′
　
　
ν

．Ｃ
　
＜
〓

″
方
印

む

の

だ
ん
仏∫■

２
。
　

〓

１
。　
Ｄ

例

解

11カ 11「
′山=11山

Iπ

「
′αj=11レ¶山=11“

→句
"

=11手洗=卜手|:=■ダ■f≠・□

重心 :πν―平面上に質点 Pl(π l,νl),P2("2,ν 2),… 0,鳥 (ππ,‰)があるとし,各 民 の質量は

mぅ であるとする.こ の質点系の重心,つまりこの質点系が釣り合う点の座標 (■ ,ν)は

Σ 鶴ルt     Σ ttj銑

"=   ,  ν=宅 ■ 一

Σmづ    Σ鶴
`う=1

で与えられることが知られている.

"ν

―平面の領域 Dを薄い板と考え,その重心を調べる.Dに密度 ρ(",ν)で質量が分布し
ているとき,すなわち (",ν)を含む微小な面積 △Sの部分の質量がρ(",ν )△Sであるとき,
Dの重心は次のように考えられる。
Dを微少な領域 Dl,D2,… 0,Dπ に分割し,各 Dこ の面積を 島,ま た各 2よ り任意に点
島("t,銑 )を取る.各 Dぅ の質量は ρ("t,銑 )△島 であり,こ の質量が点 鳥("づ ,νぅ)に集中して

いるとする.こ のとき質点系 Pl(π l,ν l),P2(π 2,ν2),… 0鳥 (πれ,νれ)の重心の座標 (X,y)は

i of"t,at)L,Srrt Y, o@t,at)LSiar,
X=製 ,  y=宅
Σ ρ(πぅ,銑 )△島      Σ ρ("t,νぅ)△島

で与えられる.Dの重心 (XO,yo)は
'の
分害1△ を細かくしていつたときの X,yの極限

と考えられる。2重積分の定義より,

カ”ανν”ρ九〓銑島△銑πρ
π
Σ

Ｈ
‐ｉｍ中

納
″
　
　
Ъ

π

　
　
　
　
ρ

静
吼

一一　

　

島

銑
　
　
△

ん
　
πア
嘱

π嘔

　
‐ｉｍ眸

‐ｉｍ中

, yO=
Ъ

一
亀
ψ

XO= 仰
一静

であるから,
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である.特に密度が一様であるときρ(■ ,ν)は定数なので,Dの重心 (XO,yO)は次のように
なる.

肝 yO= I LY d'rd'Y

IL d,rd,y

例 1。 3。 領域 D:π2≦ ν≦1を密度が一様な薄い板と考えたとき,その重心を求めよ.

４

一
３〓

π
α

”一
ノ

九
２

フ
午
島
月

問 1.1.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

問 1。 2。

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

次の 2重積分を求めよ.

ノクiC"+ν απ
“
  D:0:≦π:≦ 1,0:≦ν:≦ 1

11Dν
d"αν  D:o:≦ π:≦ 1,0:≦ ν:≦ ″

2

脱
π απdν  D:0≦ π:≦ 1,0≦ ν≦π

llDπ
να
"dν
  D:0:≦ π:≦ 1,π :≦し:≦ 1

11D(1~~π
―ν)απαν  D:0:≦

“
,0:≦ ν,“ ―+ν :≦ 1

11D(π

2+ν2)dπαν  D:0:≦ π,0:≦ ν,"‐十ν:≦ 1

次の 2重積分を求めよ.

ノ)[ν
2απαν  b:0:≦ν:≦ 1,√≦:":≦ 2-ν

llD("2.3ν )α"αν  D:0:≦ ν:≦
1,ν
2:≦ π

:≦ ν

ノク:‐j'―αγαν   D:1:≦ ":≦ 2,1:≦ν:≦ "2
ff

JJ"ydrdy D: o < u,nz +a2 S 1

ff
JJrny 

drdy D :0 < n,0 S y,n2 + y2

IL\@d,rd,y D:o < y sn s

≦
一
　

１
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2。 広義積分  165

その重心を求

2 広義積分
重積分の定義より積分可能な関数は有界であり,積分領域も有界であつた.こ の節では積

分の定義を拡張して有界でない関数や,積分領域が有界でない場合にも適用できるように

する.

領域Dに含まれる面積確定な有界領域の増加列{島 }:

島 ⊆島 ⊆…・⊆乱 ⊆…・⊆D

で,Dに含まれる任意の有界領域スに対して,2を十分大きくとれば五⊆乱 とできると
き{島}を Dの近似増加列という.以後,積分領域Dは近似増加列がとれるとし,また,被
積分関数は近似増加列の各有界領域上では積分可能とする。

ノ(",ν)を領域D上の関数3,{乱}を ,の近似増加列とする.数列

」幌)=嵐.ル,0山αν

が近似増加列 {乱 }の取り方によらず一定の極限値をもつとき,その極限値をDにおける
∫(",ν)の広義積分という.すなわち

脱∫し,のαπ力=鳳嵐れ/1Z,のα"む
である.積分領域 Dの 1つ OIE似増加列肌 }に対しt hm光仁げし,州

α
"α
ν<∞ な

らば数列 {∬ (乱)}が極限値をもち,他の近似増加列についても同じ極限値をもつことが知
られている.

3ぁ る面積 0の Dの部分集合 E上でノ(",ν)の値が定義されていないようなものも許容する.この場合
にはDの有界集合としてEの点を含まないものだけを考えることにする.
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例 2■
∫鬼 :ァ房戸:軍ァフ

万απごν  D:0≦ χ≦ 1,0≦ ν≦πを求めよ.

1

解 Dη :一 ≦
"≦
1,0≦ ν≦πとして

η
~

九 =∫
ん.     

α笈わを求める.

脱影寺απαν=鳳鳥=bま1+√ )・ □

例221ん rd"αν D:0≦ χ,0≦ νを求めよ.

解 Dπ :0≦
"≦
η,0≦ ν≦ηとする.

llDれ  し―■ν+1)4 
山酬肝=Jlπα

"Jlπ  (χ
_+ν +1)4 

α
γ
==」
lπ l~1卜π軍

=耳
石;百FTア「 |lα

π

=   山 =|

= 一

よつて,九百拳丁α"αν=÷・□

例2&D:0≦ χ≦LO≦ ν≦Lノし,0=
しないことを示せ .

鷲ふ 増;庁
"≦
1'キ ≦ν≦ 1,

日列である.

のとき,九ル,のごπ力は存在

＜
〓
ν＜
〓

０＜
〓
π＜
〓

１

一
η

π
Ｄ とする.{B絶}と {Dπ}は

'
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牌胤九 π JIZ,0蕊 "α
νと虐L脱 れル ,の

απ力 を求め、 値を比べてみる.

島 (―フ〈万→
=てデf手卜

であることに注意すると,

九nノし,のα"む =だの11ゼ≒争απ=だトデ孝|:む
= ノ」―丁葦ち戸αν=一 itan~1司 i
=―÷+tan-lヵ→―÷ (η→∞)0

聞こ島(   に注意
嵐πル,0山αν=だの11∴多α"=だ l「粋|:απ

=だ 山Ⅲ‐4
=1-tan-1有二1 し→∞)・

近似増加列の取り方によつて極限値が異なるので,脱ル ,のα"の は存在
しなしヽ □

器ξえ写ず漁覧瑾響創錯曰℃牌l驚l〕彗rょ
とをも示している.また,累次積

間 2。■.次の広義積分を求めよ.

0脱ず十 D:0≦ "≦ LO≦ν≦1
＜
〓
ν＜
〓
”＜

〓
π＜
〓

０Ｄνα”α
”

一
ν
脱２

D:0≦ π≦ν
2,0≦
ν≦1

D:0≦ π≦α,ν
2≦

“

(3)  llD       d"α ν D:0:≦
":≦
LO:≦ ν:≦ "

0九争dnサα"αν
0脱

この節では 2変数関数の積分の変数変換の公式について述べる。示したいのは次の定理

である。

変 変数 換
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証明の概略 まず,平面の原点を Oと し,2点 A(al,α2),B(bl,b2)に対 して 2つのベク トル
誡 ,0芭 によって作 られる平行四辺形の面積は

lαlb2~α 2bll

であることに注意する.重積分 /1)バ ",ν )α
χdν とは,次の和の極限であつた.微小な領域

D(χ ,ν)に ,領域 Dを分害Jして ,

Σ バχ,ν)μ (D(χ ,ν)),
D(π ,ν )

とする.こ のときの μ(D(χ ,ν))は ,領域 D(χ ,ν)の面積である。一つの微小な領域 D(",ク )
は領域Eの中の微小な長方形E儘 ,υ)=し ,年 +司 ×レ,υ +dによる,写像"=χ儘,υ ),ν =
ν(鶴 ,υ )に よる像 であ る とす る .3点 A,B,Cを A(χ (鶴 ,υ ),ν (し,υ)),B(χ 鰤 +ん ,υ ),ν (鶴 +ん ,υ)),
C(πし,υ十た),νし,υ +た))とする.2変数関数のテイラー展開により

χし+ん ,υ )÷π儘,0+ん壁(Ъυ)χ十ん鶏∂鶴

νい+ん ,υ )キν(Ъυ)十んユ墨Ъυ)ν +ん鶏∂鶴

χ(Ъυ十た)キ
"(Ъ
υ)+た壁(Ъ→ π十た器∂υ

νし,υ +た )÷ν儘,0+た生し,O ν十た男∂υ

E     :重

√十
1髪う
猪 えて

十
また 伽 卸

四辺形と考えてよいので,面積 μ(D(χ ,ν))は ,

上の注意から
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毅
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一∂υ
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あ

伽

一れ

釣

瓦

ππ "υ

% %
J=紹 =

Point:J自 身の定義は行列式を用いていることより,IJIは Jの絶対値であうて,行列式
ではない。

変数変換で,最も重要なものが,極座標変換である.このときの Jは rであることを暗記し
ておかなければならない.r≧ oであるので,この場合は絶対値をとる必要がない.

証明
"ν

―平面の点 (",ν)≠ (0,0)に対して,"=r cos θ,ν =r sin θ (0<r,α ≦θ<2π +α )
となる r,θ は一つしか定まらないから rθ_平面の点とπν―平面の点の対応 :(r,θ)→ (π ,ν )
は 1対 1対応である.ま た

,

J=

∂π  ∂π
∂r  ∂θ
∂ν  ∂ν
∂r  ∂θ

cos A -r sin d

sin0 rcos?

I

=r≧ 0

であるので定理 3.1よ り等式が成立する
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例 3.1。

解 π+

九

貯

/π +ν +lα"α
ν D:-1≦ π+ν≦1,-1≦π―ν≦1を求めよ.

鶴,π ―ν=υ とすると,Dは E:-1≦ 鶴≦1,-1≦ υ≦1に対応する.

π=与し+らν=毛<鶴一υ),J=
１

一
２

．

一
２

１

一
２

１

一
２

1

2

/"十 ν+l απαν=九 拓 百 IЛα鶴あ =÷ /1あ /1ν
Z+lα鶴

二与(二あ)(二 y鶴 +1山)=与2等し+⇒司[1
= 1123〒

÷
、わ □

例32.I慮√+F山むD:"2+ν 2≦ 1獄めよ。

解 極座標変換
"=r cOs 
θ,ν =r sin θ(r≧ 0,0≦ θ<2π)で領域

"2+ν

2≦ 1は領域

E:r≦ 1,0≦ θ<2π に対応しているから,

ん

-1 O

-1
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夕J3.3。
 llDy4-π

2_ν 2απαν D:π2.ν2≦ 2π を求:めよ。

策 賢生電衛種 :|=孔
VT色 ピ|∫了T抵 iゝを「 「 慮最ξ種 をとあま』II:促象ξ写舞冠

して,図から 0≦ r≦ 2 cos θであることがわかる.したがって (r,θ )の領域 Eは E:
一
÷ ≦
θ≦÷
,0≦ r≦ 2 cos θである.

よって

ノ〕:tミーノー‐ν2″"αν = |IE1/4‐―r2r arαθ==I'αθJ12cosθ 1/4‐―r2r ar

=Ii卜
÷ (4-r2)司 iC°

Sa 

αθ=÷
Iらに
一 l dn3列ンθ

下半I「は一dn3のαθ〒:π―子・□
例3。 4。九百拳丁απαν D:o≦Ъo≦νを求めよ.

解
{;菫 :+1=鶴

 とすると,{;=鶴 ~υ ~1 でぁるから,
ν=υ

{;重 : 
←→
{:二佑
~1≧ 0 -0≦υ≦鶴-1, J=|: 111=1・

よって E:0≦ υ≦z-1と すると,

五百轟丁α"αν=九 +α鶴あ=鳳 /πα鶴Iυ
4+αむ

=鳳∫・/α鶴=鳳陪十一与十]:
=鳳
(÷+―÷+―÷+÷)=÷・□
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例&駐
I∞
〆απ=手を示せ.

解 重積分の定義を考えれば,D={(χ ,ν)lχ ≧0,ν ≧0}とすると,

(1(Ю
e―
π2α
")2E=(ノ |(Ю

C一
π2dχ
)。 (ノ|(Ю

C―υ2dν
)=/ブiC―

(・
2+ν2)dπαν

であるので,こ の重積分を求めればよいことがわかる.領域 Dは有界ではないので,有界
な正方形領域 D(2)={(",ν)10≦ π,ν ≦参 }(2は 自然数 )で近似する.原点を中心とす

る半径
〈号
と半径 電の円の第一象限の領域を,それぞれ ス(2)と B(2)とおく。このとき

バ2)⊂ D(2)⊂ B(2)で あり,積分関数は c~(“
2+υ2)≧
0でぁるので,

/ムし)C―
°2+υ2)αχαν≦/んし)C―

し2+ν2)απαν≦/ん∴)「
し2+υ2)απαν

である。極座標変換 π=r cOs θ,ν =r sin θをすれば,領域 ス(2)と B(2)で は θはともに

0≦ θ≦÷
でありγは 0≦ r≦

〈号
と 0≦ r≦ ηであるので,対応するγθ―平面の領

域 Eo,Foは EO:0≦ θ≦争 0≦ r≦ 者
と FO:0≦ θ≦争 0≦

r≦ ηで

ある.よ つて

rc_r2drdθ

同様に

を得る.こ こで η→ ∞

c_(π
2+ν2)α

"α
ν==

π

一
４

となる。従つて

上のス

　

＞

π
ｆ

　

　

′

一２

に
い

「

　

　

　

π

一
４

一Ｃ
　
　
　
　
　
〓

Ｏ
　
π両
　
ｏ

ん

　
　
刊

′
′
′
Ｊ

　

　

　

　

一Ｃ

一一
　

　

１

一
２

カ

　

Ｉ
Ｆ

恥
　
　
π
丁

切
　
　
　
　
　
〓

一Ｃ

π

√
九

√

ノ

π一Ｃ
一

π

一４
〓カχ

ご＋
一Ｃ

０
　
ば

′
ん

　
れ

√
ノ

　

すと

π

一
４〓カ”

α＋鮨
　
　
　
　
□

一

峠
√
丁
〓χ

ｄ一Ｃ
∞′
′

ノ０

π

√
ん

√

ノ‐ｉｍ̈〓
ν
α
χ
α＋一Ｃ

π

√
九

√

ノ‐ｉｍ̈

であるから



ノ

ノ
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，
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と

夕

る
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べ

換

た

変

ま

数

3。 変数変換  173

Point:上の積分は,1変数関数の積分であるが,こ のように 2変数関数の重積分として考
えて求めるとよいことに,注意してほしいぃまた,この積分値はいろいろな場面に登場する
ので,しっかり覚えておくこと.

例 3.6。 ガンマ関数とベータ関数は関係式 B(P,9)=子
#警雰
を満たすことを示せ .

角翠ガンマ関数
「 (s)=I∞

C~℃S-1山  (S>0)においてπ=t2と 変数変換すると,

Ц→=21∞昌
%‐止

"P~1(1-")9~l 
απ (p>0,9>0)に おいて π=cos2 θと変

θ≦

間 3。 1。 次の積分を求めよ.

0九いのdnし _のα
"α
ν D:0≦

"十
ν≦ЪO≦π―ν≦π

(2)ノ):/a2_π
2_ν2dπdν  D:"2+ν 2:≦α2 (α :>0)

(3)ノク:π
2απtt  D:0:≦ π,“2+ν 2:≦ 1
0九να

"α
ν D:"2+ν2≦αЪ ν≧0し >の

15111Dヤ4藤 ~“
2_ν2απαν  5ヒ "2+ν

2:≦ απ  (a>0)

る
　
　
　
　
　
　
　
で

あ
　
　
　
　
　
　
こ

で
　
　
　
　
　
　
　
こ

，
Ｏ

　

　

　

　

Ъ

ヽ

―

ノ

ハ姻フ
勤
一　
　
　
　
区
一　
硼

π

一２
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4 3重積分

今まで 2変数関数の積分について述べたが,3変数以上の関数の積分についても同様な
議論ができる.特に 3変数関数について述べる.

各辺が座標軸に平行な直方体 D={(",ν ,Z)lα l≦ "≦
α2,bl≦ ν≦ b2,Cl≦ Z≦ C2}にお

いて議 された関数 ル 銑→ 味 分胤
ДЪtt a山カル 峨 義敵 嘘 りである

Dの分害J

に対して,△
"ぅ

="ぅ 一πj-1,△坊=坊 ―坊-1,△ Zた =Zた ~Zた-1とおき,t,ブ ,た を動かしたとき
の最大の値を |△ |とする.直方体Dりた={(π ,ν ,Z)lπぅ_1≦ π≦πぅ,防 -1≦ ν≦協,
Zん_1≦ Z≦ Zた}の各 か々ら代表′点(缶た,9昴 ,傷た)を選び,

y(△)=Σ∫(れた,9りた,傷た)△πづ△坊△Zた
t,J,た

を考える.これが,|ハ |→ 0の とき,分割 △および代表点の取り方によらず一定の値に近づ

くならば,その極限値を

と書き,Dにおける∫(",ν ,Z)の積分または3重積分という.このとき,∫ (",ν ,Z)は
'で積分可能であるという.すなわち,

である.

3重積分の計算については,次の定理を利用すればよい .

Ｑ

」
　
Ｃ２

一一　
一一　
〓

物
‰
為

＜
　
＜
　
＜

”
　
ν

　
ｚ

＜
　
＜
　
＜

助

蜘

蜘

一一　
一一　
〓

Ｑ

』
　
Ｑ

ｒ

ｌ

ノ

ヽ

ｌ

ｔ

△

胤 れ銑a山カル

Ｚ△坊△銑△ヽＪ傷リ̈ψ缶
∫Σ
椰
‐ｉｍ中″

α

効
α

Ｚν”
∫

胤
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変数変換についても 2重積分と同様に,次の定理が知られている.

よく利用する変数変換は直交座標から極座標への変換である.

蕃:|.31華1肇1撃変聾二蒙:|,|,||¨ |11111111inュ華||:|||■

“

|″1警:“購:摯IFH51■嶺1域|百下

鐸
一畑
荊
一
一
一
・・一一一一一一一・・一一一壼
一一一一蕗

JI‐|■

で|あ||る|
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例 4。 1。
 ll、1:町

2c句Jガ z を求めよ.

ryz e' drdydz

例 4。 2。
 //′:π
2中
魏だz  D:0:≦ Ъ O:≦ ν, 0:≦ Z, πl十 ν

2+z2:≦ 1 を下求:おうよ.

ψ
　
ψ

ＯＳ
　
・ｍ

θ
　
θ
　
θ

ｏｓ
　
・ｍ
　
。ｍ

一一　
一一　
〓

Ｚ

　

χ

　

〔ノ

′

ノ
ｏ

／
ｆ
ｌ
＼

＼
ｌ
ｌ
ノ

ν
α

ν

′

ノ
ｏ

／
ｆ

ｌ
＼

ヽ
ｌ
ｌ
ノ

”
α
π

ノ

ノ
ｏ

／

１

１

＼

＞
〓

□

ル
　

■

も
　
　
一

ν

　

　

３

ぽ

↑

２
α

　
　
〓

何
鴇

⇒

、ヽ．．．．．．．ロョロｒｒ′′′′　　　　　一

一一　

　

〓

D:0≦
"≦
1,0≦ ν≦2,0≦ z≦ 3

解
胤 cZdz)

解Dは中心が (0,0,0)で半径が1の球の内部で0≦ π,0≦ ν,0≦ Zを満たす部分である
から,D:0≦ "≦

1,0≦ ν≦/1-"2,0≦ z≦ yl― ■
2_ν2と書ける.

|llDノ
α
"α
ναz = J1lα

"」1/1~π

2α

ν
Jlv任

~π 2_ν2π
2dz

ェ
1"21(1_π

2)α

"

÷(|〉―÷)
計□

(x, )t , z)
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例4.3.D:"2+ν 2+z2≦α2(α >0)のとき,∫∫ん(π
2+ν2+z2)鶴むαzを求めよ.

解 Dか らD内の z―軸の部分を除いた領域を ,1と すると,極座標変換で,1は E:0<
r≦ α,0<θ <7r,0≦ 9<27「 と対応している.

I I lrr"' + y' + z2)t dndyd,z : I I 1",t"' +a' + zz)t d,rd,yd,z : I I I, r2ι r2 sin θ αrαθαψ
4πα2ι+3

2ι 43

ι=0の場合は半径 αの球の体積 型墜上 である.□

重心 :平面の場合と同様の考察により,空間内の領域 Dに密度 ρ(■ ,ν,Z)で質量が分布
しているとき,すなわち (",ν ,Z)を含む微小な体積 △yの部分の質量がρ(″ ,ν,Z)△yであ
るときDの重心 (XO,yo,Zo)は

為 = 満 =

行

で与えられる.特にρ(",ν ,Z)が定数のときは,

＼

ｌ

ｌ

ノ

９
α
π√

ノ
ｏ

／
ｆ
ｌ
＼

ヽ
ｌ
ｌ
ノ

θαθｎ

π√

九

／

ｆ

ｌ

＼

＼

ｌ

ｌ

ノ

ｒα
＋

ｒ
ｆ
九

／

ｆ

ｌ

＼
〓

rdνdz

為=〃
のαZ

で与えられる.

,窄胤~ .メ
ソリtα飲れだZ

例 4。 4。 密度が一様な半球 D:"2+ν2+z2≦ α2,0≦ z(α >0)の重心を求めよ.

解 D内の点 (■ ,ν,Z)にその′点の極座標を対応させる.Dは E:0<r≦ α,0<θ ≦
0<9≦ 2π と対応しているので

,

lllD"α"α
ναz = 胤 r3sin2 θ cos 9,α rαθαψ E=J{Ъ・3areJI:tin2θαθ.12Ъosヮαψ==0.
同相aに    ノソリlν山酬算レ==0。

|llDZα
παναz = 

胤
r3sln θ Cos θ αrdθαψ ==Jlr3α r・

I号
Sin θ cos θ αθ・

J12Ъ
9==∠Lα

4.

胤 α"グυαZ = 胤 r2sln θαrαθα9〒 JIC卜
2α
r・

JI:tinθ
αθ.J2Ъ 9==“翌堕Lα 3。

よつて重芯は
(0,0,:α )で

ある.□

π

一２
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間 4。 1.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

drdydz

第 7章.重積分

重積分を求めよ.

Sin("+ν +Z)d"dναZ

D("*y*z*a)3

胤
CC+υ
+Zd“ dνdz

ノtil: (ν 2J… z2)2 
απανル

プtrノ:ν zα"dναz

ノtlノ[ “
2.ν2α"αναZ

5 曲面積

と表すことが多い .

例 5.1。 曲面 z=π2+ν2は,rと θを使って,

: f COS?

: rsin0
”

　

鋼ｙ
　
Ｚ

ｒ

ｉ

ｌ

ノ

ヽ

ｌ

ｌ

、

と表すことができる (円柱座標変換).

まず,次の定理を示す .
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証明.領域D上の曲面の面積は2変数関数の体積を求めたときと同様に
'を
細かい長方

形Dしυ)に分割すると,Dしυ)上の曲面 Sしυ)の面積は,ほとんど平面になつている.そ
して,そ この小さい接平面△(しυ)の面積とほとんど変わらない,そ こで,分害Jを細かくした

ときの △鰤υ)の面積の和をとり,こ の和の極限値によつて求めることにする.こ の証明の

ために,まず,次のことを確認しておく.

α著躙 [言LttL乳 :霧結謝舗ftB°
ちらりとする,このときべ

`ト

ル

s- (7.1)

となる.

π

　

％

　

ν

χ

　

ノ

　

Ｚ

一一　

一一
　

〓

χ

　

ノ

　

Ｚ
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そこで細かい長方形Dしυ)を ,しυ)=し,鶴 +‖ ×レ,υ +司 とする.2変数関数のテイ
ラー展開により

ｒ

ｉ

ｌ

ｌ

ｌ

ノ

ヽ

１

１

１

１

ｔ

中 +れ→幸れ →+ん  =π +ん

Ⅲ +れの■ズЪ→+ん  =ν +ん

和 +れ→キれ →+ん  =Z+ん

くЪν+0÷ IЪ→+た  =π +た

ズЪυ+0キ ズЪ→+た  =ν +た

れ υ+0キ れ →十た =z+ん

従つ■ 評 面べ o妬 欄 まЦЪ
",B←

+ん
鶏
J+嚇 Z+嚢

勇)C←・ 弔争
叶

嚢勇
,Z十
嚢難)と

すると離 と
ダ
とでできる平行四辺形の面積にほぼ等しいので,“ .⇒

より

べ。 (紹)2+(器)2+(紹ル
この小さい長方形Dしυ)上の接平面△し,υ)の和をとる.すなわち,

品)1(::+3)2+(器)2+(需 )1た .

分割 D(υυ)を細かくし,極限をとれば

S=/1   (3::::)2_十
(:I:F::)2_十 (:I:11:)2dttα

υ
を得る.□

次に,曲面が関数 z=∫ (",ν)によつて与えられたときは,次のように求めればよい.

■ ‐ |
で|あ|る●■■■■■‐■|■■■|■■||■■ |‐ ■|・■■■■|‐■■■■|■||
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証明 このときは

となるので

であるので定理 5。 1よ

例 5。 2e D:0≦
"≦

∂z ∂z

ν

”
　
ν

Ъ
∫

一一　

一一　

〓

”

　

ν

　
ｚ

ｒ

Ｉ

Ｉ

く

ｌ

ｉ

ｔ

(π ,ν)∈ D

よめ求を積面曲のν＋π
１

一
２〓

Ｚ

１
　
釘
房
釘
一釣
　
　
　
輛

一　
　
　
一　

　

　

　

　

る

一一　
　
一一　
　
一一　
　
　
　
め

・
□

　

・

た

　

ν

れ

　

＜
〓

六
ヽ
　

０

味
流

覆
午
島
月

∂π 
π
'∂υ lと なるから,曲面積 Sは∂ν

S == ノ

'[y"2 4 2α

παν = Jν 2α
"」lvワ

~π

y"2 4 2αν = ェ
ν2(vc,_π

)1/"242α"

=手レ佑2+2+射ogレ +洗2+イ _÷ Rπ2+幼ギ
=丁 (√ -1)+朽 bg(輌 +1)

となる. (/Ak式 : /ヾ■2+αα"=与 (鶴ん
2+α +dogl"十 ν

′
"2+al)'を

使う.)

例 5。3.柱面 ■2+ν2=α
"に
よつて切りとられる柱面 ″2=4α

"の
曲面積を求めよ。

解 z2=4粥 より z=± 2/万 となる.上半分を考えて,z=2/面 に対して
S争
=

√
,・

:)=0と
なる.ま た が +ν2=α

"ょ
り領域 Dは′点

(÷
,0)を 中心 |する半径

‐
子

の円になる.よ って曲面積は

S==2Jα α″

で与えられ′る.Jaya2_π 2由 は半径 αの
÷
あ円の面積

4_α
2に
なる.よ つて曲面積 S

はπα2と なる.

間 5。 1。 円柱面
"2+ν
2=α2 によつて切り取られる柱面π2+Z2=α2の曲面の表面積を求めよ.
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円柱座標の場合:曲面が円柱座標によつて,

Z=φ (r,θ)

で与えられているとき.こ のときは,

三
となり,それぞれヤコビアンを計算すると

方程式

((r,θ )∈ D)

(r,θ)∈ D

4
=丁 π

∂(・ ,ν )
=r

gl」
|:)=sinθ

2z   osθ弊
gl夕窮  
房~r。

=一 r sln θ
万F…
…C° Sθ
:争∂(r,θ)

であるので,次の定理を得る.

肇‐:‐   11
‐ ‐

例 5。 4。 曲面 z=1-π2_ν2の z≧ 0の部分の面積を求めよ.

解
"=r cOs 

θ,ν =r sin θによつて関数は円柱座標による方程式 z=1-r2と なり,領域
Dは D={け ,の 10≦ r≦ Lo≦θ≦2π}となる.したがつて1争 -2Ъ』静=0と
なるから

,

S = ノ)iVT244r4α rdθ  = 12παθェ
lryl‐
+4r2αr

= 4π
1lr

= 
τ
π(5拓 -1)

となる.

例 5。 5。 半円柱 z2+ν2=α2(α >0)かつ π>0の内部にある曲面 z=tan~1
求めよ.

ヽ
ｌ
ｌ
ノ

ー

一
４
＋ｒ

／
ｆ

ｌ

＼

ν

一
π

の面積を



である.《争=Q
S =

解  "=r cOs θ,ν =r sin θによって関数は円柱座標 による方程式
tan~1(tan θ)=θ となり,領域Dは D={(",ν )l π2+ν2≦ α2,π >0}

D={(Ъθ)10≦ r≦ %―
=<θ

<÷ }

5。 曲面積  183

z tt tan-1‐■_=
π

より;極座標では

望竺=1と なるから

ノクiVT2斗―kttαθ = Iα∫lyr2+lαθ働≒=π ttα yr2+lα r

=÷レψ2+1+bglr+yr2+11:

=÷
{α
  +10g(α +拓西⊃}

となる.

問 5。 2。 z=π2+ν2の D:“2+ν2≦ 1上の曲面の面積を求めよ.

問 5.3.球面
"2+ν
2+z2=α2(a>0)が 円柱面π2+ν2=απによつて切りとられる部分の曲面

積を求めよ.

証明 回転面の方程式はν
2+z2=∫

(")2で ぁるからz=土 /∫ (")2_ν
2でぁる。

∂Z  l ノ(″)∫ (")′   ∂Z  _   ν   /を ロロ‖ハ
塀争
=土
可孝音千
毛号ア 券

=平
而 哉 丁

籠号同旧 .

よって

となる.曲面の
"ν
―平面への正射影を ,と す ると,定理 5.2よ り

S=2カ
|…
賀 斧  

裏  平
d"αν=41bαπ

Iノ

(π )

αν

翼鷹鼻着TI鍛猥
=野
?肩:|'||IP■ 1171'‐∵F早¬1111,
一一一一一Ｉ一一
７
●
一

一一一一一一一一一 一一一一２

一
一一一一一一一一一一一一一一一一一・・

・一・一一
一．一一一一一・一一一一一・・一一
一・
・・・一一一一一一一一一一一・

●
５
●

メ(|) 11+|∫|(壼
‐
)鷺れ|

1+ノ′
(π )2 1 + f '(r)'dr.- nl,'f(*)



184 第 7章.重積分

例 5.6。 曲線 ν=yα2_"2(α >0)を ″―軸のまわりに回転してできる回転体の表面積を求
めよ.

解 ズ→ =y〆 ―ノ より胸 ―   となる よっ■ 醜 体の表面積は

SE=2井
/_α yα

2_χ 2vL_十
琵71三≒「

戸απ
二=2π
J[lα
αχ ==2πα[χllα E=4πα

2

となる。(回転体は半径 αの球面となる.)

問 5。 4。 lν―平面上の曲線 9αν
2="("_3α

)2(0≦ χ≦ 3α)が
"―
軸のまわりに回転してできる回

転体の表面積を求めよ.

1.次の 2重積分を求めよ .

(1) llD"C° Sνα
"α
ν

0脱 C♂α
"α
ν

(3) llDν CEναγdν

④九
0九 dn"2α“αν

O九。2+ν2レdν

0 1ldπ ll「
♂dν

(9)I号 απ
 J:号

C° Sν
αν

drdy D:0<r11,0

D:0<rSrft,

第7章 練習問題

D:0≦ ν≦α,ν ―α

D:0≦
"≦
1,"≦ ν

D:1≦
"≦
2,÷≦

≦ 2νπ
　
　
　
ｌ
　
　
　
＜
〓
　

　

１
　
　
　
＜
〓

＜
〓
　

　

＜
〓
　
　
　
ν

　

　

＜
〓　
　
　
ν

ν
　
　
　
＜
〓

≦
一　

　

〇

D:"2≦ ν≦
“

0 1ldν
tty"3+lα
χ

(10)I'α "J4号
Sin ν2αν

2。

Iα

lπ

3。

砲り『嗣山=Iαし一→ズ→山林せ・
を示せ。



5。 曲面積  185

4。 ノ(π ,ν)の 2回の偏導関数までが連続なとき,次式を示せ .

此鍵競牛J“dν =∫ 0,の一∫0,の一fla,のキル,0,D:α≦"≦ b,

∫(")2d“ なることを示せ。

0此   απαν D:0≦■0≦銑“2+ν2≦ 1
0脱   d"ウ  D:0≦π≦LO≦ν≦Ъ①<α <⇒

0ん丁継争  D:0≦・ 0≦ν

O九 tanTl÷α
"dν
  D:0≦

",0≦
銑π2+ν2≦α2ぃの

(5) |llDZαπανdz          D.: yπ
2+ク2:≦ z:≦ yl__"2_ν 2

(6) lllD“ dπαναz          D: 0:≦ ", 0:≦ ν, 0:≦
Z, 32+ν 2+z2:≦ α2

7。 変数変換を利用して次の積分を計算せよ.

0九弓井Cπ
+ν
d“αν

②肌し_の
2dnいのανα"

0九我争
0此零鍔手dπdν

Oん。π2+gν2ルαν

O脱 C一′一♂α
"dν

O此淘παν

C≦ ν≦d

5。

′

ノ
ｏ

≦
一
　

え
・
＞

プ
ト
リ
　

使

山
　
　
を

０
　
１

∫

　

の

川
Ｌ
　
打

き

　

　

ソ

と

　

　

し

る
　
　
角
Ｖ

い
　
．↑「

連
　
　
の

で
　
　
″八

釦一　　
嗣
　
　
めょ◆

一
↓

　
　
　
　
　
　
の

Ｉ
一　

　

　

　

次

２

　

　

＜
〓
　
　
　
“

＜
〓
　
　
０
　
　
　
＜
〓

ν
　
　
π
一
″
　
　
ν

Ｋ
一　
　
に

　

　

に
一

跳
　
　
　
一　
　
　
Ｚ
′

＜
〓
　
　
　
“
　
　
　
＜
〓

π
　
　
　
＜
〓
　
　
　
”

区
一　
　
可
一２
　
　
Ｋ
．

6。

D

D

D

n+y Sr

0≦ π,0≦ ν,1≦ π+ν ≦2

π2+ν2≦ 1

.2+ν2≦ 1

π2+ν2≦ π

Ｄ

Ｄ

Ｄ

Ｄ



8.

186  第 7章.重積分

次の立体の体積を求めよ.

(1)0≦ Z≦
“
,"2+ν 2≦ α2(α >0)

0手 +手 +手≦1鮨 ,仇 c>の
(3)"2≦ ν≦4,0≦ z≦ πν

(4)"2+ν
2≦ 1,“2+z2≦ 1,",ν ,Z≧ 0

(5)0≦ ν≦1-"2,0≦ z≦ "2+ν
2,"≧ 0

(6)楕 円的放物面 z=手 十
等
,柱面
“

2+ν2=1及び平面 z=0に よって囲まれた部分。

(7)双曲的放物面 z=“ν,柱面 ("-3)2+(ν _2)2=1及び平面 z=0に よって囲まれた
部分 .

(8)球 "2+ν
2+z2=1で

囲まれた,円柱面 ■
2+ν2="の 内部の部分 .

(9)放物面α
2+ν2=z,円

柱面
"2+ν
2+2π =0,及び平面 z=0に よって囲まれた部分。

(10)放物面 ν
2+z2=2π

,円柱面
"2+ν
2=“ 及び平面 z=0に よって囲まれた部分 .

(11)曲面 z=tan~1静 円柱面π2+ν2=1とで囲まれた
"≧
0,ν ≧0,Z≧ 0の部分.

9.次の図形の重心の位置を求めよ.

(1)√ ≦ν≦1を ν軸のまわりに回転してできる回転体

②手+手 +手≦1,0≦ろし,仇 C>の
(3)0≦ ν≦ 1-"2,“ ≧ 0

10。 柱面
"2+ν
2=α2(α >0)の内部にある曲面 z圭

"ν
の曲面積を求めよ.

11。 柱面 ("2+ν
2)2=α2("2_ν2)の内部にある球面

"2+ν
2+z2=α2(a>0)の

曲面積を求めよ。

■2.球面
"2+ν
2+z2=α2(a>0)上で,z=b,z=c(0≦ b≦ C≦ α)の間にある部分の面積を

求めよ.

13。 アステロイドπ:+ν:=α:が π軸のまわりに回転してできる回転体の表面積を求めよ.
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問 1.1(1)0(2)1(3)0(4)収 束しない

問 1。2(1)c6(2)÷
問 2.1省略.問 2.2省略.問 2。3収束する.
問 3。■ (1)定義域 (二∞,∞), 値域 p,∞ )
(2)定義域 (0,∞ ): 値域 (―∞,∞ )
(3)定義域 (―∞,-1)∪ (1,∞), 値域 (0,∞ )
(4)定義域 {“ :π ≠(2η +1)π/2,2は整数 },

問 2.4収束する。

値域 (―∞ ,∞ )
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第 1章 練習問題

1°

(⇒ 00)手 0)0 は)0 0)0 
“
)∞

“
):C)

(9)2(10)0(11)2(12)c(lo l(14)0(15)0
2。  (1)発散 (2)収束 (3)収束 (4)発散  (5)発散  (6)収束
(7)収束 (8)収束 (9)収束 (10)発散 (11)発散 (12)収束

１

一
２

3。 Oo O,0:0′ 0♂ 0♂

010:m:000103
(15)α >1の とき 1,α =1の とき 0,0<α <1

5,6。 省略

0:
(14)-1

のとき -1

4,

8.

9。

■ 010∞ 0:0:

ν=2+2π -2y2+2".

0: 0¥ 0:
0:oT o:
llll,l121 tt l131子

10。 省略

第 2章
問1。■ /よ0)=1,■ (0)=-1

o:o8

解)イ
“
)1

0)O l1011π

(10:T(1つ :



190 第 8章.解答

問 2。 1

問 2。 2

問 2。3

問 2。4

問 3。 1

0 (z) 2r3 +.7r2 +_4r - 3 (3) . -4r3 + 4 
_

(n+2)2 \"'/ ("t+r+2)2
(2) 10re (*' + r)a(2r2 + 1) + J2r7 (r8 + t)3(1) L6(r2 * r)7 r

"
νЪ2_1
√ +1

z@
yl_“ 2(1+(sin-lπ

)2)

-2-“

″3cos2チ

省略 .

(1)一 Sin"cos(cos・ )(2)2"cos■
2(3)sin 2“

(10g 
κ COS π十三二

〕ギ
L)"Sin c

問 3.2  -1}+227「 <"< 可戸+2η7Fα)とき 1;
"=二 十ηπでは微分可能ではない.

問 3.3 省略 .

間 4。1(1)3!(2)0(3)13!

問 5.1 省略 .

問al o÷ o÷ 02o2ol ol
問 7.lo"=0で 極大値 Q"=÷ で極小値 ―+o"=1

(3)"=cで極大値 c告 (4)"豊 ÷
で極大値 (÷ )告 (÷ ):・

問 7。2(1)変曲点は (0,1)(2)変 曲点は (0,0)(3)変曲点は

(4)変曲点なし

問 7.3 省略 .

第 2章 練習問題

＜πｎ
２＋

π

一２ "<π「
7r+2υrのとき

で極小値 :

(土 +,cチ )

-1;

３

　

　

　

６

２

　

　

　

５

１

　

　

４

１ -r
l"lr/t - 12

efr+"*

1

y"2+2

6πsin2"2 cos“
2

2v牡 一■,2

“

"2+1

(*'+D\m
cos(log r)

rcos2 (sin(log r))
“

)

(10)

sin t
1 - cost ②島

(8)

(11)

2ι ―十COS t

3t2
0洗

(9)

(12)

(3) 0鳥 OΨ2。
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１

　

　

　

３

３

(-1)πC~π

(-1)π
~1(η
-1)!

"π
2π yπ 2π-1

(OΣ←⇒π
"2π

π=0

0二等
(-1)π

(鋤 Σ将許“
4π

高 0→ !

一
÷
で極小値 ―

乎

(2)

(4)

３

一η
２５

９

・・３．

十

　

一．

”
　
　
π

ｒ

ｋ

⇒

ｓ・ｎ

↑

0 (6)(■ +2)2cπ

0叫 軍
旦
ズπ≧ 勾 0昴 h← 十

り
+曝

“

(じ
+写

→

0)(√ )πCC COS("+等
)に の

里
宅 黒 卜

型 ,い ≧ →

Ol-21"%な効+→ o国π湖ほ寺百―井}
(1)省略。 (2)η が奇数のとき,∫ (れ)(0)=00π が偶数のとき,電 =2mとあらわすと,

∫(2m)(0)=(2m-1)2(2m-3)2。 …3212

5。
   (1)1-十 考テ    (2)81■ 108"+54"2 (3)1+‐ :"十―:π

2

(5)1-2π tt π
2 o軒 llog21a+Ψノ

4。

(4)π

Oπ +ノ Ob′ +:"+:ノ 01+π ―ノ

にのC―ン に⇒0 (12)"

6. 二 (-1)π
~1 ∞

 2π
(1)Σ帰七雨・

2π+l121 Σ ttπ
π

#r(2n - 1)!
名
π!

0二場μκπ

6)Σ←1ルπ
π=0

1111tt      ππ

(4) t#r2n+1(-1)π

高
2η +1

(-1)π

名 州
r

Lぐミ(-1)π(10) I=rn*2
π=Oπ +1

(7)Σ
・`ノ
"π

:00010

勇 (7)∞ (8):(9)

"二 :で
極小値―

平
κ=cの とき極小値 c

"=与 のと言極小値÷

:二  r≡
戸で極大値■fЦ "=2ππ
)と き極大値

÷
極値なし

7.

8.

(1)

(6)

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

log α  (5)

(log 2)2

2

・
３

一２
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第 3章
問 1.1  省略. 問 1。 2

問 2。1 (1):祀 π3 (2)

(4) log(1+CC)

問 2。2  (1)(■ -1)Cπ

2.4

2。 5

3。 1

3。2

省略 .

3 cos 2"……coS 6"

L2(5) - log(2 * cos r)
(2) -r cos r * sin r

手-2bgo2+→

π tan~lπ ―上 1。g(1+π 2)

(3)

(3)

(4)π log(“
2+1)_2(π

― tan~1“ )

問 2。3  (1)(π 2_2“ +2)cπ ②
2

問

　

問

問

　

問

(3)一 π
2cos"+2π

 sin π+2 cos"

_Ч
「
sin3"cos"+T"―

可丁
Sin 2π

(1)島 =―
"π
C~π tt η島卜1  (2)

0島 =#―
哉
島4

:“

2_4"+81ogl"―卜1ト

(1)22+71og l“ -11 (2):π2_誓π+平 10g12π +31
(3)2π ■3 tan~lπ     (4):“

2_4"+‐
:10g(π

2+4“ ―卜13)十
要戸
tan~1(7)

fn : r(1og fi)" - nfn-L

問 3。 3

問 3.4

問 3.5

第 3章

10(1)

(4)

(7)

+υπ+⇒Ю―

静∝1婦 |

4ν5～
°
■2_

与眈|‖ |

+υπ十⇒9
_2

輌
"+1
(10)

0÷ bg“―

0募寺
「

鷺 ,②
O bg卜 +t狙毛

②:bgl需 |一ね
「
%

÷sin4 π_÷ sh6π

(2)一÷coS(3π +1)

1 , ltanr*t I(3) ;r*Tr"slffil
(1) r-z\ft+2loe(rfr+1) (2) #

ν牡_12
(4) |卜lνЪ2_π2__:"(α

2_"2)号
(3)

+10g lπ 十νЪ2+11

+手 Sin l:

(3) 
÷
(log")3

÷
π
2 (6)与(1+π2)tan~lπ一与π

８

　

　

９

÷眈|‖ |

基 bg孝 √ .+1 +爾ヲ{tan-1(Vτ“+⇒十
tan~1(Vワ

"―
⇒}

÷tan-lκ一÷tan_1÷
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(11)÷ 10g("2+"+4)

00-詰 ―譴nπ

(15) (1+π )加阻
~lν
π一

岡÷けbgが
2,3.省略 .

√ はO bgl丁轟≒亨|

田÷←J後"―ノ+価「
1(ギ
)}

an-1(      )    (12)  一cos κ‐十tan~1 9os κ

"{Sin(10g 
π)一 COS(10g")}

(4)1 (5)-1 (6)2

π4+4=千 デ 寄 Ъ
十
:デ 寄 Ъ )

4

3

5
十
万扇「

t

(10

第 4章

問1.1(⇒ ÷ 0)bg←″+1)
問 1。2(⇒ 2πル

2)_ル)0)I"+1∫。dt+"ル +⇒

間■3ol obg:0与 br-1じ子0岳
0+tan-1÷

問L4oH%2-loπ +2 bg2-2。 1:。 1}01← 0+
問 1.5省略 .

問1.6(1)÷一"=tとせよ.121 adn"+bCOS π=yα2+b2dn(π +α)を使え.

問1。7÷
問1.8(1)m=2のときπ,π ≠ηのとき0(2)0

問‖ o  o

問 1。100<π <1で 導|< "π  <"π

問 1。 11 

÷

問 2.1(1)1(2)存 在しない  (3)log 2

(7)6(8)存在しない (9)÷
(ヒ
ント

∞010器 0問 2.2

問 2.3

問 2。4

０
　
１
７
　
０ 恭 ②士

(-1)πη !

(m+1)π
+10
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問&10÷ 0÷
問&24トノ
問3。3ギコα「
問3.4キ
問 3.5 πα

2

問&6手

問3。8(1)1(2)÷

問&90子 0会
問 3.10(1)2π 2α  (2)8α

問3。 11 1}{ανЪ2_卜 1+log(α +yα2_卜 1)}
問 3。12"=tan θとおけ.

第 4章 練習問題

1. o4-蹄 o7 0黒 010島
o30午 十発0手 O π←一
0鶏 ②απ Obま√+⇒ 0デ静 0州

o↓ o3c3c■
10““0 1π Jltlat

島 =π

(1)積分区間内で1<yl_6in π
<碑
一
"が
成り立つことを利用する.

(2)積分区間内で
yl_π2<yl_.4<1が成り立つことを利用する.

(3)自 然数 たに対して,た <π <ん +1の範囲で
(λ +1)2<多

力S成 り立つことを利用する。

(4)自 然数 たに対して,た <"<た +1の範囲で
て万
<瓦
肩
が成 り立つことを利用する.

0

1)  (12)|:log 2 (π
==tan t

(6)log 2-1

とお

2.

３

　

　

４

　

５
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6.(り 24o■161o岳 141π

“
)√ t61i o:

7。 2 tan~1■
2

&:p2(1+#)3,π =P

9・  S=:π α2, L=6α

■0。 +
.1.   三L7ra2

12.  7r

・&手 +÷ bg12■拓)
払 1+手 bま1+ψ

)

16.α
lbg告 |

17.(⇒ 2o)lo)c-1“ ):00ga2● )aVつ一⇒

第 5章

問 2。 1(1)ν =Ct,(2)ν =-2c3t
問 3.■ 省略

問 3。 238た =log 2よ りた=0.018240…・.

問 3.32c2た こ=3よ り たこ=:10g:・  よ:つ
りC2c51og3=2(:)5こ =15.1875g

問 3。 4(1)ν =100c~t,(2)ν =10C~2ι

問 3.5(a)3,850年前,(b)10,510年前,(c)7,010年前

問 4。 1省略

問 4。 2(1)ν =C3ι +1,(2)ν =c~2t_1

Fp5:::∫

lll::lミ、1:首lLTl:」:|[:liFllil・

ν(t)=10+100c~tl°
g2=30よ り t= 1°

g5 _

問 44た =雫 .“ 分後は ν僻o=r+田 +=箆
度 .

問 4.5省略
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間 4.6υ =―
平
十
(υ
O+号2)C―静 よりυ=oと して t=翌11。g(1+l岩

)だ
から次の計算を

すればよい。

fbg←
+讐 ){一
平 +(υO十写多)c~書

t}da

問 4.7(1)省略,(2)パ ラシュー トが開いた高度は 20.83m,偵察機の高度は 506。 61m,
(3)運動量を計算すればよい .

問 4.8省略

問 5。 1"2+ν2=1

問"o貯 調 ■o  ≫≒ 0貯
問 6。 l c60倍

問
"駐

れ 到  州 = 珀  い る

“0貯 調貯σ

「

7。 1省略

7。2省略

■3o醐 =おhレ +り 調 醐 =ギ dnぃ d「1洗
)

第 5章 練習問題

1。 (1)ν
3E   

“

3

-    (2)ν =log“ (ν +1)+θ (3)sin ν=σπc告22(4)ν =σ cπ3

働 0引  νθ 一π~1+σ π (8)ν =cCC
2。 (1)ν =二 :10g(:C2π

_:)   12)ν =:二 1。g(1・ π十
:“

3)

(3)cos 3ν =cos 2■  (4)log l“ (ν -1)|=π 一ν-1
3。 3536メ

4.2400年後…・35。 35%,8000年後…03.125%

問

問

問

問

5.133日

6。 省略

7.60° C
8。 9時 22分

9.午前 6時

10。 40m

H.∞ m…ま∞m…詳mm… 涯
１

一
２７
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■2.

13。

■4.

″
”
つけない

つける .

第 6章

問 1。1(1)

問 2.1(1)

(5)

問 2.3

(2)

(3)

(4)

(5)

0為 =均 =

(2)存在 しない  (3)
6κν+10"ν

3,物 =3"2+

ly-mr

存在 しない  (4)0
15"2ν2 (2)場 =ν cπν

O為 =

６
一５
ケ "Cπ

ν
,句 =

句 =~

4ν
2(3π2_ν4)

(*' + an)'

lν l

為=均 =~ 御 夕 L句 ¨ リ

(1)Zππ=-9 Sin 3"cos 4ν ,zπν=句π=~12 cos 3"sin 4ν ,zνυ=~16 sin 3"cos 4ν
2(aa-*2) _ -8*a3zar:Wrz*a:zar:W, zgy:

zππ=2(1+2"2)c"2+2ν ,z"ν =zνπ=4"cπ
2+2υ
,zνν=4cC2+2ν

Zπ

“
=C~"Sin ν ,zπν =Zυ π ==一 C~π COS ν ,Zνν ==~C~π  Sin ν

為 π =争 COS÷ 一
手

品
÷
,ζπν =物 π =~十 COS÷ +ナ dn÷ 拗 υ =一

十

dn÷

o統 =土  〆ぼ 勧 ―   ,勧 =± 2

問 3。1(1)“ +ν ―Z=1(2)6“ +8ν一z=25(3)iπ +丁ν一Z=2(4)2“ -2ν +4z=π

間4。 1(⇒ -4dntcost υ)cπ ~υ(1+ギ妻)0)Ц万弄手皇可石
問 4。 2(1)zし =9(2鶴 一 υ),為 =-9包 (2)z鶴 =4鶴 (包

2+υ 2),zυ
=4υ (鶴

2+υ 2)

0為 =♂ν ,争 =♂ν

cθ
ν

間 5。2 R4= (-6π
4+8π3ν
(1+θ")-6π

2ν2(1+θπ)2~4!(1+θ

")4
+4"υ
3(1+θ
")3+ν
4(1+θ

")41。
g(1+θ
"))

問5。3/2-"+ν =Vτ
(1-を
し―の一寺し―の2 ν7(π :tl}ァ要)32(2-θ (

3■
2+2π

し≠の,4計 =≡武缶し≠∝―÷),0,の中異点.問 6。1+〒

問 o.21争 =

問 6。3:≫ =

∂2z

∂π∂ν

2r * 3y d'A 10

3"+2ν 'α
"2~(3“

+2ν )3
α(“ 一ι)∂Z  b(ν ―m)∂2z  α{c(Z一 η)2+α ("― J)2}
C(Z-2)'∂ν

~ C(Z―
η)'∂"2~    c2(z_η )3   '

αb(π 一J)(ν 一m)∂2z  b{c(Z一 η)2+b(ν _m)2}=~ c2(z_η
)3  '∂ν
2=~   c2(z_η

)3

F€ 6.4 g'_ nr-Iz . d=,

dr na - n'Lz ' dr ην
~額しZ
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4問■10にの=件
「
→動小値-3

(2)(π ,ν)=(-2,0)で極大値 4c~2

(3)(■ ,ν)=(2,2)で極Jヽ値 -8

o回 =←事 土→
珈 輔
■ 回
=←
与
平
→
珈 大値
÷

問 ■3o oJ=〔
ギヶ
,1揚
う
で麒 値 √ ,に の =(―

島
,一
島 ),

0し,0=←ギ岩,上ギ号)で極大値事し,o=←ギ暑,平ギ告)了
問 7。4(π ,ν)=(土√ ,0)で極大値 (最大値)2,(π ,ν)=(0,0)で極小値 (最小値)0

第 6章 練習問題

■0(1)0(2)0(3)1(4)極 限なし (5)極限なし

20後 = ,句 = ,勧

-n2-4ra-a'

(6)0

4π
2(3ν2_"2)

(*'+vT
*2 -2ra-2a'zyv :0窃 = ,句 =

04π = ,争 ν
(5)Z蘭 =6"-2ν ,z"ν =

為 =Z(υ  COS uυ ― sin(鶴 十 υ))

省略

(*' + ry + y')' '

(Cπ +Cν ){ν
2c“ν_(ν +1)Cπν+π }-2cC(ν c“ν―CCν

+π
)

(Cπ +Cν )3             '
(Cπ +Cυ ){Cπ

ν
 tt πνCCν

 tt 
π cCν
+π
}_2cν (ν cπ

ν
一 C=ν
+3)

(C"+Cν )3

(Cπ +Cν ){π
2cτν_(・ +1)CCν ttν }_2cν (π cπυ―CCν

+y)

= ,ろ υ=

-2■,zw=0

,為 =Z(し COS uυ ― sin(し +υ ))

(3)為π

Zπ
ν

Zνυ=

3.

4.

ユ O νttπν+裏等{し3_3"νりdn θν+0・ 2ν _νり∞s θν}
(2) 1 + (2* - 3y) * (2r - sy)' *

(1 - 20r*30y)a
(2* - 3y)3

上
(π
2+4ν2)

1き

_{“3_6θ
"2ν

2+4劉〆(1
一　

　

＋

”
一２
＋３

一π
θ十

ヽ
ヽ
ｆ
ノ

νθ“
θ十８

一
ν

θ２十πθ十 θν
2)一号

6。 省略
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7.ν′=

8.ν
′
=

αν

απ

2π ―ν

-r*2y
n+y

9.

10。

11。

省略

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

―ν

α 一

“

dz

'  α
“

し,0=(Lイ
暑)で
極小値 -2(1

(・ ,ν)=(0,0)で極大値 0,(“ ,ν)=

(・ ,ν)=(-1,-1)で極小値 9

(π ,ν)=(0,0)で極大値 1

+会
)

(± 3,平3)で極小値 -162

νπ

３２

一
９
値大極で

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

一
．

一
３

／

ｆ

ｌ

＼

れ
　
＞〓

値

　

〃

極
　
し =(:,-1)で 極 小 値

長 羊

27r

1

叫
Ｌ
”

螢
可
刊

一　
　
〆

“
仁Ｆ
刊

“

２
丁

ぽ

２

一
π
　

■

　

　

一
．

＜
　

０

ａ
ワ
　
　
　
　
，
艇
枷

ヽ
―
ノ

で
　
＞
，

１

　

　

＞

　

ｏ

一一
抑
削

，ヽ

″

ヽ
り

　

ν

η
　
明
に

＞

　

　

＞

　

ｏ

８

　

　

９

　

１

では極値をとるか分からない

(π ,ν)=(1,0),(0,1)で 極大値 112し,0=←湯,士 t号う,(土島,平湯)で跡値

第 7章

問 1。 1 O c2_2c+lo+0÷ (

1

8
2

3

∫(κ ,

(4)

2'

Ｄ
　
り

´

２

　

４

　

ｒ

′

ノ０

　

５

１

　

　

１

　
　
　
３

　
　
　
１

問

問

　

問

問

問

問

(6)

“

)

1

6
3\E * 2n

18
0告 0子 0÷一bg2解
01lαν
4/1a,の
απめ五

l αν勇
dνガ∫し,Odπ +12卜νf∫し
(募
i寡

|

,ν )dν

)

2。1(⇒く
:一
νり)。)÷ 0)÷ 解)

3■ o手 ②鼻πα3 0手 0撃

11

2

∫(・ ,ν )αν

α
~

12
α
3

3 8

4。lo,-10:bg2-+o"α
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0÷
(1-¬ウF一 +)

間5.2:π

“

拓 _⇒

問 5。32(π -2)α 2

問 5。4 3′π

0奇 0 7「

12

第 7章 練習問題

10  (1)(2α2_3)sin α+4α cos a― α

2,3,4,5.省略

aO÷ ② 0与 0+π 2α20
="+銑υ=子とおく

)

(2)

(5)

(8)

［
一２１
　

２

一
９ (rfr-r)

131手―c
161畠

(9)1

(1-α)(2-α )

π

一
８ 0+α4

)

0讐

■ 0:げ _艶2+aO
0岳
01b′

0:

0守π
(6)(1-― :)π

(7)皇

(鶴 =

(π =

("=

("=

(π =

(π =

π

一
８

＞

　

＞

９

９

９

　

＋

な
＞
嶽
疇
疇
猫
．
■
「

ｉｎθ

ｏ

ｍ

ｏ＞

一　。　。　
中３２一３３「２　７２２一］

咄
肝
Ｌ

ｃｏｓθ

ｃｏｓθ

ｃｏｓθ，
。
。

＜３＞＜

“

鶴

鶴

ｒ

ｒ

ｒ

　

＞仙
供
嗜

４
一３
４
一３
　
／
（出
＼
　
ａ
り

。

。
　
。
　
３卜　
の

う
ノ
　

４

α３　

　

　

ハ
ツ

　

α
　

一

÷

針
５
一げ
ぃ

判
↓

ｏ
ｏ
」＞＜ｏ，
細
嚇
猶

・
　

　

　

　

　

　

・
　

　

０

　

　

１

　

２

８

　

　

　

　

　

９

　

　

１

　

　

１

　

１

13. 
半
πα
2



付録公式集

三角関数の公式

(1)基本公式

(2)加法定理

sin2o+cos2o:L, 1+tan2e- 1+詰〒∴cos2 0'

sin(o L B)

cos (o * 0)

tan(a + B)

sinocosB * cososinB
cos0cos 0+sinosinB
tana * tanB
@

(3)2倍角の公式

(4)3倍角の公式

sin 3α =3 sin α-4 sin3 α,

tan 3α 二

(5)積を和,差になおす公式

(以上,複号同順)

sin 2α =2sin α cos α

cos 2α =cos2 α_sin2 α=2 cos2 α_1=1-2 sin2 α

tan 2α =

sinacos B -

cosasin B -

cosocos B -

sinosinB -

cos3a:4cos3 a.- Scosa

sin(o + 0 * sin(o - B)
2

Sin(α  tt β)一 Sin(α 一β)
2

cos(o* p)+cos("-0)
2

cos(a + 0 -cos(o- B)

201
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(6)和 ,差を積になおす公式

微分法の公式

基本的な関数の導関数

積分法の公式

(1)置換積分 π=g(t)のとき

(2)部分積分

血α+血β=おmげ∞S7
血α―血β〒た∝げ血げ
COS α+COSβ ==2cos 

α斗‐β
 cos 
α―・β

COS α― COSβ =-2sin 
α
・
β
 sin 2竺

5型

⊆

| ,o)d,n - /1ズ射丼)洗

ル0ズ→山=・→ズ→―ル→貞→山

関数 導関数 関数 導関数

α∫(π)十 bg(")(a,bは定数)

∫(・ )
0(π )

α∫
′
(π)+bg′ (a)

∫
′
(")g(π )一 ∫(π )g′ (")
●fπ、2

∫(3)g(π )

ノ(g(π))

∫
′
(π)g(π)十 ∫(π )g′ (π )

∫
′
(g(π ))g′ (π )

∫(π ) ∫
′
(“ ) ∫(π ) ∫

′
(π )

tro

QP

logo r

cos r

. -1sln ^fr

tan-l r

d.fro- L

α"log α

1

πlog α

― sln π

1

71_“2
1

1+“ 2

e'

log lrl

sin r

tanr

-1cos 'fi

e'

1
fr

cos r
1

.*%
1

t/L - rz

(3)その他

/器山=bJJlall



基本的な関数の不定積分 (積分定数は省略 )

いくつかの無理数の近似値

(1)7r=3。 14159…・ (2)

(5)y5=2。 23607・… (6)

cE=2。 71828・・・

log 2==0。 69314・・・

(3)y2=1。 414210…

(7)log 3=1.09861… ・

203

(4) tn - 1.73205-..

(8) e-L:0.36787...

∫(π ) I r@).n ∫(3) I r@)d,r

a,' (o > \ra + L)

no (" # -1)

1
fr

e*

sin r

cos r

tan r

log lrl

π
α

a*1

log lrl

e*

-cosr

sin r

- log I cos rl

c(log l"l - t)

O,*
t
Iog o

tan~lπ

la 2 01

し型

い の

い の

プα2_"2(α >0)

. _1srn 'fr

-1cos 'tr

rsin-1 r*!ffi

ffcos-Ln-'vG

rtan-Ln-la*,1 + *2)

1 tfr
- tan-^ -O' 0'

loslrl-\ffi|

1)("ヽ
/"2+ar―十α10gl"・

嘉bgl=|

sin~1"
α

:(π
ya2__π 2J卜 α2sin~1:)

π2+α
l)
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索
ヨ
フ

一ア行一

アステロイド 117

異常積分 105

1対 1の写像 35

陰関数 151

陰関数定理 151

LIこ E]  77

上に凸 77

上に有界 31

ウォリスの公式 101

ν で連続 139

2回微分可能 63

η次導関数 63

η変数関数 35

円柱座標変換 178

オイラーの公式 72

-力行一
開区間 36

開集合 140

解析関数 69

ガウス言己号 38

カージオイド 115

カテナリー 113

関数列 43
ガンマ (「)関数 107,173

逆関数 35

逆三角関数 46

逆写像 35

逆双曲線関数 49

級数 33

狭義の単調関数 45

狭義の単調減少 30

狭義の単調減少関数 45

狭義の単調増加 30

狭義の単調増加関数 45

極限関数 43

極限値 29,36

極小 75,153

極小値 75,153

極大 75,153

極大値 75,153

極値 153

近似増加列 165

区間 36

区分求積法 104

原始関数 82

減衰振動 134

広義積分 105,165

高次導関数 63

合成関数 35

合成写像 35

コーシーの判定法 34
コーシーの平均値の定理

弧度法 3

-サ行―
サイクロイド 109

3重積分 174

指数関数 11

指数関数的成長 122

下に凹 77

下に凸 77

下に有界 31

写像 35

重心  163

収束する 29,33,43,44

収東半径 44

従属変数 35

剰余項 69,149

数列 29

スターリングの公式 107

正項級数 34

積分可能 96

全射 35

全単射 35

全微分 144

全微分可能 143

双曲線関数 48

-夕行―
第 π次偏導関数 141

対数関数 12

第 2次偏導関数 141

ダランベールの判定法 34

単射 35

単調減少 30

単調数列 30

単調増加 30

値域 35

中間値の定理 42

調和振動 133

定義域 35,137

定積分 96

テイラー級数 69

テイラーの定理 69,148

導関数 52

特異点 106,151

(独立)変数 35

-ナ行―
三階微分方程式 133
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