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2009年 4月 より武蔵工業大学は校名を変更し「東京都市大学」となります。

それにともない本書の名称を「東京都市大学数学シリーズ (1)微分積分演習」

として出版することになりました.

初版より本書のために多 くの方々から御協力をいただき感謝しております .

今後とも御支援のほどよろしくお願い致します .

2009年 3月

著者一同



まえがき

武蔵ェ業大学工学部教育研究センター数学部門では,学習経験の多様化 した

新入生に対するさらなる教育改善を目指して,平成 10年度より新入生の基礎学

力調査を開始し,同時に教科書作成検討委員会を発足させました.委員会では
,

第一段階として数学基礎科目の各教員における教育内容を調査 し,カ リキュラ

ムの内容を整備 しました.次の段階として,学生の単位取得のための一定の基

準作 りを行うこと,さ らにいろいろなレベルの問題を用意することによって新

入生の多様化への対処を可能にすることを目的に演習書を作成することになり

ました.その第一歩は理工学で重要な科日である微分積分学の演習書の作成と

なりました.

本書の構成は,ま とめ,例題,類題,問題 A,問題 Bお よび解答からなって

います.例題の理解を深めるための問題として類題を配し,ワ ンセットとしま

した。問題 Aに は単位取得のための標準的な問題が集められていて,すべて

の学生が修めるべきものでありますが,中 には難 しいものも含まれています .

問題 Bに はやや難易度の高い問題が集められています.学生諸君の勉学に役

立つことを期待 します .

最後に,本書の完成にあたっては武蔵工業大学工学部教育研究センター数学

部門の先生方に多 くの有益な助言をいただきました。改めて御協力いただいた

先生方に厚 くお礼申し上げます.ま た,出版に際して大変お世話になりました

学術図書出版社の高橋秀治氏にも心から感謝いたします .

2005年 3月

著者一同
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1章一弟

1変数関数の微分

1。 1 極限 と連続

1.1。1 数列の収東

数列の極限については

(I) lim αη=α ,lim bη

(1)?荘地Э(たαη+Jbη )

(2)lim αηbπ =αβ

0鳳舟=:にだしα≠の
(4)αη≦bη なら|ゴ α≦β

(5)αη≦cπ ≦b%かつα=β ならば lim cη =a

tIIl鳳 ;=0げルキメデスはКhmd→ の原鶏
が基本で,こ れよりいろいろな数列の極限を求めることができる.さ らに,

数列の極限値 として新たな数を定義することがある (例 えば自然対数の底

C=鳳
←
+1)Ъ .その場合は以下の定理 篠 数の連続性と劇ゴれる)が必

要になる.

これらの定理は,ま た,漸化式で定義された数列の極限を求めるのに有効で

ある。

定理 1。 数列 {αη}に ついて,次の (1)ま たは (2)が成 り立つならば,極限

lim αηが存在する.

(1)定数 ν があって

αl≦ α2≦ …・≦αη≦ …・≦几f

(2)定数 Ⅳ があって

αl≧ α2…・≧αη≧…・≧Ar

{αη},{bη }について

α2≦ …°≦αη≦…◆≦bπ ≦…。≦b2≦ bl

=β のとき

=たα+Jβ

定理 2.2つの数列

αl≦



第 1章 1変数関数の微分

及び

lim(bη 一α2)=0

が成 り立つならば,極限 lim αη, lim b2が 存在 して

lirrl αη== lilrl bη

例題 1。

αを実数とする.αη+1=αη
αをみたす数列{απ}

き lim αηはどうなるか.

解答  αη+1=αη
α
=(αη_lα )α =αη_1

1αl<1の とき lim αη=0よ り lim

α=1の ときαπ=αlよ り lim αη=

α<-1ま たはα>1の とき lim απ

ない.

α
2E=…

。=α lα

π

。

αη ==α l° ==1。

αl・

は存在 しないか ら lim απは存在 し

例題 2。

け L%単 = 雌 義された畑 翻 問 して次のoI動 を

示せ.さ らに極限 lim αηを求めよ.

(1)απ≦αη+1 (第 =1,2,3,… 。
)

② %<:い

解答

(1) け Lけ :∴ に の

2=た のとき成り立つとする.すなわちαた≦αた+1が成り立つとすると

3αた+4 3α た+1+4
αた+1~αた+2=2α

た+3~2α た+1+3
αた

~~α
た+1 < 0 .'. an+t I arc+2.

(2or + 3) (2o,'+r * 3)

よって

(2)α l=1

＜
一３

一◆２

％
　
＜

αη+1は すべての自然数 2に対して成り立つ.

αた<:が成り立つとすると

1    1

22αた―+3
αた+1=

３

一
２

＜

３

一
２

よ

３

一
２

よってαη<:はすべての自然数 η

(1),(2)と 定理1よ り{αη}は収束する.

α=2α
+3・

1<α ≦

に対して成り立つ.

α=lim αηとおけ|ゴ

リ α=lim αη=νり。



1.1 極限と連続

(η =1,2,・ …)で定義される数列 {αη}

と表し,ネ ピアの定数という.

は収束する .

解答

対 し

a1 :2r&2 りαl<α2<α30~般にη=1,2,…・に

(1) an I a,+t (2)αη<3

が成り立つことを示そう.すると定理1.(1)よ り{αη}が収東することがわかる。

(1)について,2項定理し十のη=ΣηQαη~たわたから
ん=0

ヽ
、
‐
′

ノ

　

Ｃ

‐

．
η

を

３。【焦
ピ
雌

硼
咋
この極

よ

６４

一
２７〓α

９

一
４

＼
―
′
ノ

ー

一
η

／

１

ヽ

αη=Σπθた
(1)た

=1+士ηし―⊇…Ω―た+⇒

=1+左芸←-1)(1-1)… ←-7)・
同様に

αη+1=Σ」π+1(3ん (石|卜丁)た

た

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

ヽヽ

‐

′

ノ

■

■

州

「

卜
　

＜
．

―
、

　

　

一　

　

る刺
　
れ／

け

ηΣ
日

ヽ
―

ノ

　

　

＋

１

一
２
　

　

１

　

　

　

・

一　
　
　
　
＜
　
　
　
・
＞

／ｈ
Ｖ
　
ｌ
一鷹
　
η

州
Σ
日
州
Σ
日
ηい
　
　
　
　
　
　
　
　
　
日
η
　
日

［

十

　

　

　

＋

　

　

　

，

．

　

　

　

‐

　

　

　

”
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３

一一　
　
　
　
　
一一　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
η
　
　
　
　
　
　
　
　
＜

競・　‐こっ　　α　　　　　　」

”

　
②

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
つよ



第 1章 1変数関数の微分

1。 次の数列の一般項 を書 け .

(1)1,2,3,4,5,6,7,8,… ・

(3)2,4,8,16,32,64,128,・ …

(5)1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,…
。

(7)4/3,7/6,10/9,13/12,・ …

(9)1/5,1/25,1/125,1/625,0…

1+y

22+32+1

1,4,7,10,13,16,19,

1,1/2,1/3,1/4,1/5,

0.9,0。 99,0.999,0。9999,0.99999,

1,-1/3,1/9,-1/27,1/81,… 。

121

解)

(6)

修)

2。 次の数列{αη}は収束するか発散するか 収束するものについては,その極限

を求めよ.

(1)αη =

(4)αη=

(2) &n : 1 + (-1)' (3) &n :

2+3 (5)αη=yn+1-ν篤 (6)αη=

拓
102

(-1)η

22

1+2+… 。十 η0け い = (9)αη
ηy922+1

3。 次の間に答えよ.

(1)1日 目には 1円 もらう.2日 目には 2円 もらう。3日 目には 2日 目の 2倍の 4

円もらう.こ のように,毎 日,前 日の 2倍の金額を30日 間もらい続けたとき,

30日 間でもらった合計金額はいくらになるか.

(2)実 は,上の合計金額は毎日100万円を30日 間もらうより遥かに高い.しかし,

数日間は明らかに毎日100万円もらった方が良い.何 日目に合計金額が逆転す

るか.

4.αl=1,αη+1=yαπ+1で定義された数列{αη}に対し,次の(1),(2)を 示

せ.さ らに極限 lim αηを求め よ .

(1)αη≦ αη+1(2=1,2,3,… ・
)

(2)αη<2(第 =1,2,3,… 。
)

5。 数列{αη},{bπ }を

&o:0 ) 0, bo:
an*bn

An*1: 
2 ,

b>0

bn+r: \ffi, (" ) o)

により定める .

(1){αη}は単調減少,{bη }は単調増加であることを示せ.ま た lim。 (αη一bη)=0
を示せ .

(2)α =1,b=√Σのときlim)αη=limpη (=α )を小数第8位まで求めよ.



1.1 極限と連続

B

1.α ,b>0す る.

αl=α tt b, αη+1=α  tt b―

で定まる数列 {αη}の極限を求めよ.

(2≧ 1)

2.物 >2,α l,α 2,・ …,αη>0に ついての相加相乗平均 の関係

αl+α2+…・+αη >    η
η

を次の手順で証明せよ.ま た,等号成立は αl=…・=αηのときに限ることを

示せ .

(1)2=2の 場合

(2)2=2た (ん ≧ 1)の場合

(3)一般の 2の場合

励

一
％

3。   (1)  αη二= (1-十
,;)η

,bη

{bπ }は単調減少であること

②轟 <bg(1+1)<カ

Aの解答

1。 (1)η :自 然数の列

④ l:調
和期

(つ 1+轟

．十一η　
ま‐一　
　
ふ・

ん寸＼を示せ．
［

ヽ
司
ノ

た

η+1
とおくと{αη}は単調増加,

鳳 ●π一α紛

…。)を示せ .

0ツ =1+:+… +1-bg L硫 =1+:+…
とおくと,{αη}は単調減少,{bη }は単調増加である

lim(αη一 bη)=0を示せ .

④鳳;士 :を
求めニ

た=1

4。  自然数第に対 して,y万 の小数部分 αη=拓 ―卜偏]は 区間 p,11に お

いて利密に分布することを示せ (た だし
[χ]は χの整数部分を表す.記号 [ ]

をガウス (Gauss)言己号という).

+1-10g(η +1)

こ とを示せ .ま た

３

　

　

　

６

２

　

　

　

５

32-2:等差数列

多戸等比数列
2η :等比数ダJ

l― 一

生

10η

2.(1)収束,1

(6)収束,0

3。 (1)等比数列 .

0  列o多 蒔脚
(2)発散  (3)収束,0 (4)発 散  (5)収束,0

o収丸36嘱 O o収丸
:

2円の 30乗 -1円 =10億 7374万 1823円  (2)計算機を

用いてもよい.25日 目.



第 1章 1変数関数の微分

4。 (1)αl=1,α 2=νつよりαl≦ α2・

η=た のとき(1)が成り立つ,す なわちαた≦αた+1が成り立つと仮定す

れば

a,k+1-a,k+2-'r6k+I-1la4r;1

.° .αた+1≦ αた+2

よってαη≦αη+1はすべての自然数ηに対 して成 り立つ .

(2)αl=1<2。 2=た のとき,すなわちαた<2が成 り立つと仮定すれば

αた+1=yαた+1<y2+1<2.よ ってαη<2はすべての自然数ηに対

して成 り立つ .

(1),(2)よ り{αη}は 収束する.α =lim αηとおけばα2=α +1。

1<α ≦ 2に注意 して αを求めるとα=鳳 αη=上t/2.
5。 (1)相加相乗平均 よりαη≧ bη (η ≧ 1)に まず注意すると

πヽ
ヽ
１
１
′
ノ

ノ

ー

一
２

／

１

＼

a1 -a*b- a一 b'
α2+αb+b2 α3_b3

α2= 
α tt b =α2_b2

であ り,αη=α
η+1-bη +1を

仮定すると

卿 =α tt b~  励 =

ak+l + 1

an*r- an:bn-an <0, bn._ bn-.r- ttrr(6,-,rM)<0.
2

また

0≦ αη+1-― bη+1==:(v化扇;― 高 )2

<:(a― 高 )(高+高)=:。π一り
より,帰納法で

0≦ απ―bη <

がえられる.

lα 一bl (2≧ 1)

(2)

αl==1。 207106781    bl二 =1。 1892077115

α2=1・ 198156949    b2E=1。 198123521

α3二=10198140235    b3==10198140234

よりα=1。 19814023

Bの解答

1.α ≠bの ときは

α2_b2



1.1 極限と連続

従って

α>bの とき lim

α<bの とき lim

また α=bの ときはαη=η
+lα

だから lim
2         η一〉CЮ

以上からlimfη =max{α ,b}

20Ψ 一ντ蒸万=`ν
τ⊃2+(海)2_2√海

2
二  ≧Q

等号成立はαl=α2の ときのみ .

(2)帰納法によりη=2た
~1ま

で証明されたとする.こ のとき

αl+… 。+αη+αη+1+… 。十α2η _α
l+…・+απ+απ+1+… +α 2π

22 2

/葦百巧肩十 《π石丁=萄万

=27α l.… αηαη+1… α2η

となるので,2=2ん のときにも証明される.等号成立条件についても,

αl=… °=αη,αη+1=… °=α 2η かつαl… 。αη=αη+1…・α2η のとき,

すなわち,α l=…・=α 2η のときに限ることになる.

0メ‐ <η <が である2につい‐ ■=  とおれ ぃ =
αη+2=・ …=απ=ス とおく.こ こで,m=2た .

すると

αl+…・+αη+αη+1+… ・+α鶴
at*."'j-an r A rtL' ---T-t-'-T"'rL 3- + A+...+ A

鶴

ηス +(m-2)ス
=■ ,

となり,m=2た についての相加相乗平均の関係より

αl+… 。+απ+αη+1+… 0+α鶴
≧ Ψ偏丁==瓦π薦下

「
T¬再み

鶴

＞

一



第 1章 1変数関数の微分

よって

ス ≧%4五・…αη五%一η

五%≧ αl・ …αη五
%~π

A鳴 ≧αl・ …αη

ス ≧7瓦 1…・αη

等号成立はαl=…・=απ=A,す なわち,αl=… 。=απのときに限る.

3。 (1)αη>%卜 11‐ なわち
(1+1)η

>(1+出
)η

~1を

示すには

1+;>(1+出
)T,す

なわち写 >(ム
)下

をぶ資Hゴよ
い。これは,相加相乗平均の関係より

のように示される.

同様に,bη <bπ _1を示すのも

両辺の逆数をとって

(ム)下
=

(7)雨 =

のように示される.

7<(ム )再

1勧
直せばよいので

,

(7)π

+1を
示す.こ れも

< +η
・ユ

テ =~ 
η+1

1+(η -1) η+1

η+1

η-1
<

＞
２

一湘

αη<bη <bl=4(2≧ 2)だから,0<b協―αぼ等<1→ 0(2→ ∞
)・

従って{αη},{bη }は共通の極限をもつが,それは自然対数の底cに ほか

ならない。

(2)(1+1)協 <C

l<(2+1)10g

(3)

αη
‐一 απ+1  = 10g10+⇒ 一bgn― 轟

10g(1-+1) ―再イト丁>0    (η :≧ 1)

1-10g(1+1)>0   (2≧
2)

{bη }は単調増加である。また,0<αη一bη =

＜

ヽ

―

′

ノ

ー
一
一
η

十

／

１

１

＼

ｇＯｎ
とるとを数寸伏

い
自の

＋η＼
ヽ
１
‐
‐
′
ノ

／

１

一
２

＋

　

ヽ
―
ノ

ー

　

ー

一
η

／
１
＼

　

十

＜
　
／
ｆ．け
＼

よ り

bη ― bη_1 =

{αη}は単調減少,

(再
{卜 T)η

~1

(7)η



1.1 極限と連続

オをθ値限極の知
　　　　　　＋・．

冴

　

　

　

　

η
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∫
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判
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い
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／一押Ц
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ｌ
ｏ

　

イ

　

ー４

η を 2η におきかえて

1-log 2+1。
g2<l羞

:<10g2+1.2

従 って

思;土 :=bg2
4。 任意の有理数r(o<r<1)に対し{αη}の部分列がrに収束することを示せ

ばよい.γ =1(既 約分数)と お くと,2=m2+2鶴 γは観 =Pた (た =1,2,… 0)

P
のとき自然数となり,m2<η <(m+1)2によリト偏]=mと なるから

"い 0m2+2mr-Th:
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1。 1。2 初等関数ヮ逆関数

以下,特 にことわらない限 り,関数は一価で実数値のものを考える.整

式で表される関数,有理関数,無理関数,指数関数,三角関数等は最 も基

本的な関数で,初等関数 と呼ばれる.関数 ν=バ ″)を χについて解いて

(解 けるためには条件が必要である)"=g(ν)と なったとき,ν =g(χ )

をν=∫ (χ)の逆関数といい,ノ
~1(χ

)で表す.例 えば,ノ (χ)=χ
2(χ

≧0)

の逆関数は g(χ)=、涯 ,ノ (χ)=c“ の逆関数はg(")=10g"で ある.三

角関数の逆関数を逆三角関数という.∫ し)=Sin χ
(一 ,≦

χ≦

')の

とき

∫
~1(χ

)=Sin~lπ ,ま たは arcsin πとかく (ア ークサインとよむ).同様に

または arccos χとか く

き∫
~1(χ

)=tan~lχ ,

と

χ
　
の

一〇Ｓ

Э

き

　

χ
　

タ

ツ
〓ｔａｎ
″

卸
０
０

χ
　

∫
〉
か

≦

＞
．

と

ω

　
ン

　

χ

一胴
け
麹

ν=arCSln"

a - arctarl-r
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例題 4。

1次関数,2次関数,指数関数,対数関数,三角関数のうちから,次の条

件に適する関数ノ(χ)の具体例を1つあげよ.

(1)ノ (χ +1)=ノ (π)(2)∫ (χ +1)=ノ (χ)+2
(3)ノ (χ +1)=3/(π) (4)ノ (χ)=∫ (―χ)

(5)ノ (")=一∫(一χ) (6)ノ (χν)=∫ (χ )十 /(ν )

解答 (1)χ が1増加しても値が不変な関数.例 :sin 2π χ,coS 2π χ (2)χ が 1増

加すると値が 2増加する関数。例 :2χ  (3)χ が 1増加すると値が 3倍になる関

数.この関数の増加は早い.例 :3“ (4)偶関数.例 :χ
2,cos χ (5)奇関数.例

:χ ,sin χ (6)(標語的に)積力滞日になるもの.例 :log″ (10g χν=10g χ+10g ν).

これに対して,(標語的に)和が積になるもの (ノ (χ +ν)=ノ (χ )∫ (ν))は指数関

数である (cπ
+ν

=C“ cν ).

例題 5。

次の命題の中で「真」であるものの番号を全て挙げよ.

(1)対数関数は奇関数である。  (2)指数関数は偶関数である.

(3)三角関数は奇関数か偶関数である.

(4)奇関数と奇関数の和は奇関数である。

(5)1次関数は偶関数である.

(6)偶 関数と偶関数の積は偶関数である.

(7)偶 関数と奇関数の積は偶関数である.

解答  (3),(4),(6)

例題 6。

arcsln:(Э葡望を功こうよ.

解答

χ

１

一
２

ｎａ〓 とおくとsin χ= π

一６
〓χ

π

一
２

＜

一
χ＜

一

π

一
〇
４

一

１

一
２

よって

A

6。 次の値

口■
を

／
ｆ

ｌ

＼

＼

ｌ

ｌ

ノ

ー

一
２一

／

１

＼

(1) arcsin (2) arccos (3)arccOS O   (4)arctan (__～ /5)



12 第 1章 1

↓

＞

】

の

　

　

＜

　

＜

敵
　
７。　
　
　
　
　
　
　
　
８．

数変

(2) arcsin ０

／

ｆ

ｌ

＼

＼

―

′

／

＼

ｌ

ｌ

ノ

⇒
鴎(4)tan (arcsin

=,を示せ.

=生琴三メanh χ=:1[券 に9.双 曲線関数 cosh χ=Cχ
+C~κ

,sinh χ=

ついて,次の恒等式がそれぞれ成立することを示せ .

(1)COSh2 χ
_sinh2 χ=1

(2)sinh("十 ν)=Sinh χ COsh ν+cosh χ sinh ν

(3)cosh(χ +ν)=COSh χ cosh ν+sinh χ sinh ν

、  tanh χ tttanh ν
(4)tanh("十 ν)=. :二 _^1_^ュ _^1_1 + tanh rtanhy

10。  双 曲線関数 ν=cosh χ,ν =sinh χ,ν =tanh χのグラフをかけ .

B

5。 次の関数のグラフをかけ .

(1)ν =∫ (χ )=arcsin(sin χ) (2)ν =θ (χ )=arCtan(tan“ )

6。  ν=sinh",ν =cosh χ(定義域 p,∞ )),ν =tanh χとするとき,こ れ

らの逆関数 sinh~lχ ,coSh~lχ ,tanh~lχ を対数関数,無理関数を用いて表せ .

また,その定義域を述べよ.

一一　

　

ν

Aの解答

aO一
: 弓

莉　
‐
＜ｓｉｎ
鋤
ｒｃｓｉｎ

＜

↓

ｃｃ。ｓ

↓

・・．ａ

ａｒ

　

４

一
５

一

２／　
６♂
　
一　
仁，
π句

勾

　

／

ｋ

＜

ｓ

π

ｎ

π

ｃ。

　

　

＜

　

　

。ｓ‐

　

３

一
１０

一一
　

　

　

　

π

　

　

　

　

一一　

　

　

　

　

一

。６町
７０＜〓・０４̈５　π一２

リー
:

7。

(1)

岳
■
↓

α

部
■
＝
ば
無

0)

3
~面 π

(3)α =arCtan:と おけば tan α=

13.'.cosa-ffi:m
/ 1\

.'. sin ( arctan; ) - tanocos a -
\ o/

π

一
２

1   3

3輌 輌



④α=arCdn←岩)と
おけばdn α=

∴COS α=/1-dn2 α=台
∴協n(面n(_岩))=盤―:

8。 θ=arccOs χとすると χ=cOs θ,o≦ θ≦π。

このとき一
,≦ ,一

θ≦,で
あつて

Sln(,一 「 θ

)==Sln,COS 
θ

‐
一 cOs,Sln θ ==cos θ

,一
θ==arcsin χと言長trる .

<α <0.

なので

1.1 極限と連続 13

となるが

よつて

'丁

arccOs χ==arcsln χす
いフ蟄た)‐らarccos χ―十arcsln χ==

を直線 ν=″ に

対称に裏返すと

9.

10。

この図はarcsin χ=サ ーθ=サ ーarccos"を意味している。

(1)左辺を計算する.(2),(3),(4)右 辺を計算する.

ν

O ″
ノ

-1

/″

O

一
-1

A - sinhr
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Bの解答

1

0.5

O

y - tanhr

oO≦ χ≦,の
とき∫0=弓 ≦π≦πのとき∫0=ルー→=π一飢

さらにノ(χ)は周期 2π の周期関数でかつ奇関数であることに注意すれば

(2)g(χ )は周期 πの周期関数で
, <χ <,のときズχ)=χ l↑あるから

ν

χ==Slnh ν E= Cν

‐~C~ν
 ==C2ν

__1

c2ν _2χ cν -1=0,cν >0よ りcν =χ tt νЪ2+i。 ょって

ν=sinh~1"=log(χ tt y"2+1).定義域は(―∞,∞ )・

"=COSh ν
= C2ν

十-1, c2ν __2χ cυ 十-1=0 よ り

6.

"2_1.
cν =χ tt νЪ2_1,χ _yχ2_1≦ 1≦ χ+
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ν≧0よ り,ν =coSh~lχ =10g(χ +
またχ≧1よ り,定義域は [1,∞ ).

χ==tanh νこ=:努|テ:よ
り(1-χ )C2ν =出 >0

定義域は (-1,1).よって「 -1<χ <1,ν ==tanh~lχ ==:10g撹

1。 1.3 関数の極限と連続

関数の極限 (連続変数に関する極限)は原理的には数列の極限に帰着され,数

列の極限と同じ仕方で求まる場合も多いが,こ の場合は左,右の極限
“
歳雅0∫

(χ )

を考える必要がでてくる.特に重要な例として

πttL← :)χ
=l甕(1+が =ら 1甕

b鼻 +→
=Ll嶋

Ψ
=1

はあとで微分法に利用される.逆に微分法を利用して関数の極限が求まる (ド・

ロピタルの定理,テ イラーの定理など).極限の概念が定まれば,連続性は

よ乳∫(χ)=ノ (α )と 表現される.連続関数の範囲は広いが,一般的性質として

(1)中間値の定理――ノ(α)=α ,ノ (b)=β のときαとβの間の値γに対し

∫(C)=γ (あ るcに対し)と なる一― この定理は方程式の解の存在を示すのに

使われるが,例えげ“|∫ (χ)|=定数 (あ る区間で)な ら∫(″)=定数"の証明

に利用される.

(2)最大値最小値の定理――閉区間上の連続関数は必ず最大値と最小値をと

る―一さしあたり,ロ ールの定理 (§ 1.3)の 証明に必要になるほか,2変数以

上の関数の最大値,最小値を求めるのにこの定理 (の多次元への拡張)が不可

欠である.

- 1+ r,e2a

例題 7。

次の極限値を求めよ。

(1)1曳 |メ +2χ 一→ 0)1鶴 0几 器

解答  (1)29

(2)   lim
π→0

(74+χ -2)(74+χ +2)
″(v乞 十χ+2)

=lim
κ→ 0

=li1    1

“
輩074+χ +2=

0鳳 #島 =鳳  =吟
∞ は「値」ではない (「非常に大きい数」ではない!)の で,極限値は∞ であ
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るとは言わない.が,数式では便宜上

とき,∫ (χ)は正の無限大に発散する」

例題 8。

次を示せ .

1整島∫(χ)=∞ と表現する.「χ→αの

という意味である.

(1)1甕 半井=2 0)1鳴生寸翌=0

角翠催罫

(2)

lim sin 2χ =lim 2
χ‐→O  χ    χ■〉0

1im l~C°
Sγ

=lim
“
→0    "       

“
→0

=lim
“
→0

sin2r c- )-r--2.
2r

(1 - cos r) (1 * cos r)
r(L * cos r)

sin r sin r
=0。r 1+ cosr

これについて以下の間に答えよ.

>0)

=0)

(χ <0)

とを図を描いて納得せ よ.

もχ=0で 不連続 な関数である.その理由を述べ よ.

(χ >0)

(χ =o)   (2)∫ (χ)=[χ](ガウス言己号)

("<0)

類題。

(1)

類題.次の関数∫(")が "=
0∫0=Ψ し≠0

例題 9.

次の関数はχ=0

(1)上の関数はχ

(2)"=0で不連

解答

(1)略

。)“聟 。∫し)=Q“里 。∫し)=1であるので
般乳∫0)力落在しない

じ　・］　・　・〕

は

　

ｓ
　

　

　

一

州次
　
　
０∫

解答 (1)段乳ル)=0, 即)=1よ り腕乳ル )≠ 即)であるから.

121慶鼻。A→ =0,“里。ル)=-1であるので,1曳ル )が存在しない

0で連続となるように∫(0)を 定めよ.

②ズ→=面nル≠の
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例題 10。

χ5_3χ4+1=0は
(-1,o),(0,1),(1,3)の 各区間に解をもつことを示せ.

解答 ノ(")=χ
5_3χ4+1と ぉくと,∫ (χ )は全区間で連続である.∫(-1)=-3,

∫(0)=1よ り中間値の定理を適用すると∫(cl)=0と なるcl(-1<Cl<0)が

存在する.同様に

∫(0)=1,ノ(1)=-1よ り∫(c2)=0と なるc2(0<C2

∫(1)=-1,∫ (3)=1よ り∫(c3)=0と なるc3(1<C3

解答 (1)般乳∫し)=1よ り∫o)=1

0陣 nil=距 nil鋼 → 0

/(0)=0と すればよい.

とすればよい .

し→のより
1嶋ノし)=00よ つて

１

　

３

＜

　

＜

が存在する.

が存在する.

A

11.次 の極限値を求めよ.

0  0鳳  可 0鯉

④鯉 毎 善
型 o鳳 √(√ 一凍 )0鳳 /ノ

~2χ

0牌。γ O鳳乱
12. 次の極限値を求めよ.

(1)1甕 ②几 ∞SttКttn→

13.次 の極限値を求めよ.

0几←―:)i ②l罫1+が

0拠 arCtan←m→

B

7./(χ )は p,11で定義された連続関数とする.すべてのχ∈p,11について
,

0≦ ∫(χ)≦ 1であるならば∫(c)=Cと なるc∈ [0,1]が存在することを示せ.

8。
lχl<1の とき

arctan(νttχ +1)十 arctan(ντχ

が成り立つことを示せ.lχ l>1で はどうか.

9。 ηを2以上の自然数,∫ (χ )を 区間p,11

関数とする.こ のとき

_1)=二 arctanif`];与

で連続で,∫ (0)=∫ (1)を みたす

f (,il - f (.,. *)
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をみたすよう 内にあることを示せ .

Aの解答

110(1)1聖 ″2_3χ +2=lt

°)1曳 y3χ +1-1=l甕

=l魂二重要聖量

(1)+
を示し,中間値の定理を用いよ.

χ-2
=lim

(χ -2)(χ -1) あIめ

χ(73χ +1+1)

θ(χ )==∫ (χ)一 ノ
(1■ i)

・ g(I生房11)

(73χ +1-1)(y3χ +1+1)

=1甕
y3χ +1+1=:

tan νが一,<ν <,

＼

、

‐

‐

‐

‐

‐

‐

′

／

獲　　〓０

珂

　

鸞

　

θ

１０
」
　

「
こ
　

十

げ

ハ

痢

爆
／・ド‐‐卜‐‐＼

な

〓‐一【

0鯉 咄需 聖
=ll■

7が 多 轟 ≒ 耳

=:

④鯉三響≠=鯉器粧器=鯉

==百

(7π -1)(Oπ +1)

(Oπ -1){7π +7π +1}

νπ(νπ一νЪ-1)(折テ+y"-1)
νπ十凍

“

)よ雪%νπ(νπ一yχ _⇒ =ょ雪%

=lim一 二   1

“
→∞ 1+      2

o几C評 =鳳
sln"

“

)π雲。√ 1甕√。Ыn"=0

"

181 tt tanχ =hm∞ sχ・二_1
an χ  

“
■〉O     Sin“

12.

(1)ν =arctanχ く→χ=

であるから

(.FIU . fi'2 jrsf arctan r - 0

lim arCtan 
χ

=lim
“
→ 0    ■,      ν→0

ν =lim C°
Sν

=1
tan ν  ν→O Slnν

(2)ν =arCtan χとおくと lim arctan χ=■ となるから

lim cos(arctan″ )=littC° Sν =0

0)ν =Sm χとぉくと違Lshχ
=1よ り

li翠

ちi arctan(sin"):=二 :聖
arctaコ [ν =arctan l

π

一４
〓
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Ｂ

７
。
ズ

ズ

ズ

13。

θ(C)=0⇔ AC)=C
よつて∫(C)=Cと なるc∈ Ю,1]が存在する.

8。  tan(arctan(～ 4万χ+1)―+arctan(・ /りχ-1))= tD,r + 1 + \nr - I
1-(2χ2_1)

νり χ

1_χ 2

よりarctan(72χ +1)+arctan(v/2χ -1)=arctanff≒
≫

+ηπ・

η=2(χ )は lχl<1で整数値をとる連続関数だから定数 (中 間値の定理).

よってχ=oと してη=0。

また
“
>1の ときはχ→ ∞ としてη=1,χ <-1の ときはχ→ ―∞ とし

て 協=-1。

9・ θ(χ)==∫ (“ )一 ∫
(χ・ 1)と

おくとき, g(χ。)==0と なるχ。がもとめる

もの.

ズの十θ(1)一十θ(7)
=(∫ (0)― ∫

(1))―
卜

(∫ (1)―
∫
(1))+…

・

十‐
(ノ (里→テ

1)一 ノ(1))=0

だか呪 η個嗽 ズoJ(1)だ
17)∞

てがLま れま全て頌

ということはありえない. この「押の1つ ,例 え|ゴ θ
(1)が

0の ときはχO==:

ととれる. 2ゴ れも0で ないときは, 例え|ゴ θ
(1)と

θ
(1)(づ

<ノ )がず尋符号

とすると,中間値の定理より区間
(み 1)?中 にθ(χ。)=0と なる″0が存在

する。
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1.2 導関数

1。 2。1 微分可能性1導関数の定義1接線

定義 1.関数ノ(χ )について,次の極限

lim∫ (χ )一 ∫(α )

"‐

→α  χ ―― α

が存在するとき,この極限値をχ=α における∫(χ)の微分係数といい,∫
′
(α )

で表す.こ のとき,関数ノ(χ )は χ=α で微分可能であるという.

定義 2.区間∬の各点χで関数ν=∫ (")が微分可能であるとき,微分係数

ノ
′
(χ )を 区間∬上の関数と考えて,ノ (")の導関数という.関数∫(χ )の導関数

∫
′
(χ )を求めることをノ(χ )を χについて微分するという.導関数∫

′
(χ )は次

のようにも表わされる.

島,ν
′,勇∫(χ )

定理

定理

(1)

(2)

(3)

(4)

χ

　

ハ
ノ

し

に

一一

氏

Ъ

χ
　

　

χ

ρ
ｙ

　
　
／
１
マ

′

山
一洸７　　　　ｍ

理

に

９

０

解

“

定

可

可

ｒ

土そｔ
り
■

り

数

数

、りχ
　

ハ
リ

　
ハ
リ

　

χ

"

関

関

嵐

争

争

兵

Ｃ

，
　

ｆ
ノ

　

ｆ
Ｊ

■
．

２
。

Ｉ
く

ｉ

ｔ

／

ミ

)が微分可能ならば連続である.

),θ (χ )が微分可能であるとき,次の式が成 り立つ .

C∫
′
(χ )

)}′ =∫
′
(χ )土 g′

(χ )

}′ =∫
′
(χ )θ (χ )十 ∫(“ )θ

g′ (")∫ (χ )一 g(χ )ノ
′
(")

{ノ
P(χ

)}2

′
(")

(∫ (χ )≠ 0)

∫(χ )

(5){∫ (θ ("))}′ =∫
′
(g("))θ

′
(χ )

(6)ν =ノ (χ )の逆関数ν=ノ
~1(χ

)

勇∫
-1(χ)= ν

瞑
浄

つ
　
′／
１
ヽ
＼

発Ю
(7)ν =∫(")が "=9(ι ),ν =ψ (ι)で定まると

可能とする)

(1努
≠0)

≠6)

き (9(ι),ψ (ι)は ιで微分
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(6)勇 cos χ=
(7)湯 tan χ=
(8)携 arcSm χ

(9)勇 arccos χ

一 sln″

1

cos2 r

v俎 _"2
1

αχ arCtan 
χ=I

定理 4.関数ν=∫ (χ )

は曲線ν=∫ (χ )上の点

例 題 1。

次の関数の
"=

(1)∫ (χ)=

類題 .

で微分可能であるとき,

での接線の傾きを表 し,

=∫
′
(α )(χ 一α

)

(1の

71_χ 2

1

+χ 2

がχ=α

(%∫ 0))

ν一∫(α )

その微分係数 ∫
′
(α )

接線の方程式は

刺硼
　
則

で
　
　
動

０

　

　

　

く

知
　
②

微の

＞

＞

で
　
０
　
０

性 を調

χ

sln χ

０

　

０

べよ．
に
い

解答 (⇒ 魔鼻0    =魔 鼻Ol=1,魔量。    =魔 量0千 =― L

よって χ=oで 微分可能でない。

。)ん聟。    =ん聟。ん =
よって χ=oで微分可能である.

1,ん里。    =ん里。1=10

ん里0    =ん里。万=00

0,ん里。    =ん里。ん=0・

の
　
０
　
”

数

ｒ
ｊ
ヽ
ｋ

次の関 0

０

　

０

＜

一　

＞

χ
　
　
χ

よ

ノ

ノ

朴
能

′
性

(1)∫ (χ)=
(χ ≦

(χ >
∫(χ )

解答 (⇒ 魔鼻。    =魔鼻。
よって微分可能でない.

〓

ん

一
ん

。)んⅢ。    =ん聟。ん
999=

よって微分可能である.

例題 2。

次の関数の導関数を求めよ.

(1)10g2χ (2)χ"(3)arcsin αχ (4)

χ

yχ2+1
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略 Ob&χ =撃暑考よりo電2げ =

(2)ν =χ
χとお く0両辺の対数をとると

微分する :∠ =log χ+か :=1+10g".
法 と呼ぶ )

1

χ log 2

log ν=χ log".こ の両辺 を χ で

∴ν
′
="π (1+10g π)(対数微分

0け面司 生  よ先 larCSi聞げ =

0( )′

=(χ
2+1)一 号

yχ2+1_χ
2yχ2+1 χ2+1_χ 2

χ2+1

A

1。 次の関数を微分せ よ.

0多

一

ふ

②

血

6χ
ttICOSC"一

いπdnχ OY O写 (

。)c“

3(1の
cc~χ (11)Ctan“ (1動

(14)cosh χ  (15)tanh″  (16)arctan:

(181 arcdn√ (191 bglCOSχ 1 0の 1

2。 次の関数の導関数を求めよ.

０
　
　
・７

χ

　
　

　

　

　

　

ヽ
ノ

２

　

　

　

　

　

　

　

０

　

　

　

　

　

１

＞

0

1)―十tan

7)tan3"

α
b“

(α >

(α ≠0)

Og(tanh θ

(3)(χ
2+1)coS 2χ

1
arccos一

χ
7)

(1) (2) log(r * (3)

0:"′一ノ+′劉℃dnつ ぃの 0。2切“0が¨

(10)χ
士

3。 (1)χ =α COSt,ν =bsh tの とき,務 を求めよ。

Oχ =ギ
¥缶
認=fギ製のとと務を求めニ

4.(1)放物線 ν=χ
2の上の点 (α ,α

2)に おける接線の方程式を求めよ.

(2)放物線 ν=χ
2の上の任意の異なる2点の χ座標をα,β とする.こ

のとき,こ の2点 における接線の交点のχ座標は ■
春
」 で与えられることを

示せ.

(3)任意の放物線 ν=Aχ
2+Bχ

 tt θ (■ ≠0)に対しても(2)と 同様のこ

とがいえることを示せ.

5。

"=α
 cOSt,ν =b Sin tで表される曲線の t=ιOにおける接線の方程式を

χ2+3χ +

(13) sinh r

* logr
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求めよ.

B

こる

勧　　　　　　　る．　
　
　
べょ．

次

⇒

ズ

次

⇒

勾

ズ

⇒

勾

１

　

　

　

２

　

３

　

　

　

　

　

　

４

とを示し,ノ
′
(χ )を求めよ.

■ 0半 十
農

② 銑 弧 ロ ー
:血 Oル

ー 1)+戻
ご≒万

(3)((χ
2+1)coS 2χ

)′
=(χ

2+1)′
cOS 2χ +("2+1)(cOS 2χ )′ =2χ cos 2χ 一

2(χ
2+1)sin 2χ

(4)(χ c“
)′ =(χ +1)C“ よ り (χcπ sin χ

)′ =(χ Cχ
)′
Sin"十 χC“ (Sin χ)′ =C“ {(χ +

1)Sin χ+χ COS4

(χ )′
Sin χ   

“

cos χ 一 sin χ

(6)

(7)

(8)

(10)

(11)

(1の

(16)

(17)

(寧 )′

=堕畿押塗
12

r - 2rlogr

"^

1

1 - 2Iogr
χ
3

1

lχ lyχ
2_1

げげ=晰匂いげ=銑袖%肌
。ぽ

3ソ =々 ソ議 グ

(CC~ω )′ =Ce~"(C~χ )′ =一 CI:il“

(Ctan 
χ

)′ =Ctan“ (tan“ )′ =
cos2 χ

蘭耐χ ocoshz m血助的詰
(arCtani)′

E=:IJ「

i:万
百=

χ2
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(181 1arcSh√ソ=71_(√
)2(√

)′ =

0 00glC∝ ガ=轟いの′―協nχ

鰤alllhaly=蕊 詰   =詰
2.与えられた関数を νとおいて (3)は 両辺を2乗 し,(7)～ (9)は両辺の対数

をとって 空 を求める.

)=0  0劣 =

0劣 =発 (琴y=_

2\F-*z--LEF

2ννπ(1+νπ)2

の

扇

′―
―
く
ｌ

ｋ

の

　

　

　

〓

の

扇

　

の

扇

５

　

　

　

　

　

　

６

　

　

　

７

2(I - 2*')

71-4χ2(1_χ 2) 7(1-2χ
2)2(1_χ 2)

に_加2>の

に_加2<の

4χ

ｒ

ｉ

ｌ

ノ

ヽ

ｌ

ｌ

ｋ

v俎 _χ 2

2

(χ >0)

(χ <0)yl_χ 2

2χ

0劣 =ν
携。・

q要ノ十初 ギ +Ⅲ ば ノ十幼十jttf万
}

OF士
臨

(∞
SJ∝

"十
三
〕
二

) 
にの ク に ―bg→

3.(1)劣 ―争器 (2)劣 =
4。 (1)χ =α において ν

′
=2α .よ って,点 (α ,α

2)に
おける接線の方程式

は ν
_α2=2α

("一 α)..・ .ν =2α
"一

α
2.

(2)(1)よ りχ=β における接線の方程式はν=2βχ一β
2.ょ って,交点

一 (2χ
2 *'(1 - *')
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のχ座標は 2αχ一′ =2βχ―β
2を といて,χ =

(3)(2)と 同様 .

α+β

5。 弊=一αsh t,等 =b cOstよ り劣―祭翼導・よって,接線の方程式は
町b sin tO―出 し… じすなわち

r-acosto A-bsinto
-a sin fs b cos fs

Bの解答

10(1)Cπ
α
 χ“(10g χ+1)(2)χイχ“

~1{1+χ
10g χ+χ (10g χ)2}

2χ >0のとき∫′o=的 =■Fl
χ<0のとき/o=α―→3)′ ―:西―:凋。

れ聟。    =ん聟。が=0,

ん聖里。    =ん聖里メー|ん 13)=0。 よつて/o)=0。

開ちて
智 =: :i:

3。 (1)ノ
′
(χ)=21χ l(2)θ

′
(χ)=∫

′
(Sin χ)COS χ=2cosχ lSinχ l

ν=ノ (O  ν                    ν=ノ
′
(→   ν
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4。 (1)χ ≠0の とき

χ=0の ときlim

"→
0

f '(*) - 2rrin 1 - .o, Inr
f (*) - f (o)

"→
0

2χ sln l
χ

-0Jlr) /'(0) -0. rcT

∫
′
(χ )

０

　

　

０

≠

　

〓

”
　
　
　
χ

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

〓

1

χ

1
――COS一

χ

o)般乳2χ sm:=0であるが,理乳cOS:は存在しないから理乳/し)は存

在しない.したがって,∫
′
(χ)は χ=0で連続でない.

(注 :こ の∫(")は導関数が連続にならないような関数の例である.)
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1。 2。2 高次導関数1ラ イプニッツの公式

定義 3.関数ν=ノ (π)の導関数 ∫
′
(χ)の導関数をノ(″)の 2次導関数といい

ノ
〃

(χ)と 表す。関数 ノ
″

(χ)の導関数をノ(χ)の 3次導関数といいノ
″′

(χ)と 表

す.一般に,ノ (″)の 2-1次導関数の導関数を2次導関数といいノ(η )(χ
)と

言lλl:[t理[:ifl,お |ン濯
分可能であるとい)ノOo

π 次導関数の例

0#dnχ =dn(χ十等)←∞<χ <司

②#cOs χ=cOs(χ +等)←∞<χ <司

0#bgχ =←⇒η一ル~⇒!のの
ライプニッツ (Leibniz)の 公式

関数ノ(χ)と θ(χ )が 2回微分可能ならば
,

瀞品 gけ 嗣+I 如一

…+/1
ヽ
ｌ
‐
′
ノ
　
し

η
た
　
効

／
１

ヽ

、

貞

＼

、

‐

′

／

ノ
′
(χ )θ

(η
~1)(χ

)

)(χ
).

ここで

I
=η Cた = (0≦ た≦η,ただし o!=1)

例題 3。

数学的帰納法を用いて,ラ イプニッツの公式を証明せよ。

解答 (ノ g)′ =ノ
′
θ+ノθ

′よりη=1の ときは成立する.η =た のとき

(∫g)(ん )=た 60/(た )θ 十んθl∫
(た

~1)g′
十たC2∫ (た

~2)θ′′
+0…

+たθた_1∫
′
θ(た

~1)+た
θたノθ(ん )

が成立すると仮定する。この式の両辺を微分 し,等式 たCr_1+た (鋳 =た+16
を用いれば,証明すべき式が 2=ん +1の ときに成立することがわかる.
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A

(⇒ √0)χ
(1+→

°)宰≠得)Cα“
“

)χ Cπ

O島 い ∝"0前 0にの
(10)χ 10g"(η ≧2)

5。 次の関数の η次導関数を求めよ.

(1)sin3 χ (2)χ
3sin χ(2≧ 3) (3)χ 2cχ

6。 次の式を示せ .

o oη幅が→=dいχ+1+:一 +紛

②    
… 1

¨ 数L猟→=を I ρO猪く
(1)民ι(χ )=C~“ (Cκ ∫("))い

)を示せ.

6。 数学的帰納法を用いて,以下を示せ.

(1)∫ (χ )=Sin χの電次導関数は∫(η )(χ
)

(2)ノ (χ )=COS χの範次導関数はノ(燒 )(χ
)

(3)∫ (χ)=16g"の 2次導関数はノい)(")

7.次の関数の2次導関数を求めよ.

(2)二丼1(χ)=鳥 (χ)+几 (")を示せ

0t-c. n- kat3 7{D@)-,t"(

=\a; 
Eil t lL.ft u<, ftrc+r) 1r) \

=sin(χ十晉7r)である。

=cos(χ 十
;π)で

ある .

=(-1)2~1(2-1と でぁる.

χπ

B

■
２０

４〓

＼

―

′

ノ

π

た

一
２

＋χ

／
′
‐
ヽ
＼

ｎ

＼

、

‐

′

／

絶

　

た

／
ノ

ー

ー

ー

ヽ

＼

π

Σ

同

３ せ一不を
π

η

一／
一

＋χｎ

Aの解答

aO点→=鰯χ=Ⅲ+かり 成
　
　
の
　

　

一一　
　
ベ

で
　
　
こ
　

＼
―
ノ
　
す

証
　
ヽ
ＴＩ
ノ
ヽ
可
ノ
　
に
　
欲

　̈
た
卸２

ば
¶２
′

瀾
　
銘

「

↓

繊

せ

計
　
　
叶
　

励
　
一跡

χ
　
　
　
　
χ

Sin("+生モトlπ) 
を得る. よって

'数
学白勺

ての自然数 2で成 り立つ.(2)(3)も 同様に
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7。 (1)∫ (χ)=√;と おくと

/0=:χ弓
,

非ノ0=
(2)

/0-多χ・ ,ノし
生⇒けЧ   χ

)=←⇒2∵χ一号
,

~η+3   (2≧ 2)

(3)

#(詰鴇)=#(:一丁≒)

=←⇒

`井

―百島而}

#(牛イ)〒

#Cα
χ

=:α
η

cα"

１

　

２

　

３

一一
　

一一　

＞
一

ヽ

ノ

η

η

η

・

一』

「

＜

＜

(4)

“

)

(χ C“
)′ =(χ +1)Cχ ,(″ Cχ )〃

0胴 =島 颯
=け acχ「

…,非χCχ =し十OCχ

/0-:け →
-3,

/0=←→←講い→t… ,

2η
ノ00=← ⇒

π Ekl+χ
)一
響

(7)∫ (χ )=Cκ COS χとおけば

/(χ )=cχ (coS χ ― Sin χ)=の C“ COS(χ +1)

∫〃し)=ν5Cχ
{COS(χ

+1)― Sh(χ +1)}=(V5)2cχ cos

∫0し)=(ψ )η Cπ cos(χ +等
)

いn00=関h←十り +隔m(χ +写π
)

＼

―

′

／

計
一４

＋χ

／

′

‐

ヽ

＼

８

　

　

　

９

(α“)(η
)=α "(1。 gα

)π (10) (r log Q@)- (-1f (ry;='r)'
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Bの解答

5。 (1)

sln3"=:

#sin3 
χ

②みdnχ =

ニッツの公式から

(3)("2cπ )い
)

6。 (1)2=1の

(χ

η+1

(2)

しηbg00=Σ
た=0

(χ
3sin")(2)=(Sin 

χ)(η
)π 3

(Sin χ)(η

~1)(χ 3)′

3θ

ライプ

-3 cos 3"),

・・)}

であるから,

］

一一　
　
‰
　
　
０

げ

　

・３　
　
〓

瑚
ｓｉｎ３
■
９

”　　‐３ｓ　　　針

・ｍ
　

ｌ

一４

′／
１
＼

俸
　
一一　
　
Ｓｌｎ

♂“
　
　
π
　
ヽ
―
ノ

刊
　
　
ヽヽ
ｌ
ｌ
ノ
　
η
　
た

い
　
　
　
η　
た
　
／
ｆ
ｉ
ｌ
＼

電

＼

、

‐

′

ノ

η
　
　
ｌ

／

′

‐

‐

‐

ｌ

＼

十

ソ

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

と

χ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
っ。

資

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
す
　
　
　
　
　
　
！

・　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
・こ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
η
　
　
　
＼
ヽ
―
′
／

η　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
っ
　
　
　
　
　
　
　
か

　
‐

一湘

”
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ニユ

ｎ
　
　
　
　
＼
、
―
ノ
／
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ｈ
ソ

．Ｓ‐
　
　
　
　
　
π

成
　
　
　
　
　
　
十
　

　

十

〔一２
”／

１
＼

　
い丹

１
　
　
・

鋼
り
　
獅
口
暉

．

」

∵̈
叶
＝
＝　＝

―

ノ

斜
　

一．

　

　

　

ぃ
。

ぃ

。

一一
　

一二

一　

　

　

〓

μ
い
ｓｉｎ＜
¨
に
れ
飩
」

十
　
　
　
ノ

　
　
　
十

＋
　
　
Ч

は

　

、η

一一　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
Ｃ

　

多
ご

ｇ

一一　
　
」
こ
　
　
　
・
。

η

　

た

／
ノ

‐

‐

‐

ヽ

＼

- nllogr *

-n! logrl

(k + r)*r (-1)た
~1(た

-1)!

χ
た
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これと(1)よ

7.(1)ラ イプニッ

である.

(2)(1)よ り

鳥 (χ)=一 c~π (Cπ ∫(″ ))(η
)+C~π

(C"∫ (χ ))(η
+1)

=一鳥L(χ)+尋ι+1(χ )

(3)∫ (π)=Sin″ のときノ(た )(χ)=Sin だから
=ズ

χ)=
2号 sin← 十

:π)を
示せ ば よい .

η=1の とき,■し)=Лレ)+/し)=sh χ tt cosχ =ντdn(χ +1)・

またηで成立すれば,(2)よ り

島+1(χ)=鳥 (χ)十 島 (χ )

=2'(cos("十
:π)す

sin(χ 十
:π))

=2宇 dn(χ+写π
)。

すなわちη+1で も成立する.

ヽ

‐

′

ノ

π

た

一
２

＋”

／
′
‐
ヽ
＼



32 第 1章 1変数関数の微分

1。3 平均値の定理

定理 1(ロ ール (Rolle)の 定理).関数∫(")が区間 (α ,b)で微分可能であり,

区間 [α ,司 で連続であるとする.こ の関数が∫(α)=∫ (b)を満たしているなら

ば,∫
′
(C)=0と なるcが α<c<bの範囲に存在する.

定理 2(平均値の定理).関数∫(")が区間 (α ,b)で微分可能であり,区間b,司

縫 続であるな例∴ 点 の =  となる動 <c<bの 範囲に存

在する.

定理 3(コ ーシー (Cauchy)の平均値の定理
)。

二つの関数∫(χ),g(χ )が区間

(α ,b)で微分可能でありla,司 で連続であって,θ (χ)についてはθ(α)≠ θ(b)で

あり,区間(α ,b)で はノ
′
(χ )=0,g′ (")=0を同時に満たすχの値は存在しない

とする.こ のとき,g′ (c)≠

の範囲に存在する.

定理4(ド・ロピタル (de l'Hospital)の定理).(1)二つの関数∫(″ ),g(χ )が

αを内部に含む区間で微分可能であり,その区間のα以外の点ではg′
(χ )≠ 0で

あつ■ A→ =ズの=0輸 たしていると払 このとと 極限値鳳 帰

癖 在するな引∴ 鳳 粥
=丸

鰐
となる

(2)(1)は 1曳∫(χ)=土∞,1雪
Lg(χ)=土∞であるときにも成立する.ま た,

χ→ αではなくχ→ α±0,χ → 土∞ であるときにも成立する.

例題 1。

で連続であるとする.こ のとき,関

一∫(χ)に ロールの定理を適用して,

解答 関数θ(χ )は レ,司 で連続,(α ,b)で微分可能.ま た,g(α)=g(b)=0
である.よ って,ロ ールの定理よりθ

′
(c)=0を みたすc∈ (α ,b)が存在する.

これは,∫ (χ)についての平均値の定理に他ならない.

類題.関数∫(")と g(χ)は コーシーの平均値の定理の仮定を満たすとする.こ

の と き
,関 数

F(χ

)=(∫ (χ )一 ∫ (α ))(θ (b)一 θ (α ))一 (θ (χ )一 θ (α ))(∫ (b)一 ∫ (α ))

にロールの定理を適用して,コ ーシーの平均値の定理を示せ.

解答  F(α)=F(b)=0よ り,ロ ールの定理からF′ (c)=∫
′
(C)(g(b)一

g(α ))一 θ
′
(C)(∫ (b)一 ∫(α))=0を満たす c(α <C<b)が存在する.仮定より

θ(b)一 g(α )≠ 0・ もしg′ (c)=0な らば,上式より∫
′
(c)=0・ これは仮定に反

0かっ∠主主=∫
(b)一 ∫(1)と なるcが α<c<b

数ズの=  し一の十胴

∫(χ )についての平均値の定理を示せ.
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する.よ ってθ
′
(c)≠ 0,そ して主張を得る.

例題 2。

次の極限値を求めよ.

(1)1嶋 。)χ聟。″bgχ

解答  (1) 型だから, ド・ロピタルの定理より

０

一
〇

r. e2* - cos r
iTb ri" 3, -

(2) lim^rlog r- lim ry l* oo
\ / r-+*0 r-++0 ; OC

π聟。写 =π聟。

lim 2c2“
+sin χ

χ→,0  3 cos 3χ

型なので, ド・ロ

3

ピタルの定理 より

・

・
一

り

∞〓
♂

一ｄ

口

　

　

〓

ド・

♂

一′

=π彎卑メー→=0

例題 3。

次を示せ .

0鳳チ
logr 

-tra
=∞  (η は自然数)(2)lim 0(α は正の実数 )

解答

lim

及び

ピタルの定理より

鳳∫耳=几雨端満―…鳳

鳳 寧
=鳳

瀞
=几

を得る.すなわち,指数関数c"は χのどんな正巾よ

数関数 log χはχのどんな正巾よりも遅く増大する.

例題 4.

次の極限値を求めよ

(⇒ 恕ない ⇒議

解答  (1)ν =(χ + 1)bgα とおくと

lim

よって lim ν=c.

log(r + 1)
Iog g - lim

1

― ― =0
αχ

α

りも速 く増大 し,ま た,対

。)“騨。χ
π

χ

- Iim --o:\-- -'l- limr-+@ Iogr r--+oo r * L
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0)ν =χ
χとおくと,例題2よ り聟Obgν

=“聟。"bgχ =00

。・.lim〕 ν =1。
"―

→+(

類題.極 限値
慶鼻。(sin")運

市 を求めよ.

解答  0° 型の不定型である.対数をとる.

ν=(Sin χ)性
万とおき, ドeロ ピタルの定理を用いて

χ聟。bgν =“聟。bg"=“聟O shtt C°
Sχ =上

よつてπ彎畔。ν=a

A

1・ ∫(χ)=χ
3に対し,区間 (α ,b)=(0,3)で平均値の定理

点 の=  は C<り

を適用したときのcの値を求めよ.

2。 コーシーの平均値の定理

器洲 =器 はC<の

に対し,∫ (χ)=χ
3,g(χ

)="2と ぉぃた場合のcの値を求めよ.

3.レ ,司 で連続,(α,b)で微分可能であるが,レ ,切 では微分可能ではない関数

∫(χ)の例をあげよ.

4.次の極限値を求めよ.                     .

(1)l甕

=茅
警ヱ 。)1曳 ビ

与
三 鮨>0,b>の 6)1甕

01ギ鶏≠101甕
(∴

―:)0鳳χ∴Oπ聟。χ:

(8)JL嚢 L"(::―
一arctan χ

)

B

≠

　
の

α

　

正

”
／
ｋ

　

か

」

＼
、
‐
′
ノ
　
　
η

α

一

χ
　

α

Ｏ
　
　
・

‐ｉｍ一̈
１

　

２

・…+α角

き
，　
奸
瓦

・
　

＞
」
　

　

α

η
一
ω

ヽ
、
‐
′

ノ

を求めよ.
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3.平均値の定理を用いて

limノ′
(χ)=α ならば lim(∫ (χ +1)一 ∫(χ))=α

となることを証明せよ.

4。 0<α <1と する.平均値の定理を用いて

lim{(2+1)α 一ηα}

を求めよ.

5。 (1)あ る区間で定義された関数∫(χ)が リプシッツ (Lipschitz)の 条件をみ

たすとは,定数ν >0があって,区間のすべての点χ,ν に対して

げ(χ)一 ∫(ν )|≦ ν
lχ 一ν

l

が成り立つときにいう (ν をリプシッツ定数という).

∫(χ)が閉区間∬で微分可能で,かつノ
′
(χ)が fで連続ならば,∫ (χ)は リプ

シッツの条件をみたすことを示せ .

(2)   lsinχ 一Sinν l≦ lχ ―νl

を示せ .

6。 /(″ )=21og χ+1とする。

(1)∫ (α)=α となるαが3と 4の間

(2)αl=3,αη+1=∫ (αn)(η ≧1)ヤ

0<α ―αη<

が成 り立つことを示せ .

35

(-oo {r (oo,-N <A <oo)

Aの解答

1。 平均値の定理より

/1cl=∠聖)~∫0 ∫(3)一 ∫(堕 =)
b一 α

∫
′
(c)=3c2=9ょ り,c=圭ντ。しかし,α <c<b

a2 + ab + b2 f'(")2》瑠=郷 =
α+b 'g′ (C)~

から,c=桁 ◆

3c2   3

2c='C・

ゆえにc=

3.∫ (χ)=

2(α
2+αb+b2)

∫
′
(")=

であり,χ =α,bで は∫
′
(χ )

の定理は適用できる。

とおくと

α+b-2χ (a<r<b)
(b― χ)("一 α

)

3(α +b)

(b一 χ)(χ 一α
)

は存在 しない.こ のような関数に対 してもロール



3δ

4。

(1)

lim
"→

0

(2)

第 1章 1変数関数の微分

腕%生モ野
翌1は

:型
なので ド・ロピタルの定理 よ

≒ギ=l鳴等=:lttΨ =:

1甕
∠与三=l曳       =bg:

響 刊甕0)11お
χ~〔

(4)2回 ド・ロピタルの定理を使う.

r. sinr-re* r. cosr-e*-tre*
IIIII _ I.IIII
11=b    ″2 π→ 0

_"2

3χ271_χ2(71_χ2+1)  6

=lim
χ→0

-sinr-e'-e* -re'
2

=lim
“
→0

=lim

“
→0

2χ
=-1

(5)∞ 一∞ 型だから通分する.

1甕 (」t― :)=1電Ъ   =l曳

“
)1聖 幾 =l聖ぜ≒=-10よ

(7)針→ +0の とき
1log"→

一∞

1 - cosr
sinr * r cosr 2cos r - rsrnr

sln χ
=0

って lim χ#万 =c-1
χ→ 1

.・ .lim χ÷= lim c÷
bg“ =0

χ―→+O    κ→ +0

鳳

RAffiE
., n - "i" *.(- #)

1. lim r log.or 9r--+@ v r "--+A t" r-+oo -# u-+oo

!ca hm (cos 9)" - so - 1.
tt-+oo r

2. u_ (aT+ai+...+af,)* L*j< Lu\n/

=鳳寸 =鳳毒 =1(8) 〓χｎａａ一

π

一
２

χ‐ｉｍ
一

α

一
χ

ｎａα一 =0.

０

一
〇

型ゆえ, ド

l曳
bgν =21曳

ロピタルの定理を使って

10g(αI+α雰十 * af,) - logn

αT 10g αl+α雰10g α2+… °+α角10g αη
αT+α ,十 …・+α角

* Iog an : log(a taz' ' ' ar)

l咄
bgν =nl鳴

=log αl―+10g α2~十

1甕ν=α lα2~αη・
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3。 平均値の定理によって

=ル +⇒ 一胴 =陶 は %<χ +⇒

をみたす cπ が存在する.c"→ ∞ (χ → ∞)よ り

lim(∫
(″ +1)一 ∫("))=lim∫

′
(C“)=

4。 ∫(χ)="α とおくと,∫
′
(χ)=αχα

~1・
平均値の定理よ

みたすcがあって

(2+1)α -2α =α Cα
~1

よって 0<α <1だ か ら

α

りη<c<η +1を

漂雪L{(2+1)α ―ηα}=lim αcα
~1=0.

5。 (1)仮定より定数 ν >0があって

1/(χ )|≦ χ (χ ∈f).

χ,ν をIの任意の2点 とすると,平均値の定理より
"と

νの間の点cがあって

∫(χ )一 ∫(ν)=∫
′
(C)(χ ―ν).よ つて

げ(")一 バν)|=|∫
′
(C)|lχ ―νl≦ νl"一 νト

したがって

げ(χ)― ∫(ν )|≦ ν
lχ
一νl(χ ,ν ∈∬

)

となる.

(2)∫ (χ )=Sin χのとき,げ′
(χ )|=ICOSχ l≦ 1。 あとは(1)の 証明と同様.

a o Flzl=貞→―瀾まノo=:-1よ り0<χ <2勢加 χ>2で減

少.F(2)=log 4-1>0,慶
鼻OF(χ )=几 F(χ)=―∞ となるから方程式

∫(")="は 0<"<2で 1つ解をもち("=1),χ >2で 1つ解αをもつが,

F(3)=log 9-2>0,F(4)=log 16-3<0(c3>2.73>8+12× 0。 7>16)

により3<α <4である.

(2)αl<α2<…・<αη_1<α であるとすると,ノ (χ )は増加関数だから

αη_1=ノ (αη_2)<∫ (αぃ1)=αη<∫ (α)=α・

したがって,すべての2に対してαl<α2<…・<αη<α となる.

平均値の定理より

0<α ―αη=∫ (α )

ここで ノ(c)=:<岳

0<α ―αη<(α ―αl)

α一%<い 一%コ・
:,し

たが

α<4であるから0<α 一αη<
一η

御

つて

ａ
ｇ

一　

　

法
り

　

　

１

　

。

Ｌ

よ
　
い

可

・
２
「
∩
Ｗ
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1。4 テイラーの定理

定理 1(テイラー (Taylor)の定理
)。 関数 ∫(χ)が αを内部に含む区間でη

回微分可能であるとする.こ のとき,

胴=ズの十削χ―→+製し一が+Ψ。一が一
+し 刊祠+Ψし刊η

ここQ島0=Ψし刊ηを

1,c=α +θ ("― α
)・

よつて,剰余項

を満たす cが αと
"の

間に存在する.

剰余項と呼ぶ.

定理 1で θ=C~α とおくと,0<θ <r-a

R*(*) lJ R.(r) - し一→η凛せゃ。

定理 2.関数∫(χ)が 0を 内部に含む区間でη回微分可能とする.こ のとき

貞→ =ズの十六のχttΨ み …+1等毛ギ古学
/4十 二

P/
をみたすθが0と 1の 間に存在する.

テイラー展開.関 数∫(χ )が αを内部に含む区間で無限回微分可能であると

する.こ のとき,テ イラーの定理の剰余項 Rη (“ )が lim Rη (χ)=0と なるな

ら|ゴ , ∫(χ)を

胴 =胴 +畑
"一 の 十

禦
し ― げ 十

押
し 一 が 一

十二
勢

旦
し刊 写 …

と無限級数の和として表すことができる.こ の右辺の無限級数を関数∫(χ)の

“
=α のまわりのテイラー展開もしくはテイラー級数と呼ぶ。

“
=α +ん とお

いて,次の形もよく用いる.

ズα+0=胴 十六 のん十
禦

作 …+」
Ψ

件 …

マクローリン展開.χ =0の まわりのテイラー展開のことをマクローリン

(Maclaurin)展開といい
,

ズ→=ズの十六の"十 禦ノ十二増∫≧み…+」Ψれ…
という形式になる.マクローリン展開には次のようなものがある.



例題 1.

∫
〃が連続であると

lim
ん→0

となることを示せ .

*(o - 1) (a - k + t)

き,

∫(″ 十ん)-2∫ (χ )+∫ (χ 一ん
)

1.4 テイラーの定理

(-1<χ <1)

(―∞ <χ <∞ )

(一∞ <χ <∞ )

(―∞ <χ <∞ )

(-1<χ ≦ 1)

(-1≦ χ≦ 1)

(-1≦ "≦
1)

(-1<χ <1)

39

一一　
　
　
〓

・一】　♂

＋

　

　

＋
　
　
　
一　

　

　

一　

　

　

一　
　
　
＋
　
　
　
一　
　
　
　
＋

１

ｌ

χ

ｌ

”

χ

”

１

χ tt χ
2+χ3+… ◆十

"η
+…・

χ
2  

χ
3       

χ
η

χ+丁 +丁 +…・+万 +… °

子+手 一・
‐r Ⅲ…

手十子一+←⇒π島一

千+乎 +… +(-1)η
~1等 +…

1_31 3_51   1・ 3… …・(2鶴 -1)_2π +1

6χ

°+石 χ
J+0… + 

鶴!2m(2鶴 +1)χ
4″ιT・ +…

等+誓― プ#Ⅲ…

1斜 : +1"・

sln χ =

COS"=

10g(1+χ )=

arcsln″ =

arctan χ=

(1+χ )α =

ただ し

た!

〓

ヽ

―

―

ノ

α

　

７κ

／

ノ

ｆ

ｌ

ｌ

ｌ

ヽ

＼

=∫
′′
(")

ん2

解答  テイラーの定理により

∫("+ん)=∫(")+げ
′
(χ)+

∫(χ 一ん)=∫ (χ)一 げ
′
(χ)+

であるから

∫("+ん)-2∫ (χ)+∫ (χ 一ん)=

∫
〃
(")が連続なので

写ル+ぬoo<ぬ

クし一め00<め

<1)

<1)

写ノい・0+ルーの場

∫(χ +ん)-2∫ (")+∫ (χ ―ん
)

lim
ん→0

=lim
ん→0ん2

∫
′′
("十 θlん)+∫

′′
(χ ―θ2ん )

=∫
′′

(χ )
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例題 2。

0♂ =1+χ +手 +手 +手一 ←∞<″ <司 観い■次
の式が成 り立つことを示せ .

じ= =1+手 +手一cosh 6

C“ ― C~χ      χ3  χ5

Sinh χ=  2  =χ 十
丁

+百 +…・

②∞協=1-手 +手―
…

χ=χ―手十手
χ=0の近 くで次の式が成 り立つことを示せ .

χ
3

tan χ=χ +丁 +…・

(3)(1)を用いて,χ =0の近 くで次の式が成 り立つことを示せ .

帥χ=χ―手Ⅲ…

略 0「
π
=1-χ 十

手
一

手
+手

一
l―m<χ <司 だ か ら

(-oo 1r <oo)

(-oc 1r <m)

を用 いて

cosh r -

sinh r -

(2) tan r - !t"g fafi'b
cos r

=1+手 +子―
χ
3  

χ
5

=χ +丁 十
百

+… 0。

χ
3

χ+丁 +…・

χ
3   

χ
5

"一 τ
十

面
― … 。

χ
3   

χ
5

χ+T+面 +… °

χ3  χ5

"十 丁
十

瓦
+… 0

"3  
χ
5

~丁 ~面 +… °

Cθ
θ―十 C aじ

2

C“ 一―C~χ

1-
ノ

丁

χ
4

+夏 ― …・

より

(3)
- sinh r

tanh r - cosh r

χ3  χ5

χ~丁 +夏 ~…・

丁
~面 +° …

χ
3

tan χ =″ +丁 +… °・

だから

χ
3

“

~丁 +…・

1+手十勇一
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よ り

励χ=χ一千一

A

1。 次の関数をマクローリン展開せよ.

0島 ②σく登Ob鼻一初④
2。 次の関数をマクローリン展開し,0でない係数の項を少 くとも4項は示せ .

0〆 ②

3。 c"に テイラーの定理 (剰余項 R3)を 適用 して,c°
・°1の近似値を小数第 6

位まで求めよ.

4。 ∫(χ)="2_χ cγ +Sin χ,g(χ)=χ 一arctan χとする.こ のとき

(1)“ =0の近くで∫(χ),g(“ )をマクローリン展開せよ.

②l甕器をoを用いて求め二

1。 cos χにテイラーの定理 (剰余項 R5)を 適用 して,cos O.1の近似値を求め

よ.誤差も評価せよ.

2。 cπ にテイラーの定理 (剰余項 R4)を適用 して,√ の近似値を求めよ.誤

差も評価せよ.

3.次の間に答えよ.

(1)貞")=:を
χ≡2の まわりでテイラー展開せよ.

0∴ ②χ一b鼻 +→ 0メーdn」螂+→

6.区 間 (α ,b)で ノ
〃

(χ)>0,す なわち曲線ν=∫ (χ )は下に凸であると仮定す

る.次の不等式を示せ.

(1)∫ (Plχl+P2"2)≦ Pl∫ (χ l)+P2∫ (χ 2)(χ 1/2∈ (α,b),Pl+P2=1,Pl,P2≧ 0)

B

る

　

・

き

　

る

で
　
す

開
一　
と

２

　

　

　

　

　

３

　

　

・

／ｔ

　

　

　

／ｔ

　

４

ント比=讐い,η は自物 と仮定し
テイラーの定理より

叫争十1 +縛 呪
可辺に電!を かけてみよ.2<c<3に 注意 .

5。 χ=0の近 くで次の関数をマクローリン展開せよ.
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(2)∫ (Plχl+… 。十Pηχη)≦ Pl∫ (χl)+… 0+Pηノ(ππ)

(χ l,χ 2,・ …,“η∈ (α,b),Pl+P2+… °十Pη =1,Pl,P2,・ …,Pη ≧ 0)

0∫ (  )≦
(χ l,χ 2,°

°°
,χη∈ (α ,b),α l,α2,… °

,αη≧ 0)

(イ ェンセン (Jensen)の 不等式 )

(4)イ ェンセンの不等式を用いること

χl+…・+χη

η

を示せ .

l: J V) , frr, fr2, , frn > 0 l,:lf L,

■0島 =:← +9‐ =:一 多+壬 一十←⇒た井+…

②み  →十ギ … 甲 Ⅲ…

=1-助 +平一+←げ平一
(3)log(1-2χ)=log{1+(-2π )}

≪-2zl― 嘴牟ギ ー・l― ll日早 一
=―が一子が一一等が一

(4)χ
2=ι とぉぃて (1-t)~1/2を展開すると2項展開式から

都 →
4″

・・

一一　
　
　
　
〓

同十 ＋一

ヽ

ｌ

‐

′

ノ

ー

一
２

た

／

１

‐

ｌ

＼

＋

)+  ←が一

-1)。 ・ 。

(―

―

;一
た 11)(

一ι
)た +・ …

た!

=1+

2。

(1)ctの マ クロー

:メ
+赫み …+ ノた_。

リン展 開は

ct=1+ι +:ι2 +÷′+…十
:ι

3+
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よって ι=一χ2に代入すると

「
′=1-ノ十≫4_計6Ⅲ…+甲ノπⅢ…

121

1+″ _χ3_χ4+χ6+…
.

1- r+r2 )1

1- r+12
*-12

r-12+13

-13

-13*ra-15
_“4+χ 5

_χ4+π5_χ 6

"6

より 1_″ 十χ2=1+"~"3_“
4+χ6+… 。を得る.

=1+に め+o一め2+0_が_
とすることや

1=(1-π tt χ
2)(α

。+α lχ +α2"2+… 。
)

から漸化式を出すこともできるが,現実には割 り算で十分であろう.

3.テ イラーの定理 より

Cπ =1+χ 十
手

+liCθχ
(0<θ <1)

となるθが存在する.ゆ えに

′m一叫 Ψ 十鰐騨田①<θ <⇒

ところで 1<cO・°lθ <c<3よ り

< c° ・°la<

ゆえに 1。01005016<c°・°1<1。0100505か ら c°
・°1の 小数第 6位 までは

1。010050である.

4。 (1)

胴=ノーχ←"+手 +手 +子一)+χ
一手+手一

=(一
:i― :キ)"3_iχ

4+(―
li+よ )″

5+…
.

=_:χ3_ま
χ
4_妾

χ
5+… 。
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g(χ)=χ 一

(2)

Bの解答

1。 cos χ =1-

こ こで
,

1整島妾霧
=ll端

=ンー
:メ

+…

_:"3_まχ4_争χ5+… .

:"3_:χ
5+… .

―:― まχ―会χ
2+… 。

＼

ｌ

ｌ

ノ
一

が
丁

＋
ノ
丁一χ

／
′
‐
ヽ
＼

:_:χ
2+… 。

=-2

=8.3× lo-8<1× 10~7

=lim
"→

0

＼

―

′

ノ

リ

　

ー

一
１０

よ

　

／

１

＼

刷　^端丁

＜

　

４
　

．

①

　

ヽ

ノ

ー

一
１０

≠

　

／

ｋ

ｌ

一４

　
１

一２

＋
　
　
　

．

１
切２
　
　
・〓

cos O。

＼

ｌ

′

ノ

ー

一
１０

／

１

１

＼

１

一
５‐

剰余項は

―型
・

金
(1,)51≦

と評価で きる .

よって cos O。 1を o.99500416と 近似すれば誤差 εは ε<1× 10~7でぁる。

2.

・２
　

　

る

・０
　

　

あ

×
　
　

で

＜
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
＜
　
　
ｒ

。
（く
υ
　
　
　
　
　
　
　
．
‐
ム

ハ＝口””〉

Ｒ
）
　

　

　

×

ヽ

―

＞

―

ノ

＜
　
　
　
　
　
・３
　
　

　
　

　
　

２０

　

　

１
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
．

。

　

　

　

４５８

　

り

　

　

０５

　

＜

　

　

・
　

　

　

　

一

６

ょ

。
Ｏ

ε

る

　

＋

及
　
１
一４‐
　
潤

３
　
　
　
＜
　

　

と

　

　

　

一一　
　
　
＜
　
　
　
＋

一
洲則
は
．一叩
薦
　
一

が「
喘　轟

ノ
ー

＋
％
ド

て．。
咋
劉
げ

塊

．

ト

蔦

．
崚
げ

脚

　

裏

♂
い
　
ぃ
ギ

脚

２〓
ｄ
＞〓

↑　
日
日
　
ル

・
１
一・２
　
　
　
■
・２
　
圏
　
つて　
　
＞

χ
　

　

　

　

　

　

χ
　

　

　

　

　

　

ょ

　

３
。
　

に
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2   22:-4ズχ-2)+典 (χ -2)2夕(χ -2)2-… +(-1)ηデ岩lr. _ 2)'+ "'
(2)a" -ra J q a"(o) -0. a"'-ar*a' j ry a"'(0) - 1.a@) -2a'**a"

r q a@) (o) - z.

L--*2 (

ν=刺十真のχ+響ノ+Tが十Ψみ…
1 4+…

。
1"3+両

χl+χ +τ

2みσ

 手+.)
Cκ

~π  = (           

χ
3F2

計+丁 十
/      

θ
=(1+χ 十 可

ょって χ4の項までは

1+χ +(li-1)χ 2+(_1.iま
)χ

3+(嘉

=1+χ ―

:χ

2_:χ 3+尭
χ
4

(3)

＼

ｌ

ｌ

ノ

＋
♂
丁一

♂
丁

＋χ一

／

ｆ

ｌ

＼

χ

＼

ヽ

―

ノ

／

１

一覆
＋

１

一２一

鶴
一
η

〓
４ (m,2は 自然数)と 仮定する.テ イラーの定理より

‐   Od切
χ=1と して

争+ト
dを 両捉堅にかけると

dと =d tt d+霧 一十1+語。
仮定より左辺は自然数となるから,η +1も

自然数 .

1≦ 絲 <轟 <轟
よつて η+1<3よ りη=1, したがって c=m(自 然数)と なり2<c<3

に矛盾 .

5。 (1)

t=4+χ +ノ +が +み→
=χ +χ2+χ3+χ4+χ 5+…

.
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121

4δ

r-log(r*r)

(2)に おいて,Pた

∫(χ)=-10g"は
=α2=… °=αη=1と おけば ,

これより主張を得る.

- 
0"k (b

at*"'*an \

(0, *) ('Tl,:&.

+… 0

=1,2,… 0,2)と おけばよい・

イェンセンの不等式で

Iogrr*...+Iogrn

＼

ｌ

ｌ

ノ
一

♂

一５
＋

≠
Ｔ

ノ

一３

が

一５

ノ

一２

／
崎

針　　が
一３

＜

　
　
・

針　　夕
一２

一一　

　

　

〓

理

〓

正

Ｏ
ｏ

・１，

〓．

ヽ

ｏｏ
ｌ

ノ
生
４
　
　
　
　
ｏ平
た
「

⇒

　

，
し

＜

リ
　
ル

６
．
ょ

■

か

　

盤

で

０

は

Ｑ

-10g(皇
+均

tl三
堕生

)≦
_
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1。5 微分法の応用

関数の増減

定理 1。 関数∫(χ)を レ,司 で連続,(α,b)で微分可能とする.こ のとき,

すべてのχ∈(α ,b)に対してノ
′
(χ)>0な らば∫(α)<∫ (b)であり,

すべての
"∈ (α ,b)に対してノ

′
(χ)<0な らば∫(α)>∫ (b)である.

関数の極値

ε>0を十分小さな正の定数とする.関数∫(χ )が区間 (α ―ε,α +ε)の α

と異なるすべての点 χに対 して

ノ(χ)<∫ (α )

のとき,∫ (χ )は χ=α で極大になるといい,ノ (α)を極大値という.ま た

ノ(κ)>∫ (α )

のときノ(χ)は χ=α で極小になるといい,ノ (α)を極小値という.極大値と

極小値を合わせて極値という.

定理 2。 区間fで ノ(χ)が微分可能であるとき,I上の極値を与える点αにお

いて∫
′
(α)=0が成り立つ.

曲線の凹凸

曲線上のどの2点 を結んだ線分もこの曲線に交わることなく,常に曲線の上

にある場合,こ の曲線は下に凸であるといい,線分が曲線の下にある場合,上

に凸であるという.ま た,下 に凸と上に凸が入れ換わる点を変曲点という。

下に凸

定理 3。 関数ノ(χ)が区間∬で微分可能で,I上で接線がすべて曲線ν=∫ (χ )

の下にある場合,曲線ν=∫ (χ )は下に凸であり,接線がすべて上にある場合

は曲線ν=∫ (“)は上に凸である.

下に凸

47

定理 4。 関数∫(χ )が区間∬で2回微分可能とする。」上のすべての点で
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∫
′′

(χ)>0
/′

′
(")<0

ときIで 曲線 ν=

ときIで 曲線 ν=

∫(χ )は下に凸であり,

ノ(χ )は上に凸である.

である

である

例題

関数 ν=cπ
3に

ついて次の間に答えよ
:

示せ .

(3)閉区間 ∬上で ν=cπ
3と

ν=1の グラフを同一平面上に描け.

角翠宅罫 (1)ν
′
=3"2cχ

3,ν′′
=3χ(2+3χ

3)c"3ょ り

一一　

　

　

を

１一３
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
坊件

ヽ

―

ノ

　

　

そ

２

一
３

　

　

ゴ

／

１

＼

　

　

―ら

し
，
　

　

な

が　　　減
カ

ナ
．
　

　

値

稽
　
　
剥

臓　　最大値，

るけ

　

　

値

お

　

　

極

夕
」

ｌ
Ｊ
　

　

　

占
い

・２，．　
　
効

日
である．中

間

　

・

間

区

　

一　

区

閉

　

５８

閉

３７

０

い̈
②

(一 (:)告

て最大値 c

表より

(2)変 曲点は

た χ=1に おい

(3)(1)の増減

→硼“=現い御鼈こ
をとる.極値はない .

点 Aの ν座標は最小値 c~8=0。 0003350… であり,

れより小さい値をとる.す なわち,グ ラフは急速に ″

B,Cは 変曲点.点 Cにおけるグラフの接線は ν=1.

えば tan χとχ3の原点における傾 きの違いのように,

意識すべきである。点 Dの ν座標は最大値 cであり,

につれ ν=cπ
3の

値は急速に増大 していく。 (例 えば,

χ<-2に おいてはこ

軸に近づいてい く.点

手描 きにおいても,例

下図 (1)と (2)の 差は

χが 1よ り大 きくなる

χ=2に おいてもすで

"
-2

＼

ｌ

ｌ

ノ

２

一
３

／

１

１

＼
一 0

ν
′

+ 十 + + 0 + +

ν + 十 0 0 十 十

ν e-8 ノ c 3 ″ ノ

―
(モF
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にc23=2980。 957・ … である!)

例題 2.

関数∫(χ )=C~分 (χ ≠0)について

(1)ノ
′
(χ ),ノ

′′
(χ)を求めよ.

(2)∫
′′

(χ)=0と なるχを求めよ.

(3)ν =/(χ)の グラフを描け.

解答

(1)∫
′
(χ)=

ノ
′′

(χ)=

例題 3.

(― l)′
C― ÷=二 C一 分

(11)′
C一分‐十j」

(c~券 )′

2   1    1   1
-FC~万 十

Fc~万
1-2χ  l

χ
4  C 

α・

１

一２
　
　
　
占
〔
　

」́

２

　

　

３

曲業泉ν=χ arCtani("≠ 0)C)湘既升多をおコナ.

解答  ズ")=χ
 arctan:と おく・ ノ(一χ)=ノ (χ)だからχ>oで jな えれ|ゴ よ
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いが

l鶴ル )=0,脇Lル)=1

また /(χ )=arctanittχ「「三「ラ:(~」
:)E=jtritani_

/0-島一占晰声て+の 2

によりχ彎畔。/′し)=',∫〃し)<0
以上か ら

ν=ノ (→

例題 4。

曲線 ν
2=χ2+χ 3の

概形を描け.

1+χ 2

ν"~ν
χ l カク~χν~  

ヵ2  ヵ
~  

ヵ3

ν=~丁 ″

解答

αν

αχ

χ=ι
2

α2ν

αχ2

より

山

一洗

仇

　

ノ
／
／

一　

・ν
一カ

メ

　
α

一洸

一一　

　

〓

刃
　
・ν
一カ

・
ｌ
　
α

一山

と

　

　

　

，

　

＞

』
．一Ｚ
．嶋″

χ
　

３

一
２

３

一
２

一̈　・ν一一一カ
百∃副然
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A

２

　

３

　

４

1.不集1式
蔦

<arctan χ<χ (χ >0)を示せ .

関数 ノ(χ)=
3"■ 4π =二 5π

不等式

(ニモト
1)"+1≦ χ"

を示せ .

5。 次の曲線の
霧:を

ιの関数 として求め
,

(1)χ =α COSt,ν =b sin t(α,b>0)

(2)"=α cOS3 t,ν =α Sin3 t(α >0)

(3)χ =α (ι
一Sin t),ν =α(1-COS t)(α

6。 関数ν=∫ (")=χ 2+1の増減及びグラ

か け .

7.次の関数のグラフの概形をかけ .

(1)ν =C~歩 (χ ≠0) (2)ν =arCSin(χ
3+1) (3)ν

=sin3 χ

1。 p,珂 で定義された連続関数列{九 (″ )}に対し

・亀=♂壕LI九 (″ )|

とおく。九(χ)を

∫バχ)=χ
η
(1-χ)      ………

九(χ)=22″
η
(1_χ)2      .… ….

九0=    
―

としたとき, lim A亀 =oと なるのはどれか.

2。 αl=の ,αη+1=/メ
η

(2≧ 1)と 定義した数列{αη}について

(1){αη}は単調増加であることを示せ.

(2){αη}は上に有界であること (あ る定数νがあって全ての2について

αη≦νが成り立つこと)を示せ.

(3)limfη を求めよ.

3.次の曲線の概形を描け.

(1)ν
2=χ

ν+χ3  (2)ν3=χ 2+χ3  (3)ν3=χ 2ν
+χ 4

(4)ν
4_″ 2ν

+χ
4=0  (5)ν 4_“ 2ν

+χ3=0

yχ2+″3の極値をもとめよ。

の実数解は χ=2のみであることを示せ。

(χ >0)

曲線の凹凸を求めよ.

>0)

フの凹凸を調べ,グ ラフの概形を

B

①

②

③
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間

　

　

が

る＞
．

涯

　

れ

せょ
。

あ
　
ヵ

　

　

ま
　
一不

知
町
中
助
剛

４
．

　

ｐ

　

　

閉

Aの解答

1・ ∫(")=χ ―arCtan χとおけば∫
′
(χ)=1-

∫(χ)は単調増加だから">0の とき∫(")

(χ >0)・

χ(2+3χ )

21"lyl+χ

=岳 >Щ
"≠け

=0。 。・.arctan χ <χ
1+χ 2

>∫ (0)

ズ→=凛ね鰯一
Tギ≒フと瀾知・'θく→=

1_χ 2

L*12 (1+*')'

>Щχ≠け ズ→ 畔 調増加だからχ>0の ときズ→ >

痢=Q∴ 島 <凛ね
…

>け

2.χ 2+χ3="2(1+")≧ 0よ りχ≧-1が定義域.∫
′
(")=

2χ +3χ 2

2yχ2+χ 3

χ=-1,0で

は/し)は存在しないtJ讐降0/し)=∞ ,"里0/し)=土⇒ハχ=0の
前後で∫

′
(χ)の符号が変わる.

より/(")=0と なるのはχ=一 :の
ときに限る.

"
-1

２

一
３一 0

ノ
′
(χ ) 十 0 十

∫(χ )
0 / 極大 ＼ 極小 /

したがつて,χ ― :で
極大値

雀年
メ =0で極小値 0を とる。頃 一⇒ =0

だがこれは極小値とはいわない (最小値ではある).極値の定義をみよ.)

3。 ノ(χ )==(:)“・ (:)χ
-1と おくと

/0=(:)"bg:十
(1)χ

 bg:<Q几 ∫0-Lπニヴ 0=“

Я[3雀:りてら見「

の定理より方程式 ∫(χ)=0は実数解をただ一つもち,そ

生  J∝χ≧け⇒bg守 いの
を示せばよいが,
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F(r) - rlogr - (r+ 1) log + (, > 0)

とおくと
,

F′
(χ )=10g χ-10g

であるから F(χ )は下に凸である.

従って F′ (χ)=0を 満たす χ=

5。 o 弊一α dnち 弊
より

α2ν  ヵク_鸞ク
α
"2     

ヵ3

22π <ι <(22+1)π

l)π <t<22π のとき

弊=-3α cos2ι dnt,

1で最小値 F(1)=0を とるから,F(χ )≧ 0

χ+1
2  '

F′
′
(χ )

1

χ+1>0
一

１

一
χ

〓

=一 α  COSち

解

=b COSち
弊

―
bdnt

ab stn2 t + ab cos2 t b

=3α dn2tcosち 弊

_α 3sin3 ι

のとき

“

努
<0よ り

- 3a(2 cos2 / sin / - sin3 t) I v)

r!) -ia 1

*t

,2nr * ι<(22+1)π

α2sin3 ι

上に凸 ,
よって

,

(2η ―

(2)

αν

αι

ゆえに,

α2ν

αχ2

2ntr<t<2nr*
t).

at3ry>0ItlTl,:&.'--tO
O,tr'

＜
π

一
〇
４

π

一
０
∠

π

一
２

π

一
２

のとき
子努

<0よ り上に凸.

0弊 〒《1-COSの ,弁 =α dnち
害

=α dnち
弊

=α cOst

より
α2ν   ヵク_"ク

αχ2     ヵ3

ゆえ.に , ι≠ 2ηπの とき
鼎

<0よ り

6。

点→=  二

であるから,ノ
′
(χ)=0と なるものはχ=± 1である.ま たπttLノ (χ )

κttL∫
′
(χ )=0。

ゆえに,∫ (χ )の増減表はつぎのようになる.

(22-1)π <ι <(22-1)π + ,(22-1)7r十 <ι <22π

1

α(1-COSt)2

曲線 はつねに上 に凸 .



χ -1

∫
′
(χ )

0 十 0

∫(χ ) ＼ 極小 / 極大 ＼
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-2χ (χ
2+1)2_(1_χ 2)4(“ 2+1)“

2″ (χ -73)(χ +73)
さらに

∫
′′

(χ)=

であるから

がって

(χ
2+1)4

,∫
′′

(χ)=0と なるのはχ=―桁 ,

(χ
2+1)3

χ=0,"=、4である.した

カよゴれぇゝ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
占
¨

考
　
　
　
　
　
　
　
　
　
山

で

変

０

カ

＞

　

　

・

χ

　

ｌ

　

　

　

　

　

Ｏ
。

ヽ

‐

‐

ノ

おり
　　　一一　　　　　一つ
　
　
　
一一　　　　　３両

か
　

の

　

か
・　

＞

　

　

ｃ

だ
ズ

の
ル

‘

胴　‐ｉｍ一　い　〓‐ｉｍ一　／｛Ｔ＼

一一
　

０

，

　

０

周
け
ゆ

一おく。　ｌｉｍ［　一より，　　χ　　ｃ
＼

―

′

／

二載　　　　　　・７　　　　　　　　・３

Ｆ　　　２７・　　一年″

貞

　

　

　

０

　

　

　

一一
　

り

⇒

　

　

　

∫

　

　

　

＞

　

ょ

７。＜　
　
　
量
　
　
　
ル
　
児

χ -0億 0 桁

ノ
′′

(χ )
0 十 0 0 +

∫(χ ) ヽ
桁
4 ∪ 0 ∩

桁
Ｔ

Ч

ν=ノ (0
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(2)定 義域は,-1

′        3χ
2

<13+1

- 
3r2

y_χ 3(2+χ 3)

<0よ り上に凸.

朽 <χ <o。

72+“3>0よ り単調増加.ν =

ν
〃
=

v仁
_(χ3+1)2

3(χ
3_1)

西 y(2+"3)3

χ 一やつ 0

ν
′

+ 0

ν

7T

2 ′
π

一
２

ノ=訥m2m鰯 よリノ=0となるのはχ=QttЪ :Ъ
幼0

ν
′′
=6 sin χ cos2 χ_3 sin3"=3 sin χ(2-3 sin2 χ)ょ り

ν
′′=0と なるのは sin κ=0である″=0,π ,2π と2-3 sin2 χ=0,

つまりsin"=土 ∠二となるχ.

下図より0<α <,で Sin α=ヱニとするとχ=%π一α,7「 +α ,2π 一α.

3

π+α ttπ 2π 一α

χ 0 α

π

一
０
∠

π 一 α π

ν
′

0 十 + 十 0 0

ν
〃

0 + 0 0 + 0

ν 0 ノ :ν
て′ ヽ :ν

てヽ 0

7r+α
3
―π

2
27T一 α 2π

0 + + + 0

0 + 十 + 0 0

ヽ 一
:ν

て ヽ -1 ジ 一
:ν

て ′ 0



5δ 第 1章 1変数関数の微分

Bの解答

1。 ①

よ り

f.("):nrn-r- @rr)*n

Mr:fi(#)
('*:)"

②

よ り

③

月賓χ)=22{ηχη-1(1-χ )2_2χ
協
(1-χ )}

=22χ
η-1(1-χ

){2(1-″ )-2χ }

A42=九
(ん )

4
~(1+i)2

227χ 2

(1+24χ
2)2

(島 )η
→

夕  (2→
∞ )

=23(1+24χ 2)2元(χ)=
23

1+η4χ 2

より

A4L=九
(嘉)=;→

∞ (2→ ∞
)

以上から ① .

2.(1)(i)α l=純i=Vり
1<詭ψ

=α 2

(ii)αη_1<αηが成り立つとすると,αη=/メ
η~1<、

わ
απ

=αη+1

よりαη<α 2+1。

(i)(ii)よ り数学的帰納法によって {αη}は単調増加.

(2)(i)α l=√ i<2

(ii)απ_1<2が 成 り立 つ とす る と αη =/メ
π~1<、

ん
2=2よ

り

αη<2。

(i)(ii)よ り数学的帰納法によって{αη}は上に有界.

(3)(1)(2)よ りα=lim)αηが存在する.漸化式よりα=7メ が成平す

るので両辺の対数をとると l堅旦 =墜髪 が成立する.

胴=字 とおけば/0=上モ募|三 でノ0=0となるのは
"=cの

ときのみ.ま たπli母 0/(χ)=一∞,χttT=∫ (χ)=0(ド・ロピタルの
定理を用いる)なのでグラフの概形は増減表



よ り得る.

∫し)=l電子
となる

"は
χ=2,4の みであることがわかるが,αη<2

り lim αη=α ≦2であるからα=2。

(1)χ =ι
2_t, 

ν=ι
3_ι2と ぉく.

劣=:=li[三詳=:ι 一
:一 石爾讐可

α2ν   ヵク_鸞ク
αχ2     ヵ3

α2ν

αχ2

(3)χ =ι
3_ι

, ν=ι
4_ι2と ぉく.

力=3ι
2_1, 

ク=4ι
3_2ι

α

4ι
3_2ι  α2ν   αt

αχ2

(:― :升 )//(―      )=二 :

1.5 微分法の応用 57

ν=~χ

よ

3.

2デLl{:十       }

ν=面 とお く・

3t2   。 ι3_1_3t3
~(ι

3_1)2' ν=(ι3_1)2

=:=鳴 昇 =:t+嘉

一一
　

‐

(2)χ =
ι3_1'

・昨　　力
一山

1+-2ι 3

(ι

3_1)2

〓山

一洸

〓

〓

為
ｙ
Ｔ
χ

〓

の

扇

の

扇

／

ｆ

ｌ

＼

山

一洸

z(ot4-Jt2+1)
3ι
2_1'

(3ι
2_1)3

十
一

ι=洗/

χ 0

ノ
′
(χ ) / 十 0

∫(χ ) / /
１

ム

一

Ｃ
＼

ι―→―∞ ι→ ∞



58 第 1章 1変数関数の微分

④χ=丁ギ可≫ν=蔦 とお←

R-@ry
- 

z(st4 + t)(t + t4)3

(1 - 3tn)t

4ι
5    2t(1-t4)

(1+t4)2 (1+t4)2
1 4t4 r-Jt4 2t

χ =

α2ν

αχ2

ν =
1+t4

(5) r - ty tt: I- v)

f -+ -l- oo

r-tt -tn, y-t2 -t3.
h-Jt2-4t3, ,a-2t-3t2

αν

αχ

2 - 3t d'a -z(ot2 - 8t + 3)

3ι -4t2' αχ2 t4(3-4t)3

4.(1)

(2)g

(1)

９

ｏ

ズ

一狙　
引
　
貿
　
幼

＋
　
　
一　
　
一一　

　

＜

∝
¨
厠

Ｃ

　

　

．
Ｓ‐

　

π
，

帥

==ZC

I=yCl+を
πCl― tχ =″ =c

2π)=c2π ,lθ (")|=Cπ

・

アー

一
３

１

　

　

　

〓‐

＼

一一
Ｌ

虚軸



59

土早
２一弗

1変数関数の積分

面積ヮ定積分1不定積分

(定積分の定義),ノ (″ )は 閉区間 [α,b]で定義された有界な関数である

[α,b]に分点をとり,その分割を △ とお く.す なわち

△ :α =πO<χl<″2<… °<χづ_1<χづ<…・<χη=b.

|△ |=max{lχづ―
"づ

_111づ =1,2,…・,η }

2.1

定義 1

とする.

とおく.

細

た
　
て
　
　
　
　
　
と
　
あ
　
　
　
　
　
ら

閉
　
　
　
　
　
お
　
を
　
つ
　
　
　
　
お
　

」ゝ

つゝ
　
圭
日
　
　
　
　
に

　

，

と
　
分
　
が
　
　
　
　
と
　
　
　
い
　
と
　
　
　
　
特
　
に

が成 り立つ .



対
　
い
　
も
　

　

す

助
潤
К
う・暖
漉
紅
製
　
　
盪

数変δθ 第 2章 1

が成 り立つ。

3π
+sin¨一 +

η

角翠宅罫

πた=工たとぉく
η

ることがわかる.

~“た-1=工 だから,考えている区間が [0,π]であ
η

∫(χ )=Sin χとおくと

2π 37T
+Sln― +Sln一 +…・

＼

ｌ

ｌ

ノ

箭
一２

ｎ＋

＼

ｌ

ｌ

ノ

箭
一η

ｎ＋

震・　蹄
一２

表

幼

で
　
　
ｎ

形

　

。ｓ．

の
　
　
十

分

　

π

一
η

節
＜
ｓｉｎ

１

一
２

　

１

一
π

〓 χたした―χた_1)=|ゞb∫した)した丁χた-1)°
た=1

ン

に

か
√

ノ
。

１
一
一
π

〓

√

ノ
ｏ

ｌ

一
π

〓 sin r dr.f (r)dr故に S



2.1 面積,定積分,不定積分

類題.次 の極限値を定積分の形で表せ .

Os=鳳嘉に2+ノ +♂ _+め
②S=鳳島師+″+″… …

刊

解答

0銭 =券 とおくこけ践4=;だかけ えている剛が回で
あることがわかる.よ って,ノ (χ )=χ

2と ぉくと

=Σχλした一χた-1)=Σルた)。た一χた_1).
た=1

脚こS=ズ1胴山=ズ
1ん

②臨=写 とおくこけ毎_=;だか呪考えている剛が回
であることがわかる.よ って, ∫(χ)=71+χ とおくと

湯師+″十″ … …
刊

= 1(71+0+

=ΣEyl+χたした―
"た

_1)=Σルた)した一χた_1)。
た=1                    た=1

胴  1昴 虚

δl

＼

、

‐

′

／

２
一
２

＋十

り

　

＞

２
　
　
　
Ｒ
）
一
η

十

　

′／
１
＼

一　

　

　

＋

＋

　

ヽヽ

―
ノ

２
　
　
　
　
９
“
一
η

３

　

／

‐

＼

＋
　
　
　
＋

′

　

２

＋
　
、ハ
刊
υ

ぱ

／″Ⅳ
い

１
一が
　
１
一η

〓

故 に
了

ノ
ｏ

〓Ｓ

例 題 2.

χ軸,曲線 ν="2及び直線 χ=1で囲まれた図形の面積を区分求積法に

より求めよ.

解答

(1)線分0≦ χ≦1を 電等分し,各分点をχた=ん/2と する

(た =0,1,2,… ・,2).

(2)∫ し)=χ
2と ぉき,4点 (χた_1,0),(χた,0),(″た,∫ (χた)),("た _1,∫

(χた))

nfテ1)



∫(“た)

ノ(“た1)

δ2 第 2章 1変数関数の積分

S△ =Σ Rた =Σ
た=1     た=1

となる.一方

を頂点とする長方形の面積を Rた と表すと

Rた =∫ (χた)(χた一χた_1)=χλル=た
2ル3(た

=1,2,… 0,2)。

(3)Rた の総面積を S△ と表すと

(2+1)(22+1)
n3 6η 2

(2′ )4点 ("た _1,0),(“た,0),(χ た,ノ (χた_1)),(χた_1,∫ (χた-1))を頂点とする長

方形の面積をγたと表すと

γた=∫ (χた_1)(χた一
“
た_1)="λ_1ル =(た -1)2ル3(た

=1,2,… 0,2).

(3r)γたの総面積を s△ と表すと

(2+1)(22+1) 1

た
2

S△ =ΣErた =Σ
]豊≒承|二 =Σ

]手
一l= 6η 2

(4)求め る面積 を Sと す る.面積 の大小 関係 s△ ≦ S≦ S△

lim)s△ =lim)S△ =1/3が成立するので,は さみ打ちの原理より
，
　

〓

２
　
と
　
Ｓ

極 限

1/3。

類題。 κ軸,直線 ν=χ 及び直線 χ=1で囲まれた図形の面積 Sを区分求

積法により求めよ.

解答  例題 1と 同じ記号を用いる.

亀 = , S△ =璽 ;テ
旦

よって S=:.となるから, lim s△ =lim S△ =
１

一
２

二α
一山

２

”
ｆ
丁
ノ
　
　
　
π

３
．
数

　

ィ

ノ
。

硼
酬　脚怖

一　

　

っ

ヽ
ノ
　
　
　
　
χ

ぱ
　
颯

Ｆ

　

　

２

瀞

＞
〓

一一　
　
ノ

′
ｏ
　
α
一山

Ｎ

　

＜

Ｆα
一山

〓

に対 し,次を示せ .

f (t)d,t - 2r f (r') ノ(t)αt=ノ (χ )+∫ (一χ
)

の原始関数をF(χ )と する.F′ (χ)=ノ (π )お よび合成関数の微解答

分法よ

(1)

０

　

だ́

ノ
。

∫

り

α

扇
F(0)}∫(ι )αt

: F,(*r)



醸
↓

１

　

　

　

一

２
　
α
一山

ｒ

ノ

ヽ

ｔ

,定積分,不定積分 δ3

〓
α幼

　
ズ〓

√

ノ

ｏ

一一
　

き駒
崚

＞
一

勇{F(χ)一 F(一χ)}=ノ (→ ―∫(―χ)

類題.次 の関数を求めよ。

0洗
/鶴ん山

解答

0島

るすと数関

嚇
　
働

＞

　

　

∫

χ

　

２

貞

一だ
九

れ
瑞

た

　

　

０

(2)2鶴ノ(包
2)_ノ

(a)

例題 4。

∫(π)=lχ lの原始関数を求めよ.

解答

χ

lι lαιとおくと,F(″)は原始関数の 1つ である.

F(χ
)

:χ

2

F(χ
)

_:″ 2

χ<0の とき

よって

一一　
　
　
一一
　

　

〓

カ
ル
紳

隅
鰤
嘲

ｆ

ｆ

ｌ

一
２

一一　
　
　
一一
　

　

〓

に :則 =:d釧

(χ ≧0の とき)

(χ <0の とき)

ともかける。
)



δ4 第 2章 1変数関数の積分

A

。
/2γ
αχ ②ェ

3χ
2αχ O/π COSttι o/Cida。二c“αχ

2。 積分の平均値の定理で∫(")=“ とおくとき,cを α,bで表せ.

3.次の関数を求めよ.

0訂Щl+→山②勇ルS(ギ
)洗

4.次の極限を求めよ.

(1)λ甕111 (:― 夢ダ≡可)α
χ②鳳iイ (:一∴)α

χ
B

１

　

２

　

　

３

∫(χ)=ISinχ l("≧ 0)の原始関数を求めよ.

風土dnル を求めよ.

た=1

(1)χ ≧0の とき

1島
一》→

1グ
を示せ .

(2)(1)を利用 して

1=2紺
1望

t′
二αχ一α

) 
をオれわよ.

_χ 2α
χの値を小数第 5位 まで求めよ.

を示せ .

4。
1甕嘉

5。 定積分

β

ノ

。

ｌ

ｃ

＜

　
ズ

喘
Ａ

　

ｌ
．

=χ だから,

=χ
2だから,

=cos tだから,

１

一
鶴

〓

３

・ 一・ ２

　

『

一 一・
２

３
　

　

雌

　

　

〓 ・

２
　
　
　
１
　
　
１
１
１
１
Ｊ
　
　
　
Ｓ．
　
　
　
　
ド
且

現

爵

州

陶

一一　　　　　昨　　　　酬
　　　　昨

χ

　

　

　

　

　

７
α

α

　
　
　
　
　
２

　
　
　
　
　
　
Ｃ
　
　
　
　
　
α

χ
　
　
　
　
　
　
χ

　

　

　

π
　

　

　

　

　

“上

一
包

ｆ

ｆ

Ｉ

ｆだから,



2.1 面積,定積分,不定積分 δ5

0ピト♂だか呪∠
1勘

=凶≒=C―

「
1

-1

2。 ノ(c)=デ号だ∫(χ )α″で∫(")="とおくと

出 Ibχ
αχC=

1

b_α
.:02_α 2)= b+α

2

α+b
.・ 。C=

2

&0叫→②-2c c∝解

ド・ロピか 娃 っ か呪 Ю =:とおくとズ→
て定理 2よ り

１

一
２

　

χ

一一　
　
は

がわかる けJえ ば

=0で連続.よ っ

方鳴;lt (:― 夢メ≡T)αχ=ノ (0)=:

(2)0

Bの解答

Щ→=ズ
χ
回洗とおくこ咆麒始麟の1つである

(2-1)7「 ≦χ≦ηπ(2=1,2,… 。)の とき

ズ
χ∫0洸 =Σ庫⇒πldn司″十万4ン

ldnJ洸 0

1 Sintlは 周期 πであるから

√1ン
ldnJ洸 =ズ

π
ldnJ洗 =ズ

π
 dnt洗 =2

また,(2-1)π ≦ι≦ηπで I Sintl=(-1)π
~l Sin tで

あるから

ズ
"∫

Oαι=2o一⇒十
/1_⇒π(一⇒

η-lSht αι
= 2(2-1)+(-1)η lCOS」れ_1)π

= 2(2-1)+(-1)η COS″ +1

従 って F(")=(-1)η  COS χ+22-1,(2-1)π ≦χ≦ ηπ

である.



δδ 第 2章 1変数関数の積分

2.χ >0に おいて
"一 千≦Sin"≦

"で
あるから

を
Sinみ ≧;を有一島;を (1)3.

有=ズ
1"α
χ=:,虐‰;を (1)3=ズ

l 

χ3

風土dnみ =:0
た=1

七=》→た十キ:PI

l力有≧
た=1

lim l
η一〉(Ю η

であるから

π

Σ

日

１

一
４〓χα

3。 (1)

よ り

より

4。 テイ

洗
≦ χ

π

(2)

1島

,一Σ紺|

〓χ一
〔
▼ん
同

一

ぽ
面

＜
一

が

一６
＋χ一χｎ

=匡
1(島

≦ズ
11島一

≦
  /1χ

2π αχ E=

＼

、

‐

′

ノ

タ
　
　
山

ン

　

ー

一．　
　
め

〔
・Σ＜
同

〔
Σ＜．
同
・

αχ

l

22+1

ラーの公

1=鳳忍:詰 =忍

`詰
式より

IΨ
―α十調≦

lι:メ

[lΨ山一α+鑑
|

=|ズ
1(V―α+ギχ2)α

"|

となるから



2.1 面積 ,

lα 15

600

(4た +3)(2た +1)!

1。 1047378

-)0.3579136

0。 7468242

8242

ら,/Jヽ 数 5位 までは

定積分,不定積分 δ7

句
　
　
　
　
　
　
　
　
し

χ■
齢
齢

■一

・
　

　

　

・
　

　

　

　

＜

一

・

　

　

　

　

　

・

　

　

　

　

　

０

〆
　
　
“″
ノ。

ｍ
溜
「

従って　
は．

5.

0)

αχ―ノ「{ム券丁左    }α
χ≦ズ

1需αχ

c_“
2αχ_{ュ

       
ー
23

1

≦
21010!=0°

00000001

0!=1
1

5・ 2!=0・
1

9ギ与百
==000046296

1316! ==0°
0001068

1718! ==0°
0000014

1

3   0°
333333

7ギ≒戸==000238095

1115! 
二=0°0007575

1517! 
二=0° 0000132

1919!   ooooo0001

0。 3579136
1.1047378

ｏ７４６‐　　か

∩

）
　

　

７

一一　
　
に

６

　

　

　

１

・３
　
　
土

７９
　
　
々

３５
　
　
一局

０
．
　

は

一　
　
差

１

　

　

　

り

一一　
　
切

れ
　ぃ
る．

止Ｆ
枷
れ

”
］

と
　
正



δ8 第 2章 1変数関数の積分

2。2 積分の計算法

不定積分の公式

/胴山=/鳳劫畑亀χ=刺

ル→貞→山=貞→ズ→―ル→ズ→山

定積分の公式

Ibル )αん=ガル0》
′
Oα t

lb胴貞→山刊ズ→♂い)1-五
b点
→ズ→山

基本的な不定積分(積分定数は省略する。)
0/L′山=島プ酬巨。≠一⇒
②ルαχ=品♂いQα ≠⇒
(3)  /cα

παχ==:Cα“  (α 号≠0)

0/詰山=:眈レ刊し≠の
(5) /sin αχαχ=一

icosα
χ 。 ≠ 0)

(6) ノ
r cos αχαχ==:sin αχ (α ≠0)

(7)  /tan αχαχ==一
:log lCOSα

χl (α ;≠ 0)

鳥 山=卜¨ 回

(9)  /α 2_十 χ2α
χ==:arctan:  (α i≠ 0)

(10) /        αχ==arcsinfi  (α ;≠ 0)

(11) /拓 21χ】αχ==:(χ /ヽα
2_"2+α 2arCSin薫

耳)  (α
i≠ 0)

(置換積分法)

(部分積分法)

(置換積分法)

(部分積分法)



2.2 積分の計算法

め/器山=b引則
有理関数の不定積分 (部分分数展開を用いる。)

有理関数 ∫(")(券

=乙
参 の形の関数)は部分分数展開によって (i)χ の多項

式 (ii)西島戸 (iii)(“ 2+απ+b)π (α
2_4b<0)の形の関数の和になる.よ って,

有理関数の不定積分はこれら (i)～ (iii)の 関数の不定積分がわかれば出てくる.

(な お,(iii)の 形の関数の不定積分は漸化式を用いることもある.)

三角関数の不定積分

χの有理関数∫(χ)で,"が Sin χ,cos χ,tan χで表されている場合の不定

積分はt=tan券 とおけば有理関数の不定積分に帰着できるので有用なことも

ある.なおαχ=葺争αt,Sin χ=髯争,COS"=彗手である.

無理関数の不定積分

無理関数を含む関数の不定積分は一般的に初等関数で表すことができない .

特別な場合だけ述べておく.

(i)∫ (")が χとイ勇χ tt b(α ≠o)

y面再巧とおけば
"=tπ

~b,αχ

積分に帰着できる.

(ii)∫ (χ )が χとyαχ2+bχ +c(α ≠0)の有理関数で表されているとき,

α>0の ときyαχ2+bχ +c=ι 一√万χとおけばtの有理関数の不定積

分に帰着できる.ま た,αχ2+bχ +ι =0が相異なる2つ実数解 α,β を

もつとき,t=/鶴 缶鼎 とおけばιの有理関数の不定積分に帰着できる.

以上,いずれにしても被積分関数の形を見て,適切な判断をした方がよいで

あろう.(経験が重要である.)

例題 1.

次の不定積分を計算せよ.

χ2+χ +1

δ9

の有理関数で表 されているとき ι=

=告ιη~lαιとなりtの有理関数の不定

角翠縫罫 1+  Q02_χ +り =幼 ―Hこ漱 して

/ (1+         )α
χ

"+/      
α
“

″+/夢 篭t寸可
αχ+/戸 竃鳥耳可

αχ

12-r+L

/      
αχ
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/ 山につい●ま

/         
山 二=/‐

≒手≡≫署罫
山 =10g lπ

2_χ +11

=1。 g(χ
2_"+1).

/ 山につい0ま

/万ァ・」》百「Tα
χ=/ (χ _3)2+,d“ =/ (“一;)2+(蛯昇)2α:

と変形しt=χ 一
:と

おくと,洗 =αχより

/百
・ 丁1石弓再

5α
χ=/     αt=琴

FarCtanIF

=洗arCtan  =洗 arctan≒が。
よって

/1:{[1)|卜:α“
E=χ ―+10g(χ2_χ _+1)■

ttarctan7

類題.不 定積分
/夢≒tモ五:α

χを求めよ.

解答

/夢 ≒t{可
αχ=/1籍

尋毛葺4α
χ

=/房手争十ITα
χ-2/夢

百尭再巧:α
″

=bg02+"十 ⇒一岩arCtan賀が0

例題 2.

次の不定積分を求めよ.

αχ

(χ +3)2(χ2+1)

略 けつくノ十⇒=Fl百 +ぃの2+撃ギとおい・ 齢す
ると

√

ノ

1- A(*+3) (*'+ 1) + B(*' +1) + (*+z)2(Cr+D)
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χ=―
,を

代入してB=:iO“ =0,1,-1を代入すると

五十3D=fl五 十 2(θ tt D)=島 , 五十 (―θ+D)=

を得る.こ の連立方程式を解 くと

五=ξl θ=一島, D=

１

一
５

４

一
５０

よって

よって

/

αχを求めよ.

島(∴ +話再那■

/西静両=畠 /(∴ +百与―那■山
=藷

 (31og lχ

―卜31-― 房モト百一:10g(χ

2_卜
1)_卜 4 arctan χ

)

類題./

(χ +3)2(π2+1)

2χ

(r - I), (*, + 1)

解答

2χ

(χ
_1)2(χ2+1)

とおいて ス,3,θ,Dを 求めると

五 =0, B=

A B CrtD
t_t_

r-l (r-L)'' tr2 +1

1, C:0, D--l

山=島洗F∞卸=ギだから
=/■筆

0島洗

2χ

(r-I),(*,+1)
fl,fldr - J&o'-J rzsdr

例題 3。

次の不定積分を求めよ.

0/ 山 ②/  山

(1)t==tan, と
'8く

と

/     
αχ

解答
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不定積分
/χ

yl_2χ 2αχ を求め よ.

解Fl彗  t=1-2χ 2 とぉくと _:αt="αχより

/χ
v/1-2"2αχ == _:/、海;αι

=  ―
:(1-…

2χ
2)ν/1_-2χ

2

類題. 不定積分
/71髪寺デαχ (α ≠0)を 求めよ.

解答 ι=α2_"2と ぉくと,務 =-2χ

/7≠ 響〒テ
αχ=/1湯

(― 等 )

= /α t=t=tan:

(2)ι =tan χとおくとsin χ cOs χ=tan"・ cos2 χ=1+ι 2'

αχ=1+ι 2α
ιにより

/        
αχ = /      αι

=  :Tttiarctanll,:l

=  iTtti arctan 2生 里
1デξtt・l

例題 4.

・2√ =一ν乞2_χ 2

例題 5。

１

一
２

り

　

　

一

よ

　

　

〓

解答

νЪ2_1=ι +χ とおくと

χ
2_1=ι 2+2"t tt 

χ
2

また

よ り げ αιχ=  ∴ 山 =



2.2 積分の計算法

νЪ2_1=t+χ 〒 t一
ギ

よって

/希≒=/ん・ギ洗
=―

/半
=-10g lι

l

―bgl 一月←bgレ +yノ ーlD

拙 稚積分/ o≠の林めニ

解答
/ 到中+7ノ +α

l

ι
2_1

2ι

次の不定積分を求めよ.0/ 山 0/ 山 f
(3) lrVr*rdr

J

略 0 =―  な

/ 山=:← 勁g卜 D
(2)χ =/】 sin θ

(一 ,<θ <3)と おく・

/τ覆≠壬可戸戸αχ=arcsinスァフ~:χ y?―χ2

0に師 とな・ル痛 山=敦師 /― 承師 ア

例題 6。

例題 7。

関数
√引1+4石 )を

積分せよ.

解答 t=c石 とおくとχ=ι
6,αχ=6ι

5αι

/滸為に /ギが=/鼎洸
=  / (6-T.:可西) 

αι==6ι ―-6 arctan t

= 6yχ _6 arctan Vπ
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χ

一
９
４

ｎａ

答

ト

解

８
。

ｆ

′

ノ
。

定積分
/_l

θ
Ъ

π″
れ

〓

'     α
"を

求めよ。

とおくと

ズ
'     αγ = ズ

1≠

蕗
。島茂

ズ
1島洸

陰面狙Я:

面
arCtan面 =雨

類題。

解答

(1)

2Tt面7α
θを求めよ.

とおくと

2耳|:正面夢
αθ  =

1。 次の不定積分を求めよ.

(1)/ (:‐十
島 )山

  (2)/ (coS χ+扇
畠可

―
夕 )山

上

落
ｎ

ｔ

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ａ

ｒ
ノ
．一
だ

。
ノ
．．一
上

落

２
一落

２
一落

A

(3)/ (耳石ギ讐可戸一会)α
κ (4)/(1-多 十

丁轟戸 )山



2.2 積分の計算法 75

2。 次の不定積分を部分積分法を用いて求めよ.

0/b… 0/Z10g。一⇒山0/P
(4)/χ arCtan χ αχ (5)/χ

2cos″
αχ (6)/cπ  s

O/7αχ O/arttnπ αχ o/cO叩電″

3。 次の不定積分を置換積分法を用いて求めよ.

(1)/COS 3χαχ   (2)/c~3κ αχ   (3)/ν乞χ-lα
“

0/島山 0年■あいの
0/ 山。>の

4.次の不定積分を計算せよ.

0/  山 0/  山 0

0/   0/  山 0
ユ島=/ C=Lη とする

(1)次の等式を証明せよ.

話 画+7島 。=唱島叶1=

(2)」2お よび f3を 求めよ.

Of=/ 山林めニ

0/ απ O/轟 0/】毬高αχ

不定積分 ∬=/義
が考

dχ を求めよ

次の不定積分を求めよ。

0/0+″―
"“

χ O/ 山
0/ ¨ 刹

χαχ
　
　
　
　
　
″

ｎ
　
　
　
　
　
α

/出
αχ

/占

6.

７

　

　

８
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を求めよ.

を求めよ.

sln χ
αχ

0

COSη χ αχ (η =0,1,2,… 。)を 求め よ.

9。 次の定積分を求めよ.

0ル%山 ②卜 %山 0/1が山
④ル鰯山。/2∴山。/2眈

χ山
。上

8ふ
リガ∞♂χ山0ズ

√
器山

にのェ
2」∝ぽ十勒 岡

/2“
ノdi

loo αを定数とするとき,定積分

ズ
π

√

ノ
ｏ

〓χαχ
π

ｎ

工
２√

ノ

ｏ

〓島１１

■o/7山を求め』
じ

②鳳百選≒戸左7を求め二
2.">0の とき

鳳左 {10g("+    )

ヽ

ｔ

ｒ

リ

”ｇＯ
一

１

　

　

　

２

３ 几品ズ
"

几品ズ
“√鴇

α鶴
α飢

を求めよ.

を求めよ.
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,不等式

77

つのは

■0/(:十島)α
χ=bg同 十:存

(2)/ (cOS χ
・ &I卜万

一
歩 )α

χ =Sin χ +3 tan″ ―卜1
χ

0/(7ギ
|プ
ニ島)α

χ=arcdn χ一‰石

(4)/ (1-:)「 +丁
ギ≒フ)α

χ==χ +二 十arctan χ
χ

2。 (1)/10g χαχ=χ 10g χ一
/χ

・
:α

χ=χ 10g χ―χ

②

/Zl∝
。

一
勒 =写 bま χ 一

⇒
一

が 先

山

2眈°刊~:僣 +χ・10glχ 刊
}

(3)/貿
助

山 =:貿
拗

一
:/♂

κ
αχ =:χ C3χ _:(:C3")

1
==百χc3π _:c3χ
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ゆえに

(4)/χ arCtan χdχ =考
iarctanχ

―
:/ (1-― 房ァ:「T)α

χ

"2         "  l trCtan χ =二

χ
Z~-l arctan"―

;=万~arCtan χ一
石
十

百
ε

(5)/χ
2cos 

χαχ=“
2 sin 

χ一
/2χ

 sin"α
"

=P,in χ―-2(―π coS"+/COS παχ
)

=″
2 sin 

χ+2χ cos χ-2 sin"=(χ2_2)sin"+2"cos"

(6)/c“ sinγα
“

=:~Cπ  COS χ十
/C“

COS″α
"

=‐ 一 Cπ COSχ  tt CL Slnχ
_/cπ  Sln"α χ

/C"Sln 
χαχ=三三二重2壁

亀デ=ピ
墜i・二

/≒鼻手αχ=10g"・
(一 :)一 /(-1)lα

χ=一

/arCSin"α
″==″ arcsin χ一

/      
απ=="arcsin χ tt v/1-― 房う

/COS(10g 
χ)αχ=χ Cos(log χ)+/χ

ISin(10g 
χ)α

"

=χ COS(10g χ)+/Sin(10g")α χ

=χ
 COS(10g")■

"Sin(10g 

χ

)一

/COS(10g“

)α

"

ゆえに

/岬∝鋤=:い(電→+昴Цb劃 }

3。 (1)t=3″ とおくと,幾 =3よ り

/cos 3χ
α
"==/cos t害

=

(2)t=-3χ とおくと,幾 =-3よ り

/c-3κ
α
"=/Ct(一 :)α

t==―
:Ct==― :C-3“

(3)t=4"-1と おくと,勇 =4よ り

/V乞
π-l αχE=/V旬

讐
==:ι 号==:(4χ -1)号

(4)t=cπ とおくと幾=Cπ =ι より

/夢毒可
αχ E=/t(t_卜

1)洸
=/ (:・―

轟 )α
ι

押 」Oglt■ ⇒ヨ∝出

７

　

　

　

８

　

　

　

９

“３ｎ

１

一
３〓ｎ

１

一
３
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(5) χ=α tan θ (一号<θ <号 )と おくと,#=高拳7よ

/     
απ=多

/COS 
θαθ=嘉 Sin θ

一方

より

よって

(4)

とおくと
,

sind - tandcos 0 -

χ
3

“

2_1

yα2+κ 2

/         
αχ ==α2√

十χ2

(6)χ =α sin θ (_号 <θ <舌 )と おくと,#=α cOS θより
tan θ

/石西士戸薄
「αχ=西爾/胤 αθ= α2

l  sin θ       χ

α27α2=χ 2α2輌 _sm2θ

40/
.1l 

αχ==/           αχO ι==χ -3と
'8く

と

1    "-3
/     

α
"=/島

αt=洗 arctan義

'=両

arCtan丁

②
轟 ム

=百
万ゼ翼新話≒≡万

=∴ 十一三― とおくと

"+2
A(χ +2)+B(2χ -3)=5χ -4

/=嚢 より

五 =1, 3=2.

/募 宰 井 て
απ =/(ジ

≒
+が

ち )α
χ

= :log 12χ -31+21og lχ +21。

(3)

=χ +χ 2_1=χ 十
:

∴
/FダiT山 =写十:眈『

刊
χ3+"2+χ +1

通分 して

1 A Br+C
(r+I)(r' +1) r+1 ' tr2+1

A(*'+ 1) + (B* + C)(r * 1) : 1



8θ 第 2章 分

ス =

13+12+r+I

１

一が

山

味
　
却
　
∴
ル

1変数関数

B=一
募

θ=:と なるので

:/ (島十三:ヽFl)α
χ

:/ (II卜T― :万多阜巧[+∴ )α
χ

:{10g lχ
―卜11-「

:10g(“

2_卜
1)_卜 arctan"}

:{2 1og lχ
■11-10g(χ 2.1)_卜 2 arctan χ}

(5)

/要 だ亀議乳直[α"=/        
αχ

ここで
い つし―勾2=万1可

+F是万+百
ち

とおくこ 麟 して

■(χ -2)2+3(χ +1)(χ -2)十 θ(χ +1)=2χ +3

が′
巨等:デtに なればよいが,両捉里に χ=-1を 代入すると 9■ =1よ リスニ

:,

両辺に
“
=2を代入すると 3θ =7よ りθ=:と なり,メ の係数を比較す

ることによリス+B=0だ からB=―
:と

なる。 よつて

/百戸ぎ31「讐西戸
αχ = /{:Fキ

可
―

:万豊万
十

:(χ _2)2}αχ

=:bttχ +コ ー
:b副 "一

刻―:ん
0島 =滞  +メ  とおくとス+θ =Q

B tt D一 vワ (五
一 θ )=0,五 十 θ ― VQ(3-D)=0,3+D=1。

∴五=島,3=D=:,θ―島
∴
/夢髪争可=島 /(フ器疑一六轟 )山

==互て万ラ1°g χ2__両ん_+1年 ヮ耳覆:{arctan(ψχ
―+1)―十arctan(ψχ-1)}

5。 (1)

Iγι+1=/ギ 轟≒〆idχ =Iγι一
/χ市戸音戸Tα“

= 為 +χ
茅預χ2+1)π

~/嘉
て戸 十 〒

丁αχ  (音5分積分法 )

=島十    一嘉為=    +≒≠島
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(2)(1)の結果より

十
:ム

L=

再び (1)の 結果より

(ん ・
arCtan χ

)

島 =4o2+⇒ 2+許 =耳
〆≒頭

+:Cギ
両

+arCt狙
→

(3)(2)の結果より

/     
αχ

/房|十Tグ
χ―/     αχ

arctan χ一
:(房フ毛IT+arctan 

χ
)

:arCtan 
χ _ :χ

2111

6。 (1),(2)は ι=tan券 ,(3)は ι=tan χとぉく.

(1)/1モ
F{:[::α

χ二=tan;+10g(1-十 tan2;)

②/島 =bg卜an;|

0/ 山=卿∝p+ねn引判∝陣司
7.ι =sin″ とおくとαι=cOs χαχであるので

」=/鼎 αχ=/          αχ=/       αι

１

一
２〓

」 =

χ

一
〇
４

ｎａ〓 -21oglcOS;|

となる.こ こで

t2

(1_ι
2)2

とおき,■,3,

(1+ι )2(1_ι )2

θ,Dを 求める と

DθB

五 =:,3=-1,θ =:,D= と
１

一
４一

なる。

よって求める積分は

∬=/    αι =
１

一
４

　

１

一
４

　

１

一
４

　

１

一
４
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&ll1/し +yχ -1-折 戸 耳 )力場 =写 +h重 ¥≡
互 ―

(2)t=yχ +1とおけばχ+1=t2,等 =2t.よ つて

/        
αχ==/        ・2t αι=2/出 αt

=み
ん (ァ

豊可
一
石lT)洸 =bgl争

千÷|=bgl書掃
|

OJ=井 υ=yノ +α とすると復=ヰ ゲ=

/      
αχ=/ゲ υ αχ=飢υ一

/鶴
υ
′
d“

―
/F耳 葛

十
/7ギ ≒丁

αχ
+α

‖中十yノ十α
lχ

④ :b′ ObまC+⇒ 0"∝ 2-1

:J∝2側 :眈
5-2田 午

一一　
２

Ｃ

射

一　

　

＜

仇01010

obg5 0島
10。 α=0の とき

α≠0の とき

と変数変換すると

だから

t=二 1--2α  cos χ―+α
2

勇=2α sin",尭 dt=dnχ αχ

２

〓
π
（Ｕ

χ０
一〓χα

χｎ

π√

ノ

ｏ

11-d)・

１
一２α
　
ｌ
ｒＴ‐

α
１
／諷

α

一一　

　

　

一一　

　

〓

”α
√

ノ

。

２
百回
　
２

ｒ
ｌ
ノ
ヽ
ｌ
ｋ

π√

ノ

。

yl―…2α cos χ■ α2

sln"

+α
ι

よって

(lα l≧ 1の とき)

(|れ |≦ 1の とき)

sln χ

yl―‐2α cos“ I α2
αχ  =
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11。
"=

よつて η島 =

また

より

η  η-2

2-1 2-3

sin χαχ=1

(2が偶数 )

(2が奇数,2≧ 3)

1

公式という.

てし

　

　

た

は　　山

針
　
π，

∞
　
　
√^
′
′
幻

一一　
　
　
〓

ハ
ワ
　
山

一　
　

　

　

χ

鯉
短
　
ピ

れ
手

ナおと
一

π

一
〇
４

す

　

〓

と２

　

島

＞
一

π ると

ノl'Slnπ χ αχ

ノl'SIn χ Slnη
~lχ

 αχ

ノ|'(一 COS χ
)′

Sinη
-lχ

 αχ

[…
…COS χ Sinη ~lχ

]ξ +/2 cos χ(2-1)Sinη -2 χ cos χαχ

O―卜(2-1)ノ
|'(1~―

Sin2 π)sinη
~2χ

 αχ

(2-1)ノ
12(sinη

~2χ __sinπ  χ)αχ

(2-1)0耽 _2~ム→

(2-1)島 _2よ り

島 =η
~1島

_2・
2

ズ

　

π

一
一
　

　

　

・

ｆ

３

π

一
２

′

′

ノ
。
）
　

１

f。 =

√

ノ

。

一χ
αη

χ

√

ノ

。

〓

2-

αχ=

2-3ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

〓島

ス
　
　
　
　
　
χ

り

　

　

　

　

α

4 2  2

2

］

②
ｆ

(WalliS)の

η-2 3

JO=,, ・1=

(サイン, コサイン
)

χ
η+lαタ ・一州

〓
1

- 
".r-+0 

(n-+oc)

22(ノ「χη+2αχ_2り
(l 
χηすlαχ・り(l χπαχ)

ゲ(島一ん十轟)

f ,(r)dr
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和をとると

これより

雫 >I科
17が

詰 bまた+)

Σ
Ψ

>Iη
ttα

″>左
雫

222 -+0 (n+co)
(2+1)(η +2)(2+3)

23/1百争戸αχtttχ
尭bg(1+24)→ 0(2

注.(1)は一様収束

(2)は 一様収束ではないが,有界収束

(3)は 有界ではないが,可積分関数で押さえられる.

13.Aの座標を(",0),Pの座標をぃ,υ)と すると

し:=χ ―十COS(,十 t)=χ ―一Sin t

υ==sin(3+ι )==COSt                 `

ヵ
2=色2+ぅ2=(ヵ _cOSt)2+sin2 t=ヵ 2_2カ cost+1

∴ -2カ cost+1=0

これより

"0=:ズ
tttlてお=:bttan(:+1)

Bの解答

1。 (1)部分積分法より

/7αχ=0%→2_/7αχ
∴/7山 =:0%→ 2

(2)ノ (")=≒浮とおくと∫′(")=宅野 だから,χ ≧3で ∫(χ)(>0)

は減少関数である.よ ってた=3,4,… 。のとき

(3)

イ

「

一一
　

　

〓

χα
χ九

√

ノ

。 島
αt

土Ψ
ん=1

1η ttα
χ+

>Iη 整与}翌α"―十:10g2,

:bg2+:bg3>土
笠
,生

た=1



2.2 積分の計算法 85

となるから,(1)を 用いて

鳳詰ァを写=

2。 平均値の定理 :∫
(χ 十ん)一 ∫(χ )=ん∫

′
(χ tt θん)

１

一
２

(0<θ <1)よ り

であるが

より

2た      1

22+戸 ≦
万

χ<χ +θ     <χ +有

となることから

:左 7等 7>Σ
I(10g(χ

+7子 7)-10g 
χ
)>轟 左

となる。ところが 2→ ∞ のとき

を出万=;を百告イ島"∝ 2

だから

漂雪L左 (bg(χ
十試 年 )一

bg")=些
,ヱ

。

注.こ こでは 分の単調性を利用 したが,一般の連続関数 ∫(")に対 して

思 1躍鷲
|ル 十の―ル)|=0

となることに注意すれば,一回連続微分可能な関数∫(χ)に対し

漂雪L左 (∫ (γ
十
万ダ羊≒戸)一

∫0)=/O bg2

であることがわかる.

3.(1)∬ デ号α鶴=10g("+71+"2)ょ

lim蕗
百万/Fyl+鶴 2α

鶴=」墜L l十

(2)ノ (χ)=(1+χ )告 (χ ≧0)と おくと

0≦ 点→=

であるから,平均値の定理より

2た

22+た 2

v)

ros (r
〓

ヽ

―

＞

―

ノ

log r

１

一
３

＜
一

χ

一
Ｑ
じ

0≦ (1+χ )き -1≦ (χ ≧ 0)。
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従 って

0<上 _
鶴

よって

= 
鶴     (71+鶴

3_鶴

)

1      1       1
≦

うTTFF<百 F

として [1,χ]上で積分すると

1

χ>1                         ,α

鶴<:/πO<log χ一
/lπ 万互.包 3

り
  1_出

/πτ石1争瓦戸)
これ よ

几 (

曳出/π

すなわち

“ 二 α鶴=h里出ズ層が
4。 ιを任意の実数とすると

o < 
I,' {tf(") + g(*)}' d,*

: t2 
l"' f 

(*)2 d* + 2t I,'

上α鶴<

=0

１

一
６

√鴇れ=・

g(")' d*,,

②

　

ち

①
　
　
　
　
一　
　
〓

０。．　
　
　
　
切・　
　
秘
一

す

　

　

　

」れ
　
　
　
　
次

つ

い
」
　

　

　

　

　

一

ズ→ズ→山十五
b

０
　
／じ

一一
　

Ｊ

山
　
　
一

（）】＞‐′　　　　　　　　一一

０

　

し

θ

　

　

ｇ

十

　

ち
出　”

ガ

〓 ｏχθ＋χ
∫

が唯

5.

χαχ
∫

√

ノ

。

〓 胴.‐ 2

Ъめばク.ズ
1島山
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であるから

√

ノ
。
い めが あ≧  =|

さらに

(*)で等号⇔71+χ 2∫
(χ)=

であるから

yl+χ 2 (c=定数)

1=ズ
lT百

:房,α
χ='C

すなわち

のとき最小値 土をとる.

π

4   1
∫(χ)= rl*12



α

　

ｌ

　

　

　

　

　

　

の

　

　

　

　

　

　

を

ｃ胴
胴
　
　
　
貞
詢
　
　
％

＜

る

　

を

Ｉ

，

ｍ
卜
る
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ｃ
　
　
　
　
　
　
◆

定

占
〔　
　
　
　
．　
　

　

χ

＜
　
　
　
　
ン

ｈ

↓

え

　
　
　
　
　
　
　
に
　
１

０
　
　
　
　
／．．ψ

批ｃ畔
　
　
　
　
　
　
　
　
　

棚

とする．鰤

続
　
し

連
　
と

Ｘ
　
∞

い　　ヽ̈は
　
卜
観
川
″覗
一

』
は
ぃ
ル

　
　
　
　

替
可
嚇
動
数

一剛　「　教

司

缶
　̈
　
　
　
　
／

α

Щ
囲

・

間

く

区
　
　
　
　
′

お

開
　
　
　
　
お
　
い
　

　

　

　

お

積

　

．

と
　
が
　
　
　
　
と
　
除
　
　
　
　
と

数変88 第 2章

Γ(S)

・  ベータ関数

計算せよ.

(α >0)

~χ
χ
S~lα

χ (S>0)

(α >0)

(α ≠1)

(α =1)

∞√

ノ

ｏ

〓

B(P,9) χ
p~1(1-″

)9~lαχ (P>0,9>0)
√

ノ

。

〓

山
一ノ

∞√

ノ

．

２ 山
一昴

√

ノ

ｏ

３

α一
一

↑

　

ｄ

・一』
・哉

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

〓
山
一ノ

√

ノ

ｃ

山

一′

√

ノ

ｏ

・一』　∞　・一』

´
′

′
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
′

′
ヽ
■

．
．
．
．
．
．
．
．

・
・
・
、
、
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一
一

一一　
　
　
山
一′

山
一ノ
　
μ́
′
ノｏ

μ

′

ノ
ｃ
　

　

き

‐ｉｍ↓十０　
　
　
暖＜

(0<α <1)

(α ≧ 1)

α>1の ときは

解答

より

よって,0<α

しない .

は存在



(2)

≠

　

〓

α
　
　
α

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

〓
山
一ノ

√

ノ
．

山
一ノ

∞√

ノ

．

鳳/C

のとき
/∞

1)

1)

よ り

類題 .

α >1

つて，　狂
甲Ｈ慟

よ

　

し

　

０

２
　
∞

題
　
ｆ
′
ノ。

例
　
　
〓

島・  CttL上‰p―К現。

次の積分を計算せよ.

=lim
C―→+0

αχ

yl+χ

隅司:=2

=cJ鶴降0[271+χ]:=2

χc~χαχを求めよ.

解答 ∬=鳳ズ
CズーC一

πソαχ
=鳳

(H―
C一
π月:+ズ

CC~"αχ
)

=limD[χ (~e~χ )一 C~“ ]:

=cJ翠

=(―
多―多)二

(-1)

=一 lim兵 -0+1
C→+∞ c(

=― lilrl豊 +1=0+1=1(ド・ロピタルの定理より)
C―→+∞ c(

。/3傷 ②二
角翠宅罫

。/3傷 =

②二詈≒
c騨0/3島

=cJ薫。∠
°

αχ

χα

α
"

χα

αχ

yl+χ

1 .1
1-a'
log lcl

(1

I
too

1

a-L

(α >1)

(0<α ≦ 1)

α<1の ときは は存在
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●　
　
　
χ

よ
　
∞

せ
　
′
′
ノ。

講
　
②

を分
　
山

味
　
甲

数変

３

∞

題

′
′
ノｏ

例

　

〓

‐ｉｍ』

１

一
２〓

山
　
　
　
洸

χ
　
　
　
　
　
　
　
　
一

一　

　

　

　

　

　

Ｃ

“
　
２．
．２

ズ

ズ

‐ｉｍ』　　‐ｉｍ』

一一　

　

　

〓

∬

9θ 第 2章 1

~χ
αχ

りわかる).
よ理定

理
　
　
　
励
　
ハ
リ

針　　　　　　ゥ
　　　丸

眈
　
　
　
・口
　
α
“

χ
　

　

　

　

　

ド

　

　

′

′

ノ
。

‐ｉｍ［
↓

〓ｏ‐ま

御

一一　
　
　
ｒ

”

　

　

　

・１。
　
　
　
　
Ｃ
　
　
　
　
　
χ

σ
Ｏ
　
　
　
　
　
　
π

α

　
　
　
　
ｃ＜

・
・
．

ｌｉｍ丼
　
ｌｉｍ丼

一一　
　
一一　
　
一一　
　
山
　
↑

∞妙
　　〓‐ｉｍ̈

ｆ

　

　

　

ズ

答

は

　

　

　

　

　

　

υ

刀
牛

角

"c_π

2α
χを求めよ.

(ι ="2と ぉぃた).に一

「
も=:

解答

類題 .

解答

よめ求を＞
一

た
χ

α
＋

一”

∞√

ノ

ｏ

〓
∬

ι=χた+1と ぉくと,務 =(た +1)κたより

f==Q‖
iCЮ

χたC一 t(た―+1)χた =二 た―+1・11∞
C一

tαι

=鳳詰ズ
α
「

匂t=鳳轟卜州
=鳳詰l― C―

α+⇒ =詰
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解答  ι=一χとおいて置換積分法を用いると

八手壺=ズ
∞ 山

だから

二手に

1。 次の積分を計算せよ。

0ズ"ザ山②ズ
∞
島山

④Дバ写 0/∞んαχ
2.次の広義積分の値を求めよ.

虚手αχ

7(島+ )山
_π 2α

χ

(第 4章 4.2節 の例題 2を 参照)

0/∞誓山

例題 4.

広義積分

の値 を求めよ.

ｆ

ｆ

ｆ

A

①ニデ与αχ
④ズ

2  αχ
τttf:ff[丁万α″

√(芸丁1)α"

1

αχ(2)

(5)

ず

√

。
/2

3.次の広義積分の値を求めよ.

虚
4.広義積分

α
"cπ ■ 2c―π―卜3

∞√

ノ

。

1

1■ χ
α 島

αχ

の値 を求めよ.

B

島
αχL積分/ (α ≠o)を計算せよ.
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② 広難 分
ズ

∞

デ 峰
。
島

山 。 ≠0節 を求め二

2次の問略え二ただしFlsl=ズ
∞
「

%肝鼈“←>の である
(⇒ 自然数2についてπttL等 =0を示せ.

(2)ど んな正の実数 sに対 しても s<2と なる自然数 ηが存在することを

利用して
メ韓Lグ =0を示せ .

(3)Γ (s+1)=S「(S)を示せ .

(4)Γ (1)を 求めよ.

(5)自 然数 ηについて Γ(η)を 求めよ.

&ベータ関数Ц■o=ズ
1ノ‐に一→←鼈Лこお`当QP=9=:のとき

の値を求めよ.

A

√

ノ

ｏ‐ｉｍ̈
〓χ

α一
∞

答
　
ｆ
′
ノｏ

叫
　
０
０

1. 沖 山=よ雪%:に 一
「

均=:

ズ
∞
∴戸dχ =鳳

/α Tttα
χ=鳳 hКttnぷ

= 1llrlD(arCtan α__arctan l)=,一 -1='

=鳳
/α ttα

χ=

=度
雲比 (-2c~ν

五
十 2θ

Дバ写=▲バ写+ズ
∞
バ写

=α上馳I°メЪ+鳳ズ
b=‰

=α二馳I°涛hαχ+鳳ズ
bて

≠百αχ
=α二響

=brctanC刊
:十 :里 brctanc刊 :

=1+(,-1)=,

(3)

χα評
一√

∞√

ノ

．

２
一　

　

　

９

″

一

Ｃ

鳳
十

―√
]i

(4)
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“

)

/∞ F要:百
α
γ
=lttLノ

Fχ (1+″ )α

χ=lttLJ(α
(l一 嘉 )α

χ

=l雪%卜
gχ ―bttχ +明 =l聖%[%万fl]i到∝1-bg:=b′

2.(1)

二   十ズ
1

=Q壇
+。

bКdn司&十 の霊 O bК
dn司『

π   π

= ,十 ,=π
(2)ι =1-Sin χとおく.

ズ'警嘉島αχ=ズ
°
+(―
あ=ズ

1+αι=c騨。/1+αι
=c騨0レ]:=c騨。。-2√)=2

00麟轟    も

ズ
1島

 2轟に て知 .

(4)存在 しない ((3)と 同様 に考えよ).

(5)ι =ν衝 とおいて

ズ

∞

面 鵠
山 ニ

ズ

∞

ふ
洗 =鳳 p誠飢袖 嘱 =π

3。 ι=cχ とお くと αχ=:αιで,一∞ <χ <∞ には 0<ι <∞ が対応する

から

二西券菊αχ=ズ
∞
轟曇・等=ズ

∞
戸寺両洸

=良ズ
T  洗=鳳ズ

T   洗
=鳳ズ

T(轟―島)洗
=鳳卜競li

=1雪Lbg婦―bg:=bgl+bg2=bg2
4。

ズ→=ズ
∞
島・島山
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において,t=1と おいて計算すると
χ

ズ→=ズ
∞
浩・島山

χ
α            l

― =1-―
一1+χα    l+"α

に注意すれば

ズ→=ズ
∞

Tギ≒フ山一ズ→
これより

f(α)=:」
(∞ 島

αχ=1

Bの解答

10(1)

02+のいの=′ +P(島 ~チ斗)

により

/  =島 卜 十1面→
(2)

ズ
∞ 轟山=ん卜 +:Жttnギ

=房要IT(10g lal十 :ょ雪%劉にtanI)

=房要:T lalog同 土D o20
2.(1)η が自然数なら,不定形なので ド・ロピタルの定理 より

lim ∠l= lim 
ηχη~1=2 1im 壁

"―
→+∞ c"  κ‐→+∝D  eπ      

“
‐→+∞  e"

となる.χ のベキ指数が自然数である限りこれをくり返せるので

hm盛 =d hm上 =o.
"→

十∞ cπ     
“
→ +∞ Cχ

(2)χ → +∞ を考えているので,χ >1と してよいから

1<χ S<χ η

が成立する.よ って

l   χ
S   

χ
π

<― <一
C"   Cπ     Cχ

ここで

hm上 =hm婆 =oょ り止T=多 =0
π―→+∞ θ"  

“
―→+∞
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6)

Γ(S+1)
∞√

ノ
。

〓
~κ

χSαχ = [― c~πχSIF

= [― C~"χ SIF

Oがあったから

Γ(S+1)=S「 (S)

√

曇

＋
　
　
十

C “Sχ
S~lα

χ

)

ここでπttL(C~κχS)=

(4)

(5)

3.B

陽,⇒

・ 1)=ズ
∞

C一
χα″=「c~T=χ ttT=← C~χ )~(~⇒ =1

Γ(2)=(η -1)「 (η -1)=…・=(2-1)!Γ (1)=(2-1)!

(;,3)=■ 7妾置万
αχ となり広義積分である.積分区間を (o,:]

に
`か

けると

B(:,:)=α露。ず71覇αχ+b聾性。∠
byl両αχ

r5          ■                       rb          .

=皮‰I'秋→生 鮮 プ
χ電 ‰∠

b秋

封生 し_分 2

α騨 。brCSmpχ
_1月 i+bJ泄 O brCdnυ

χ-1月
t

α騨。{― arcsin(2α -1)}+b菫■。arcsin(2b-1)

一
(― ,)+,
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2。4 積分の応用

図形の面積

関数∫(χ ),g(")が ノ(χ )≧ g(χ)(α ≦χ≦b)を みたすとき,直交座標にお

ける曲線ν=∫ (χ),ν =g(χ )と 直線χ=α,χ =bで囲まれた図形の面積は

Ibげ
0-ズ朗 山

で与えられる.ま た,極座標における曲線r=ノ (θ)(α ≦θ≦β)と 直線θ=α ,

θ=β で囲まれた図形の面積は

で与えられる。

曲線の長さ

直交座標における曲線χ=∫ (t),ν =θ (ι)(α ≦t≦ β)の長さは

θαθ∫ガ１

一
２

で与えられる.特 に曲線

で与えられる.ま た,極

で与えられる.

回転体の体積 0表面積

曲線 ν=∫ (χ )と χ軸,お よび

をχ軸のまわりに回転してできる

体積 = π

表面積 = 2

/∫γ(窃:)2+(窃1)2 
αι

ν=∫ (χ)(α ≦χ≦b)の長さは

Ibyl+魚→句χ

座標における曲線r=∫ (θ)(α ≦θ

元
β
ttr2+(島 )2

≦β)の長さは

=α ,ν =b(α <b)で囲まれた部分

l∬」∫(0≦ι≦2→ で表わされる曲線(アステロイ
れる部分の面積を求めよ.

‥線‐

Ю
　
ル
　

ｂ
ズ

自

体

め

獅

麟

″
∴

′
吼

2α

"

χ
　
　
　
　
　
　
ハ
リχ

κ)

・ｏ口
好
奸
鴎

題

ｆ

く

ｔ

て

例
　
　
・。
　

っ

θ

　

　

よ

1+ f'(*)2dr.

ド)に
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解答  χ軸およびν軸対称なので 0≦ ι≦

を4倍する.

の範囲で第 1象限の部分の面積
π

一
〇
４

S == 4/rν  αχ

=可血Ч批r tsintl洸

=  12r2ノ
1'Sin4 

ι cos2 ι αι

=  12r2ノ
1'(Sin4 

ι__sin6 ι)αι

=鯰r2(鴻 。
,_計鵜。

,)=¥r2

例題 2。

双曲線
手

一
手

=1(α ,bは正定数)上の第 1象限の点 P(χ。,νo)を任意

にとり,χ 軸に関するPの対称点をQ(χ。,一νo)と する.

(1)νo=b Sinh tと なる実数ιを求めよ.ま た,こ のときχO=α cosh tで

あることを示せ .

(2)2線分OP,OQと双曲線によって囲まれた部分の面積をSと するとき,

χO=α COShfi,  νO二=b Sinh島

が成り立つことを証明せよ.

Ct― C~t
角翠答   (1)υ =等 とお く -uJV),et:u+\m,
ι=log(υ +ν%ノ +1)・ このとき,χO=α

(2)双曲線上の第1象限の′点(χ ,ν)に対し,(1)

とおけるから

S = 2ズ
ν°

("―舞ν)αν=211α coSh鶴劣α鶴-21:::∫ li°

=  2立 ノ「(C2し 十-2+― c~2し )α鶴_χ oνo

=  12[c2鶴 +4鶴 ―c~2し
]i_α

(CtニトC~t)。

=  αbι . よって, t==百
τ
で

' 
″°=α COShfi, νO=b Sinh島

lEI - a?t 
*="-t 

- acosht
2

I,: I V) r - a cosh LL, U - bsinh u

類題 .

χ
2

α
2

ノ

フ - L, r - 2a
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解答

類題 .

解答

- 2ra.

(α >0)の長さを求めよ.

これら2つの曲線で囲まれた図形の面積を求めよ.た だし,α,b>0と する.

解Fl彗   ν
2=三

歎χ2_α2) 
∴  ν=土

:、
/χ

2_α 2

グラフはχ軸に関して対称でχ=α のときν=0。 よって,求める面積は

=  : [χ、/χ2_α
:_α

21。g(χ ―十vち′一α2)]iα

= :{2ν ttα
2_α21。g皇生≒/二型

}
α

=  {2ν写-log(2+v偏 :)}α b

例題 3.

曲線ν=α coSh二 が 2直線χ=土αに挟まれる部分の長さを求めよ.

ただし,α >0と する.

解答  ν
′
=sinh二 より

α

S=ニ ノlα へ/1・ (ν
′
)2 αχ  =  2り

(α
1/′

1-十 Sinh2,αχ==2」
(α

2[α sinh:]|=2α  sinh l。

類題。 曲線 χ
2+ν2=α2(α >0)の長さを求めよ.

a':-! I v)

a

pa

I {r*(a')'d* -
JO

s=4

cosh tt αχ
α

α
"

√

ノ

。

α４
〓“

αズ

可

４

　

　

４

χ
α

α

一
χ

√

ノ

。

４
〓χα

２
が
　
　
　
　
　
一　
　
　
′
′
′
（刈

雌
　
　
　
。作
　
　
〓４

αχ==4J(α



2.4 積分の応用

=4α告
=二 6α .χ

３

一
２

えゝゆα＋θ
α〓

＼

ｌ

ｌ

ノ

瀞
一♂

／

ｆ

ｌ

＼

＋ｒ

π√

ノ

。

〓

例題 4。

アルキメデスの螺線 r=αθ,

ただし,α >oと する.

0≦ θ≦ 2π の弧の長さを求めよ.

解答 よ
α〓

″
一瀞

S  = 一一　
　

幼

θ

　

　

　

＜

類題.カ ージオイドr=α (1-coS θ),0≦ θ≦2π の弧の長さを求めよ.

ただし,α >oと する.

解答  :;=α
 sin θょり

r2_十

 (1:)2==α

2{(1…_COS θ)2_十 Sin2 θ}

ゆえに

IT2+_(1:)2 
αθ=2α

ノ
「

π

 sin:αθ=8α。

==2α
2(1__cOS 

θ)==4α
2sin2:

例題 5。

円χ2+(ν _1)2=4で 囲まれた部分をχ軸のまわりに回転してできる立

体の体積を求めよ.

扁
＝
＝
鼎
紺
一難

紺
難

話一一一一一一一一一一一̈一一̈一一一一一一一̈一一一一一一̈一一̈ 盪
鱚

一一̈̈
一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一̈一一一一一一一̈一一一一一一一̈一̈一̈一̈一一一一̈一̈一一一一一一一一一一一一̈一一一一一̈一一一一̈一一一一一一一一一一一一一̈一一

三:::::蓼ノ
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角翠催罫      ν

角翠宅罫

(1)

+V4-χ 2

):r -JTZ

r

し
　
　
　
”／

転

　

　

　

↓

回

　

　

　

貞

に
　
　
　
２
ｒ

．

初
は
創」

の
　
ｙ
　
　
２

軸

積

　

〓

れ
螂　刊

部

求

　

Ⅵ

の
　
　

，　
　
ガ
ヽ

ら
　
と

れ
　
る
　
　
〓

」ゝ

すと

　

ｙ

積
　
　
　
ア
′　
　
２

体

　

　

　

↓
(χ

恥
〕
　

　

５
．

〆

√
」

・
―

つ＼

一址
　
　

″́
ノ
／響

〆

√

る
　

　

　

　

π

Ｊ
　
′
′
ム

餐

　

　

　

雁

　

　

雁

体の ちИれぞれそ
　
　
ヽ
川
ノ

を

　

　

　

α

2π

{J(2(5-χ
2+2、/4-χ2)

6桁π十里
Y重

立体の体積をyと ぉく.

y==2π」(12{(2+74-χ 2)2_

=二 167r」

11274-"2α
χ E=16π

2

y=2π
ノ
「

{(3+、
/4-房ア

)2_

=24π
 J(1274-χ

2α

"==24π
2

ヽ

ｔ

Ｆ

リ

χ
α２

一

類題。 (1)円 χ2+(ν _2)2=4で 囲まれた部分をχ軸のまわ りに回転 してで

きる立体の体積を求めよ。

(2)円 χ2+(ν _3)2=4で 囲まれた部分 をχ軸のまわ りに回転 してで きる

立体の体積を求めよ.             ν

0)

(2-

(3-

χ
α

ヽ

ト

リ

χ
α

ヽ

＞

リ



2.4 積分の応用  Iθ l

例題 6。

サイクロイ ドχ=α (ι
―Sin t),ν =α (1-COS t)

わ りの回転面の面積 を求めよ
(α >0)・

(0≦ ι≦ 2π )の χ軸のま

解答

(こ こ

類題。 円
"2+(ν

_b)2=α2(b>α >0)を χ軸のまわりに回転してえられ

る曲面 (ト ーラス)の面積を求めよ.

b+A/a2_χ 2

♭_v′ _“ 2

角翠窪罫

2π

/α (b十
ν乞2_χ 2)ν

Ъ2_χ 2α
“

+2πノ:α (b―
v先′―χ2)yα 2_χ 2α"

=47TαbllQν
Ъ2_"2 

αχ==4π
2α

b
22_"2

_cos t)2+α 2sin2 ι αι
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A

1。 次の直線または曲線で囲まれた図形の面積 Sを 求めよ.た だし,α >o,

b>0と する。

①ν=4-∴ ν=O o手十手=10〆 =‰銑"=b
(4)ν =一χ2_2ん +3,ν =0

2。 曲線 √ 十桁 =1と χ軸,ν 軸で囲まれた図形の面積 Sを 求めよ。

3。 曲線ν
2=が が直線χ=:で切り取tら れる音6分の長さsを求めよ.

4.曲線ν=log sin χ(3≦
χ≦3)の

長さsを求めよ.

5。 サイクロイ ドχ=α (θ 一sin θ),ν =α(1-COS θ)(0≦ θ≦ 2→ の長さ sを

求めよ。ただし,α >0と する.

6。 楕円
手

十
手

=1で囲まれた部分を
“
軸のまわりに回転させた立体の体積

を求めよ.

B

1.曲線 メ +ν寺=1(“ ,ν ≧ 0)

形の面積 Sを 求めよ.

(2は 自然数)と χ軸,ν 軸で囲まれた図

2.楕円I:十 多
=1(α >b>0)を

“
軸およびν軸のまわりに回転してえら

れる曲面のそれぞれの面積を求めよ.

1・ OS=二
“
―χりαχ=普

(2)S:=4J(α
:、

/α
2_χ 2αχ==2ユ

[χ
、/α2_χ2+α2arCSin:]:==π αb

oS=2/b妬山=蝙目 |=:b編

(4)S==」
(1メ
ーχ2_2"+3)αχ==l一

:χ

3_χ 2す
3χ

li3=普

2.S=ズ
1に 一νπ)2 αχ=:



2.4 積分の応用  lθ3

より

yl+(ν′
)2 dχ  =  2J(告 1≠

[I「
:;:α“=2J(告

= ズ
3ν/4+9χ

 αχ=ち
#:。

生ノ=蕊よ先1+02=1+乱 =面ftFゆ
潤こ

=fデ犠巧αχ
ここで,t=cos χとおいて変数変換すると,幾 =一 Sin χょり

S=f出
発 中 =ガ

島
洗=卜

1出 ii=:範
&

5。

 (1:)2_十 (1;)2 =={α
(1-COS θ)}2_十 (α Sin θ)2 =1 2α

2(1__cOS 
θ

)

4α
2sin2: ょり

ジ
一勾

４″
ム
側

一一
　

　

　

２

ノ
　
　
鉾

３

一一　喘
】Ｈノ。　』

Ｂ

　

ｌ
．

6.ν =±2

考え

α
　
　
助
　
　
　
山
　
　
８

θ

一
２

　

　

っ

〕
　

　

〓

ｎ
　
　
　
＜
・　
　
　
アヽ２
「
「
ノ
　
山■

年　
　
　
９
　
亀
Ｖ

Ａ
け

・
３

ｆ

Ｖ
　
　
η

　

π

“
　

　

　

　

　

８

判

れ
　

β

・３
４
　
ノ
砺

・４‐　
　
　
観
　
　
　
‘β

ノ
た
　
　
一

る

一一　
　
　
な
　
　
　
　
打
　
　
Ｆ
陽
」

こヽ
　
　
　
　
　
　
　
一一　
　
　
　
　
　
π

１

１

ｊ
‐

　

　

０

8

θ

一
２

　

　

＞
一　

　

　

　

・
一
　

　

　

〓

ＯＳ
　

　

　

ν

　

　

　

ノた
Ｈ
＼

　
３
　
　
０

Ｃ

　

　

　

　

　

，
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

「

―
＝
Ｉ

Ｊ

ｒ

ｌｃ
Ｌ

・　

　

ら

　

　

　

　

４

　

　

３

一
７

とるせ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
π

さ

　

　

　

　

　

　

　

　

・６

晰
　

　

＞
〓

乳
　

＞

笏
　
ｏ
　
Ю
　
　
ノ
丁
　
　
購

り返すと

lιη-2 αι

1

(1_ι )2η
-l αι

‥く
　
　
岸
　
　
　
ｆ
ノ
〈州

Ｏ
　

　

α

”
　
　
　
　
１

α

　
　
　
　
一

η
　

　

　

′

ヽ
、
‐
′
ノ
　
　
　
　
η

ｌ
一π　
　
　
　
　
　
ハ引
フ

「　
　
　
・・

ｋ

ｆ

χ=ι
πとおいて部分積分を

n-L f'.
- n' , I Q-t)"

2(η -1)… 。1

籍ズ
1

(2+1)0… (22-1)ノ。

η(2-1)… 01

(2+1)(2+2)… 022

1・-lχ αχ
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力
扇

χ
α

わ

　

　

，

ま

　

お

け
数
　
‘
、
　

〓

関
　
２
．
　

Ｓ

数変

ν αs=/ν2+手χ2αχ

ただし,cは離′さ率:c2=1_二 .従

S=4π
ll、

α

/(:)2_χ
2αχ=4π菫呈

=2παb

=一
万

より

=上υ序覆真嘉戸α
"α

つて

。
:{α/(:)2_α

2+

(         +:arCSln c

ヽ

―

＞

―

ノ

ｎａ

α

一
Ｃ

＜

　
　
＞

″　　　雄

ν

　
　
　
　
π

ヽ

ノ

　

　

２

υ

　

〓Ｓ

回

　

　

〓

の
　
　
お

7色
2+手

ν
2α

ν=手 c
vり

2+:雛
,α
ν より

S = 4π三笠
ノlb

yttIン でぁるから

b+7ち2+み ＼

、

‐

′

／

′
一
“

ここでノ+ル =ル簾2+の =手 であるから
S=2π

{α

2+誓
1。g:(1+c)}:=2παb{:+:・

:10g:(1+C)}

〓

あ
）
一
α

S=2παb{v可≡
=葬

下十



Iθ5

3章一弗

偏微分法

3.1 多変数関数の極限 と連続

2変数の関数∫(",ν )は点 P(χ ,ν)の 関数とみて∫(P)と かくこともある.

平面上の点の収束は各座標ごとの収束として定義する.す なわちP(χ ,ν)→

Po(χo,νo)と はχ→
"oか

つν→ νOの ことで,こ れはさらに距離 PP。 =

(χ
_χ。)2+(ν

_νo)2→ 0と 同等である (近づ く方向は間わない。1次元の

場合―直線― は,方向は左右の 2つであったが,2次元では方向は無限にある

ことに注意せよ).こ れらは 3次元以上でも同じことである.

P→ P。 のとき∫(P)→ αとなれば,こ れをま罪。/(P)=α あるいは

し勅理性。〃めカン,の =α とかく・

またょ弊。∫(P)=∫ (Po)の とき∫(P)は Poで連続であるという。
定理 1(最大値最小値の定理).有界閉領域 K上 (の各点)で連続な関数は必ず

κ上で最大値および最小値をとる.

例題 1.

次の極限値を 求めよ.

(2)し
,νl当。。

χ
3

解
  ⇒

=:

(2)極座標変換 χ=r cOs θ,ν =r sin θを考えると
(χ ,ν)→ (0,0)←⇒ r→ 0。

靱 D咄

(1)し
,νl当 2,1)

(3)し
,νl当。。

(も しあれば
)

χ
3

χ2+ν 2

χν

χ2_卜
ν
2

χ2_卜
ν
2

χ
3

lim
(π ,ν )一→(0,0) χ2_卜

ν
2 =0
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(3)直線 ν=鶴κに沿って (χ ,ν)を (0,0)に近づけると

鶴 χ
2

得  =l曳 χ2+m2χ 2

m      m
=li瑞 1+m2 1+m2

よって値がmに依存するので極限は存在しない (注。(2)の方法でも示すこと

ができる).

A

1。

2.

１

　

　

３

次の2変数関数∫(χ ,ν)の定義域を求め,

∫(χ ,ν)=77-χ2_ν2 (2)∫
(χ ,ν )

∫(χ ,ν)=3χ tt ν
2_χ

ν

次の極限値 を (も しあれば)求め よ.

hm  ②仏』当1。(“ ,ν )→ (0,0)χ  tt ν

それをχν平面に図示せよ。

1

7"十 ν-2

χ2_ν 2

"一
ν

３
。
　

　

　

　

　

極

　
か

4。

0潮%。

%。

14:
雌鳳O甕池→,

④潮%。

(αb≠ 0)

≠ 0

=0

lim
ν→0

『

『

甲

の
　
　
の

　

／
．Ｈ
し し,の ,

とする.こ のとき,

し,νlЦ。。∫(χ ,ν)は存在する

5。

ん    と定義すれ

(1)1嶋 ∫し,0,算乳∫(0,の を求めよ:

121腔乳∫(t,0(ん ≠0)を求めよ.

(3)(",非
段。,。)∫

("'ν )は存在するか否か,理由を述べて答えよ.

次の関数は(0,0)で連続かどうか調べよ.

のとき)

のとき)



3.1 多変数関数の極限と連続  lθ7

(2)∫ (χ ,ν )

ｒ

ｉ

り

ヽ

ｌ

ｋ

〓

に の≠

3    ((χ ,ν)=

(0,0)の とき)

(0,0)の とき)

B

1。  有界閉領域上で連続な関数が最大値をとることから,円 に内接する面積

最大の 2角形は正 η角形であることを示せ (た だしη≧ 3).

2。 円に外接する面積最小の 2角形は正 η角形であることを示せ .

Aの解答

1。 (1)不等式 χ2+ν2≦ 7で表される範囲.

_鐸√7

(2)不等式 χ+ν -2>0で 表される範囲.

(境界線を含む)

(3)すべての
“

,ν (χν平面).

(境界線は含まない)

直線 ν=0に沿って (χ ,ν)を (0,0)に近づけると

lim 2χ
-5ν

=lim 2竺 =li轟 2=2.
〃コЪ "十 ν  π→Oχ  π→0

√

沐曖:

蝠蟄
√

―
ν マ

::::III::i::::I:I:::::::::::華 :::::

躙鵞:

:1:11彗 ::::lillI::::

2。 (1)
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一方,直線 χ=0に沿って
(χ ,ν)を (0,0)に近づけると

撮争畔=闘ヂ=;甕 (一→―駐

ゆえに経路によつて値が異なるので,極限は存在 しない。

lim 
χ2_ν2=

(a し,νlЦ l,1)。
十ν) =2

(",ν )→ (1,1)χ ― ν  (",ν )→ (1,1)  χ一 ν

(3)直線 ν=鶴χに沿って (χ ,ν)→ (0,0)と すると

得鐸移=鳳 T絲 =
ηQ3

1+鶴 4・

1+m2

よって極限は存在 しない.

(4)放物線 ν=鶴″2に沿って (",ν)→ (0,0)と する

ν蜘
2 =l甕 《 戸

=

よって極限は存在 しない.

(5)χ =r cOS θ,ν =r sin θとおけば

ar2 + ba2
lim

(χ ,ν )一→(0,0)

0≦ し,メ当。。|∫し
'の

|≦
;甕

lν l=00

し,ν搬 。。
∫(π

'ν
)=0

=l甕 (α r cos2 θ+brSm2 θ)=0

;鶴
∫0,0=hm_=hm ν=o

υ→0ν→O ν

た2_1
-t=0=li男  たt―)C

一
一
　

　

ヽ

・

ハ
ロ
ソ
　
れ

認

　

し

０

　

在

甲
鏑

Ｃ

＞

＞

‐ｉｍ向
　
的

つて　
甲

よ

　

／ｆ‐
毬

〓０．　
ｌｉｍ］

ν

　

　

ら

れ
　
い

‐ｉｍ］　
隣

より，　
動　げ

Ｍ

Ｌ
χ
購

＜
一
　

。ｍ
　

，
０

‐

‐

　

　

　

Ｓ

　

　

０剌

０
　
　
方

　

に

３
．
　

他
　
後

0。

最

よって

4。 (1)1甕 ノし,の =l鶴 0=0,

0)1甕 ∫(ι ,たt)=!甕

(3)χ =t,ν =t2と すると

腔鶏∫(t,t2)=腔%宅≠ =腔路(ι

2_1)=_10

-1≠ 0=1聖 ∫ゝ(χ,0)と なり,(χ ,ν)→ (0,0)の近づき方により値が異なる.

ゆえに
し,νl当。。∫(χ ,ν)は存在しない.

5。 (1)χ =r cos θ,ν =r sin θとおくと

し,メ当。。∫し'の
=し

,メ当0。

"2_卜
ν
2

χ2_ν2

12 +a2
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=11端

=l甕 r(COS2 θ_sm2θ
)

=0≠ 1=∫ (0,0)。

∫(0,0)と なるから,∫ (χ ,ν)は (0,0)で連続でない.

∫(χ ,ν)は (0,0)で連続となる.

よって
し,メ当 Qの

ノ(″
'ν

)≠

注 :ノ (0,0)=0と 定めると

(2)ι =χ
2+ν2と ぉくと

し,メ当。。/(χ
'ν
)=1甕

Sh 3t=3=∫
(b,け

よつて∫(χ ,ν)は (0,0)で連続.

Bの解答

1。 円の半径は 1と する.

(イ )面積最大のものがあれば正 2角形に限る.

まずη=3の とき,AC≠BCな らばABの垂直二等分線と円周の交点の下つを

C′ とすると

△ABC′ >△ABC

(つ まり正三角形でなければ面積最大でない
)

次に R>3の とき,η 角形 AlA2・ …Aη の面積は

S=)E△ OAづ Aを+1(0=円 の中心,Aη+1=Al)
づ==1

であるが,正 2角形でなければ (あ るづに対し)Aづ Aを+1≠ Aづ +lAt+2と なる.

簡単のためづ=1と し,△AlA2′A3>△AlA2A3と なる円周上の点 A2′ をと

れば

△OAlA2+△ OA2A3=△ OAlA3+△ AlA2A3<△OAlA3+△ AlA2′A3

=△OAlA2′ +△ OAち A3

より

AlA2・ …Aη の面積 <AlA2′ …°Aη の面積

となり,面積最大ではない.
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(口 )面積最大のものが存在する.

θt=∠A10Aづ +1(づ =1,2,…・,η -1)と おけ|ゴ θづ+1-θじ>0で ,面積は

S=:左血い切,ただしりγ=れ ら叶卜=ぬ物
右辺は閉領域κ={(θ l,θ 2,…

°
,θη_1)10≦ θl≦ θ2≦ …°≦θη_1≦ 2π }で

連続だから最大値をとり,そのときもしθづ=θt+1な らん(≦ η-1)角形で ,

より面積大なる内接 η角形がとれるから不可.よ つてその最大値は2角形の面

積である.即ち面積最大の内接 2角形が存在する.

2.円の半径は 1と する.

(イ )辺 Aを A二十1と 円の接点をTを とする
(づ =1,… 0,2,Aη+1=Al).A10… Aη

が正2角形でなければTl・ …Tπ も正η角形でないから∠Tづ OTづ+1≠

∠Tj+10Tづ+2と なるづがある.簡単のためづ=1と する.

∠T10T3=2α ,∠T10T2=2θ とすると0<2θ <π,0<2α -2θ <π だ

から

2α <π のとき  0<

2α >π のとき  α―

θ<α
,

,<θ
π

一
〇
４

＜

5角形 OTlA2A3T3の 面積 =tan θ+tan(α 一θ
)

sin g cos (a - 0) + cos 0 sin(a - 0) 2sina
cos 0 cos (* - 0) cos a * cos(a - 20)

(α を固定 し,θ を動かすと

=;で 最小値は

Tl

き)最小 となるのは cos(α -2θ)=1,す なわち

=2 tan;.よ つて OT2が ∠T10T3の 2袋宇
`分



線となるように円周上にT2′ をとり,

すれば
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直線 AlA2,A3A4と の交点を A2′ ,A:と

°

           nと なり,
>AlA2′ A3′ °…A′Al・ …AηOTlA2A3T3>OTlA2′ A3′ T3ゆ え ´

は最小面積でない.Al・ …Aη

               2,… 。,2-1)と おけば,0<(づ =1,(口 )(最小値の存在)θづ=∠TlOT件 1

θを+1-θづ<π (づ =1,2,… 。,2.た だしθη=2π ,θη+1=θl+2π )の とき外接

2角形に対応 し

土枷 饉夕 →づ=1

であれ 縛‰… ノぃ→=:は閉制 κ =神‰銭 … ノぃ→田 ≦Q≦υ

       l,2,… 0,2)}で連続ゆえ最大値をとる.θづ+1=θを2π ,0≦ θづ+1-θづ≦π
(づ =:

より面積小な外接 η角形が存在 し,θづ+1-θづ=πのときはた(≦ η-1)角形で
,

従って最大値をとるときの Sは外接 ηならノ=oで ノは最大値をとらない.

即ち外接η角形のうち面積最小のものが存在する.角形の面積である.
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3.2 偏導関数

χν平面上の領域Dで定義された2変数関数z=∫ (χ ,ν)に ついて,極

限
ょ母。    が存在するとき,こ れを%鶴 の とかき,

Po(κo,νo)における∫(χ ,ν)の χに関する偏微分係数という.それはりをν。に

固定してえられる関数∫(",νo)の χ="0での微分係数にほかならない.全 く

同様に
%し

0,νO)が定義される.こ れら%し。,νO),%し 0,νO)が存在する

とき,ノし,の はしo,νo)で偏微分可能であるという.偏微分係数 %し。,νO),

%し
0,νO)は ん。o,νo),ん Oo,νo)と もかく.

領域Dの各点で偏微分係数が存在するとき,D上の関数
養訳

χ,め ,%し ,の

がえられるが,そ れらを∫し,め の偏導関数という.偏導関数
需 し,の は

んし,め ,%,Z“ 等ともかく.%し ,め についても同様である.

偏導関数
:l,:手

の偏導関数として 2次の偏導関数が考ネ
られる:

a of a'f
=んχ,

a af a'f
=んν,

∂χ∂χ   ∂χ2 ∂ν∂χ   ∂ν∂χ

∂∂∫  ∂2∫

∂ν∂ν   ∂ν2 んν・

多くの場合 (た とえば2次の偏導関数がす
べて連続の場合):等

券
=:競

轟

が成 り立つ (従 って 2次偏導関数は 3つである).

例題 1。

χν
≠(0,0)の とき)

=(0,0)の とき)

とを示せ.

し にの
は(0,0)で偏微分

角翠窪罫

£%=胤 =れ

ｆ

リ

ｌ

ｋ

①

一
一　

　

　

　

　

ゞ

，

＞

　

　

ヵ

Ｊ
　
　
る

０

　
　
あ

ｆ
プ
　
　
で

数

　
　

能

関

　

　

可

ノ

　

　

０

0 ((χ ,の

で連続でないこ

lim
ん→0

lim
た→0

=ヵl端 ;(ギ雫♭-0)

=1甕 :(齢
-0)=0。

=lim O=0。
ん→0

∫(0,た)一 ∫(0,0)

よつて(0,0)で偏微分可能でん(0,0)=ん (0,0)=00-方 ,3。 1節の例題 1.

(3)よ り
し,ν臓 。。

∫し
'ν
)が存在しないから,∫ (",ν)は (0,0)で連続でない.
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例題

関数 z

Zνπと

2.

=arctan(χ ν)に ついて zπχ,z"ν /νπ,Zνν

なることを確かめよ.

を求めよ.さ らに z“ν=

解答

Zχ =1+(χν)2島しの=丁券7
Zν =: 1+(χ

ν)2:)(χ
ν)=

Zχχ==―
(1+_χ

2ν2)25百 (1+χ
2ν 2)==_て

可If等多:,ヮ百
1。 (1+χ

2ν2)_ν .現ス1+χ
2ν2) 1_χ 2ν 2

Zνκ =

(1+χ
2ν2)2

1。 (1+χ
2ν2)_χ .£Xl+χ

2ν2)

(1+χ
2ν2)2

(1+χ
2ν2)2

1_χ 2ν2

(1+χ
2ν2)2

2νχ3

(1+χ
2ν 2)2・

Zνν=―
      場

(1+χ
2ν2)=

Z“ν=Zνπは成 り立 っている .

A

Lれ の =夢
響耳

とすな このと説 偏微分係数以 L刊 脚 ,⇒ を求

めよ.

2.次 の zについて,z"/ν を求めよ.

(1)z=χ
3_3″

ν
2+ν2_6χ

ν+5χ -2ν +1 (2) z - sin(r -2y)
(3) z-e'u (4)z-e3*cosy (5) z-@
(6) z-arctanryr+a
(9) z-arcsin! (s>0)

(7) z:tra

(10) z - f (*sinsr)

OZ=島

3。  関数z=》
環;は

等式χz"+ν zν =0をみたすことを示せ.

4.次 の関係式が成り立つことを証明せよ.

(1)Z=∫ (αχ+bν)の ときわzπ =α zν

(2)z=∫ ("ν )の とき
"zπ

=ν zν

(3)z=("+ν )∫ (χ
2_ν2)の ときνz"+χ zν =z

5。   z==∫し),χ ==ICOSθ ならば
(:争)2.(::等 )2==/(χ

)2でぁること
を示せ .

6。 次の関数の 2次偏導関数を求めよ.
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１

　

　

３

　

　

　

５

１

　

　

　

２

Ｚ
　
　
　
　
包
　
　
　
　
飢

３

　
　
　
４

　

　

　

５

ノ(χ ,ν)=

∫(χ ,ν)=

∫(χ ,ν)=

sin(r - 2a)

1

yχ _ν

χ2+ν 2

(2) f(*,il-e 3*cos2y

(4) f (*, a) - r sin ry2

(6) f (", a) : ra

7。

χ tt ν

次を示せ .

z=log(χ2+ν2) ならばg努 +:♭ =0

z=yχ 2+ν2ならばま努車:シ

弊+穿 =0

=bgぽ +ν
2+豹 ならばま努+:努 +g努 =

ならばg努 +:努 十g努 =0

=arctan望 ならば
χ

yχ2+ν2+z2

12+a2+22

B

1.

ゝ
」
　

　

ン
」

／
、
　

＜

　

　

　

ｏ

な

　

　

な

ば

ν

・

　

・

　

　

・

ｆ州
ｔ
　回
嘲
　
］

脚
胸
胸
脚
脚

ν≠0)と
する.

ν=0)

とを示せ。

とを示せ .

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Aの解答

¨ 十 ∴ より施刊 ―  ・ よつて

2・ 1       1

(12+1)2   2

0のと説簿,0=ち より出⇒=:
zχ =3χ

2_3ν2_6ν
+5,zν =-6"ν +2ν -6χ -2

Zπ =COS(χ -2ν),zν =-2 cos(χ -2ν
)

Z“ ― νCχ
ν
,Zν ="cκν

zκ =3c3"cos ν,Zν =~C3π sin ν

Z“ =:(1-χ 2_ν2)~告

:%(1-χ
2_ν2)=

ん(1,-1)

ν>

2.(1)

(2)

(3)

(4)

(5) yl_"2_ν 2
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∂
一釣

１

一
２〓Ｚ (1_χ

2_ν2)~号
-12-a2)-

(6)

zr: t 
=g (* -a\

,*@ a"\.+a)

a r A (*-a\
'ea - t*6a'\'Ha)yr+a /

(7) zr : ytra-r, za : ra Iogr
(B)

(χ tt ν)2  2ν
2(χ 2+ν2)(χ +ν )2

(χ +ν)2  _2χ
2(χ 2+ν2)(χ +ν )2

12 +a2

r
12+a2

Z"
_ν Cχν

(Cχ tt Cν )一 CπνC"_Cπ ν
(ν Cπ +ν Cν ― Cπ

)

(C“ 十 Cν )2

χCχν
(C“ +― Cν )―

― C“νCν

(C“ 十 Cυ )2

Cκν
(χe“ 十 χCν ― Cν

)
Zν

(9)

4.(1)

bz“

(Cχ +Cν )2 ("" * 
"o)2

Z“
1       1         1

3.

ν
仁一

≠  
ν  

～
/ν2_χ 2

Zν

(10) zr: f'(rsiny)siny, za: f'(*sing) rcos7

χ+ν 一 (χ ― ν)  2ν
Zπ =

Zν =

(χ tt ν)2

-(χ +ν)― (χ ―ν)

(χ +ν )2

-2r- .,-I V).(rtil'

- abf'(o, + bA),

-abf'(o*+ba) I q.

(r r a)2'

αZν

=b∫
′
(αχ+bν )島●χ+bν )

=α∫′(αχ十り発(α"十
bν

)

0)

χZπ =χ/(χν)具 ("ν )

νルν=ν∫′(χν)発しν)
(3)

νZπ +χ Zν =ν島{し +ω∫ぱ―ν2)}十χ£{0+分∫ぱ―ν2)}

=“ν∫
′
(χν),

=χνノ
′
(“ν)よ り

=ν {ノ02_ν
2)十 し十分∫′ぱ―ν2)品 02二ν2)}
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* r{f (*' - a\ + @ + a) f' (*' - r\ &@' - a\}

- a{f (,*' - a\ + 2r(n + ilf'(r' - a\}

, *{f(*' - a') - 2a@ * ilf' @' - a\}

- uf @' - u') + *f (*' - a') : ,.

b. V- : f' (r) cos 0, # : f' (*) . (-rsin g) r v) .

6.(1) f*
f*o: fr*-2sin(r -2y), frr- - sin(r -2a).

(2)f,
f *, : f a, - 6e-3* sin2y, f aa : -4e-3r cos2y.

(3) f*:-)f" a)-g,fr:)f. il-*Jqf,*-]O a)-8,

f*o : fa*

(4) f* - sin ra2 + *a2 cos ra2, fo - 2r2E cos ra2 I v)

f** - 2a' cos ra2 - ra4 sinry2, f*, : fa* - 4racos ra2 - 2r2g3 sin fra2,

f ,, - 2r2 cos ra2 - 4r3 y2 sin ra2 .

a2 +2ra - 12一 島 =1-

@+a)2

=

(6)ん =νχν
~1,ん

=χν10g χよりんχ=ν (ν -1)χν~2,兵
″=χν

(10g χ)2,

んり=ん
“
=χν~1+νχν

~110g"

・0弊 =:ダ≒≡テイ箕等=〔寿係より.

②第=02+νっ一う一χ2。2+ν2)-3,等 =。2+νっ一号―ν2。2+

ν
2)一 号ょり.

2χν

(χ
2+ν2)2'Zνν=

2ν
2+222_2χ 2

(0

(4)

∂2飢

7ptrtr

t)o-u
∂χ2

2"2

z2)2

より

2χν

("2+ν
2)2

∂2飢   2z2

より.

+2χ 2_2ν 2

("2+ν
2+

十-2ν
2__2z2

022 (*, + a2 + ,,)'

0弊 _02+ν 2+zリー3+3″202+ν2+zリー号,聯 ― し
2+ν2+

z2)-3.3ν 2(χ2+ν2+z2)一 号,  
協

=― (χ

2+ν2+z2)-3.3z2(χ 2+ν2+z2)一 号

より.
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Ｚ
一
ν
　
　
　
，
０

０

一　

　

　

　

　

＜

一一　

　

　

　

ん

、、、、一一一一一一一一一｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一

Ъ
　
　
　
　
　
０

以
　
　
　
≠

２

一

らか
　
　
　
　
　
〓

だ

　

　

　

　

↓

ノ

一
ν
　
　
　
χ

一　
　
　
　
ん

〓‐
．　
　
　
　
　
　
。ｌｍ
判

〓ｏ。げ
丁
　
　
ょ
　
餞

，０　
一一　
　
　
〇
　
０　．晰

”
　

＞

　

　

≠

　

一一　

で

以

制
　

し

し
０

り

　

ｆ

υ
　

　

　

　

　

　

　

　

０

よ
　
，
　

生

ν
ｏ

凝

１

　

き

　

　

　

一
　

　

　

ロ

一一
　

と

一　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

ν

ｒ
ｉ
ノ
ヽ
ｌ
ｋ

Ъ

の

　
の

略
　
　
０
　
　
０

Ｂ
　
ｌ
。

か  Q

に―ウー1鳳ギ.(5)ん (χ ,0)=1聖
∫(χ

'た
)― ∫(χ ,堕 =hm
た        た→>ろ     ん       |,0

_χ 2

″≠0よ り
1甕 tテ =一∞だからんoラ のは存在しなし、
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3.3 全微分と合成関数の微分法

全微分可能性

関数z=ノ (χ ,ν)が (α ,b)で全微分可能であるとは,(α ,b)の近くでノ(χ ,ν )

がχ,ν の1次式で近似できることをいう。正確には定数ス,3を うまくとって

ノ(χ ,ν)=ノ (α,b)+ス (χ ―α)+B(ν 一b)+ε (χ ,ν )

とかいたとき

u(*, a)
lim

(π ,ν )一→(α ,b) (χ
_α

)2+(ν _b)2 =0

とできることである。ん=χ ―α,た =ν ―bと おき,ε (α 十ん,b+た )を 改めて

ε(ん ,た )と かくと,∫ (″ ,ν)の (α ,b)に おける全微分可能性は

∫(α 十ん,b十 ん)=∫ (α ,b)十 五ん十Bた 十ε(ん ,た ),

潮Ц。。 =0
と表現することができる.

定理 1.∫
(χ ,ν)が (α ,b)で全微分可能ならば∫(χ ,ν)は (α ,b)で偏微分可能か

つ連続であり,ス =ん (α,b),3=ん (α ,b)が成り立つ.

定理 2.∫ (χ ,ν)が (α ,b)の まわりで偏微分可能で,偏導関数ん(χ ,ν),ん (χ ,ν )

が連続ならば,ノ (χ ,ν)は (α ,b)で全微分可能である。

合成関数の微分法

定理 3.関数z=∫ (χ ,ν)が全微分可能で,χ =χ (t),ν =ν (ι)が微分可能なら

ば,合成関数z=z(ι)=ノ ("(ι ),ν (t))は微分可能で

多=%弊十
%害

定理 4。 関数z=∫ (χ ,ν)が全微分可能で,″ ="り ,υ),ν =ν (鶴 ,υ)が偏微分

可能ならば,合成関数z=z(し ,υ)=∫ (χり,υ),ν (鶴 ,υ))は偏微分可能で

発=%斃十%島,解 =%器 +%斃

ヤコビアン

偏微分可能な関数χ="(し ,υ ),ν =ν (し ,υ )

0r 0y

に文寸し, イ予ダJコ式

∂χ∂ν

∂υ∂鶴∂鶴∂υ
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,紹め
119

をヤコビアン(Jacobian)ま たはヤコビ(Jacobi)行列式 といい

く。3変数関数の場合にも同様 に定義 される.

をみたすθが0

接平面

関数 ∫(χ ,ν)の定める曲面 z=∫ (χ ,ν)を考える.ノ (“ ,ν)が (α ,b)で全微分

可能なとき,方程式

Z=∫ (α ,b)+洗ズα,b)(χ ―α)十 ん(α ,b)(ν 一b)

で与えられる平面を曲面z=∫ (χ ,ν)上の点 (α ,b,∫ (α ,b))に おける接平面とい

う.よ リー般に,曲面が方程式∫(χ ,ν,Z)=0で与えられている場合,その曲

面上の点P(α ,b,C)に おける接平面の方程式は

洗 ズ
α ,b,C)(π 一 α )十 ん (α ,b,C)(ν 一 b)+ん (α ,b,C)(Z一 C)=0

で与えられる.

テイラーの定理

定理 5(テ イラーの定理の特別な場合).関数z=∫ (χ ,ν)が連続な2次偏導関

数をもつとき,等式

∫(α +ん,b+た)=∫ (α ,b)十 洗ズα,b)ん +ん (α ,b)た

十一
:{ん

協(α ttθL b―卜θた)ん
2_卜

2∫κυ(α +θん,b―卜θた)んた

十九ル(α tt θん,b+θた)た
2}

と1の 間に存在する。 (一般の場合は省略する.)

例題 1。

関数 ∫(χ ,ν)=7百面 は (0,0)で偏微分可能であるが,(0,0)で 全微分可

能でないことを示せ .

解答

∫(ん ,0)一 ∫(0,0)
lim
ん→0

lim
た→0

より∫(χ ,ν)は (0,0)で偏微分可能でん(0,0)

で全微分可能であるとすると

λ甕l=0,

1曳 I=0

=兵ズ0,0)=00次に,も し(0,0)

ん

∫(0,た)一 ∫(0,0)

∫(ん ,た )一 ∫(0,0)=洗ズ0,0)ん +ん (0,0)た 十ε(ん ,た )

１

　

　

　

２

に農0。  =0
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と表すことができる.ん (0,0)

さて た=m疏 として (ん ,た )

lim
た==7η ん
ん→0

例題 2。

=ん (0,0)=0だから(1)よ りε(ん ,た)=77嘉ト
を (o,o)に近づける と

z=eχν2,χ tt ι2,ν =1_sin tの とき

z -sin(3r + A\, r - u * u, A - uu A

洞

これま鶴如 こ僻する札 潮Ц。。 略在しれ、このこと
は (2)に 矛盾 .

(1)合成関数の微分法を用いて
,

多
を求めよ.

(2)合成関数の微分法を用いて
,

とき発,解 を求めよ.

解答 (1)%=ν
う
cπ

ν
2,誘

=2χνcπ
ν
2,等

=2t,解 =― COS tよ り

幣=2ν (ινでCOS t)Cκν2

=2(1-sin t){ι (1-Sin t)一 ι2cos t}Ct2(1_sin t)2

%=3cosGχ +ν
2),%=2ν cosGχ +ν

2),斃 =1,器 =1,斃 =υ ,

=し より

発=● +2ЧのcosGχ tt ν2)=0+2鶴υ2)cos{3o十 →十鶴2υ 2},

解=0+れν)cOsOχ +ν
2)=0+%20 cos{30+υ

)+包
2υ 2)。

②

釣
房

例題 3。

Z=ノ (χ ,ν)において,"=r cOs θ,ν =r sin θとおけば,次の関係式が成

り立つことを示せ。(た だし∫(″ ,ν)は連続な2次偏導関数をもつとする.)

(1)(:等
)2+(:等 )2=(:等 ):す (;:;)2

0弊 +詐 =弊 +;%+ル弊
解答(1)鮮 =%弊 +%解,%=発%+%%,

弊
=COS θ,多 =sh θ,%圭 _rdnθ

,%=r cOS θ・
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＼

ｌ

′

ノ

＆
一釣

θ
０＋

ヽ

ｔ

ｒ

リ

嚇

端
ギ

Ｓ

　

　

　

　

　

　

Ｓ

　

　

　

／
／

１

ヽ

＼

ゅ
　
　
た
ビ

２
＋

＋
　
　
　
　
十
　
　
＼
ｌ
ｌ
ノ

が

一　

　

　

　

　

　

　

Ｓ

ｎ

　
　
　

／
′
―
ヽ
＼

絆

中

θ＋ｓｉ
ル

＆
一釣
　
／ｌｃ。ｓ＼
　
。ｓ２　
　
＆
房

＜
ｃ

　

／

ヽ

一一　

　

　

一一　

　

　

〓

＼

―

′

ノ

＆
一”

１

一

一

γ

／
′
‐
ヽ
＼

＋

＆一併従ってが日Ｗ

＼

―

′

ノ

＼

、

′

ノ

”
　
　
端

紛

＜
ｃ。ｓ
穿

「

／
１
＼

　

θ

　

　

θ
　
　
　
〓

。ｓ・ｎ
　
＆
一併
　
　
ｃｏｓ
　
錫
一併

一　

　

　

一　
　
　
十
　
　
　
一

一一　
　
　
　
　
　
　
〓

∂
一併
　
　
ＣＯＳ
　
　
Ｃｏｓ
　
＆
一脚

一一　
　
一一　
　
　
一一　
嚇

C°Sθ
ttτ

+Sln θ

(2)

∂2z

∂r2

よって

(2)の右辺 =

∂

一”

島
一げ

＋第十
;:争
■

l:み (;:等 )=(COS2 
θ+sin2 θ)(第

∂2z  ∂2z

∂χ2+∂ν
2

例題 4。

次の変換のヤコビア

飢+υ

鶴 υ

χ
　
　
ν

よ

ｒ

ｉ

く

ｌ

ｔ

め求をン
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解答

∂(χ ,ν )

∂(し ,υ )

１

　
　
鶴

ｌ

　
　
υ

〓 =鶴 ― υ

における接平面の方程式を求めよ.

例題 5.

曲面 z
π

一
／
仕

２２占
い

の上
”
ン
一
χ

ｎａ

略 為 = 〆ν= 。よって に の =

zυ =:と なるから,求める接平面の方程式はz-1=

すなわちχ一ν+4z=π .

日のときを=■
―
:し

―幼+:し一本

A

1。

(1)

121

(3)

(4)

(5)

2。

3。

(1)

0)

4。

合成関数の微分法 を用いて,次の場合の導関数
新

を求め よ.

z=χ 2ν
,χ =ι

2,ν
=ι

3

z=χ sin ν+ν cOS χ,"=COS 2t,ν =sin 3ι

z=3″ 2+2χ
ν tt ν

2,″
=t,ν =log t

z=χ2+ν3,χ
=1。 g(7ι +2),ν =tan t

z==cπ
2_ν 2,χ

E=:,y==1-十 COS t

z=2"2_3ν 2,π
=r Cos θ,ν =r sin θのときzr,zθ を求めよ.

次のし,υ の関数 zについて,zし ,zυ を求めよ.

z=sin χ cos ν,χ =鶴
2+υ

,ν =鶴υ
2

z=log(χ +2ν ),χ =し
2+Cυ

,ν =鶴 Sln υ

Z=∫ (χ ,ν ),″ =r cos θ,ν =r sin θのとき,次の関係式を証明せよ。

%=∞J多―ザ%,%=dn嚇 +ギ%
5。 z=∫ (αχ tt bν ),χ =r COS θ,ν =r sin θのとき,zr/θ を求めよ.

6.関数z=ノ (χ ,ν)において,ν =g(χ )の とき

幾
=%十

%劣
が成 り立つ ことを示せ .

7。   z=∫ (χ ,ν ),π =a cos α―υ sin α,ν =鶴 sin α tt υ cOS αなら|ゴ

g努十
:シ

=g移十g等 でぁることを示せ.

&次の場合につい■ヤコビアン棚 を求はただ
…

ら硫%β
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は定数 とする.

(1)χ =α鶴+bυ +α ,ν =Ca+αυ+β

(2)χ =鶴υ,ν =鶴 (1-υ )

(3)χ =αa COS υ,ν =btt sin υ

(4)χ =c鶴 ― Cυ ,ν =Cけυ

9。 次の場合 について,ヤ コビアンを求め よ.

(1)χ =鶴 +υ +り ,ν =υり,Z=鶴 ~り の ときの
∂(し ,υ ,υ )

(2)χ =r sin θ cosり ,ν =r Sin θ sin tt z=r cos θのときあ
:常キ者t:

｀
(3)鶴 =coS Ъ υ=COS ν Sin",tυ =cos z Sin ν sin χのときσ)

10。 次の曲面z=∫ (“ ,ν)上の点Pにおける接平面の方程式を求めよ.

(1)Z=∫ (χ ,ν)=4χ
2ν

 tt χν
3,P(_1,1,3)

②Z=んの==却 ,Lの

11.次の曲面∫(χ ,ν,Z)=0上の点Pにおける接平面の方程式を求めよ.

(1)ノ (χ ,ν,Z)=2χν+2νz-3χ z-7=0,P(1,2,3)

(2)∫ (χ ,ν,Z)=Pχ
2+α

ν
2+rZ2_1=0(Pgr≠

o),P(χ o,νo,ZO)

(3)∫ (",ν ,Z)=χ  Sin π
"一

νcν
~Z10g(c tt z)=0,P(1,0,0)

0ル ,%の =Z一ν―χ dnz=QP幡,1,9

B

上 ん
,(χ

― ν) ((χ ,ν)≠ (0,0)の とき)

((χ ,ν)=(0,0)の とき)

とを示せ .

とする。

∫(χ ,ν)は (0,0)で連続であるこ

ん(0,0),ん (0,0)を 求めよ.

∫(χ ,ν)は (0,0)で全微分可能であるか否か理由を述べて答えよ.

2。 z=∫ (χ ,ν)を極座標 (r,θ )の 関数とみたとき,zが rのみの関数となる

条件は,νん="ん であることを示せ.

3。 次の χ,ν の関数 zについて,z“ ,zν を求めよ.

z=log(鶴 +2υ),χ
2+2ν

=cし 十し,χν=Cυ +υ

4.ν =∫ (χ)が極座標変換χ=r cOs θ,ν =r sin θによりr=θ (θ)に うつ

るとき,ノ′(")を Ъθ,%で表せ.

5。 単位円内{(",ν )l χ
2+ν2<1)か らしυ平面への写像

１

　

２

　

３

2χ
鶴=1_χ 2_ν2'υ =

2ν

の逆写像を求めよ:

1-*2-a2
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6. 曲面
":+ν

:+z:=1(χ
,ν,Z>0)の 接平面と座標軸との交点を頂点

とする三角形の面積の最大値を求めよ.

7。  曲面 √ 十桁 十√ =1(χ ,ν,z>0)の 接平面と座標軸との交点を頂点

とする三角形の面積の最大値は存在するか.

Aの解答

1・ (1)幣 =%弊
(2)

十
万肩 =2"ν 。2ι +χ

2。
3ι
2=4ι6+3t6=7ι 6

幣
=-2(sin ν 一 ν Sin χ)sin 2ι +3(χ  cos ν tt COS χ)COS 3ι

一二

一　

　

〓

ル
一洸
ル
一洸
ル
一洗

３

　

　

４

　

　

５

=-2{sin(Sin 3t)― sin 3t sin(COS 2t)}sin 2t

+3{cos 2t cos(Sin 3ι)十 COS(COS 2ι )}coS 3ι

213z+の 十  =ズ 批+bJ+

畿 +品 =型乳2+辮
ぃ物d→ル〆={:+4+∞鋼d劇

}C手
OCが

2。

Zr=%弊 +%解 =

Zθ =%%十
%%=

=-4r2cos θ sin θ―

4r cos 0 - 69 sin 0 - 4r cos2 0 - 6r sin2 0,

a*(-r sin 0) - 6yr cos 0

612 sin d cos 0 - -1012 sin d cos I

3.(1)

2)

zu :2u,cos u cos a - u2 sin r siny

-2ucos (u' + u) cos ur2 - u2 sin(22 * u) srrut)2,,

zu - cos r cos A - 2uu sin r sin gr

- cos (u' + u) cos ur2 - 2uusin(u2 * ,) sinuu2

1              `

Z飢 =― ―・2し 十 一」
χ+2ν    χ+2ν  Slnυ

=

l               r為=一 一♂+Fギ≒万」χ+2ν    χ+
男COS υ

=%舒 十
%多

=%COS θ+

2u * 2 sinu
u2 + e' I2usinu

eu *2ucosu
鶴2+cυ +2a sin υ

①
＆

一併 %dnθ

4.



%=%%+%%=%(― rdnの十
%OCOSの

①×cos θ一②×空望 を作ると
γ

COS θ%―ツ%=%“OS2 θ+sm2の
∴%=COs θ多一望;三%

① ×Sin θ十② ×重望2を作って同様に整理すると

考=Sin θ%十 :f三%
男J角翠 γ=

Zθ =%%十
%%

=∫
′
(α"+bν){』

:(α"+bν )}(― r sin θ)十∫′(αχ+bν )

=―αr sin θ∫
′
(αχ+bν)+br COS θ∫

′
(αχ+bν )

=γ (一α Sin θ+b cos θ)∫

′
(αχ+bν )

6。 合成関数の微分法より
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-。 ②

(r cos 9)

+%丁
ゴ七ァ

(一 多 )

∂z   l   l
+雨

1+(影 )2房

5.

Zr=%弊 十
%解

=∫
′
(αχ tt bν ){f)(αχ+bν)}cos θ+∫′(α"+bν ){f)(αχ+bν )}sin θ

=α COS θ∫
′
(αχ tt bν )+b sin θ∫

′
(αχ tt bν )=(α COS θ tt bsin θ)∫

′
(α
χ+bν ).

ヽ

ｔ

ｒ

ノ

ν十χα
∂
一釣

ｒ

り

ヽ

ｔ

幾=%劣 +%劣

瓦 =房 C°Sα 十
万

譴nα
,

=%+%劣

7.
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弊

=£

(髪 )

=島
(a:)cOs 

α+島
(%)Sin 

α

=(g努
:争
十五発諭斃)COS 

α十
(I勇行:;+α♭鶏)Sin 

α

=弊 ∞ ♂ α 十

轟

dn α cOS a十
轟

dn α cOSa十
宰

dP a

同様に

弊
=弊 dn2 α_影

発
dn α COSα ―

嘉 芳
dn α cOs α十

詐
COS2 α.

これらより示される.

&0棚  =配鋤C

棚
= ilυ

 l観
=一 包υ― 鶴(1-υ )=一 包

棚
=稚 =励 ぼ O・ Sin句 =励 鶴

棚
= cilυ

  itilυ  =c包
‐― C2鶴

―υ

(2)

(3)

(4)

90(1)

o(r, a ,, z) 
-0(r, u, u)

∂χ  ∂χ

∂θ  ∂ψ
∂ν  ∂ν

∂θ  ∂9
∂z  ∂z

∂θ  ∂9

伽
一伽
釣
面

＆
蕩

ｌ

　

υ
　
０

１

　
０

　
１

〓

0)

o(r, a, z)

0(r,0, p)

＆
一併
釣
扉
＆
扉

lsin 0cosg rcos 0cosg
I

- lsin0srng 
rcos0sing

I cosd -rsin0

: T2 sin0
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(0

:t針廿t十二
 。∫;lifillL“  c(1:lk}liχ

=_sin3″ sin2 ν sin Z

コ_0。 (1)洗ズ
",ν

)=8χν tt ν
3,ん

(χ ,ν)=4χ
2+3χ

ν
2

洗ズー1,1)=-7, ん(-1,1)=

よって求める接平面の方程式は

z-3=-7(χ +1)+10(ν -1)

z=-7χ +ν -5

0ん仏勁= ,嫌 め ―  より

以刷=事 脚,⇒ =→
よって求める接平面の方程式は

Z-0=:(χ -1)一
:(ν

-1)

すなわち

χ― ν-2z=0

11・ (1)光ズ″,ν,Z)=2ν -3z,ん (π ,ν,Z)=2χ +2z,ん (″ ,ν,Z)=2ν -3"。

ゆえに,ん (1,2,3)=-5,ん (1,2,3)=8,ん (1,2,3)=1。 接平面の方程式は

-5(“ -1)+8(ν -2)+(z-3)=0

ゆえに

-5χ +8ν tt z=14

(2)ん (χ。,νo,Zo)=2P■0,ん (χo,νo,Zo)=29ν。,ん (χo,νo/o)=2rz。 .

接平面の方程式は

2pχ。(χ 一″0)+29ν。(ν 一νo)+2rz。 (z― Zo)=0

ゆえに

PχOχ +gνOν +γZOz=1

(3)光ズχ,ν,2)=Sin πχ+π
"cOS 

πχ,ん (χ ,ν,Z)=― (ν +1)Cν ,ん (χ ,ν,Z)=

一bまC十 の一
ん

より

ん(1,0,0)=―π, ん(1,0,0)=-1, ん(1,0,0)=-1

.・ 。一π("-1)一 ν―Z=0

χｎν

０

　

０

　

・ｓｌｎＺｎ一

よ

　

１
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.・ .π (χ -1)+ν +Z=0

=― sin 2,兵ズχ,ν,Z)=-1,ん (χ ,ν,Z)=1-χ COS Z

(χ

‐―
|[)十 (‐

-1)(ν ‐一
|[)+― (1‐

一
|[COS,)(Z‐

-1,)==0

-("-1)二
 (ν

-1)―十(Z-3)==0
。・.“ +ν 一Z=0

Bの解答

1・ (1)(χ ,ν)≠ (0,0)の とき

Ⅸ刺 ≦ レ刊 ≦ 側 刊

"
≦|″ |十 lν l→ 0((χ ,ν)→ (0,0)の とき)

よって
し,νl当。。∫(χ

'ν
)=0=∫ (0,0)と なり,∫ (χ ,ν)は (0,0)で連続である.

(2)

:=随]昨 1

:=随]昨 0

(3)(ん ,た )≠ (0,0)の とき

ε(ん ,た)=∫ (ん ,た )一 ノ(0,0)一 九ズ0,0)ん 一ん(0,0)た

= 
ん2+た2 ~ん =~t勝

午≒昇

より

ε(ん ,た)   んた(ん +た )

yん2+た2~(ん2+た 2)3・

直線 ん=た に沿って (ん ,た)→ (0,0)と すれば

臓畔件 = ~11ち

で多;:丁
一方:お 瓦万(フ可)3

″
リ

以
／
ビ

４

　

　

・

．
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鳳 出
断 在 い い ら

漏 当 Qの  
鏑 在 い ヽ よって AЪ 勁

は (0,0)で全微分可能ではない .

2.z=∫ (χフν),χ =r cos θ,ν =r sin θの合成関数がrだ けの関数である必要

十分条件は zθ =0であるから

Zθ =ん
%十 ん

難

=一九〆r Sin θ+ん 。r coS θ=0

0°・―νん+χん=0
2χ 2

χ2+2ν =cπ 十鶴よりしχ_ca三
百 'aν

=

ν

Ca+1'χν=Cυ tt υより

ノ +1'υν=cυ二
争可

・よつてノ+1

為=鳥 (ん +ん
),物 =鳥 (井 +島

)

３
．　
　
鶴

∫
′
(")=

αν

αχ

力
雨 r'sin 0 + r cos?
αχ

αθ

とt'る と飢=T子
≒万

cOs θ,

7丁再戸-1で
ぁるから

ρ

r/ cos e - r sin? (r′

=嘉
;)

υ=占血a5。 χ=r cos θ,ν =r sin θ

ρ=1_r2と おくとγ=

χ= -l cosθ =
ρ

同様 に

/`1±

;`ヱ

ニ三1lρ cosθ =
ffi_1

飢2+υ 2

yl+a2+υ 2_1
ν=   

鶴2+υ2  ν

6.点 (α ,b,C)に おける接平面の方程式は

:α

一告
(χ

――α)■
:b~告

(ν 一b)■
iC~:(Z―

C)==0

より
畜

+藷 十
岳

=1であるから座標軸 との交点は A鮨 3,0,の ,BO,bき ,の ,

C(0,0,Cき )である.従って

△ABC=:7AC2.Pc2_(薦 .黄)2=:/ぽ +C:)。 :+C:)一 C告

ここでし=α :,υ =b:,切 =c:と ぉくと△ABC=

るから,F(し ,υ ,υ)=飢υ+υυ+υ鶴の鶴+υ tt υ=

値を求めればよい

+C:)(b:+C:)_c告 .

:yaυ
 tt υυ+υ包であ

1,し ,υ,w>0での最大
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1=(鶴 +υ +υ)?=飢
2+υ2+υ2+2(飢

υ+υυ tt υ鶴)で ,鶴
2+υ2+υ2の

包十υ tt υ =1上 の最小値 は原点 と平面 色十υ tt υ =1の 距離の平方
(=:)

1
ゆえ鶴υ+υυ tt υ包の最大値は

:.従
って面積の最大値は

2ν(;・

7。 点 (α ,b,C)(た だし拓 +拓 +√ =1,α,b,c>0)における接平面の方程

式は

轟し―→+島し一の+嘉。一の=0
すなわち

洗+洗 +素 =1

A←伍,0,0),B(0,拓 ,0),c(o,0,√ 5)を頂点とする三角形の面積は

:ν
τ戸耳 bC+Cα

従ってχ tt ν tt Z=1,χ ,ν/>0に おける∫(χ ,ν,Z)=χ
2ν2+ν2z2+Z2χ 2の

最大値を求めればよい.

最大値が存在すれば極大値でもあるから

0=皇∫し,ν,1-χ―ω=2χし2+z2)_2冽レ2+ν 2),

0=£∫し,ν,1-χ一分=2ν o2+z2)_2zぱ +ν
2)
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3。4 偏微分法の応用

2変数関数の極値

εを十分小さな正の定数とする.関数∫(χ ,ν)が円の内部

(r-a)2+(a-b)'1e
の点 (α ,b)と 異なるすべての点 (χ ,ν)に対して

∫(χ ,ν)<∫ (α ,b)

をみたすとき,ノ (χ ,ν)は点 (α ,b)で極大になるといい,∫ (α ,b)を 極大値とい

う.ま た

∫(“ ,ν)>∫ (α ,b)

をみたすとき,∫ (″ ,ν)は点 (α ,b)で極小になるといい,∫ (α ,b)を 極小値とい

う.極大値と極小値を合わせて極値という.

定理 1.領域Dで ノ(χ ,ν)が偏微分可能であるとき,極値をとるD上の点 (α ,b)

においてはん(α,b)=ん (α,b)=0が成り立つ.

定理 2。 ∫(",ν)は連続な2次偏導関数をもつとし,点 (α ,b)においてん(α ,b)=

ん(α,b)=0と する.

(1)んπ(α ,b)兵″(α ,b)― んν(α,b)2>0の とき

ん
“

(α,b)>0な ら|ゴ ∫(χ ,ν)は点 (α ,b)で極小となり,

ん
"(α

,b)<0な らば∫(",ν )は点 (α ,b)で極大となる.

(2)んπ(α ,b)んυ(α ,b)― んν(α,b)2<0の ときノ(χ ,ν)は′点(α ,b)で極値をとら

ない .

注.定理 2で ん
"(α

,b)んυ(α ,b)一 んν(α,b)2=0の ときは,定理の方法だけで

は極値の判定はできない .

陰関数定理

χの関数ν=∫ (")を χの陽関数とよび,こ れに対し∫(χ ,ν)=0の形で
"は

νの関数またはνはχの関数という関係を表すとき,こ れを陰関数という。

定理 3(陰関数定理).∫ (χ ,ν)は連続な偏導関数をもち,∫ (α,b)=0と する.

(1)ん (α ,b)≠ 0な らばαを含むある開区間で定義されたノ(χ ,ν)=0の陰関数

ν=9(“ )が存在 し,次の性質を満たす .

①

"は
Qは → =一  中 鐵  →

(ii)点 (α ,b)の 近くでは∫(χ ,ν)=0の表す図形とν=9(χ )の グラフは同じ

である.すなわち∫(χ ,9(χ ))=0を みたす.

(2)ん (α ,b)≠ 0の ときも同様のことが言える.

定理 4(ラ グランジュ(Lagrange)の 乗数法).∫ (χ ,ν),g(χ ,ν)は連続な偏導
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関数をもつ関数とする.条件θ(χ ,ν)=0の下で,∫ (",ν)は点 (α ,b)で極値を

もつとする.こ のとき

洗ズα,b)― 入θπ(α,b)=0, ん(α ,b)一 人gν
(α,b)=0

をみたす入が存在する.ただしgπ
(α ,b)≠ 0ま たはθν(α ,b)≠ 0と する.

例題 1。

次の関数の極値を求めよ.

(1)∫ (χ ,ν)="2_"ν  tt ν
2+3"-3ν

(2)∫ (",ν)=χ
3+3χ

ν tt ν
3

例題 2。

∫(χ ,ν)=ν +1-χ Cν =0の とき,χ =0を含むある開区間で定義された

陰関数が存在することを示せ.さ らにその陰関数をν=ψ (χ )と おくとき,

曲線ν=9(χ )上の点 (0,-1)に おける接線の方程式を求めよ.

１
，
　

　

　

で
　

　

一一　
　
　
為
　

　

　

は
　
　
で
　
０

碓 関数が存在すれ ばの一

は ν+1=lχ .

C

―
"cν

でん(0,-1)=1≠ 0・ よつ

=―
ギ

=:よ り接線の方程式
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A

次の関数ノ(χ ,ν)の極値を求めよ.

(1)∫ (χ ,ν)=1-2χ
2_χ

ν_ν2+2χ -3ν

(2)∫ (π ,ν)=χ
2+2χ

ν-3ν2+4χ +4ν

(3)∫ (χ ,ν)=χ
3+ν2_6χ

ν

(4)ノ (χ ,ν)=2χ
3+2ν3+χ2+2"ν

+ν
2

(5)∫ (χ ,ν)=χν(χ
2+ν2_4)

(6)∫ (",ν)="4+ν
4_2χ2+4χ

ν-2ν2

次の方程式の陰関数ν=ν (χ)について,務 を求めよ.

(1)χ
3__3χ

ν―卜ν
3.=0   (2)χ

c~ν =ν Sin χ   (3)ν =arCtan子

次の曲線∫(χ ,ν)=0上の″点Pにおける接線の方程式を求めよ.

ノ(",ν)=χ
3+π

ν
2+4ν 一ν

3=0,P(0,2)

ノ(χ ,ν)=χ
3+3"ν +4"ν2+ν2+ν _2=0,P(1,-1)

"2+χ
ν tt ν

2=2で
定まる陰関数ν=9(χ )の極値を求めよ.

与えられた条件の下で次の関数∫(χ ,ν)の極値をとる点の候補を求めよ.

∫(χ ,ν)=χ
2+ν2_4χ -2ν +1,条件:"2+ν2=1

∫(χ ,ν)="2_4"ν -2ν2,条件:"2+4ν2=4

2.

〓

０

　

０

　

＞

２ 〓

３ 〓

的

け
舞
島

一

一

である
．

〓
　

一一　
補

胸
胸

答

ｆ

く

ｔ

が

鮮

０

切
り

Ａ
　
　
ｌ
。　
　
に

よ

１

　

２

　
　
　
　
　
　
　
　
１

　
　
２

３

　

　

　

　

　

４

　

５

２

値
　
　
　
一一　
　
　
　
　
　
　
　
　
と

ｏ
は
　
刺
　
　
　
ｏ
略

＞
　
　
，
　
　
　
／
外

＜
　
一は
　
　
　
　
・

７
　

ら

　

　

ん

６

　

　

＞

　

　

　

　

２

け
　
〓・‐
胸
　
勝

．　
４　
　
０
　
　
」
　
ジ
　
って　
　
屯

同　一一　
　
嶋　　　鮮
　
同
一い　　肝

＜・４　
切
　
　
け
　
　
し
　
２
　
・
　
Ъ

区
　
　
の卜
　朴
　
　
　
〓６

椰　　ｆ・２っ０一れ　　鵜

一

か

５

〇

一　

式

　

一２

９

　

拗

鵬
で，確十
鵬
帖
瑯
　
珈
申
」
肝

の

１
，
０

メ

連

　

　

つ

な

０

な

ズ

　

ん

　

　

　

よ

ら

を解 くと

-4,んν

”

　

ν

　

ν

ｆ

く

ｔ

し

=1 .よ
って (χ ,ν)=

=-2

=-1,んν(χ ,ν)=-2
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く
　
　
　
　
　
　
で
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平．
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か
　
↓
　
　
動
　
　
　
　
　
岸

）
　

　

　

　

　

　

土土
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ｏ

　

ｏ

　

＞
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）
　
　
一一　
一一　
翌

↓

Ｏ

ｏ
，

）

　

一

　

一

　

，

＜

＞

ノ

プ

の

島
　
卸

刃
　

　

バ

〓

正
　
為

亀

勁

〓０
　

ら，
初
Ｆ

以
急
に

ν
　
　

か

ひ

〃
ｆ
で
ｔ

と

し

　

る

∫

し

＞

く

・

い
　
盪
に
可

“

椰
あ

ん
“

(χ ,ν)=6χν, んν(χ ,ν)=3″
2+3ν2_4, 

んν(χ ,ν)=6“ν

である。(“ ,ν)=(0,0)の ときん
“んυ―んν

2=_16<0

(χ ,ν)=(± 2,0),(0,± 2)の ときん
"兵刃

一んν
2=_64<0

(χ ,ν)=(± 1,± 1),(± 1,平 1)の ときんπ兵″―んν
2=32>0

よつて(0,0),(上 2,0),(0,± 2)では∫(χ ,ν)は極値をとらない・ (χ ,ν)=(± 1,圭 1)

(複号同順)ではん
“
=6>0よ り極小で極小値は-2。 (χ ,ν)=(± 1,平 1)(複
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る

一

ぁ

　

　

２

で

　

ν
３

甫

　
　
＜

布

　

　

４

＞候

　

一一　

　

　

〇

の

ハ
ガ
　
　
　
　
＞

剛　ん
　　　３８４

極ヵ
　
九
）
　

　

〓

れ　　　胴　　　　′

　̈　　　卿
」　　　×２０．

け
］
仰
前
加
は
２〓２０

却
斜
針
　
↓
前
れ

一げ
”
脇

一一　
　
〓

″

の

の

鮨
加
¨

同

　

“

　

解
　
　
　
あ

号

　
　
　
　
を
　
　
　
で

よつて,(χ ,ν)=(土の ,平ψ )(複号同順)ではん
“
=20>0よ り極小で極小

値は-8.(χ ,ν)=(0,0)の ときんπんν―んν
2=(_4)2_42=0と なるが

∫(χ ,χ )=2χ
4>0(χ

≠0),

∫(0,ν )=ν
2(ν2_2)<0(ν が十分小さいとき)

では∫(χ ,ν)は極値をとらない.

2。 (1)劣 =

3.(1)ん =

ん(0,2)=

関数をもつ。

(0劣 =舞 ②劣=

薇 の=― =:

よって,求める方程式は ν=:χ +2。

別解  χ3+χν
2+4ν 一ν

3=0の
両辺をχで微分すると 3χ

2+ν2+2″
νν

′+

4ν
′-3ν 2ν′

=0。 よつて

ノー

右辺にχ=0,ν =2を代入するとν
′=事  

よつて,求める方程式はν=:χ +2。

(2)ん =3χ
2+3ν

+4ν
2,ん

=3χ +8χν+2ν +1.スズ1,-1)=4,ん (1,-1)=

-6よ り求める方程式は

4(χ -1)-6(ν +1)

2"-3ν =5

4.∫ (",ν )=χ
2+"ν

+ν
2_2と おくとん =

′日   2χ +ν

2r*U, fa:r*2Yfirt'b

χ_π2_ν 2

3χ
2+ν2,ん

=2χν+4-3ν
2.

-8≠ 0だから∫(χ ,ν)=0は χ=0の近くでν=ψ (")の形の陰

求める接線の傾きは

=0

←)?′0-冠
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グ(χ)=0と おくと2χ +ν =0。 よつてν=-2χ .こ れをχ2+″ν+ν
2=2

に代入してχ=士∠

=を
得る.こ のχがν=ψ (χ)の極値を与える点の候補で

ある.

(*)の 両辺をχで微分して

〆0-
3ν -3χν

′

(χ +2ν )2

ν=-2"を用いて?〃
(イ)=ギ

>Q9〃
(― イ)=一ギ<0だから

χ=子 のとき極小値―雀年,χ =―子のとき極大値Tをとる.

5。 (1)g(χ ,ν)="2+ν
2_1と ぉく。

連立方程式

       2      1∫
 を解くと1-λ =圭拓 より

上
拓

一
上
拓

一

／

１

＼

＼

ｌ

１

／

上
拓

上
拓

／

ｆ

ｌ

＼
〓νχ

＼

ｌ

′

／

ハ
ー
ノ
　
　
」
２
　
．
再
　
Ａ
「
ノ

い冽〕　　　　　「　　「「〕　
　
・一

上
√
　
　
　
　
め
　
　
に
ヽ
　
コ
刀
　
　
①
　
②

／

１

＼
　

　

　

　

　

く

　

　

ヽヽ

だ

′
　

　

，
土
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・
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椰
　
　
１
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２
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一
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．　
　
　
　
土

，

　
　
　
　

　
　
　
　

／
／
′
‥
‐
ヽ
＼

最

　

　

　

　

　

　

０
　
　
　
４

ｒ

　

ｔ

／ （

候

／
１
１
＼
　
じ

　
　
連

カ
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とおき,ν ,zを χの関数として①,②

2χ +2νν
′
=0

の両辺を微分すると

z′ =2κ +2νν
′-4-2ν′

さらに③,④ の両辺をχで微分すると

2+2(ν′
)2+2νν

′′=0

z′
′=2+2(ν

′
)2+2νν

′′-2ν′′

を得 る .

z′ =0と なるのは④より

(2χ -4)+(2ν -2)ν
′
=0… ……

③ ×
(ν -1)一 ④

′×νより

2*(a-1)-(2*-4)U:0
.'.r-2y

これを①に代入すると

⑤

　

⑥

④
′

る得

＞
。

を

順
　
表

同
中
　
の

号
　
次

複
　
り

＜

　

よ

〓・・≒
ガ
⑤，⑥

Ｉ

経
り，③，

〓＜上
商

回
軸れ

値極がれこ

(χ ,ν ) ν
′

ν
〃

Z′

上
拓

上
拓

／
ｆ
ｌ
＼

-2 -5νЪ 0 10拓

/ 2  生ヽ -2 5拓 0 -10vg
k拓'拓ノ

一一　
の
　
加
　
ノ

Ｚ
　
　
χ

を
Ｚ

＜

　
＜

ν

り
，
　

一一
　

　

〓

隷
的

的

②
　
湊

と

z〃 >0であるから,極小値 z=2-λ汚

z〃 <0であるから,極大値 z=2+λ汚

…… 。 ①

-4χν-2ν2 .… 。… ②

,② の両辺を微分すると

……。 ③

4χν
′-4後〆 。…・… ④
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さらに③,④ の両辺をχで微分すると

2+8(ν′
)2+8νν

′′=0       ………

z′
′=2-8ν′

-4χν
′′
-4(ν

′
)2_4νν

′ ・……・

を得 る .

z′ =0と なるのは④より

(2χ -4ν)一 (4"+4ν )ν
′=0… …。 ④

′

③ ×("十 ν)一 ④
′×2ν より

2"(χ +ν)+(2″ -4ν)02ν =0

2“
2+6χ

ν-8ν2=0

(χ +4ν )("一 ν)=0
∴″=-4ν  または  χ=ν

これらを①に代入すると

⑤

　

⑥

頁同

　
る

号
　
得

生拓
餃
囃

４
一５
　
〓土　
ハコ
刀
嗽

＞〓　
疎

ν

　

と

し
任極カれこ

と

　

　

と

の
　
　
　
の

＞

　
＞

上
拓

２
一拓

土

　

　

土

土
拓

２
一拓

平

　

　

土

＜

　
＜

(χ ,ν ) ν
′

ν
〃

Z′ Z〃

上

拓

止

√
一

／

１

＼
―
iVら

0 -25

土

拓

／

ｆ

ｌ

＼

_」生
) :拓 0 -25

上

拓

上
拓

／
ｆ
ｌ
＼

１

一
４一 一

島
ν写 0

２５

一
４

/_ヱ_?ヽ １

一
４一 島f 0

２ ５

一
５k拓'拓ノ

表 より,

(χ ,ν)=

(χ ,ν)=

き z〃 <0よ り極大値 z=6

き z′
′>oよ り極小値 z=-4
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重積分法
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重積分

(A)∫ (χ ,ν)は長方形∬=レ ,切 ×レ,司 で定義された有界な関数であるとする.

レ,司 およびレ,司 にそれぞれ分′点をとり,Iを 鶴η個の小長方形に分割する.

この分割を△ とお く.す なわち
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ズ

も

　

に

長
　
　
　
　
　
　
重
　
い
　
　
　
　
と
　
に
　
０

合

　

特

92(χ )は

)}(た だしψl(ν ),ψ2(ν )は

χ

Ц

■

だ

　

　

　

一メ

た
　
　
　
　
ヵ

ｏ
　

／
ｋ
　
　
　
　
　
　
　
χ

数

＜
一　
・

√
∴
¨

襴
嗣
％
　
貯

と
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一一
司

分
　
亀

Ｄ

・Ｌ

積

ズ

＞

重
　

　

に

し

　
　
　

の

　

＞

慟　　何枷

とする
．

商
明

に
協
仇〃

り立っ．卸
嚇

鍼
レ
回

２

同

　
＜
一

な

　
Ｌ

　

　

′―

ヽ

ｔ

働　“一　　∬

Ｄ
　
α
　
　
　
面「
Ｉ
Ｌ

ν
α

ヽ

ｔ

ｒ

リ

”ανχ
∫
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・。．　
姉

硼
癬 韓

７
計
　
√

九

を分

τ万扉≠1再戸テαν}α" (0<α
<b)

ν
   :αν

}α

χ==ll [僣 +ν
l:α
π

√ +ν2

:Ib(所 ―″ ル

:Ib(Vτ -1)χαχ

Vつ■。2_αり

角翠窪罫

√

ノ

ｏ

ｒ

ｉ

く

ｌ

ｋ

√
九

2重積分

解答 D={(π ,ν)|-2≦ χ≦1,χ ≦ν≦一χ2+2}と 表示できるから

んル,のα
"α
ν=二

{五

~ノ+2ル
,のανレ

他方

Dl={(″ ,ν)11≦ ν≦2,一の ≦
"≦ ν2-分

五b={(χ ,ν)|-2≦ ν≦1,一√
'―

ν≦χ≦ν}

とおくとD=Dl∪ D2だから

んル,Oαχαν=嵐
1ル

,Oαχαν十九2ル
フのαχαν

二{  Ⅲ

るすと域領た

，
櫛

一一
漏

ν

　

ν

y- _r2+2
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・也
　仰

韓　ト　
ル

孵
２鈍
　動

ν)|

ν)|

0≦ ν≦

χ
2+ν 2

1,0≦

≦α2,

ν

　

　

叫

＜

一
　

　

＞

・

χ
　
　
　
“ｙ (α >0)

解答

慮 カ
　

プ

ヽ

＞

り

　

１

一
２

χ

　

　

　

ｒ
ｌ
ｌ
ｌ
Ｌ

勺
　
　
〓

Ｃ
　
　
　
　
　
ν

ν

　

　

　

　

　

　

７α

　
　
　
　
ヽ
ノ

灯
Ｌ

〆
　
・．

ズ

ズ

タ

一一　

　

　

一一　
　
　

〓

ν
α

“
α

121

IID"2ν
αχαν==llQ{J(yα 2_“ 2χ

2ναν
}α

χ
=:/1レ 2ν司/7~′αχ

=:llcP (α 2_χ 2)α
χ

=:1子 χ
3_:χ 511α =発 α

5

A

1.次のように図示された領域Dを D={(χ ,ν )lα ≦χ≦b,91(χ )≦ ν≦

92(χ )}ま たはD={(χ ,ν)IC≦ ν≦α,仇 (ν)≦ χ≦ψ2(ν )}の形で表せ.

(1)    ν           (2)   ν
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“

)

一ν+1

ν
α

ヽ

ｔ

ｒ

リ

χ
α上

ノ

√

ノ

．

ｒ

り

ヽ

ｔ

√

ノ

２

２

４
　
よ
．

山

「　禦
↓

知
μ′九

２
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3。

0)

●)

(1)

0)

●)

(1)

ズ
1恒1島

→の0/7『ν
ⅢⅢ

ノ「|ズ

1{ズ 1 7χ

ttν +Z αz}αν
lα
χ

次の累次積分の順序を変更せよ.た だし,α >oと する.

/2{ノ (ν
ノ(″ ,ν )αχ

}α
ν   (2)」

(α {ノ4iχ
∫(χ ,ν )αν

}α
χ

ズ
1[11れ

■力④ズ
1何℃仏■山

だ{ガ

+2ル
,のαν

}α
χ Oノli{ズ

びε∫し,Oαν
}α

χ
次の累次積分の値を求めよ.

ノ11{ノ:lC"2α

χ
}α
ν   (2)ノ

12π {ノi17「

EI)二αん
}α
ν

ズ
1{ズ″に一めれν

}山
④ポず鯛Цノンν

D={(χ ,ν )lα ≦χ≦b,91(χ )≦ ν≦92(χ )}(ただし91(χ ),92(″)は

で連続)の とき,Dの面積
llDα

χανは

慮αχαν=∠
bレ

20~910レ

4。

(3)

5.

レ,司

＜
一　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
・２

ν

　

　

　

山

　

　

　

　

　

　

　

　

‐

　

　

　

十

＜
一　
　
　
　

―̈
―
Ｉ
Ｊ

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ν
　
　
　
　
　
　
χ

Ｏ

　

　

　

拘

　

　

　

　

場

　

　

　

＜
・
　

　

　

＜
・

＜
一　
　
　
　
　
　
χ
　
　
　
　
　
　
ν

ｑ
　
　
　
Ｊ

れ
ま　
珈
　
　
詢
鍼
肝
「
林

pz(r),
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B

°鳳島
Jttπ

″ L‖ま自物
J≧ 1,た≧1

1。

1

鶴2+づ2+J2

刈一「．

・Ъ

十

２＜
一

ν＜
一

１

一
２

νχ∪ν
２

１

　
　
＜
一

加
　
　
χ

＜
・　
　
＜
一

＝̈
υ

　
　
　
　
御
ｙ
）̈
一
（一̈
′′″一

≦

・

・ガ

”α
ν十χ

１

一
３

√

ノ

ｏ

〓χｄ

ヽ

ト

リ

ν
α

ν＋χ

√

ノ

ｏ

ｒ
り
ヽ
ｔ

√

ノ

ｏ

(2)Jg I

Aの解答

10(1)D={(χ ,ν)|-1≦ χ≦2,-1≦ ν≦1}

(2)D={(χ ,ν)11≦ χ≦2,χ ≦ν≦2}ま たは

D={(“ ,ν)11≦ ν≦2,1≦
"≦

ν}

(3)D={(χ ,ν)10≦ χ≦α,χ2≦ ν≦αχ}ま たは

D={し ,の 10≦ ν≦α2,卜
"≦ 桁 }

(4)D={(χ ,ν )lα ≦χ≦b,0≦ ν≦
"}

(な お,D={(χ ,ν)10≦ ν≦α,α ≦χ≦b}∪ {(χ ,ν )lα ≦ν≦b,

ν≦χ≦b}と も表せる.)

(5)D={(",ν )10≦ ν≦1,ν -1≦ χ≦一ν+1}

(な お,D={(",ν)|-1≦ χ≦0,0≦ ν≦1+χ }∪ {(χ ,ν)10≦ χ≦1,

0≦ ν≦1-χ }と も表せる.)

OD=Iも のp≦ だ L:

(な お,D={(χ ,ν )・ 10≦ ν≦

ぢ≦χ≦1)と も表せる。)
(7)D={(χ ,ν)|-1≦ χ≦2,χ 2≦ ν≦χ+2}

(な お,D={(χ ,ν)10≦ ν≦1,一ντ≦χ≦vτ }∪ {(χ ,ν)11≦ ν≦4,

ν-2≦ χ≦/勢 とも表せる。)

(8)D={(χ ,ν)|一 α≦
"≦

α,0≦ ν≦C"}

(な お,D={(χ ,ν)10≦ ν≦C~α ,一α≦χ≦α}∪ {(χ ,ν )IC~α ≦ν≦Cα
,

10g ν≦χ≦α}と も表せる。)

(9)D={(“ ,ν)|-2≦ χ≦1,χ ≦ν≦―χ2+2}

(なお,D={(χ ,ν)|-2≦ ν≦1,一 νワ・ ν<χ ≦ν}∪ {(χ ,ν)11≦ ν≦2,

―衝 ≦χ≦yァI酪 とも表せる.)

2.
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０
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=:」イ|・ {(χ +̈2)3_χ3}αχ

ノ「{ノlυ ttα
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ν=ノ

i3(_1+ν
)α

ズ
1恒1島

→ウ=ズ
1掃

力=,一 :範

ノ11:ズ
χ
{ズ

κ+ν
 χναZ}力

1山
二=lt {ズ "り。十ν)
=ズ

1:χ
4α

χ=:

ズ
llズ1{ズ 17χ

+ν +Z αz}αν
lα
χ

(2)

(3)

(4)

(5)
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j or)dr
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8{2+ 1)

3.
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ν="2

y-r+2

4.積分の順序を変更 して求める.

0/1恒
1■む=ズ

1恒π
Ⅲ山=夕←⇒

(2)プ
42π {り4ππΨα

"}α
ν=ズπ

{ノlπ

+“

Ψαν
}α"

=」
(π

 Sin χ αχ=2

0/1{ズ
″は一昴Ⅲ=ズ

1{ズνT石戸
(1-れ"}bり

=ズ
1に ―め匂ν=ズ

1に ―勾2+めヵ=島
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αν

sin t at (t - yt L *iv./:)

αχ== {92(χ)~ψ l(χ )}αχ

ヽ

ｔ

ｒ

リ

”
α

νｎχ

√

ノ

。

ｒ

り

ヽ

ｔ

π√

ノ

。序
　

ｆ
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ｌ
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６〓

α

　

　

　

　

ν

め

　

「

ｎ＜

　

　

し

。Ｓ‐
　
　
　
　
　
・ｍ

χ
　
　
　
　
　
　
Ｓ

・・郁
　
　
　
　
　
　
　
　
　２^
γ
υ

ｒ′
′
′
島
．　　．．がズ１
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′
九
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一一　
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力
　
　
　
山

静

胤
６

④ズ
が

(1)

121

(3)

(4)

(5)

１

一
３

　

　

ｂ

一一　

　

Ｉ

χ
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山
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１
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Ｊ
　
刺

―
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リ
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＞
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帥

5.
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４
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燿
′
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珈
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初
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刊
χ
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χ

ノ
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十

伽
■
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刀
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(4)

Bの解答

1.

0鳳島 Σ ″
ブ+た ≦η

′≧1,た ≧1

o(o - 1) ...1

(b+1)(b+2)・ …(b+α +1)ノ。

y: rl2

{ズ

1+}αθ

ν
α

χ
α

νχ″〓′′刀̈
仰

=ニ ノ11{j(1~"χ
ανbαν

}α
χ

=ズ
l χαttL詈言二半生上αχ

=二

(b■ 1)(b■ 2)ノ11"α

-1(1-χ
)b+2αχ

√

ノ

。

注 :

α!b!

(α +b+2)!

α,bが正の実数の場合は

√

ノ

ｏ

〓。)htt Σ
i,,i>o

i'+ j" <-n2

: T ros.z4\-,

1

22+づ2+J2

(4.2の極座標変換 を用いた
)

Γ
(α +1)「 (b+1)

=//.〃与
“

2+ν 2≦
1

",ν
≧0

(1-″ )b+α
+lαχ
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4。2 重積分の変数変換

2重積分の変数変換

鶴υ平面上の有界閉領域Eが 2つの関数χ=χ (a,υ ),ν =νり,υ)(連続な偏

導関数をもつとする)に よりχν平面上の有界閉領域 Dと 1対 1に対応 してい

るとする.ただし,D,Eの境界は有限イ固の点を除いてなめらかな曲線である

ものとし,ヤ コビアン

はEの各点で0にならないものとする.このとき領域Dで連続な関数∫(χ ,ν )

に対 して

慮ル,のαχαν=九ルリ,0,νり,効 1紹 lα

ttαυ
と2重積分を変数変換することができる.

例 1。  線形変換
 ;I覧 :::I(α

α―bC≠ 0)のヤコビアンは

∂(κ ,ν )

∂(し ,υ )

α  b

C α
-ad-bc

となるので

九ル,

θ

　

θ

ＯＳ
　
・ｍ

〓

∬

Ъ

　

＞ｓθ

耐
　

伽

一＝

釣

房

ｎ

　

　

∂

∝
　
・ｍ

β
′
′

＾
ノ

‐^一
　

　

ＣＯＳ

　

・Ｓ‐ｎ

例 2.極座標変換

f (ou * bu,, cu + du)lod - bcldudu

(図 1)の ヤコビアンは

Tty=γけの∂(χ ,ν )

∂(r,θ )

となるので

慮ル,Oαχαν=九ルC∝亀rdnの rαγαθ
P(“ノν)

(γ ≧ 0, 0≦ θ≦27)
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(γ ≧0,0≦ θ≦ 2π
)

図 2

(γ ≧0,0≦ θ≦π,0≦ ψ≦2π
)

図 3

3重積分の変数変換

変数変攣      ||‖ | によってχνZ空間の領域 Dと しυυ空間の領域

Eが対応するとき

胤れ物的ル

=胤ズぼЪЪtt αЪЪ銭ズЪ%の
1詣脇1胸

ああ
と3重積分を変数変換することができる.こ こで

は変数変換のヤコビアンである.

例 3.円 柱座標変換 (図 2)のヤコビアンは

伽
一伽
釣
瓦

＆
万

ｒ〓

０

　

０

　

１

θ

　

θ

　

　

　

　

　

θ

　

θ

ＣＯＳ

　

・
Ｓ・ｎ

　

　

　

　

　

　

ＣＯＳ

　

・
ｓ・ｎ

　

（Ｕ

ｒ

　

　

ｒ

　

　

ｚ

一一
　

一一
　

〓

”
　
　
ν

　

ｚ

ｒ

ｌ

ｌ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｌ

ヽ

∂(χ ,ν ,2)

∂(r,θ ,Z)

-r stn 0

r cos0

0

∂(χ ,ν ,Z)

∂(r,θ,ヮ )

(≧ 0)

=r2sin θ(≧ 0)

となり

胤ん銑→山のル=胤 f (, cos 0, r sin 0, ,)r drd?dz

χ=r sin θ cosヮ

ν=r sin θ sin 9 (図 3)のヤコビアンは

z=二 r cos θ

∂χ  ∂χ

∂γ  ∂θ

∂ν  ∂ν

∂r  ∂θ

∂z  ∂z

∂γ  ∂θ

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

換変標座極４タ

生

鉤

釣

一鉤

生

の

P("夕 ν夕の

P(χ,νフa

となり
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９０

ル
　
　
θｃ

働
　
い

う

　

∫

例題 1。

r sin 0 sin g, r cos 0)r' sin 7d,rd,7d,g

1}

0≦ χ一ν≦1}

{ノ16;α
飢
}α
υ==9

0九百洗7α
χαL D=I潮 ぽ+ν

2≦

②慮lZ・のαχαtt D=まり10≦ χ+ν≦Q

解答 (1)χ =r COS θ,ν =r sin θとおけばDは E={(r,θ )10≦ r≦ 1,0≦

θ≦2π }に対応する.よ って

IID          
働力 ==llET・

I茅
百αrαθ二=ズ

27r{J(lT・

F下
,ル }♂

=π log 2

0鶴 下
χ十 銑 υ=χ ―νは つて χ=写 認 =竺

う
」
う と却

"は

E=他 引 0≦ 鶴≦QO≦ υ≦時 にす樹芯し
柵   →

・

従 って

√

ノ

ｏ

〓υ
α

鶴
α

鶴

一
９
４

九〓ν
α

χ
α

ν十χ慮
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αν==1(1‐―C~α
2)

χ2+ν2≦ α2,χ ≧0,ν ≧0}(α >0)

0慮ν√膏αχαtt D=臨のl χ2+ν2≦
%χ ≧

②脱メ7α
χαtt D=他のl 

α2≦ χ2+ν2≦
bり

Ъ
　
訓
√
丁

切
　

し
　
〓

ぜ
　
〓て
Ъ

⊂α
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／
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＜
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鶴　
力
　
　
　
　
χ　

　
　
　

＜α＞
メ

向
　
　
　
＞
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0慮χ2αχαtt D=Iらのl 
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注 :定理 1は ,∫ (″ ,ν)が Dに おいて正負の値 をとる場合は必ず しも成立 し

ない。

例題 1.

・ｍ
「

0≦ ν≦χ}における重積分

はαがどんな値のとき存在するか.存在する慮再鴇α
"α
νいの

ときはその値を求めよ.

解答  被積分関数はν=″ 上で不連続.Dか らν=χ を含む区域を取 り除い

た領域

D": {@,a) | c < r I I, 0 < A < r - c} (0 < c 11)
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での積分を計算すると
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3。 次の重積分はαがどのような値のとき存在するか.存在するときはその
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4。
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5.
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Bの解答

1.被積分関数はz=χ 上で不連続.Dか らz=″ を含む区域を取 り除いた領

域 Dc={(",ν フZ)IC≦ χ ≦ 1,0≦ Z≦ χ 一 C,Z≦ ν ≦ χ}(0<C<1)で の
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4.4 重積分の応用

立体の体積

空間における立体D={(χ ,ν ,Z)lα ≦χ≦b,91(χ
) ψl(χ ,ν)≦

曲面積

関数∫(χ ,ν)は 有界閉領域 Dで連続な偏導関数をもつとする.z=∫ (χ ,ν )

で表される曲面の曲面積は

九ルし,の
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缶
）

によって囲まれた立体の体積

解答 D={(χ ,ν)10≦ χ≦α,0≦ ν≦
～
巧21χ 2)と ぉくと,求める体積は

811Dヤ4茅
'~′
αχαν==8J(α

{J(V乞

2_χ 2、

/α
2_χ 2αν

}α

χ
=二 8ノ

la(α

2_"2)αχ=llα
3

ν

解答 z2+z=6,z>0よ りz=2。 z=76-χ 2_ν2ょ り

物 =~  ノν一   である

D={(χ ,ν)l χ
2+ν 2≦ 2)と おくと,求める曲面積は(極座標変換を用いて

)

|ID71+τ・・::≒・葛フ・τ.「」
'≒

Iτtt 
αχαν

=桁慮面+可αχαν

=νて
(ズ

2π

 αθ
)(J(Vつ

      dr)

=2y石 (νて_2)π

曲面χ2+ν2+z2=6の
曲面 z=χ2+ν 2ょ

り上の部分の曲面積を求めよ.



4.4 重積分の応用  167

A

1。 次の立体の体積を求めよ。

(1)円柱面 χ
2+ν2=α

χと 2平面 z=bχ,z=cχ によつて囲まれた立体

(α >0,b>C)・

(2)0≦ z≦
"ν

,χ
2+ν2≦ αχによつて定まる立体 (α >0).

(3)球面
“

2+ν2+z2=α 2の
内部 と円柱面 χ2+ν2=αχの内部の共通部分 .

2。 次の曲面の曲面積を求めよ
(α >0)・

(1)曲 面 z=χ2+ν2の
平面 z=α より下の部分 .

(2)円錐z=yχ 2+ν2の平面z=α より下の部分.

(3)円柱面 ν
2+z2=α2の

円柱面 χ2+ν2=α2の
内側の部分 .

(4)曲 面 z="り の円柱面
“

2+ν2=α2の
内側の部分 .

1。 4次元単位球D={(χ ,ν ,Z,υ)|"2+ν
2+z2+υ 2≦ 1)の体積yを求

め よ.

=::α
3(b_の

Jl'COS4 
θαθ=:α3(b_c)・

:・ :・ :==:π
α3(b_c)

(2)D={(χ ,ν,Z)10≦ Z≦ χν,"2+ν
2≦ αχ}と おく・ν2≦ αχ_"2ょ り

0≦ χ≦αで,0≦ Z≦
"ν

だから0≦ ν≦yα
"_"2。

ょって求める体積は

IIID山
妙 =ズ

α

{J(慟

κ~π 2χ

ναν
}dχ

B

να“α
χ一χ

滋
ガ
ザ

と
，
創

θ
●

α
　
　
　
一一
　

π
，

＜
一　
ν

（√
′
力

Ｔ
ｃｏｓθ，
ぼ

Ａ
　
ｌ
。

で

♂
夏〓χ

α
χ一χαχ

√

九

１

一
２〓
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(3)五)={(χ
,ν)|(χ―:)2+ν

2≦
(:)2,ν ≧0}とおくと, ラRめる引ヽ1責

は411Dyα2_χ2_ν2αχ4弊 桓i乏整稽黒Z変彰むを用いると

2.曲面積をSと する.

(1)D={(χ ,ν )l χ
2+ν2≦ α}と ぉく.極座標変換を用いて

S=∬
)yl+12z12+υの2 αχαν

= (ズ
2π

 αθ
)(J(Vτ

へ/1+4r2rdr)

=二
工

{(1+4α )3-1}

＼

ｌ

ｌ

ノ

２

一
３一

π

一〇
４

θ

　

　

／

１

＼

α

　

　

　

　

３

θ

　
　
　

　
　

　
　

α

ｏｓ

　

　

　

４

一
３

∝
　
　
　

０

　

　

　

〓

ｌ

　

　

θ

３
一２
　
　
　
　
　
　
ゴ
α

〆
　
　
句

一　
　
　
　
　
Ｏｍ

し

　

　

一

１

一
３

　

　

１

７

π瀞

′
′
ノｏ
　

♂

．́̈̈
〔̈一一一．一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　́̈́
¨̈【【一一．二

　　　　　　　　　　　（一̈一″一、．一一））

一一　

　

　

〓

(2)D={(χ ,ν )l χ
2+ν2≦ α2}

褐 = 〆 ν=

S=ilD71+       +房ァilyテ
αχαν

=ψ
llDα

χαν==1/フ πα2

(3)D={(″ ,ν)|"2+ν
2≦ α2)と ぉく.円柱面ν

2+z2=α2の上半分
z=ν乞2_ν2についてzπ =0,zν ≡―

yα2_ν 2°
よつて

とおく.z=yχ2+ν2に対して
だから

411Dyα2_ノ _ν 2αχαν二=4ズ '{ノ
(α

C° Sθ、/α2_γウγαγ
}α

θ

==8α
2
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(4)D={(",ν )l χ
2+ν2≦ α2)と ぉく.極座標変換を用いて

S=二
llDyl+_χ

2+ν2αχαν二=(ノ
(2π

 αθ
) (ズ

α
       γ αr)

=:{(1+α 2)3_1}π

Bの解答

1・ D={(χ ,ν ,Z,υ)|-1≦ χ≦1,一 V仁 _χ2≦ ν≦71-χ 2,

_vtt T χ2_ν2≦ z≦ yl_χ2_ν2,_√ _χ2_ν2_z2≦ υ≦

yl_ノ _ν2_z2}ぇ]か ら

y=|||IDα χαναzαυ

=ニノ:i lプ[111li{ノ[1':::::i(ノ:I;:::二:i::id石)α

Z}αν
lα

χ
=三

:|ヒ.[≠]:::::{ノI`:::::i1/1・
χ2_ν2_z2α z}αν

lα

χ・
極座標変換χ=r sin θ cosり ,ν =r Sin θ sinり ,z=r cos θを用いると,右辺は

2(ズ
l r2v巧

:I耳
万αr)(ズ

π
 Sln θαθ

)(ズ

2π

 α9)

=2◆ 発・2・ 2π =ti.

よってy=ちト
別解 極座標変換 χ=r cOs θl,ν =r sin θl cos θ2,Z=r Sin θl sin θ2 COS θ3,

w=r sin θl sin θ2 Sin θ3を用いると,Dに はE={(γ ,θ l,θ 2,θ3)10≦ γ≦

1,0≦ θl≦ π,0≦ θ2≦ π,0≦ θ3≦ 2π }が対応し,ヤ コビアンは

=〆 壺♂りl sin a2だ から

y==肌 αχ&匹レ伽 =ノ
|(1)[γ

3sin2 θl sirl θ2αrαθlαθ2αθ3

lδ9

＼
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ｌ

ノ
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ノ

。
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ｆ
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ｌ

′
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θαθ
ｎ

√

ノ

。

／

ｆ

ｌ

＼

＼
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ｌ

ノ
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ｎ
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