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第 7章

重積分

1 重積分について

1変数関数ν=∫(")の定積分

同じように2変数関数 z=∫ (",ν )

この章では主に 2変数関数の積分を述べるが,一般の η変数関数の積分は 2変数関数の
積分から類推することができる.
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まず,領域Dが座標軸に平行な閉長方形であるときの積分については,閉長方形

D={(π ,ν):α ≦"≦
b,C≦ ν≦α}

に対して区間 la,司 ,卜 ,司 を次のように分割する:

α="0<π l<"2<… ・<πm_1<"π =b.
C=蜘 <νl<ν2<…・<νπ-1<νπ=α・

この分割によつてできる閉長方形

D弯 ={(χ ,ν)|"`_1≦ "≦ "を ,坊
_1≦ ν≦坊}(づ =1,2,… .,m;J=1,2,… 。,2)

全体をDの分割といい,△ で表す.さ らに,△″j=πづ―π
`_1,△
坊 =坊 ~坊 -1(づ =

1,2,… 。,m;ブ =1,2,… .,n)の最大値を |△ |で表す。Dで定義された関数 ∫(",ν)に対し
て,閉長方形 Dり のおのおのから代表′点 (れ ,物 )("ぅ _1≦ れ ≦

"づ
,飾 _1≦ 物 ≦防)を取り

出し,
y(△)= /1ξり,物 )△πj△坊

1≦ づ≦ m
l≦ J≦ π

を考える.∫ (■ ,ν)≧ 0であれば,ノ (れ ,物 )△
"t△
坊は底面が長方形DづJで ,高さが∫(衡 ,物 )

の直方体の体積であり,y(△)はそれらの直方体の体積の和である.y(△)が分割△や代表
点 (れ,%)の取り方によらず,|△ |→ 0の とき一定の値に近づくならば,この極限値を

九ル,のα"む
または 2重積分 という.こ のとき,∫ (π ,ν)は Dで積齢
て
　
物

の
↓゙
　
”

け

い

お

と

に

る
ノ
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き

能

書

可

と

分

=lim
l△ |→ 0

ノ(衡 ,物 )△″
`△
飾

1≦ を≦ m
l≦ J≦ π

と書ける.領域 Dが普通の領域 (境界がなめらかな曲線がつながったものとなっている)
のとき∫(π ,ν)が連続であれば,∫ (■,ν)は Dで積分可能であることが知られている。
積分の定義から次の定理が成立することがわかる.

Point:(3)は ∫(■ ,ν),g(",ν)が連続ならば∫(π ,ν )g(π ,ν)も連続となるので,そのような条

件で考えもよい.
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最初に,領域 Dが D=b,司 ×卜,d
ればよいのかを述べる).重積分の定義
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の長方形のときに積分を求める (どのように計算す
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となるので,次は Ibバ
π,坊 )α"を り

の関数 とみると,分害1を細かくして,極限をとると

となる.逆に進めれば απとなるので,次の定理を得る.
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Id{Ibズ ",ν)α
π
}dν

のような積夕〉を累務こ積分2とぃぃ,ノ
:α

Point:領域 Dが長方形 D=レ ,司 ×卜,司 のときは,ど
ちらからでもいいが,例えばまずνを定数と見てノ(■ ,ν )

を
"の
1変数関数と見る.そこで,定積分

Ib∫ (",ν
)α"(=

g(ν ))を求める.これはνの式になるから,これをνの

関数とみt定積分Idズの力 を計算すればよい_順序
を逆にしても同じ値になる.

イれのあと零す・
ノ

積分領域が必ずしも閉長方形領域でないときでも,それが普通の領域であれば,次のよう

にして積分を計算することができる.

2逐次積分とも言うこともある.
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上の定理から,次のことがいえる.

撃腎  ザ
D={(|:|ケ )|||≦

|||≦‐‐biマ 1(").≦,|≦||'(|

と2通りに表|さ|れる|とき,次のように積1分1興序―を1変1更すること力ヽでき|る||‐ |‐  ■ ||

■|‐ |‐|‐ 11‐ ‐ ‐‐  ‐
92(χ )

の2(ノ )

以下の例のように 2重積分を利用して累次積分の積分順序を変えれば計算が簡単になる

ことがある.また 2重積分を累次積分を行つて計算するとき積分の順序に注意すれば簡単

になることがある.

例 1。 1。
 lπ
α
"1lν
COS"ν αν

解 D:0≦ π≦π,0≦ ν≦1

lπ
α
"Jllν
COSπναν =
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２
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π
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りよ■
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む
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だ
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２
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〓

１
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Ｄ

例

解

11カ 11「
′山=11山

Iπ

「
′αj=11レ¶山=11“

→句
"

=11手洗=卜手|:=■ダ■f≠・□

重心 :πν―平面上に質点 Pl(π l,νl),P2("2,ν 2),… 0,鳥 (ππ,‰)があるとし,各 民 の質量は

mぅ であるとする.こ の質点系の重心,つまりこの質点系が釣り合う点の座標 (■ ,ν)は

Σ 鶴ルt     Σ ttj銑

"=   ,  ν=宅 ■ 一

Σmづ    Σ鶴
`う=1

で与えられることが知られている.

"ν

―平面の領域 Dを薄い板と考え,その重心を調べる.Dに密度 ρ(",ν)で質量が分布し
ているとき,すなわち (",ν)を含む微小な面積 △Sの部分の質量がρ(",ν )△Sであるとき,
Dの重心は次のように考えられる。
Dを微少な領域 Dl,D2,… 0,Dπ に分割し,各 Dこ の面積を 島,ま た各 2よ り任意に点
島("t,銑 )を取る.各 Dぅ の質量は ρ("t,銑 )△島 であり,こ の質量が点 鳥("づ ,νぅ)に集中して

いるとする.こ のとき質点系 Pl(π l,ν l),P2(π 2,ν2),… 0鳥 (πれ,νれ)の重心の座標 (X,y)は

i of"t,at)L,Srrt Y, o@t,at)LSiar,
X=製 ,  y=宅
Σ ρ(πぅ,銑 )△島      Σ ρ("t,νぅ)△島

で与えられる.Dの重心 (XO,yo)は
'の
分害1△ を細かくしていつたときの X,yの極限

と考えられる。2重積分の定義より,

カ”ανν”ρ九〓銑島△銑πρ
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であるから,
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である.特に密度が一様であるときρ(■ ,ν)は定数なので,Dの重心 (XO,yO)は次のように
なる.

肝 yO= I LY d'rd'Y

IL d,rd,y

例 1。 3。 領域 D:π2≦ ν≦1を密度が一様な薄い板と考えたとき,その重心を求めよ.

４

一
３〓

π
α

”一
ノ

九
２

フ
午
島
月

問 1.1.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

問 1。 2。

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

次の 2重積分を求めよ.

ノクiC"+ν απ
“
  D:0:≦π:≦ 1,0:≦ν:≦ 1

11Dν
d"αν  D:o:≦ π:≦ 1,0:≦ ν:≦ ″

2

脱
π απdν  D:0≦ π:≦ 1,0≦ ν≦π

llDπ
να
"dν
  D:0:≦ π:≦ 1,π :≦し:≦ 1

11D(1~~π
―ν)απαν  D:0:≦

“
,0:≦ ν,“ ―+ν :≦ 1

11D(π

2+ν2)dπαν  D:0:≦ π,0:≦ ν,"‐十ν:≦ 1

次の 2重積分を求めよ.

ノ)[ν
2απαν  b:0:≦ν:≦ 1,√≦:":≦ 2-ν

llD("2.3ν )α"αν  D:0:≦ ν:≦
1,ν
2:≦ π

:≦ ν

ノク:‐j'―αγαν   D:1:≦ ":≦ 2,1:≦ν:≦ "2
ff

JJ"ydrdy D: o < u,nz +a2 S 1

ff
JJrny 

drdy D :0 < n,0 S y,n2 + y2

IL\@d,rd,y D:o < y sn s

≦
一
　

１
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その重心を求

2 広義積分
重積分の定義より積分可能な関数は有界であり,積分領域も有界であつた.こ の節では積

分の定義を拡張して有界でない関数や,積分領域が有界でない場合にも適用できるように

する.

領域Dに含まれる面積確定な有界領域の増加列{島 }:

島 ⊆島 ⊆…・⊆乱 ⊆…・⊆D

で,Dに含まれる任意の有界領域スに対して,2を十分大きくとれば五⊆乱 とできると
き{島}を Dの近似増加列という.以後,積分領域Dは近似増加列がとれるとし,また,被
積分関数は近似増加列の各有界領域上では積分可能とする。

ノ(",ν)を領域D上の関数3,{乱}を ,の近似増加列とする.数列

」幌)=嵐.ル,0山αν

が近似増加列 {乱 }の取り方によらず一定の極限値をもつとき,その極限値をDにおける
∫(",ν)の広義積分という.すなわち

脱∫し,のαπ力=鳳嵐れ/1Z,のα"む
である.積分領域 Dの 1つ OIE似増加列肌 }に対しt hm光仁げし,州

α
"α
ν<∞ な

らば数列 {∬ (乱)}が極限値をもち,他の近似増加列についても同じ極限値をもつことが知
られている.

3ぁ る面積 0の Dの部分集合 E上でノ(",ν)の値が定義されていないようなものも許容する.この場合
にはDの有界集合としてEの点を含まないものだけを考えることにする.
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例 2■
∫鬼 :ァ房戸:軍ァフ

万απごν  D:0≦ χ≦ 1,0≦ ν≦πを求めよ.

1

解 Dη :一 ≦
"≦
1,0≦ ν≦πとして

η
~

九 =∫
ん.     

α笈わを求める.

脱影寺απαν=鳳鳥=bま1+√ )・ □

例221ん rd"αν D:0≦ χ,0≦ νを求めよ.

解 Dπ :0≦
"≦
η,0≦ ν≦ηとする.

llDれ  し―■ν+1)4 
山酬肝=Jlπα

"Jlπ  (χ
_+ν +1)4 

α
γ
==」
lπ l~1卜π軍

=耳
石;百FTア「 |lα

π

=   山 =|

= 一

よつて,九百拳丁α"αν=÷・□

例2&D:0≦ χ≦LO≦ ν≦Lノし,0=
しないことを示せ .

鷲ふ 増;庁
"≦
1'キ ≦ν≦ 1,

日列である.

のとき,九ル,のごπ力は存在

＜
〓
ν＜
〓

０＜
〓
π＜
〓

１

一
η

π
Ｄ とする.{B絶}と {Dπ}は

'
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牌胤九 π JIZ,0蕊 "α
νと虐L脱 れル ,の

απ力 を求め、 値を比べてみる.

島 (―フ〈万→
=てデf手卜

であることに注意すると,

九nノし,のα"む =だの11ゼ≒争απ=だトデ孝|:む
= ノ」―丁葦ち戸αν=一 itan~1司 i
=―÷+tan-lヵ→―÷ (η→∞)0

聞こ島(   に注意
嵐πル,0山αν=だの11∴多α"=だ l「粋|:απ

=だ 山Ⅲ‐4
=1-tan-1有二1 し→∞)・

近似増加列の取り方によつて極限値が異なるので,脱ル ,のα"の は存在
しなしヽ □

器ξえ写ず漁覧瑾響創錯曰℃牌l驚l〕彗rょ
とをも示している.また,累次積

間 2。■.次の広義積分を求めよ.

0脱ず十 D:0≦ "≦ LO≦ν≦1
＜
〓
ν＜
〓
”＜

〓
π＜
〓

０Ｄνα”α
”

一
ν
脱２

D:0≦ π≦ν
2,0≦
ν≦1

D:0≦ π≦α,ν
2≦

“

(3)  llD       d"α ν D:0:≦
":≦
LO:≦ ν:≦ "

0九争dnサα"αν
0脱

この節では 2変数関数の積分の変数変換の公式について述べる。示したいのは次の定理

である。

変 変数 換
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証明の概略 まず,平面の原点を Oと し,2点 A(al,α2),B(bl,b2)に対 して 2つのベク トル
誡 ,0芭 によって作 られる平行四辺形の面積は

lαlb2~α 2bll

であることに注意する.重積分 /1)バ ",ν )α
χdν とは,次の和の極限であつた.微小な領域

D(χ ,ν)に ,領域 Dを分害Jして ,

Σ バχ,ν)μ (D(χ ,ν)),
D(π ,ν )

とする.こ のときの μ(D(χ ,ν))は ,領域 D(χ ,ν)の面積である。一つの微小な領域 D(",ク )
は領域Eの中の微小な長方形E儘 ,υ)=し ,年 +司 ×レ,υ +dによる,写像"=χ儘,υ ),ν =
ν(鶴 ,υ )に よる像 であ る とす る .3点 A,B,Cを A(χ (鶴 ,υ ),ν (し,υ)),B(χ 鰤 +ん ,υ ),ν (鶴 +ん ,υ)),
C(πし,υ十た),νし,υ +た))とする.2変数関数のテイラー展開により

χし+ん ,υ )÷π儘,0+ん壁(Ъυ)χ十ん鶏∂鶴

νい+ん ,υ )キν(Ъυ)十んユ墨Ъυ)ν +ん鶏∂鶴

χ(Ъυ十た)キ
"(Ъ
υ)+た壁(Ъ→ π十た器∂υ

νし,υ +た )÷ν儘,0+た生し,O ν十た男∂υ

E     :重

√十
1髪う
猪 えて

十
また 伽 卸

四辺形と考えてよいので,面積 μ(D(χ ,ν))は ,

上の注意から

か価
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■
■
■
●
一価
一●
¨
●
●
一キ
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平
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■
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一
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定理

であり,"||1平1面|の

た,″ (|,‐ |),,(III‐》|

∂
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∂鶴‐

対|して|■■|

が成り立つ1

一υ一鶴
１

・

３

衡
一れ
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鈎
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毅

か
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Ъ
　
　
　
い

＞
・
　

が
　
ν
　

　

　

用

・
　
　
　
　
υ
　
　
Ｄ

わ
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Ｊ

ま
　

　

い

膿　　　脚

一動　　　】　される。

て，　
　
　
け

あ
　
　
　
　
鶴

た
　
　
　
　
の

し
　
　
　
　
Ｅ

●
■
●
■
　
　
一■
●
一
　

θ
‥■

一一一一一一一社一一脚一一

伽

一∂υ
み

あ

伽

一れ

釣

瓦

ππ "υ

% %
J=紹 =

Point:J自 身の定義は行列式を用いていることより,IJIは Jの絶対値であうて,行列式
ではない。

変数変換で,最も重要なものが,極座標変換である.このときの Jは rであることを暗記し
ておかなければならない.r≧ oであるので,この場合は絶対値をとる必要がない.

証明
"ν

―平面の点 (",ν)≠ (0,0)に対して,"=r cos θ,ν =r sin θ (0<r,α ≦θ<2π +α )
となる r,θ は一つしか定まらないから rθ_平面の点とπν―平面の点の対応 :(r,θ)→ (π ,ν )
は 1対 1対応である.ま た

,

J=

∂π  ∂π
∂r  ∂θ
∂ν  ∂ν
∂r  ∂θ

cos A -r sin d

sin0 rcos?

I

=r≧ 0

であるので定理 3.1よ り等式が成立する



170 第 7章.重積分

例 3.1。

解 π+

九

貯

/π +ν +lα"α
ν D:-1≦ π+ν≦1,-1≦π―ν≦1を求めよ.

鶴,π ―ν=υ とすると,Dは E:-1≦ 鶴≦1,-1≦ υ≦1に対応する.

π=与し+らν=毛<鶴一υ),J=
１

一
２

．

一
２

１

一
２

１

一
２

1

2

/"十 ν+l απαν=九 拓 百 IЛα鶴あ =÷ /1あ /1ν
Z+lα鶴

二与(二あ)(二 y鶴 +1山)=与2等し+⇒司[1
= 1123〒

÷
、わ □

例32.I慮√+F山むD:"2+ν 2≦ 1獄めよ。

解 極座標変換
"=r cOs 
θ,ν =r sin θ(r≧ 0,0≦ θ<2π)で領域

"2+ν

2≦ 1は領域

E:r≦ 1,0≦ θ<2π に対応しているから,

ん

-1 O

-1
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夕J3.3。
 llDy4-π

2_ν 2απαν D:π2.ν2≦ 2π を求:めよ。

策 賢生電衛種 :|=孔
VT色 ピ|∫了T抵 iゝを「 「 慮最ξ種 をとあま』II:促象ξ写舞冠

して,図から 0≦ r≦ 2 cos θであることがわかる.したがって (r,θ )の領域 Eは E:
一
÷ ≦
θ≦÷
,0≦ r≦ 2 cos θである.

よって

ノ〕:tミーノー‐ν2″"αν = |IE1/4‐―r2r arαθ==I'αθJ12cosθ 1/4‐―r2r ar

=Ii卜
÷ (4-r2)司 iC°

Sa 

αθ=÷
Iらに
一 l dn3列ンθ

下半I「は一dn3のαθ〒:π―子・□
例3。 4。九百拳丁απαν D:o≦Ъo≦νを求めよ.

解
{;菫 :+1=鶴

 とすると,{;=鶴 ~υ ~1 でぁるから,
ν=υ

{;重 : 
←→
{:二佑
~1≧ 0 -0≦υ≦鶴-1, J=|: 111=1・

よって E:0≦ υ≦z-1と すると,

五百轟丁α"αν=九 +α鶴あ=鳳 /πα鶴Iυ
4+αむ

=鳳∫・/α鶴=鳳陪十一与十]:
=鳳
(÷+―÷+―÷+÷)=÷・□
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例&駐
I∞
〆απ=手を示せ.

解 重積分の定義を考えれば,D={(χ ,ν)lχ ≧0,ν ≧0}とすると,

(1(Ю
e―
π2α
")2E=(ノ |(Ю

C一
π2dχ
)。 (ノ|(Ю

C―υ2dν
)=/ブiC―

(・
2+ν2)dπαν

であるので,こ の重積分を求めればよいことがわかる.領域 Dは有界ではないので,有界
な正方形領域 D(2)={(",ν)10≦ π,ν ≦参 }(2は 自然数 )で近似する.原点を中心とす

る半径
〈号
と半径 電の円の第一象限の領域を,それぞれ ス(2)と B(2)とおく。このとき

バ2)⊂ D(2)⊂ B(2)で あり,積分関数は c~(“
2+υ2)≧
0でぁるので,

/ムし)C―
°2+υ2)αχαν≦/んし)C―

し2+ν2)απαν≦/ん∴)「
し2+υ2)απαν

である。極座標変換 π=r cOs θ,ν =r sin θをすれば,領域 ス(2)と B(2)で は θはともに

0≦ θ≦÷
でありγは 0≦ r≦

〈号
と 0≦ r≦ ηであるので,対応するγθ―平面の領

域 Eo,Foは EO:0≦ θ≦争 0≦ r≦ 者
と FO:0≦ θ≦争 0≦

r≦ ηで

ある.よ つて

rc_r2drdθ

同様に

を得る.こ こで η→ ∞

c_(π
2+ν2)α

"α
ν==

π

一
４

となる。従つて

上のス

　

＞

π
ｆ

　

　

′

一２

に
い

「

　

　

　

π

一
４

一Ｃ
　
　
　
　
　
〓

Ｏ
　
π両
　
ｏ

ん

　
　
刊

′
′
′
Ｊ

　

　

　

　

一Ｃ

一一
　

　

１

一
２

カ

　

Ｉ
Ｆ

恥
　
　
π
丁

切
　
　
　
　
　
〓

一Ｃ

π

√
九

√

ノ

π一Ｃ
一

π

一４
〓カχ

ご＋
一Ｃ

０
　
ば

′
ん

　
れ

√
ノ

　

すと

π

一
４〓カ”

α＋鮨
　
　
　
　
□

一

峠
√
丁
〓χ

ｄ一Ｃ
∞′
′

ノ０

π

√
ん

√

ノ‐ｉｍ̈〓
ν
α
χ
α＋一Ｃ

π

√
九

√

ノ‐ｉｍ̈

であるから
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Point:上の積分は,1変数関数の積分であるが,こ のように 2変数関数の重積分として考
えて求めるとよいことに,注意してほしいぃまた,この積分値はいろいろな場面に登場する
ので,しっかり覚えておくこと.

例 3.6。 ガンマ関数とベータ関数は関係式 B(P,9)=子
#警雰
を満たすことを示せ .

角翠ガンマ関数
「 (s)=I∞

C~℃S-1山  (S>0)においてπ=t2と 変数変換すると,

Ц→=21∞昌
%‐止

"P~1(1-")9~l 
απ (p>0,9>0)に おいて π=cos2 θと変

θ≦

間 3。 1。 次の積分を求めよ.

0九いのdnし _のα
"α
ν D:0≦

"十
ν≦ЪO≦π―ν≦π

(2)ノ):/a2_π
2_ν2dπdν  D:"2+ν 2:≦α2 (α :>0)

(3)ノク:π
2απtt  D:0:≦ π,“2+ν 2:≦ 1
0九να

"α
ν D:"2+ν2≦αЪ ν≧0し >の

15111Dヤ4藤 ~“
2_ν2απαν  5ヒ "2+ν

2:≦ απ  (a>0)

る
　
　
　
　
　
　
　
で

あ
　
　
　
　
　
　
こ

で
　
　
　
　
　
　
　
こ

，
Ｏ

　

　

　

　

Ъ

ヽ

―

ノ

ハ姻フ
勤
一　
　
　
　
区
一　
硼

π

一２
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4 3重積分

今まで 2変数関数の積分について述べたが,3変数以上の関数の積分についても同様な
議論ができる.特に 3変数関数について述べる.

各辺が座標軸に平行な直方体 D={(",ν ,Z)lα l≦ "≦
α2,bl≦ ν≦ b2,Cl≦ Z≦ C2}にお

いて議 された関数 ル 銑→ 味 分胤
ДЪtt a山カル 峨 義敵 嘘 りである

Dの分害J

に対して,△
"ぅ

="ぅ 一πj-1,△坊=坊 ―坊-1,△ Zた =Zた ~Zた-1とおき,t,ブ ,た を動かしたとき
の最大の値を |△ |とする.直方体Dりた={(π ,ν ,Z)lπぅ_1≦ π≦πぅ,防 -1≦ ν≦協,
Zん_1≦ Z≦ Zた}の各 か々ら代表′点(缶た,9昴 ,傷た)を選び,

y(△)=Σ∫(れた,9りた,傷た)△πづ△坊△Zた
t,J,た

を考える.これが,|ハ |→ 0の とき,分割 △および代表点の取り方によらず一定の値に近づ

くならば,その極限値を

と書き,Dにおける∫(",ν ,Z)の積分または3重積分という.このとき,∫ (",ν ,Z)は
'で積分可能であるという.すなわち,

である.

3重積分の計算については,次の定理を利用すればよい .

Ｑ

」
　
Ｃ２

一一　
一一　
〓

物
‰
為

＜
　
＜
　
＜

”
　
ν

　
ｚ

＜
　
＜
　
＜

助

蜘

蜘

一一　
一一　
〓

Ｑ

』
　
Ｑ

ｒ

ｌ

ノ

ヽ

ｌ

ｔ

△

胤 れ銑a山カル

Ｚ△坊△銑△ヽＪ傷リ̈ψ缶
∫Σ
椰
‐ｉｍ中″

α

効
α

Ｚν”
∫

胤
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変数変換についても 2重積分と同様に,次の定理が知られている.

よく利用する変数変換は直交座標から極座標への変換である.

蕃:|.31華1肇1撃変聾二蒙:|,|,||¨ |11111111inュ華||:|||■

“

|″1警:“購:摯IFH51■嶺1域|百下

鐸
一畑
荊
一
一
一
・・一一一一一一一・・一一一壼
一一一一蕗

JI‐|■

で|あ||る|
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例 4。 1。
 ll、1:町

2c句Jガ z を求めよ.

ryz e' drdydz

例 4。 2。
 //′:π
2中
魏だz  D:0:≦ Ъ O:≦ ν, 0:≦ Z, πl十 ν

2+z2:≦ 1 を下求:おうよ.

ψ
　
ψ

ＯＳ
　
・ｍ

θ
　
θ
　
θ

ｏｓ
　
・ｍ
　
。ｍ

一一　
一一　
〓

Ｚ

　

χ

　

〔ノ

′

ノ
ｏ

／
ｆ
ｌ
＼

＼
ｌ
ｌ
ノ

ν
α

ν

′

ノ
ｏ

／
ｆ

ｌ
＼

ヽ
ｌ
ｌ
ノ

”
α
π

ノ

ノ
ｏ

／

１

１

＼

＞
〓

□

ル
　

■

も
　
　
一

ν

　

　

３

ぽ

↑

２
α

　
　
〓

何
鴇

⇒

、ヽ．．．．．．．ロョロｒｒ′′′′　　　　　一

一一　

　

〓

D:0≦
"≦
1,0≦ ν≦2,0≦ z≦ 3

解
胤 cZdz)

解Dは中心が (0,0,0)で半径が1の球の内部で0≦ π,0≦ ν,0≦ Zを満たす部分である
から,D:0≦ "≦

1,0≦ ν≦/1-"2,0≦ z≦ yl― ■
2_ν2と書ける.

|llDノ
α
"α
ναz = J1lα

"」1/1~π

2α

ν
Jlv任

~π 2_ν2π
2dz

ェ
1"21(1_π

2)α

"

÷(|〉―÷)
計□

(x, )t , z)
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例4.3.D:"2+ν 2+z2≦α2(α >0)のとき,∫∫ん(π
2+ν2+z2)鶴むαzを求めよ.

解 Dか らD内の z―軸の部分を除いた領域を ,1と すると,極座標変換で,1は E:0<
r≦ α,0<θ <7r,0≦ 9<27「 と対応している.

I I lrr"' + y' + z2)t dndyd,z : I I 1",t"' +a' + zz)t d,rd,yd,z : I I I, r2ι r2 sin θ αrαθαψ
4πα2ι+3

2ι 43

ι=0の場合は半径 αの球の体積 型墜上 である.□

重心 :平面の場合と同様の考察により,空間内の領域 Dに密度 ρ(■ ,ν,Z)で質量が分布
しているとき,すなわち (",ν ,Z)を含む微小な体積 △yの部分の質量がρ(″ ,ν,Z)△yであ
るときDの重心 (XO,yo,Zo)は

為 = 満 =

行

で与えられる.特にρ(",ν ,Z)が定数のときは,

＼

ｌ

ｌ

ノ

９
α
π√

ノ
ｏ

／
ｆ
ｌ
＼

ヽ
ｌ
ｌ
ノ

θαθｎ

π√

九

／

ｆ

ｌ

＼

＼

ｌ

ｌ

ノ

ｒα
＋

ｒ
ｆ
九

／

ｆ

ｌ

＼
〓

rdνdz

為=〃
のαZ

で与えられる.

,窄胤~ .メ
ソリtα飲れだZ

例 4。 4。 密度が一様な半球 D:"2+ν2+z2≦ α2,0≦ z(α >0)の重心を求めよ.

解 D内の点 (■ ,ν,Z)にその′点の極座標を対応させる.Dは E:0<r≦ α,0<θ ≦
0<9≦ 2π と対応しているので

,

lllD"α"α
ναz = 胤 r3sin2 θ cos 9,α rαθαψ E=J{Ъ・3areJI:tin2θαθ.12Ъosヮαψ==0.
同相aに    ノソリlν山酬算レ==0。

|llDZα
παναz = 

胤
r3sln θ Cos θ αrdθαψ ==Jlr3α r・

I号
Sin θ cos θ αθ・

J12Ъ
9==∠Lα

4.

胤 α"グυαZ = 胤 r2sln θαrαθα9〒 JIC卜
2α
r・

JI:tinθ
αθ.J2Ъ 9==“翌堕Lα 3。

よつて重芯は
(0,0,:α )で

ある.□

π

一２
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間 4。 1.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

drdydz

第 7章.重積分

重積分を求めよ.

Sin("+ν +Z)d"dναZ

D("*y*z*a)3

胤
CC+υ
+Zd“ dνdz

ノtil: (ν 2J… z2)2 
απανル

プtrノ:ν zα"dναz

ノtlノ[ “
2.ν2α"αναZ

5 曲面積

と表すことが多い .

例 5.1。 曲面 z=π2+ν2は,rと θを使って,

: f COS?

: rsin0
”

　

鋼ｙ
　
Ｚ

ｒ

ｉ

ｌ

ノ

ヽ

ｌ

ｌ

、

と表すことができる (円柱座標変換).

まず,次の定理を示す .
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証明.領域D上の曲面の面積は2変数関数の体積を求めたときと同様に
'を
細かい長方

形Dしυ)に分割すると,Dしυ)上の曲面 Sしυ)の面積は,ほとんど平面になつている.そ
して,そ この小さい接平面△(しυ)の面積とほとんど変わらない,そ こで,分害Jを細かくした

ときの △鰤υ)の面積の和をとり,こ の和の極限値によつて求めることにする.こ の証明の

ために,まず,次のことを確認しておく.

α著躙 [言LttL乳 :霧結謝舗ftB°
ちらりとする,このときべ

`ト

ル

s- (7.1)

となる.

π

　

％

　

ν

χ

　

ノ

　

Ｚ

一一　

一一
　

〓

χ

　

ノ

　

Ｚ
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そこで細かい長方形Dしυ)を ,しυ)=し,鶴 +‖ ×レ,υ +司 とする.2変数関数のテイ
ラー展開により

ｒ

ｉ

ｌ

ｌ

ｌ

ノ

ヽ

１

１

１

１

ｔ

中 +れ→幸れ →+ん  =π +ん

Ⅲ +れの■ズЪ→+ん  =ν +ん

和 +れ→キれ →+ん  =Z+ん

くЪν+0÷ IЪ→+た  =π +た

ズЪυ+0キ ズЪ→+た  =ν +た

れ υ+0キ れ →十た =z+ん

従つ■ 評 面べ o妬 欄 まЦЪ
",B←

+ん
鶏
J+嚇 Z+嚢

勇)C←・ 弔争
叶

嚢勇
,Z十
嚢難)と

すると離 と
ダ
とでできる平行四辺形の面積にほぼ等しいので,“ .⇒

より

べ。 (紹)2+(器)2+(紹ル
この小さい長方形Dしυ)上の接平面△し,υ)の和をとる.すなわち,

品)1(::+3)2+(器)2+(需 )1た .

分割 D(υυ)を細かくし,極限をとれば

S=/1   (3::::)2_十
(:I:F::)2_十 (:I:11:)2dttα

υ
を得る.□

次に,曲面が関数 z=∫ (",ν)によつて与えられたときは,次のように求めればよい.

■ ‐ |
で|あ|る●■■■■■‐■|■■■|■■||■■ |‐ ■|・■■■■|‐■■■■|■||
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証明 このときは

となるので

であるので定理 5。 1よ

例 5。 2e D:0≦
"≦

∂z ∂z

ν

”
　
ν

Ъ
∫

一一　

一一　

〓

”

　

ν

　
ｚ

ｒ

Ｉ

Ｉ

く

ｌ

ｉ

ｔ

(π ,ν)∈ D

よめ求を積面曲のν＋π
１

一
２〓

Ｚ

１
　
釘
房
釘
一釣
　
　
　
輛

一　
　
　
一　

　

　

　

　

る

一一　
　
一一　
　
一一　
　
　
　
め

・
□

　

・

た

　

ν

れ

　

＜
〓

六
ヽ
　

０

味
流

覆
午
島
月

∂π 
π
'∂υ lと なるから,曲面積 Sは∂ν

S == ノ

'[y"2 4 2α

παν = Jν 2α
"」lvワ

~π

y"2 4 2αν = ェ
ν2(vc,_π

)1/"242α"

=手レ佑2+2+射ogレ +洗2+イ _÷ Rπ2+幼ギ
=丁 (√ -1)+朽 bg(輌 +1)

となる. (/Ak式 : /ヾ■2+αα"=与 (鶴ん
2+α +dogl"十 ν

′
"2+al)'を

使う.)

例 5。3.柱面 ■2+ν2=α
"に
よつて切りとられる柱面 ″2=4α

"の
曲面積を求めよ。

解 z2=4粥 より z=± 2/万 となる.上半分を考えて,z=2/面 に対して
S争
=

√
,・

:)=0と
なる.ま た が +ν2=α

"ょ
り領域 Dは′点

(÷
,0)を 中心 |する半径

‐
子

の円になる.よ って曲面積は

S==2Jα α″

で与えられ′る.Jaya2_π 2由 は半径 αの
÷
あ円の面積

4_α
2に
なる.よ つて曲面積 S

はπα2と なる.

間 5。 1。 円柱面
"2+ν
2=α2 によつて切り取られる柱面π2+Z2=α2の曲面の表面積を求めよ.
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円柱座標の場合:曲面が円柱座標によつて,

Z=φ (r,θ)

で与えられているとき.こ のときは,

三
となり,それぞれヤコビアンを計算すると

方程式

((r,θ )∈ D)

(r,θ)∈ D

4
=丁 π

∂(・ ,ν )
=r

gl」
|:)=sinθ

2z   osθ弊
gl夕窮  
房~r。

=一 r sln θ
万F…
…C° Sθ
:争∂(r,θ)

であるので,次の定理を得る.

肇‐:‐   11
‐ ‐

例 5。 4。 曲面 z=1-π2_ν2の z≧ 0の部分の面積を求めよ.

解
"=r cOs 

θ,ν =r sin θによつて関数は円柱座標による方程式 z=1-r2と なり,領域
Dは D={け ,の 10≦ r≦ Lo≦θ≦2π}となる.したがつて1争 -2Ъ』静=0と
なるから

,

S = ノ)iVT244r4α rdθ  = 12παθェ
lryl‐
+4r2αr

= 4π
1lr

= 
τ
π(5拓 -1)

となる.

例 5。 5。 半円柱 z2+ν2=α2(α >0)かつ π>0の内部にある曲面 z=tan~1
求めよ.

ヽ
ｌ
ｌ
ノ

ー

一
４
＋ｒ

／
ｆ

ｌ

＼

ν

一
π

の面積を



である.《争=Q
S =

解  "=r cOs θ,ν =r sin θによって関数は円柱座標 による方程式
tan~1(tan θ)=θ となり,領域Dは D={(",ν )l π2+ν2≦ α2,π >0}

D={(Ъθ)10≦ r≦ %―
=<θ

<÷ }

5。 曲面積  183

z tt tan-1‐■_=
π

より;極座標では

望竺=1と なるから

ノクiVT2斗―kttαθ = Iα∫lyr2+lαθ働≒=π ttα yr2+lα r

=÷レψ2+1+bglr+yr2+11:

=÷
{α
  +10g(α +拓西⊃}

となる.

問 5。 2。 z=π2+ν2の D:“2+ν2≦ 1上の曲面の面積を求めよ.

問 5.3.球面
"2+ν
2+z2=α2(a>0)が 円柱面π2+ν2=απによつて切りとられる部分の曲面

積を求めよ.

証明 回転面の方程式はν
2+z2=∫

(")2で ぁるからz=土 /∫ (")2_ν
2でぁる。

∂Z  l ノ(″)∫ (")′   ∂Z  _   ν   /を ロロ‖ハ
塀争
=土
可孝音千
毛号ア 券

=平
而 哉 丁

籠号同旧 .

よって

となる.曲面の
"ν
―平面への正射影を ,と す ると,定理 5.2よ り

S=2カ
|…
賀 斧  

裏  平
d"αν=41bαπ

Iノ

(π )

αν

翼鷹鼻着TI鍛猥
=野
?肩:|'||IP■ 1171'‐∵F早¬1111,
一一一一一Ｉ一一
７
●
一

一一一一一一一一一 一一一一２

一
一一一一一一一一一一一一一一一一一・・

・一・一一
一．一一一一一・一一一一一・・一一
一・
・・・一一一一一一一一一一一・

●
５
●

メ(|) 11+|∫|(壼
‐
)鷺れ|

1+ノ′
(π )2 1 + f '(r)'dr.- nl,'f(*)
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例 5.6。 曲線 ν=yα2_"2(α >0)を ″―軸のまわりに回転してできる回転体の表面積を求
めよ.

解 ズ→ =y〆 ―ノ より胸 ―   となる よっ■ 醜 体の表面積は

SE=2井
/_α yα

2_χ 2vL_十
琵71三≒「

戸απ
二=2π
J[lα
αχ ==2πα[χllα E=4πα

2

となる。(回転体は半径 αの球面となる.)

問 5。 4。 lν―平面上の曲線 9αν
2="("_3α

)2(0≦ χ≦ 3α)が
"―
軸のまわりに回転してできる回

転体の表面積を求めよ.

1.次の 2重積分を求めよ .

(1) llD"C° Sνα
"α
ν

0脱 C♂α
"α
ν

(3) llDν CEναγdν

④九
0九 dn"2α“αν

O九。2+ν2レdν

0 1ldπ ll「
♂dν

(9)I号 απ
 J:号

C° Sν
αν

drdy D:0<r11,0

D:0<rSrft,

第7章 練習問題

D:0≦ ν≦α,ν ―α

D:0≦
"≦
1,"≦ ν

D:1≦
"≦
2,÷≦

≦ 2νπ
　
　
　
ｌ
　
　
　
＜
〓
　

　

１
　
　
　
＜
〓

＜
〓
　

　

＜
〓
　
　
　
ν

　

　

＜
〓　
　
　
ν

ν
　
　
　
＜
〓

≦
一　

　

〇

D:"2≦ ν≦
“

0 1ldν
tty"3+lα
χ

(10)I'α "J4号
Sin ν2αν

2。

Iα

lπ

3。

砲り『嗣山=Iαし一→ズ→山林せ・
を示せ。
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4。 ノ(π ,ν)の 2回の偏導関数までが連続なとき,次式を示せ .

此鍵競牛J“dν =∫ 0,の一∫0,の一fla,のキル,0,D:α≦"≦ b,

∫(")2d“ なることを示せ。

0此   απαν D:0≦■0≦銑“2+ν2≦ 1
0脱   d"ウ  D:0≦π≦LO≦ν≦Ъ①<α <⇒

0ん丁継争  D:0≦・ 0≦ν

O九 tanTl÷α
"dν
  D:0≦

",0≦
銑π2+ν2≦α2ぃの

(5) |llDZαπανdz          D.: yπ
2+ク2:≦ z:≦ yl__"2_ν 2

(6) lllD“ dπαναz          D: 0:≦ ", 0:≦ ν, 0:≦
Z, 32+ν 2+z2:≦ α2

7。 変数変換を利用して次の積分を計算せよ.

0九弓井Cπ
+ν
d“αν

②肌し_の
2dnいのανα"

0九我争
0此零鍔手dπdν

Oん。π2+gν2ルαν

O脱 C一′一♂α
"dν

O此淘παν

C≦ ν≦d

5。

′

ノ
ｏ

≦
一
　

え
・
＞

プ
ト
リ
　

使

山
　
　
を

０
　
１

∫

　

の

川
Ｌ
　
打

き

　

　

ソ

と

　

　

し

る
　
　
角
Ｖ

い
　
．↑「

連
　
　
の

で
　
　
″八

釦一　　
嗣
　
　
めょ◆

一
↓

　
　
　
　
　
　
の

Ｉ
一　

　

　

　

次

２

　

　

＜
〓
　
　
　
“

＜
〓
　
　
０
　
　
　
＜
〓

ν
　
　
π
一
″
　
　
ν

Ｋ
一　
　
に

　

　

に
一

跳
　
　
　
一　
　
　
Ｚ
′

＜
〓
　
　
　
“
　
　
　
＜
〓

π
　
　
　
＜
〓
　
　
　
”

区
一　
　
可
一２
　
　
Ｋ
．

6。

D

D

D

n+y Sr

0≦ π,0≦ ν,1≦ π+ν ≦2

π2+ν2≦ 1

.2+ν2≦ 1

π2+ν2≦ π

Ｄ

Ｄ

Ｄ

Ｄ



8.

186  第 7章.重積分

次の立体の体積を求めよ.

(1)0≦ Z≦
“
,"2+ν 2≦ α2(α >0)

0手 +手 +手≦1鮨 ,仇 c>の
(3)"2≦ ν≦4,0≦ z≦ πν

(4)"2+ν
2≦ 1,“2+z2≦ 1,",ν ,Z≧ 0

(5)0≦ ν≦1-"2,0≦ z≦ "2+ν
2,"≧ 0

(6)楕 円的放物面 z=手 十
等
,柱面
“

2+ν2=1及び平面 z=0に よって囲まれた部分。

(7)双曲的放物面 z=“ν,柱面 ("-3)2+(ν _2)2=1及び平面 z=0に よって囲まれた
部分 .

(8)球 "2+ν
2+z2=1で

囲まれた,円柱面 ■
2+ν2="の 内部の部分 .

(9)放物面α
2+ν2=z,円

柱面
"2+ν
2+2π =0,及び平面 z=0に よって囲まれた部分。

(10)放物面 ν
2+z2=2π

,円柱面
"2+ν
2=“ 及び平面 z=0に よって囲まれた部分 .

(11)曲面 z=tan~1静 円柱面π2+ν2=1とで囲まれた
"≧
0,ν ≧0,Z≧ 0の部分.

9.次の図形の重心の位置を求めよ.

(1)√ ≦ν≦1を ν軸のまわりに回転してできる回転体

②手+手 +手≦1,0≦ろし,仇 C>の
(3)0≦ ν≦ 1-"2,“ ≧ 0

10。 柱面
"2+ν
2=α2(α >0)の内部にある曲面 z圭

"ν
の曲面積を求めよ.

11。 柱面 ("2+ν
2)2=α2("2_ν2)の内部にある球面

"2+ν
2+z2=α2(a>0)の

曲面積を求めよ。

■2.球面
"2+ν
2+z2=α2(a>0)上で,z=b,z=c(0≦ b≦ C≦ α)の間にある部分の面積を

求めよ.

13。 アステロイドπ:+ν:=α:が π軸のまわりに回転してできる回転体の表面積を求めよ.


