
第6章

偏微分法

前章までで,1変数関数の微分と積分について学習したが,1変数関数 ν=∫ (π)では表
せる曲面は限られたものだけになる (回転面など).空間の曲面などは,2変数以上の関数
が必要となる.そ こで,こ の章では 2変数関数の微分について述べる.同様に η変数関数の
微分についても述べなければならないが,本書では,扱わないことにする.

1 2変数関数の極限

Rを実数全体の集合とし,ν を平面R2={(.,ν );",ν ∈R}の部分集合とする.ν の各
元 (■ ,ν)に対して値 zが一意的に決まるとき,zは ν 上で定義された2変数関数といい

,

Z=ノ (2,υ)で表す.ν をz=∫ (",ν)の 定義域 という。1変数関数の場合と同様に,具
体的な形で与えられた関数については,そ の形が意味をもつ範囲を定義域とするのがふつ
うである.

例 1。 1。 (1)Z=π +ν +1

(2)z=yl二 "2_ν
2

(定義域は平面全体 )

(定義域は単位円の周 と内部 )

Z

-1
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OZ= (定義域は平面から (0,0)を 除いた部分 )

(4)z=
π一 ν

(定義域は平面から直線 π tt ν=0を 除いた部分 )

"+ν

1変数関数ν=∫ (π)の グラフは平面上の曲線であるが,2変数関数z=∫ (",ν)のグラ
フは空間R3={(",ν ,Z);",ν ,Z∈ R)の中の曲面になる.例えば例1.1(1)の グラフは空間
の中の平面であり,(2)の グラフは単位球面の上半分である。

点 P(a,b)と 正の数 εに対して,平面の部分集合

ЦIP)={(",ν);7("一 α)2+(ν _b)2<ε
}

を Pの ε‐近傍 とよぶ.鴫(P)は Pを中心とする半径 εの円の内部である.あ る正の数 ε

に対するε―近傍を以後単に近傍 とよぶことにする.

関数 z=∫ (",ν)は点 P(a,b)の ある近傍で定義されているとする.点
(π ,ν)が点 (α ,b)

に限りなく近づくとき (・ ,ν)→ (a,b)と 書き,そのとき∫(",ν)が一定値 Jに限りなく近づ

けば,∫ (π ,ν)の点 Pにおける極曝値はIであるといい

しぷ段。,り ∫(・ ,ν)=Jまたはノ(■ ,ν)→ I((・ ,ν)→ (a,b))

と書:く
.

Ｚ
　
　
一



(π ,ν)を (a,b)に限 りなく近づけるとき
,

なる場合は,極限値は存在 しないと考える。
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近づける方向によって∫(π ,ν)の近づく値が異

(|は定1数|)

例 1。 2。 次の極限値を求めよ.

"2_ν
2

π+ν 翻蟄0。 0(Ъ胸0。 デ粋0(.ν爆 ,_⇒
0)

解
　

②

①
(.」聖1,_⇒

"+ν
れ の=と お← 回

(π tt ν)(π ―ν)= li難
,_1)(π

―ν)=2π+ν     (2,υ )→ |

を極座標
"=r cOs 

θ,ν =r sin θで表す.こ の とき

=  lim
(",ν )→ (1,-1)

|ノ (π ,ν)|=r l Sinθ COSθ l≦ r

であり,(",ν )→ (0,0)の ときr=y"2+ν 2→ 0でぁゃから,し
,メ妻。,。 ∫(・ ,ν)=0

oズニの= とお←点回 譴線ν=鶴χ上にあるとき

∫(π ,ν)=ノ (π ,れπ)="2+m2"2=1+m2・
■

よつて (",ν)が直線 ν=m"に 沿つて (0,0)に近づくとき,鶴 の値により異なる値に近づ

くかられ,非段0,。
∫(",ν)は存在しない.□

∫(",ν)は点 (a,b)のある近傍で定義されていて

し臓 %リ
ル,0=ノし,0

が成 り立つとき,∫ (■ ,ν)は点 (α,b)で連続であるという.集合 ν の各点で連続であると
き,Mで連続であるという.

1変数関数の場合と同様に,2変数の連続関数の定数倍,和 ,積,商 ,合成関数も連続関数
になる.ま た,次の定理も同様に成り立つ。
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1掌響■|,1甲 1撃|′(1111が 1暮|(4や)|で1導1織|で■′(||》 |≠1111な:ら苺華
=(41111の

|わ|る|1近1傍内:で

バ11')|は 1常IⅢ:r(こIⅢ〉|と1同1符1号 |で|あ||る●|■11■■■■|||■■■■|■1111■11■■■■|■|■

集合 ν を平面の部分集合とする.Mが原点を中心とした十分大きな円に含まれるとき
,

Mは 有界であるという。また ν の任意の点 (",ν)に対し,(χ ,ν)のある近傍が Mに含ま

れるとき,Mを開集合とよび,開集合の補集合を開集合とよぶ .

薄稗■11■有1界な1閉1集合|″|で1蕪1義さ|れた|‐淳積1甲1数ザ(11蘇】!率1財|で1最|六値と1最11'1偉|を1も:,|:

問 1。 1。 次の極限値を求めよ.

(1)に』職2of+ν
+1

"2_ν
2 ②仏』当0。

"2ν
πν

2

(3)し
,メЦO,の

"4+ν
2 (4)し

,』ЦO,。 n2 +a2 +a4

醜 ω=れ の 側 到    林 t

2 偏導関数

2変数関数 z=∫
(χ ,ν)の変数 νを固定して定数と考えたとき,ノ (2,ν)は・ についての

1変数関数と考えられる.こ のように考えたとき,ノ (χ ,ν)が πについて微分可能,すなわ

ち極限

lim
ん→0      ん

が存在するとき,z=ノ (π ,ν)は点 (π ,ν)において πについて偏微分可能といい,上の極限

を点 (π ,ν)におけるπについての偏微分係数という.ま た,上の極限を
"と νの関数とみ

るときには,"についての偏導関数とよび
,

各,作/1Z,0,んし,0,ん ,為

などで表す .

νについても同様に,偏微分可育ヒ,偏微分係

～

偏導関数 (:卜
今

ル 0,んし,0,ん ,ぅ な

どで表す)を考える.

χ(ま たは ν)について偏導関数を求めることを π(ま たは ν)で偏微分するという.

偏導関数は本質的には 1変数関数の導関数であるから,π ,ν の一方を定数と考えて他方

の変数について 1変数関数の微分の公式を適用すればよい.



解①併=作し40+♀しνり=4χ
3ν

+ν
2,際に

1多
=■

4+2"γ

= =:=

券=11ァ今得)=デ静←ナ)=

間 2。 1.次の関数を
"お

よびνについて偏微分せよ.

(1)z=3π
2ν +5π 2ν 3

(4)z=sh~1子

例 2。 1。 次の関数 を πお よび νについて偏微分せ よ .

(1)z=χ
4ν +"ν 2

(2)z=tan~1■
ν

(2) z - ena

(5) /, - Iogo r
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π

.2+ν2

(3)z=y“ 2+ク2

(6)z="ν

,2変数関数では π,ν について偏微分

∂
"∂

ν
: fy*(*,Y) : zs,

1変数関数では微分可能であれば連続であったが

可能であっても連続とは限らない .

間22れ の= れ の≠Q吐 貞Qの =0
可能であるが,点 (0,0)で連続でないことを示せ .

は点 (0,0)において
",ν

について偏微分

関数z=∫
(■ ,ν)の偏導関数ん(",ν ),ん (",ν)が さらに

",ν
について偏微分可能なとき,

その偏導関数を zの第 2次偏導関数 といい,次のように書 く.

♀ (併 )ニ キ
=H二 の 下

為 的
舟 侍 )=

今(券)=髪絆=んνし,0=るぃ分(券):

第 2次偏導関数も同様に定義される.

∂2z

022 t

W 
: fyy(*,Y): zyy

例 2.2.z=π 3+3"2ν +2ν3の
第 2次偏導関数を求めよ。

解 為 =3π 2+6π
ν,ろ =3π 2+6ν2を さらに偏微分 して

,

為"=6π +6ν ,為ν=6π ,ろπ=6π ,%ν =12ν .□
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間 2.3。 次の関数の第 2次偏導関数を求めよ.

(2)log(“
2+ν4)

(5)sin÷

(1) sin 3r cos 4y

(4) e-s sin y

(3)cπ
2+2ν

(6)sin~1÷

間 2。4.z=π2+ν2の とき z"π +zνν=0を示せ .

関数∫(π ,ν)に対して,一般にはんν≠ん“
であるが,次の結果が知られている.

定1理
,111‐∴υ,‐ふ,が ども11連1続

|な|う|げ |‐為|■ ん・・

証明 点 (a,b)において

び=∫(a+ん ,b十 た)一 ∫(α 十ん,b)一 ∫(α,b+た )十 ∫(α ,b)

ψ(")=∫ (π ,b+た )一 ∫(",b)

とおけば

び=ψ(a+ん)一 ψ(a)

ψ(")に平均値の定理を適用すると

び=ぼα+ん)-9(a)=んψ
′
(C)      (2)

となるような cが αと α+ん の間に存在する .

さらにψ
′
(c)=ん (C,b+た )一 九(C,b)で あるからん に平均値の定理を適用すると

9′ (C)=ん (C,b十 た)一 九(C,b)=たんν(C,α)(3)

となるような αが bと b十 たの間に存在する.

(1),(2),(3)よ り

んνC,の=#       0
(4)の式で (ん ,た)→ (0,0)と すればんνの連続性より

んνし,の =L農
0。#

■とνを交換して同様に考えると

んπし,の =LttQの #0□
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3 全微分

2変数関数の偏微分可能性は,一方の変数を定数と考えることにより本質的には1変数
関数の微分可能性にすぎなかった.こ こでは z=∫ (π ,ν)の 2変数関数としての微分可能性
(全微分可能性)を考える.

1変数関数 ν=ノ(")が π=α で微分可能であるとは,ν =∫ (π)で決まる曲線上の点

(α ,ノ (a))で接線が引けることであつた.こ のことより2変数関数 z=∫
(π ,ν)の微分可能

性を,z=∫ (",ν)で決まる曲面上の点 (a,b,ノ (a,b))で 接平面がつくれることであると定義
する.

点 (a,b,∫ (α,b))を 通る平面は

Z=∫ (a,b)+α (π ―α)+β (ν 一b)(α ,βは定数)

と書け,これが z=∫ (",ν)で決まる曲面に接している場合,zの値の差

g(π ,ν)=∫ (χ ,ν)一 {∫ (a,b)+α ("一 a)+β (ν 一b)}

が (π
_α)2+(ν _b)2に対 して無視できることより

lim
(π ,ν)→  (α ,b)

g(r, y)
=0

を満たす.

これらのことより,関数 z=∫ (",ν)が点 (a,b)において全微分可能であるとは

∫(",ν)=∫(a,b)+α ("― α)+β (ν
―b)+g(",ν ) (1)

g(*,a)
lim

(",ν )―→(al,b)

を満たすように定数 α,β

=0 (2)

輩二1轟彗曇奪軍:就驚毎尋覇裏ニ ダ
け|こ|のホで連続|で

'あ

|,I力|つ|″「υ

が定められることと定義する.

証明∫(π ,ν)が点 (α,b)で全微分可能ならば,(2)よ り
し,3蟄α,。

g(π ,ν)=0であるから(1)

よりし,3妻α,り ∫(":ν)=∫(a,b)が成立する.これは∫(",ν)が (α,b)で連続なことを示す.

次に (1)の式で
"=α

+ん ,ν =bとすると

ノ(a+ん,b)一 ∫(a,b)=αん十g(α +ん ,b)

であり,ま た (2)の極限において (■ ,ν)を直線 ν=bに沿つて (α,b)に近づける場合を考え

ることにより

臨
重

守
豊 =0

し

_α
)2+(ν

_

("_α)2+(ν
_b)2
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であるから

んし,0=鳳量生
響卜

些型:=臨
{α

+重宅
型主

}=α

が得られる.β =ん (a,b)も 同様に得られる.□

定理 3.1よ りz=ノ (π ,ν)が′点(a,b)で全微分可能なとき,曲面上の′点(a,b,∫ (αフb))での

接平面は
Z― ノ(a,b)=ん (a,b)(π ―α)+ん (a,b)(ν 一b)

で与 えられ る.こ こで

dz-z-f(o,b), dr-fr-a, αν=ν 一 b

とお くと

αZ=ん (a,b)α"+ん (a,b)αν

となり,こ れをz=/1π ,ν)の点 (a,b)における全微分という.

間 3。1.次の曲面の点 Pにおける接平面の方程式を求めよ。

(1) z-nu (z) z-n2+a2 P(3,4,25)P(1,1,1)

定理 3。 1よ り全微分可能であれば偏微分可能であるが,一般に逆は成立しない.しかし次

の結果が知られている.

定理312.ザ(||ケ〉|が

'||(0,b)の

あぅ鷺傭|で|'「νについて偏微分1可1熊|で |わ |り ,島 ,ん が|ヽ
に(aル)||で1連1続な|ら1ず,デ (年,シ)|ま (IIII‐で1全微1分

1可‐能である.,|||■■ |‐ ||‐ |‐

‐
|‐ |

4 合成関数の微分法

定理 4。 1:″■|‐ ノ(‐|:し ).が′点(a,b)で全微分可1熊 とする。
"=π (す)|"|■‐0(`)が t=|で微分

可能でa■ ●(III■ッ(c)な らば,合成1関数‐●‐圭∫("(ι ),ν (t))も -1■●‐で微分可能で  ■

・ ■‐|||||||‐ |1子1券1券■券争■■■|‐ |‐ |||‐ |‐|

∫("(t),ν (t))一 ∫(a,b)

Oz=手 +手 Pし,b,a (4)z=tan~1÷   P(1,1,1)

証明 ψ(t)=

には
I聾ψ(t)

t― c

を計算すればよい.

とおく。/1"(t),ν(t))の t=cでの微分係数を求める
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十 g(π ,ν) (1)

(2)

145

lim
(a,υ )一→(a,b)

を満たしているから
,

ここで ι→ cの とき

=  → 颯鋭

であり,さ らにι→ cの とき (χ ,ν)→ (a,b)

Z=∫ (χ ,ν)が点 (a,b)で 全微分可能であることより

∫(π ,ν)一 ノ(α,b)=ん (α ,b)(π 一α)十 ん(α ,b)(ν 一b)

g(*, y)

(χ
_α

)2+(ν _b)2

9(t)三

(1)の式より

ニズα,b)(κ (ι )一 α)+ん (α ,b)(ν (ι )一 b)十 g(χ
(ι ),ν (ι ))

ι一 c          e

=  → 真の

であることに注意すれば (2)よ り

g(π←),ν←)) lg(χ ,ν)|

t一 c
(χ

_α
)2+(ν _b)2

であるから

#0=んし,Oχ
′0+ん 0,のグ0。 □

π=りし,υ ),ν =ψし,υ)がともに2変数 包,υ の関数であるときz=∫ (π ,ν)と の合成関
数 z=ノ (ψい,υ ),ψい,υ ))を しまたは υについて偏微分することは,本質的には1変数関
数を微分することと同じであるから定理 4.1よ り次の定理を得る.

妥1畔観‐霧‐1叢畠
||■■■‐■|||||||||‐

|■|●‐■|‐

0´|二19‐ζ‐|‐ 911■:10″lαク|‐ ■| |‐0″ ■|10ζ10111111∂″10レ
市,す|サ■方1市|■|す●す

.市

■市1市

例4■。z=c"~≒ χ二dnち ν=ノ のとき子を求めよ.

|=
1(1壬 子 )2+(昇 )2→

0

解 zπ =c"~2ν ,をυ=-2cπ
~2ν

,

#=c"-2ν cost¨-2cπ
~2ν

3ι
2

#=COSち #=&2ょり
=cα

-2ν
(cos t-6ι

2).□
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例 4。 2。 z="21。 gν ,π =

解
:争

=2"bg銑 券=

併=(《「うbgν十子,

ν=3鶴 一υのとき

∂
"   1  

∂
"

' ∂鶴   υ  ∂υ

∂z

∂υ

併,1争 獄めよ.

併

=-1

鶴
「υ　９び
一“ｙ

~  
υ
2'
鶴   ∂ν

∂鶴
=3, よ り

一(争)bgν
一千・□

間4■。次の関数zについて子を求めよ。

(1)z=“
2_ν2, "=coS t,ν

=sin t

(2)z=c"~ν ,“ =t,ν =÷

(3)z=sin~l πν, π=1-t,ν =1+t

間42次の関数zについてg争,併 を求めよざ
(1)z=2■

2+“
ν
_ν2, 

“
=2鶴 ―υ,ν =鶴 十υ

(2)z=π
2+ν2,π

=鶴
2_υ 2,ν

=2鶴υ

(3)z=cπ
ν,"=log y鶴2+υ2,ν =tan~1÷

例 4。 3。 z=ノ (π ,ν),π =r cos θ,ν =r sin θのとき次を示せ .

①(挙)2+(ξ;)2=(#)2+

②:|二 :卜
=喜1車÷子++喜嘉

解①#=g争《許+』テ《許=gttCPSθ 年
1争

dnθ

併=併#+券#下併←rdnの +券 r cos θ
よつて

,

1
+7

ヽ

、

‐

′

ノ

錫
一”

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

上

′

〓

ヽ

、

‐

′

／

シ
一測

／

′

‐

ｌ

＼

ヽ

、

‐

′

／

シ
一併

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

ヽ
、
‐
′
／

θ
０Ｃ

シ
一釣

＋θ
ｎ

＆
一鋤

一

／

ｆ

‐

ｌ

＼

＋

ヽ

、

‐

′

／

θ
ｎ
　
　
　
　
　
・

。
Ｓ．

　

　

２

■
閉

ｓθ

　

　

十

０

　
　
２

Ｃ

　

　

ヽ
ｌ
‐
′
ノ

＆
一＆
　
＆
一伽

＜

＜



5。 テイラーの定理 147

(2)簡単の為,∫ (π ,ν)は定理 2。 1の条件を満たすとして証明する.

#=併 COS θ十券dnθ より

手=(キ争+嘉戸#)∞Sθ +(キ#+義戸年)dnθ

= 圭  cos2θ 4 2∂
π∂ν c°

S θ Sin θ■
ttSin2θ

券=券←r dnの +争 COS θより

手=(キ券+嘉|#)いmの +併←rcosal

+(キ#+義■)lrCO鋼
+券 l―rshの

==r2:21lsln2θ _2r2∂

"∂
ν c°

S θ SIn θ +r2:2墾 生 ё6s2θ _rl%卜 COS θ 一 r{考
)Slnb

よって
,

キ+キ =手 +÷挙+手戸キ・□

間 4&z=れ は

“

=鶴 +Ъ ν =鶴 ― υ の と き
蒲 チ

=弊 一

券

林 せ ・

間 4。4.z=ノ (",ν),"=鶴 CoS α―υ Sirlα ,ν =鶴 Sin α+υ cOs α (α は定数)の とき次を示せ .

。(券)2+(券)2=(併)2+(併)2

0多 +券 =弊 +弊

5 テイラーの定理

第 2章におけるテイラーの定理は 2次元以上の場合に拡張できる.こ こでは 2次元の場

合について考える.

関数 ∫(",ν)が "に
ついて連続偏微分可能とは ん が存在し連続であること,単に連続偏

微分可能といえば,すべての変数について (こ の場合 π,ν について)連続偏微分可能なこ

とをいう.定理3。 2よ り,連続偏微分可能な関数は全微分可能である。さらにんπ,んυ,んπ,

んνが存在して連続ならば,∫ は2回連続微分可能であるという.同様にしてη回連続微分
可能性を定義する.
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数

め

(ん竃3「 +

が定義されたとして

(ん竃3「・た
131)π

ノ==(ん竃3F‐+た竃3戸 )  (ん琵3F‐+

と定義する。例えば,(んぢレ十ん券)2∫
は

(れ舟+た今)(ん券+た今)∫
=(ん券+た分)

=ん♀(ん作+ん号)∫
+た今

=二 ん
2重生生 _+2んた

毛%`}+た
24:多

となる.

間 ユL (ん
誓与

+た
寺 )π

Z=忍 πα′
~rたr        を示せ .

以下において,|(んぢ与+た今)π l(.のくらのを(ん悪レ+た今)π
Jla,め と略記する.
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∂
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証明 ん,た が十分小 さければ,2点 (a,b)と (α +ん,b+た)を結ぶ線分上の点 (α +tん,b+
tた),(0≦ t≦ 1)で,1変数 tの関数

Z=ノ
(π ,ν)=ノ (α +んt,b+たt)=φ (t)

が考えられる.+い to=ん,+い tO=た であるから
,

φ
′
(t)

となる.さ らに tで微分を繰 り返すと
,

φ00=(ん
♀

十た
今 )m/1a+tれ

b+tO,鶴 =λ …Ъπ

となることがわかる.1変数におけるマクローリンの定理により

φO=φO)+こ
手

が,0)++φ
Olatl,o<θ <1

であるから,これを代入して t=1と おけばよい.□

最後の項 J磁 を 1変数のときと同様ラグランジュの剰余項という

定理 5.1に おいて (α,b)=(0,0),ん 〒
",た

=ν とおくと,次の系を得る.

たた＋ｂ

　

た

れ
　
召

＋

　

ｂ

α
　
　
ん

ん

　
＋

＋
　
し

ヽ
′
∫

た

＞”
嬌

流
　
＋

叶
∂
一伽

Ｈ
た
ビ

一一
　

〓

薦轟轟轟募凛難窮11‐酎二‐ぷ輩塞驚l耀11鷲
即‐鈴●定義|■た●申積
:の1式を満足する|″

"ヽ

存1在|する:

|||‐|||‐|||IEIII(1今■‐脅|)111111

|■+
π
●
一
　
　
・●
●

・＞

・

一一
一一一一一一一一一一一■
．

一ｌ

ν
一＋
●

一一キ一一

“
●
●

―

いヽヽ一

∫(911夕ν).,|191くlθ lく 1

なお,系 5。2にお

例 5。 1.関数 ∫(π ,ν

せよ。

５

　

　

　

　

＞

趣
　
岬

ま

　

　

点

０　　を

ｒⅢ　　］

硼

密

＋
　
　
　
一

一∂写
　拗

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

　

　

２

て
　　　「

1と 同様に計算する.

でテイラーの定理によつて展開

埋ピ<π ,ν)=-2"-6ν +8よ り

併口=券は,⇒ =0

解
:多し,o=2"二蹴



となる また キ し,0=Z:島 回 =tキ 回 -6と な乳 第3次以上

の偏導関数は0になる.よ つて,テイラー展開の式は

ル,0=∫は,⇒ +併は,⇒け⇒+券れ,⇒し―⇒

弓{《:争
いっ⇒lZ―⇒2+=亀さ、⇒。一⇒し―⇒+4:多いっ⇒。一⇒2}+0

=1+(π -1)2_2("-1)(ν 二 1)-3(ν -1)2.

例 5。 2.∫ (",ν)=Cν 10g(1+")を マクローリンの定理によつて3次の項まで求めよ.

解
万〆聖卜

T=キ =ノ・・I10gll十 が
°に注意して

=島  Qい
許(0,0)=2

より
,

ノ(0,0)+
∂
一釣

ν＋
∂
一＆

”

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

１

一＝

３
▼ん
ｄ

∫(0,0)

= l   illiloi(~lπ 2+2・
1"ν +Oν

2)

(__1)π
2ν _.301"ν2+0し3)

= π_|}π2+πν+÷π3_|}π 2ν +与
"ν

2

間 5。 2。 例 5。 2において θを用い,4次のラグランジュの剰余項 R4を求めよ.

例 5。 3。 ∫(",ν)=Cπ
~υ をマクローリンの定理によつて展開せよ.

解  Qの =ば より

1+(α ― ν)■ ―
)(・

……ν)2+… .+ (2--1)!(α ~ν
)π

~1+ギ
ト

(“
一 ν)πCα

π~の

問 5。 3。 関数 y2-π +ν をマクローリンの定理をη=3に適用して展開せよ.

間 5.4.∫ (■ ,ν)の n次の偏導関数がすべて恒等的に 0であるならば,∫ (π ,ν)は
“
,ν の多項式で

その次数は高くてもπ-1であることを証明せよ.



陰関数

",ν
の関係式 ∫(",ν)=0において,

の値に対して,∫ (",ν)=0が成立するよ

応によつて 1つの関数が定まる.これを

となる。

δ.陰関数 151

π,ν は独立に任意の値をとることはできない。
"

うな りの値を対応させることができれば,その対

∫(π ,ν)=0によって定まる陰関数という.

π=ψOの形で表され,券 ― 券
となる。曲線 ル ,o=0上の点で ん =ん =0

となる点を特異点という。特異点ではない曲線 ∫(",ν)=0上の点のまわりでは,曲線は

ν=φ (π)か "=ψ (ν)のかたちに1と おりに表され,接線が1本だけ引ける。

陰関数を具体的に表現することは一般的にはできないが,例 6。 1の ように簡単に見つか

る場合もある。

例 6。1.∫ (",ν)=4π
2+ν2_8"-4ν +3=0とする。このとき,点 (0,1)における陰関数

φ(π)を求めよ.

解 ノ(π ,ν)=4("-1)2+(ν _2)2_5=0よ り,

ν-2=土 √ -4("-1)2

である。よつて′点 (0,1)における陰関数は

φ(■)=2-

ノ(",ν)="3+ν3_3α
"ν

=0(a>0)に よって定まる陰関数について,

を求めよ (こ の曲線をデカル トの葉状曲線という).

拓
丁

一

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

<"<1+π
戸 )

力
７６．２．

山
下り

例

5-4("71)2

び

お よ
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解 ん(3,ν)=3"2_3αν,ん (π ,ν)=3ν
2_3α

"
であるから,∫ (0,0)=ん (0,0)=ん (0,0)=0
となる.よ つて,原点 (0,0)は 特異点となり,

曲線は原点において図のように自分自身と交

わる.また,曲線上でん(π ,ν)=0と なる点
P(y軌,7L)ではνは

"の
関数として表す

ことはできないにのとき毛計=00購
にんし,o=0となる点の

“

庖%y軌)~で
は

"は νの関数 として表すことはできない (こ

のとき #=0)0こ れ以外の曲線上の点で

#お
よび

券
は次のように求まる。

αν ,'-oa dr ν
2_α

″

α
"

y2 - ar' dy

間 6。 1。

"3+π
2_ν2=0ょ り定まる陰関数について,

例 6。 3。 ∫(π ,ν)が 2回連続偏微分可能であるとき,

の第 2次導関数を求めよ.

角翠

ノ(π ,ν)=0で定められる関数ν=φ (π )

力
π

"2_α
ν

および
竜)を

求めよ .

α2ν

漬′  ~ + (―

ギ
|)=一

(∴π+∴υν
′
)ん

#幌 )・ん一九〆#幌 )

_H九 +j)
んπカー2んνんガ+んνだ

間 6。 2。 ノ +3"ν +ν2_1=0に
;対 して, 

爾Fお
よび

み
を求めよ .

ガ

定理 6。 1は ,高次元の場合へ拡張できる.例えば 3次元の場合は次のように拡張される.

定理 6.7:‐∫(||":|).を 3次元空間‐上9暮|(111,こ)を含む開集合で1定1義された連続偏微分可

能な関撃‐とす|||‐ ● (C,b,C)ilゃ しヽて1111,|なつん≠0な りず||ケ1平面↓(a,b)を含IⅢI
適当な1開1集1合

|で1定‐義|.され .た ,次の性1質をも|つ1甲
‐黎 Z=φ (年,す)|´ |ヽlr1111=ま る。 |‐ ■

毬.:::協
aふ::||||||||||| ||■ ||||‐

‐|■‐|
∴| . ■ん

(3)z=φ (|‐「クー>は連1続偏微分可能でφ二■■
‐
手1言|'ち =TI
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#+券++併#=Q券 +券++券#=0
から求めれば次のようになる。その際,条件 J≠ 0は,この2つの連立方程式からφl(π )

およびφち(・ )がただ1と おりに定まるための条件である.

― /→ =一 /J

Iぷ11°

~の2+∝ν_02+<z_→ 2_α =0のとれg争,券 ,ぼ争聾島および券

問 6.4。 ノ +ν2+z2_1=0, Jπ +mν +ηz-1=0の とき,#お よび
1争

を求めよ .

7 極大・極小

関数 z=∫
(π ,ν)において,点 (a,b)の近くの任意の′点(",ν)(≠ (a,b))に対し∫(π ,ν)<

ノ(a,b)(∫ (π ,ν)>∫ (a,。))が成り立つならば,ノ (■ ,ν)は点 (a,b)で 極大 (極小)であると
いい,∫ (α,b)を 極大値 (極小値)と いう.極大値と極小値をあわせて極値 という.

関数∫(χ ,ν)が′点(α,b)で極値をとるための必要条件はん(α,b)=0,ん (α,b)=0である。
またノ(",ν)が点 (a,b)の近くで全微分可能であれば,こ の条件はィ(α,b)=0と 書ける.

例 7。 1。 ∫(",ν)="2+ν 2において,∴ (a,b)=2α =0,ん (α,b)=2b=0か らα〒b=o.
∫(0,0)=0かつ (0,0)以外の点 (",ν)では∫(",ν)>0よ り関数ノ(■ ,ν)は点 (0,0)で極
小で,極小値0を とる.

率1理 lo■ :‐ ■‐本‐乖1奪‐IFHll二|の1暮|(alL c).を含ⅢI開‐集1合で1定1義さ|■年|,‐ ?‐ 91甲1撃

'(″

:夕「″卜や|
び10(|141″卜が準1練偏1微

1分可1熊|||す |る●点(ab,9).‐11お |レ てヽ■‐■| |‐ ||‐ ||■ ■■|

‐01∫‐■10∫ |

37.‐ |%‐
‐
∂ク1  0″‐

|  ||| ≠10

=FH51で
牢1義 ■1年 |‐姿,‐

l■.軍
|を 1`関

1黎

|||

|■|■■
|・ |‐ |‐ .■|‐ ■|■ ■|||‐ ‐
||||   |■ ||‐  |● |■ ■||■‐  ‐   |||‐ |■ ||■■‐|‐|

T‐ 9■‐‐||||■||・
|‐

‐
 ■‐.■ |‐ ||||■|・

,る |||‐ | ■■||■ |||・ ■ ■・ |||‐ |

■ |‐■||||■ ■|‐   .■ ||■ |||■|■ ■

φl(π ),φち(π)を求めるには (2)の 2つの式をそれぞれ
"で

微分して
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例 7。 2。 ∫(",ν )

をもたない。

偏微分法

=_π 2+ν 21事
ん(0,0)=ん (0,0)=0であるが,下図より (0,0)で は極値

EE z.r. ffiW f (r,n; tt,f, (a,b) Dfr3r 2 EHffiffiffit EIffit, f,(4, b): fo(a,b) : o

tt6. L : {l*@, b)}' - f,"(a,b)f*(o,b) }*svtlc } *,
(1) A < 0 T /""(a,b) < 0 /r6lf f@,d lt'f,, (a,b) -effit

:l i'l l i l":l'',ol':i* i':::T,':'? l*^
lll I : : ; : l]'ff';':: ::'ff :-'J-,;:I /,v,

f(χ,y)=―χ2+y2の グラフ

証明テイラーの定理においてん(a,b)=ん (a,b)=0と おくと

ノ(a十年b十ん)一∫(%b)=÷・IL2んπ(α+θん,b+θた)+2んたんν(α+θん,b+θた)+た2んν(α+θん,b+θた)}.
ここで

ス=んπ(a,b),3=んν(a,b),σ =んν(a,b),

さらに

ん"(a+θ
ん,b+θた)=五十εl

んν(a+θん,b+θた)=B+ε 2

んυ(a tt θん,b+θた)=σ +ε 3

とよ〕け|ず ,

ズα+れ b+リーれの=与げ+2B鷺 +θめ+÷←ゴリ+た力た+鈍的.

L_____一―一一Yミ≧}、
丁

~ミ
ミ【

~



(3)△ >0
か ら,ノ (a,b)

(4)△ =0
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ここで,(ん ,た)→ (0,0)の とき ε
`→

0(づ =1,2,3)だ か ら |ん |,|た |が十分小 さい範囲では

∫(α +ん,b+た )一 ∫(α,b)の正負の符号は ■ん2+2Bんた+θた2の符号 と一致する .

(1)△ =B2_スθ<0,ス >0の とき スん2+2Bんた+θた2を んの 2次式とみるとその判

男リメれま

32た2_■
σた2=た2(32_■

σ)<0

であるからスん2+2Bんた+σた2>0。 したがって ∫(α +ん,b+た )>∫ (α ,b)と なって ∫(α ,b)

は極小値

(2)△ <0,ス <0の ときも同様にして ノ(a,b)は極大値

り五ん2+23んた+σた2の符号は正にも負にもなるのときは ん,た のとり方によ

は極値をもたない .

のときはこれだけでは∫(a,b)は極値をとるかどうかわからない.□

例 7。 3.∫ (χ ,ν)=π
2+"ν +ν2_4π -2ν の極値を求めよ.

解ん=2"+ν -4=0,ん ="+2ν -2=0よ りJ(2,0)=0。 よつて点 (2,0)が極値をと
りえる.んπ(2,0)=2,んν(2,0)=1,んν(2,0)=2であるから△<0,んc(2,0)>0と なり,

極小値∫(2,0)=-4を とる.

問 7。 1。 次の関数の極値を求めよ.

(1)π
2_“

ν+ν2_2"+3ν +1 (2)cπ (π
2_ν2)

(4)"ν("2+ν
2_1)(3) n3 - 6na * a3

問 7。2.半径 1の 円に内接する三角形で面積最大なものを求めよ。

変数 π,ν がある条件 9(π ,ν)=0の もとで変化するとき,関数 ∫(",ν)の極値を求める

問題を考える。

証明 9ν (a,b)≠ 0の ときは,陰関数の定理よりψ(π ,ν)=0を満たすνが
"の

関数とみら
れるからzは

"の
関数となる.よ つてz=ノ (■ ,ν)が極値をとる点 (a,b)では

#二ん+ん#=0
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またり(■ ,ν)=0の両辺を
"で

微分するとψπα
"十

ψναν=0。 したがつてψυ(a,b)≠ 0で
あるからん(a,b)ψυ(α,b)=ん (α;b)ψ“(a,b)・ よつて

入=■にb)

9ν (a,b)・

と細ガ 熱れ れの≠0の と誡 閥 こして入= と細ガ 熱ヽ

定理 7.3(フ グ
ー
ラ|ンージユの未定乗数‐法)|1導1練偏微分可能な関‐数

‐
|(″ |サ)lJ(π ,V)に対し ||

が成り立つ.1助1憂‐薮1はラグラシジ三|め1粂1数111ょ ばれてぃる。|‐ |||||| ‐   ||
証明 定理 7。2よ り明らか. □

例 7。 4。 点 (",ν)が条件
"3_3π

ν+ν3=0の もとで変化するとき

解 F(π ,ν ,入)="2+ν
2_入

(π
3_3"ν +ν3)と ぉ くと

鳥 =2"-3λ ("2_ν),島 =2ν -3λ (ν

2_"),ら

ただ し,9(",ν )="3_3πν tt ν
3で

ψπ(π ,ν)=3"2_3ν ,9ν (",ν )

鳥 =島 =0よ り (π
2≠

νとして)入 を消去すると

"2+ν
2の

極値 を求めよ .

=一ψ・

=-3π +3ν2。

π=ν と9=0よ り
"=ν =÷ 辮るけ= よりし覆の≠Q明・

また,"+ν +πν=0および ψ=0よ り

("+il@'-ru+a2+3)-0.

ここで
"2_"ν

+ν
2+3=("一

|}ν)2+÷ν
2+

3>0で あるから ■+ν =0。 よつて "=
ν=0を得るが 入の定義に反する.したがつ

て 鳥 =易 =ら =0を 満たす′点 (・ ,ν)は

l主 」|〔,霧塀g
i二i轟;毎窮Υず勇:k  菫
は極大値である。また,グラフより′点 (0,0)で

ノ(π ,ν)は最小値 (極小値)0を とる.

の(χ,y)=0の グラフ
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間 7.3。 条件
“
:+ν2=1の 下で次の関数の極値を求めよ .

(1)π +ν                  (2)κ ν

問 7.4。 条件 (π
2+ν2)2=2(π 2_ν2)の 下で π2+ν2の極値を求めよ .

(χ
2+y2)2=2(χ 2_y2)の グラフ

第 6章 練習問題

1.次の各関数についてし,』蟄0,の
∫("'ν)を求めよ.

のコν  の輌 ÷い ÷
(3)∫ (“ ,ν)=Ein(・

2+ν2)

(4)∫ (■ ,ν)=
"2+ν

2

0∫し,0=:2_ν
2

(6)∫ (",ν)=
"2+ν

2

2.次の関数の第 2次偏導関数を求めよ.

0～  0～ Щ れ け 的 0～

“
ν

n2 +y2

n4+a4
12 +y2

(4)z==tan-1:   (5)z二 =π
3_“ 2ν (6) z - na2 cos r

３

　

　

４

Z=CSln π cos ν,"=鶴 υ,ν =鶴 +υ の と き 偏 導 関 数 為 ,為 を 求 め よ .

次に示す一対の関数について,次の関係式が成 り立つ ことを確認せ よ .

難=%,%―器,弊 +穿 =0,弊 +穿=0
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(1) r!, - fi3 - 3*A' ) u - 3*'y - y3

0鶴 = ,

(3)鶴 =coS C COSh ν,

trl-- y-w
u--sinrsinhy

5。

6.

ここ■ d山π= 〆∝hπ = とす

…
"豹

次の関数をマクローリンの定理をη=3の場合に適用せよ.

lll♂ dnν 121 1_2π
+3ν  131 yttπ

_ノ

0でない任意の実数tに対して∫(tπ,tν)=tた∫(・ ,ν)を満たすとき,∫ をた次の同次関数という.

ん次の同次関数∫がη回連続微分可能であるとき,次のことを示せ.

0"併 +ν券=げ

0("併十ν券)π
 Jla,の =呻―⇒…・鮨―η+⇒ Jla,の

関係式 ■2_πν tt ν
2=α2においてνが

"の
関数 となるのはどのような区間か.また,そのとき

ν
′
,ν

″
を求めよ.

1。g("2+ν2)=2 tan~1÷ からグ,ν
″を求めよ.

π2+ν2+z2=α2,"2+ν2=2απから」■および」生を求めよ.

7。

8。

9.

10.関係式z3_踏z+♂ =0にたいしてぼ勇争=垂多髪豊澤卜を
示せ。

■■。次の関数 の極値 を求 めよ .

(1)z="2+"ν +ν2_4π -2ν

(3)z=π
4+ν4_10"2+16π

ν-10ν 2

(5)z=π
2ν2二 π2_ν2+1

(7)z=(4-3"2二 ν
2)(ν _")

(9)Z=(1-"2_ν
2)2

12.π2+ν2=1の とき
"4+ν

4

(2) z-na+y3-a@+il+1

(4) z-*2+ny+y2-3(r+Y)
na

(6) z-n2y-y2r-n*y
(8) z - (y - 2n * *2)@ - 4n * 3*')

(10) z : n4 - 2r2y * 4r2 - 4ry * 2A2

の極値を求めよ.


