
第4章

積分法 2

1 定積分

本節では閉区間で定義された有界な関数の定積分について述べる.

定積分の定義

島D=∫ (α l)("1-α )十 ∫(α 2)(π2~πl)+∫ (α 3)(π3~π 2)+・ …+∫ (απ)(b― ππ_1)

を考える."。 =α ,απ=b,"た 一πた_1=δたとすると,こ の和は

乱=Σ ∫(αた)δた
ん=1

と書 くことができる.こ れは,図形的には,次のページの図の長方形を全部合わせた面積を

表 している.
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96 第 4章.積分法 2

今,区分点の数 ηを増 して δた→ 0とする。もし,和 乱 が πた,αたの選び方によらず一定

の値に収束するならば,こ の極限値を
,

この極限値が存在するとき,ノ (π)は

で積分可能であるこ

定積分の性質

次に,定積分の性質に関する定理を示す.いずれも定積分の定義と極限値の性質から容易

に導かれる.
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|て5).11:41で |れ|≦ す(″)≦ ″,抗「″‐|は定1数|と する.こ のと
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中間値の定理 と(5)を用いると,次の平均値の定理が証明できる。
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∫(π)は連続であるから

すなわち
,

であるから

となることがわかり,定理 1。 3
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解 ロピタルの定理と定理 1。3を用いて
,

咄    咄 些 尋

問 1.2.∫ (")を連続関数とするとき,次の
"の

関数を微分せよ。

OI′ 川 洗     ② I針

1可
0洗

置換積分と部分積分

不定積分を求めるときのテクニックを定積分の計算に使うことができる.

例 1.4.次の定積分を求めよ.

① 11山      山

解  (1)π =Sin tとお くと

ェ

171_"2ご
χ ==ェ 'COS2 

ι dt=二 」生

Jl'(1-十
COS 2t)dt=二 」生

lt+ Sin2tli=三 }

② dn4ノ =tとおくと,χ =0のときt=Qχ =場のときt=÷ で
,

αt=         αχ

であるから,求める積分は
,

÷I告
ι洸=÷ レli=岳

次の直観的に明らかな事実も置換積分を用いて証明される.
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loo 第 4章.積分法 2

例 1。 5。 ノ(")は連続であるとする.置換積分を用いて,次の関係が成立することを示せ。

(⇒ Д→が奇関数,すなわち,ル→=一ル)のとき,二 /1Z)α"=0
p)/1Z)が偶関数,すなわち,バー→=ル)のとき,二 /13)αχ=21αズoα

"

解  (1)の みについて示す.(2)も 同様である.

二/1Z)αχ=二 /1Z)αχ+Iαル)α"

ここで,π =一tと おくと απ=― αιであるから,

ニル)α"=10ルの(―αの
一方′ノ(―t)=一∫(t)なので,右辺の積分は

,

1°
∫(ι )αt=― ブlα ∫(ι )αt

に等しいので
,

②ェ
4山

OI壬

O11 山

α
2sin2"_+b2cos2" (a>0,b>0)

π
α２＋χｇＯ”

√

ノ
ｏ

２

解 ともに,部分積分を使 つて計算できる。

C― (C-1)=1。

中+1-÷ 11葛ギ:ダ壺
= ÷log 3-÷ ノ11(χ 2_2χ +4-巧「♀

=ァ
)α
π

= ÷log 3-1111卜χ3_χ2+4π -8 1og("+2)]:

=3 bg3-半 ―÷bg 2

l".r{dd,*: Io,f(r)d,r+ lo" f{r)d,r:- lo" ftdar+ lo" f@)d,r:0
となる.

問 1.3.次の定積分を求めよ.

0110"一 E′ db

OI♂

例 1。 6。 次の定積分を求めよ。

① llル
山



ハ
刀
　
　
　
Ｃ

”
　
　
の
　
　
　
一

π聯

備

雄

と

Ｉ

韓

昴
　
　
狐
ザ

和

一　　　　　‐の例　　
　
　
避

ハ

ア
」

　

７

次

　

１
　
　
　
　
　
　
　
　
た
　
　
　
　
得

例

　

　

解
　
　
　
　
　
ま
　
　
　
　
を

ン
」
　

鳥

分

　

「

積

　

¨

剣
　
　
ｃｏｓ

ｆ

ノ
ｏ

〓洗π

∞
　
　
　
　
　
　
　
　
卸

＋
　
　
”

πＷ
ｌ
ｊｏ
　
測

〓”
α

”♂
工
２√

ノ
ｏ

〓Ｌ

ハノ
ノ
ｏ
　
√

・
ノ
ｎ一
　

ぁ

０

　

０

　

　

で

π
α

”

　
　

　
　

π

ｌ

　

　

　

　

．α

ぽ

弓

ノ

　

π
ｓ

Ｉ

Ｉ

勾

　

↓

1。 定積分 101

つ .

を求めよ (η は 0ま たは自然数 )

cos'} t dt

= 
早 Jl'Slnπ

_2

n-I f
+ 'o - 

| sint-2 rdr
NJ

早 Jl'Slnれ

-2π α
"

=2~1ム …2(η ≧ 2).
η

(売 -1)(η -3)…・301

η(η -2)… 0402

(η -1)(η -3)…・4・ 2

sint-l r cos fr

JO= ム
π
一２

=1であるから
,

ηが 2以上の偶数ならば 鳥

ηが 3以上の奇数ならば 島 n(n - 2). . . 5 ' 3

注

　

間

■。■.前半のよリー般的な結果については間 1。6の (1)を見よ:

1。 4。 次の定積分を求めよ.

(1)J(21。 gπ απ

(4)JlicOS5"α"

問1。 5。 0≦
"≦ ÷においてsh2π+lπ ≦dn2π π≦sm2π

-1“

(ウ ォリスの公式)を証明せよ.

2 sln7“
απ

l"571_“
2 dπ

ることを使つて,次の式

204…・(2η )

}2=π鳳÷{ 1030… (22-1)
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定積分に関するさまざまなことを以下に述べよう.

不定積分の計算が難しくても,定積分は簡単に計算できる場合もある.

例 L&Iπ  山 を求め二

解  π=π ―tと おくと
,

lπ 可毒晃農争ナ
山卜=‐―

ll―
豊
[lF:::IFLα

t=二 7rェ
7r_IIflliπ

τ
―αι一

五
「

 1+cos2t 
αt°

ゆえに
,

Iπ 互ギ 署 号
α"=÷ Iπ

   洸=÷

例 1.9。 ∫(″)は連続であるとする。すべてのαについて
,

を示せ .

卜tan~110S」 :=毛ト

ェ
α+2π∫(sin")山 =12π∫(sin π)α
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(1)

(2)

問

=10ズdnれ十
五

蹄
貞dnl》L+IFれ鰤 nぁ山

=1° 鰤 nⅢ +I蹄 鰤 nⅢ 一10鰤司 就

=I蹄ズdnⅢ .

する.置換積分を用いて,次の関係が成立することを示せ .

∫(Sin π)απ

)απ==211.∫ (/α
2_卜 b2sin 3)απ

るとき,I号 百

「

義巽異換戸丁
α
“
の値を求めよ.間 1。 7。



1。 定積分 lo3

次の例 と問はフー リエ級数の理論を展開するときに使われる.

例 1.10。  れ,見 を自然数 とす るとき,Iπ COS7し
"COS 

ηπ απを:求 めよ.

解 加法定理 より,cos m"cos ηπ=号ICOS(m tt η)"+COS(m-2)π }であるか ら
,

l■.90SmEcosη
π  α π ==場「

{LttCOS(7η ・

2)π α

l+LTCOS(7η
一 η )π α

"}

=Iπ COS(γ
・

+2)"α
"+・ Iπ

COS(7η -2)π α
"=Iπ

COS(7η ― n)"α
"
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mぃ -1)… 201

(2+1)(2+2)・ … (η +m)

鶴 (鶴 -1)… 2・ 1

(π +1)(2+2)・ … (η +鶴 )

鶴ぃ -1)… 201

η+鶴 +1 」0

(η +1)(η +2)・ … (η +m)η  tt m+1

η!m!

間 1。 9。

(1)
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例 1.12。 次の式を証明せよ。ただし,電 は 3以上の自然数である.

与<Jttπ澤≒戸<÷

解 0<γ <÷ において,1<     <=万皇可ァ
であるから

,

Ittα
π<I告         <I告 …

τ石ド讐≒戸戸
こ こで

,

庁 =卜
「

可=÷

より問題の不等式は証明される.

問 1.10。 次の式を証明せよ.ただし,η は自然数である.

詰 丁<11浩山<浩
区分求積法

定積分を使つて,級数の値を計算できる場合もある.

レ,司 でノ(3)が連続だとしよう.レ ,司 をη等分しαんを各小区間の右端の点とすれば
,

鶴 =α +た上
号
■戸た=上号・

であ剣 →は積分可能であるかL

鳳 を
∫いたL=鳳 掃

Lを∫
(α

+畿拌 )=Ib∫
0山

が得られる。

鳳午左∫←+些/)=Ibズ¨
特に,α =0,b=1と すると

,

斗轟 一+轟
}を
計上1&鳳 {詰

上に述べたことを使い
,

π
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1052.広義積分

〒 [10g(1+π )]:=10g2

このような級数の求め方を区分求積法とい う。

問 ■.■■。

1+上
π

+… 吾 }

獄
↑

は
　　‐ｉｍ̈

限
極の次 法で求めよ .

√
九‐ｉｍ̈〓 1+π 2

止ゼ7,A  なども同様に牢められる.

例22111等‐を求めよ .

1
→  ∞解 π→ +0の とき

,

√
能な場合である.

11+=
例 2&11 を求めよ .

解  π→ 1-0の とき,I万 ≡ノ
積分可能な場合である。

上
√

ｆ
九‐ｉｍ［

で,0<α ≦1な る任意の数αに対して,レ,司 で積分可

=鳳レ司i=2

→∞ で,0≦ α<1なる任意の数αに対して,p,司 で

απ

2 広義積分

これまでは定積分を有限区間における有界な関数に限つて扱つてきたが,これだけでは

実際には不便なことが起こるので,定積分の定義を拡張して,積分区間が無限に延びている

場合や,レ ,切 内のいくつかの′点で ∫(")が 定義されていなかつたり,有界でないような場合

も考えることにする.こ のような領域での積分は,広義積分,あ るいは,異常積分とよばれ ,

極限値によつて次のように定義される.

例  
∞

を求め二

解 積分区間が無限に延びていて,任意の数 αに対して,p,dで積分可能な場合である.次

のように計算する.

α
"

I∞可ギ≒π =鳳卜an」:=鳳 tan4 α=吾 .

1lπ寿宅≒戸
二
α聾■OIα yl_π 2

=α聾泄。ISin-lπ ]:=α聾■O Sin-lα
=÷
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例24二
弓卜

を求めよ.

解 "→
0の とき,上 →∞で

,

[-1,司 とレ,司 で積分可能である.

方法を用いることができる.

問 2。■.次の積分を求めよ.

(1)JICЮ C一 "d“

(4)I∞ 瓦薫Jζ両
丁

0二十
ガンマ関数とベータ関数

-1≦ α<0<b≦ 1を満たす任意の α,bについて
,

とし
,

二十=鳳二十=鳳陸畔1

11+=鳳 11÷ =品「Og配

となるの■
二 弓卜

は存在しない 籠 分不可育鋤.

二÷=二÷+11÷

②
I∞

聞 い 刊

01lbg二あ

0二十

=:黎Obgld=―∞

=一 虐‰10g b=∞

注 2。 1.α ,bを独立に 0に近づけるので,log lα l-10g b→ 0と はならない .

広義積分が存在するとき,∫ (π)は (広義)積分可能である,ま たは (広義)積分が収東す

るという.(例 2。 1,2.2,2。 3.)

例 2。4の点 0について考える。c<0<α を 0の近くにとると,区間 降,司 の部分閉区間

r,♂lが 0を含まなければ,÷ は r,♂]で狭い意味で積分可能であるが,0を含めば,狭い

意味で積分可能でない.こ のようなとき,点 0は特異点 であるという.

ここでは,厳密な定義は述べずに,具体的な例をあげて広義積分の定め方を示したが,実

用上これで十分であろう.

また,広義積分においても,収束性に注意して置換積分や部分積分等,通常の積分の計算

OI∞

り ニ ギ キ
απ

01∞

広義積分で定義される2つの関数を紹介する.こ れらは,重積分の章で述べる

の値と合わせて,い ろいろな定積分の値を求めるのに有効である.

I∞
c =2 απ
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~"I「

下

1貿
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〓‐

　

”

「
　
　
　
〓

一Ｃ
　
　
　
　
ハ
リ

Ｆ
ノｏ
　
Ц

〓
「

(1)

こ こで
,

よって
,

注 2e2.「①.→ =I∞ C~π

“

―告d“ において,√ =tと おくと,F①。5)=21∞ c~′ dtが得られ

る.こ の値は、所 であることが p。 156で示されるが,次の間には必要はない.

間 2。 2。 次の値を求めよ.

①器
sが大きくなると

,

0 0■撃  0器

が使われる.大きな

に対 して
,

r(s)の計算は非常に困難になるが,次の関係式

r(s+1)=yttSSSC~SC 12(3+⇒ (0<θ <1)

sに対 しては c143+⇒ は 1に近 く省略できる.ま た,こ の式から整数 η

η!～ 、んiπηηπc―π

ということが読み取れる.“ ～"は ,大 きな ηに対してほぼ等しいという意味である。この

式は 2!が 十分大きな ηに対して,どのくらいの程度で大きくなるかを示しており,ス ター

リングの公式という.
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間2。 3。 lim―亜二を求めょ.

π→ ∞  電

p>0,9>0の とき,

3回 =11ノ・ に一ケ 鼈
"

は収東することが知られている。31p,α)をベータ関数(β 関数)と いい,次の関係が知られ
ている.こ の式の証明は第 7章の例 3。6で示す。

「
(p)F(g)B(P,9)=

「 O+g)

例 2.6.次の等式 を証明せ よ .

OBし,0=Bは勁    ② B回 =21'dnη4仇∝η‐θ

“
解 (1)は π=1-ν ,(2)は π=sin2 θとぉぃて置換積分せよ。

問 2。 4。

(1) παπ
“

＞

　

　

　

ｇ

ｌ

　

　

　

　

ｏ

＞一　
　
州

脚

ｆ

漿
　
　
０

然自まη

θ

よ
．
　

飩

め
　
　
　
ｓ５

求

　

　

∞

睦
　
　
詢

てつ使如
　
　
‰

関
　
　
↓

β

　

　

一

と

　

　

に

数
　
　
♂

躙
　
川だ
ノｏ

3 定積分の応用

L切 においてД→は有λ 連続■ Д→≧0であるとする このと乱 定積分
IbД¨

が定まる.こ の値を,曲線ν=∫ (π)と 2直線
"=α,"=bおよびπ軸とで囲まれた図形の

面積Sと することは,定積分の定義を考えれば自然な考えであろう.すなわち
,

S=Ibズ¨

である。

Point.こ の事実は知つている人も多いだろうが,高校では ∫(")は連続だと仮定して,面

積に対応する関数 S(π)=Iπ∫(t)醐 の微分がノ(π)と 等しくなると説明されたはずである.

定積分の定義と,細い長方形の和で面積を近似していく考え方にたてば,連続でなくても面

積を計算できる場合がある.ま た,質量・エネルギーなど様々な量を微小な部分の和で近似
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してい く定積分の考え方は理工学で重要である。

円の面積を計算してみよう。

例 3。 1.円 χ2+ν2=α2の面積を求めよ。
(α >0)

解 ν=土√FT χ2でぁるから
,

S=二 4/lα ν化′ ――χ2α
χ E=41'「

    (a Sin 
θ)2a COS θ αθ

√

ノ
。

４

〓 a2 cos2 e do - 4a2
π

一
４

=π α
2

注 3.■ .楕
甲 手

+1弁 =1の面積は παbで あることが,ま つたく同様な計算で示されるので確か

めてみよ。

問 3。 1。 次の面積を求めよ.

(1)曲線 ν=“("-1)と κ軸との間の部分

(2)曲線
～
層 十√ =1と

"軸
と ν軸とで囲まれる部分

問 3.2。 2つの放物線 ν
2=勺π;"2=仲νで囲まれる部分の面積を求めよ。 (P>0)

問 3。 3。 曲線 ν
2=κ

("_α
2)2の囲む部分の面積を求めよ。 (α ≠0)

曲線がパラメータで表されているときは,置換積分の考え方で処理できる。

例 3.2.サ イクロイドχ=α (ι
―sin t),ν =α(1-COS t),0≦ t≦ 2π とχ軸の囲む面積を

求めよ。

y=/(χ )

)': g (x)

確   鶴  彗:撃
:|11111111111111illlllllllll:|:|111111111:1111illllllllllllllllllllllllllllllllllll:||||||:||||1111111:||||||||||||||||||||||||lilll‐

||||111111111111‐

|11111111:11111::|||||||||||||||:|||||||||||||||||||lilllllIII11111111111 1 1111111111111111111‐ ||||||‐ |||lill lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll「 |||||||||||||:||||||||||lillllllllllllllllllllllllllll:||111111:|||||||||||||||||||||||||||‐ ‐‐||||||||||||||‐ ||||||.||||||||||||‐ |||||||||||‐

|||‐

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||:|||||‐ |

●
∫
●
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この曲線は下図のようになり,t=0の とき
"=0,t=2π

のとき
"=2π

αである。

"′
(t)=α (1-COS t)よ り

,

sI==J127r9ν  απ==υ
l127ra2(1_coS t)2 

αt==α 2J12π
(1…

…2 cost―■cos2 t)dt

12π
costat=0,」

127rcos2tat=41'cos2 t at=4・ 寸〉・{}==π に荘L意し′
じで

S=3πα2

を得る.

問 3。4.曲線 π=t3,ν =t2_4(0≦ t≦ 2)と 両座標軸で囲まれた図形の面積を求めよ.

次に,極座標によつて方程式 r=∫
(θ)で表される曲線と,極 を通 り偏角がα,β なる2直

線によつて囲まれる図形の面積 Sを考えよう.

上の図で,2直線 θ〒α,θ =β と曲線 r=∫ (θ)によつて囲まれる図形の面積はαを固定

すればβによつて決まるので,こ れを S(β)と おく・閉区間 [β ,β +ん]における∫(θ)の最

大値,最小値をそれぞれ y,mとすると
,

÷
m2ん ≦s(β +ん)一 S(β)≦ 与

M2ん

γ=/(θ )
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したが って
,

÷
鶴2≦ S(β +ん )一 S(β )

≦÷
ν2

ここで,ん → 0と すると,鶴,ν →∫(β)であるから
,

メ0=与ズの2

よって,求める面積 S(β)は

S(β)=S(β )一 S(α)=÷ガ∫(θ )2 αθ

罫霧ξ無lt野,

例 3。3.曲線 r=lacOS2θ lの囲む部分の面積を求めよ。
(α >0)

解 p,÷]にある図形の面積の8倍を求めればよいから
,

S==0・
寸〉Jl暑

α
2cos2 2θ

 αθ==2α
2Jl'(1・

COS 4θ )αθ==2α
21θ

._旦整
〕
±21i

問 3。5.円 π2+ν2=α2の極方程式は r=α
,

算せよ.

(0≦ θ≦2π)であることを用いて,円 の面積を計

α

π

一
２〓

問 3.6。 曲線 r=α lsin3θ lの囲む面積を求めよ.(α >0)
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間 3。7.レムニスケートr2=2a2cos 2θ の囲む面積を求めよ.

無限に延びている図形に対しても,広義積分を使えば,面積に当たるものを定められる.

1
例 3。4.曲線 ν=cπ +c_" 

と
"軸

との間の面積を求めよ .

解 図のように,こ の曲線は
"軸

を漸近線にもち,ν 軸

に対 して対称である.求める面積 Sは
,

S = /ilν α
"==2Jl∞  cc_卜 c一

π

=2鳳
Iα予缶中・

cπ =t,b=caとおくと,ca α"=洗 でこの積分は,

2鳳
Ib:詩丁

洗T2鳳 卜
an41:T2肥

隈Itan4b一
tan4→

間
ifL会1里確塁1夏∴諾庁I菫 1の部分,および直線"=12ヒで囲まれた図形 .

(2)曲 線 ν=(1+"2)2 と
“

軸との間の部分 .

曲線の長 さ

閉区間 la,切 における曲線 ν=∫ (π)の長さを考えよう.図のように,PO(a,∫ (a))と

鳥 (b,∫ (b))の 間に,順に区分点 Pl,P2,~,几-1を とる.曲線の点 鳥_1と 点 鳥 の間の部

分を線分 鳥_1凡 でおきかえ,それらをつなげた折れ線で曲線を近似してみよう.いいかえ

れば,折れ線の長さの総和を考えるのである.も し,さ らに区分点を追加すれば,明 らかに

この和は大きくなる.そ こで,曲線のあらゆる分割に対する折れ線の長さの上限を,こ の曲

線の長さとするのである.

１

一２

π

一２
〓

ヽ

、

ｊ

／

π

一４一

π

一２

／
ｆ
ｌ
＼

２

〓

Pr2 1
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注 3。 2。 以下の曲線の長 さについての定理で仮定されている条件は,こ の上限が存在するための十

分条件である.

ノ(π)は b,司 で定義された関数で,∫
′
(・)は連続であるとする.b,切 における曲線ν=∫ (")

の長さは,定積分によつて計算することができる.

[α ,司 をη個に分割し,区分点をπl<"2<…・<ππ_1,"0=α ,"π =bと する.各
"た

に

応じて,曲線上にも区分点 几 ("た ,ノ ("た))が とれる.曲線の′点鳥_1と ′点鳥 の間の部分を

線分 鳥_1鳥 でおきかえ,それらをつなげた折れ線で曲線を近似してみよう.2点 鳥_1,鳥

の距離は
,

鳥_1鳥 =/そLi一 πた_1)2+{ノ ("ん )一 ノ(πた_1)}2
平均値の定理より,αん∈("卜 1,"ん )で

ノ(πた)一 ノ("た_1)=∫
′
(αた)(πた一πた_1)

を満たすものが存在する.こ のとき
,

鳥_1鳥 =/1+(夕 (αた))2(χた_πん-1)
である.分割を限 りなく細かくするとき,δた→ 0で ,右辺の極限は定積分の定義から

,

例 3。 5。 密度が一様な綱が,両端を地面から同じ高さに固定されてつるされているとき,こ

の綱の形状は懸垂線 (カ テナリー)と よばれ,次の方程式

ν==竃
戸(C舌

‐+C~舌
)

で表されることが知られている (p。32参照).こ こで,α は正の定数である.こ の曲線上の

π=0に対応する点から"=bに対応する点までの曲線の長さを求めよ.ただし,0<bと
する.

解  ν
′=:(び ―C―舌

)であるから
,

14グ2==1_十

:(C午
-2-■ c~等 ):=:(C等 +2-■ c~等 ):=:(C舌

‐+C― 舌
)2

である.よ つて,求める曲線の長 さ ん は
,

・
'=二

Jlb/1・
ν
′2α

"==Jlb寸 〉 (C舌
…+C一舌

)ご
π ==寸

〉 [α
C吾 ‐― ac― 告

]:==:(C告
・― C― 書

)

1,upa*
となる.実際,次の定理が成 り立つ。

暑島:::雲■‐長∬1濯警11ギ〒1‐11111111111ずTlllll

7TT(″11),||
一一一一一一Ｉ

一一一一一一一．一一一．．．．一一一一一．．．一一一一一一一一・一一一・一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

―
五

■
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間 3.9。 次の曲線の長さを求めよ.

(1)曲線 ν=÷yFの O≦
"≦

8の部分

(2)曲線 3ν
2="("_1)2の輪線部

一般に曲線がパラメータを使つて表されているときには,次のことが成 り立つ .

例 3。 6。 楕円
手

+手 =1・ >b>り の全長 L

α2sin2 t+b2cos2 t =、/α
2sin2 t.b2(1__sin2:)=

yb2c2 sin2 t+b2と なる。

@at,

は次の式で表 されることを示せ。

y(22_b2

解 楕円のパラメータ表示
"=a cOst,ν

=b sin t(0≦ t≦ 27)を利用してみよう

"′
(t)=―α Sin t,ν′

(t)=b90S tよ り
,

L豊 4bJI'

=4bI号
ｆ

ノ
ｏ

４

〓洗

(α
2_b2)sin2 t+b2

α2_b2=b2c2を代入すると,上の式は

したがって楕円の全長 Lは
,

L=ェ
2π

である .

@at @at

問 3e10。 次の曲線の長さを求めよ。ただしαは正の定数である.

(1)"=α (COS t+t Sin t),ν =α (Sin t― t Cost)の O≦ t≦ 2π の 部 分

(2)サイクロイドπ=α(t― sin t),ν =α(1-COS t)(0≦ t≦ 2π
)

定理3:4の特別な場合として次の定理が得られる.

lblllll

の1長
|さ ■|は ,

・●
一　
●
≦
・・ｒ
●
θ

・
一
●
一
・　
　
一●
■
●
一　
　
　
　
一
●

，

一一
　
・≦
・・・
一ば
一

●
●
●
ヤ
一一・・・・―
ら
一

．．　一一・一・一一・・・一　一一一一一一一一一一一・・一
dtψ．＋

．

ｐ
た

９

夕一
一
一
山一
●
一

・び一一一一一一一一
一一

轍一一一一一喝一一　・一

一一一一一一一欽一一・　一一

一鯉一
一一
一．‐‐‐‐‐と‐‐‐‐‐‐表‐‐一
一一・
で与えられる .

π′(t)2+ν
′
(t)2
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証明 "=r cOs θ=∫ (θ)COS θ,ν =r sin θ=ノ (θ)sin θでぁるから,曲線 σがパラメー

タθを使つて表されている.定理 3.4よ り
,

π
′
(θ)=ノ

′
(θ )COS θ 一 ノ(θ)Sin θ,ν

′
(θ)=ノ

′
(θ)Sin θ+ノ (θ )COS θ で あ る か ら

,

"′
(θ)2+ν

′
(θ)2=∫ (θ)2+ノ

′
(θ )2

となり,定理が証明される.□

例 3。7.カ ージオイ ドr=α (1-coS θ)の全長を求めよ.

解  〆
(θ)=a Sin θであるから

,

12 + ?')' - "' {(1 - cos o)' + sin2 d}

- 2a2(1 - cos 0) - 4a2 sinz

v9 zlc-,

五==21π 了
4α 2sin2三 Lαθ==4α 」lπ

θ

一
２

π
　
　
　
　
　
０

θ

一
２

０Ｃ
一α

８
〓

θα

θ

一
２

ｎ ==8α

問 3.11.曲 線 r=αθの

間 3。 12。 レムニスケー ト

0≦ θ≦αの部分の長 さを求めよ。αは正の定数である.

r2=2α 2cos 2θ (a>0)の全長は次の式で表されることを示せ .

L=4凸
11‐デ号

で1与|え|ら|れる|

使

０
■
・一・・・・．一一一ｔ

1定1理13‐ 15‐ :

と機ヽれ;

■
●
「
●
糧
●
ゴ
魂

， ．一．．．一一机∵一一
一綸〓一一一・
一

午
●

ず一仲
一　
さ
●
″

翠
■
一

Ｔ
九

ψ一ノ
一

一十
一

一γ
●

一θ一一一∫

≦lβ

・″

rFL- J l*'@)'*a'(o)zdo



116 第 4章。積分法 2

第 4章 練習問題

1。 次の定積分の値を求めよ.

0二手譜d" ②
ll"5c-33d“4

OI詈 治

cos2rsino rd,r

o (3sin r * 4cos *)2 -1 (r-L)2@2+1)

17raSln2π
d“

011山

五
%

・
(α >0)

JIC°

C―
α
"COS bπ dπ   (α 〕>o)

1lTii÷讐≒言:―

d“

『
2

(5) l,

■
２
　

　

　

　

０

１

／

３

　

　

　

　

６

　

　

　

９0ず
π
百義雨 of鷲拳α“ 

′

にの
J号

10g← an→α“に⇒Iπ
   απ

2。 次の定積分を求めよ.

OI∞     0

0/T     0
01LT%π 糊  0

3.次の関数を
"で

微分 しなさい .

4。

5。

0/π TJ≒1洗 ②
ノ

担
♂洗 0/♂ 10gtat OIπ。 一→ズウ t

自

塊  [重〕 IF'島
=Iπ        απ とす るとき,島 =島_1を示 し,こ れを用いて 為

定積分を利用 して次の不等式を示せ。

01<ポ  ¨―高
(2):<υ

l告 4/7..葛 .α
κ<:

(3)η ≧2のとき,多 +多 +多 +… +嘉 <1-1

0 4νЪ+1-⇒ <ギ≒+ギ号+ギ号+…・+島
6。

「
関数とβ関数に関する公式を用いて次の値を求めよ.

OЩ→OH りBC→ 0 ヽ

ｌ

′

ノ

ー

一
２

１

一
２

／

１

＼

Ｂ

0「00ポ血%山 OJ∞♂
「
′山
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2つの楕円 π2+4ν2=1,4π2+ν2=1の囲む部分の面積を求めよ.

放物線 ν
2=争

“
と,その焦点を通 り傾きが mの直線 との囲む部分の面積を求め,かつその面積

が最小となるときの直線の方程式を求めよ。

アステロイ ド
“
:+ν:=α: (α >0)の囲む面積,お よびその長さを次のパラメータ表示を使つ

て求めよ.

"=a cos3 t,ν
=a sin3 t(0≦ t≦ 27r)

曲線
“
=t2,ν =t_t3の 囲む部分の面積を求めよ。

曲線 r=α (1-Sin θ)で囲まれた図形の面積を求めよ。(a>0と する.この曲線は例 3。 7のカー

ジオイ ドと同じ形をしている.)

12。 曲線 ν= とその漸近線,およびπ軸で囲まれた図形の面積を求めよ。(α ≠b)

放物線 ν=π
2の O≦

"≦
1の部分の長さを求めよ.

曲線
～
層+√ =1の全長を求めよ.

曲線 r=cθ の O≦ θ≦πの部分の長さを求めよ.

α +
(a>0)の 2点 ("1,νl),(“2,ν2)の間の長さを求16。 追跡線

“
+

めよ.

- alog

■7.次の級数を計算せよ.

0淳増%÷ (dn÷
十dn年十dnキ +…・十dn十

)

0ぶ雪L十 (dn÷
+2dn年 +3 dn年 十…・十n dn半

)

0鳳有い C発 +…・+→

0鳳 (轟bg宇十島 bg宇一+鳥bg7)

0鳳島鶴+7轟一+揚→

３

　

４

　

５

１

　

１

　

１

(π
―α)(b― π

)

o2-a2
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平面曲線の図

レムニスケ ー ト(r2=α 2cos 2θ
)

アステ ロイ ド(χ :+y:二 α:(α >0))

リマソン (r=b― α cos θ(α >b>0))


