
第 1章

関数の極限

第 1章では必ずしも厳密な定義を出発点としてはいないので,こ こで扱 う大部分の定理に

証明は与えられていない.しかし,本書を理解するためには,それらの証明を理解すること
が不可欠というわけではない.本章も微積分学にいたるための準備 と考えてもらえばよい .

1 数列と極限

実数を順に並べた列αl,a2,・ …,αれ,・
…を数列といい,{απ}で表す.本書では,数列といえ

ば通常,無限数列を意味する.序章で述べたように,無理数～
″=1.414213560… に対して

,

αl=1.4,α2=1041,α3=1・ 414,… 0と おくと,この数列 {απ}は 2を大きくすると、んに
限りなく近づいていく.これを一般的に述べると,次の数列の収東という概念に至る.数列
{απ}において,2が限りなく大きくなるときαれがある1つの値αに限りなく近づくとす
る.こ のとき数列 {απ}は αに収東するといい,α を数列 {απ}の極限値という.これを

淑Lαπ=α  または απ→α(η →∞
)

で表す.上のことは,「すべての無理数は,あ る有理数の数列の極限値 として表 される」こ

とを述べている.

注 1。 1。  lim an=aを 厳密に定義すると,次のようになる:

「任意の ε>0に対して,あ る (十分大きい)自 然数 20を とると
,

η≧物  ならば  lαπ一αl<ε

が成 り立つ。」

数列の収束に関する種々の定理は,こ の定義に基づいて証明される.

数列がある値に収東するとき,その数列は収東するという。また,収束しない数列を発散

するという.特に,2が限りなく大きくなるに従って απが限りなく大きく(小 さく)な ると

き,数列 {απ}は正の (負の)無限大に発散するといい
,
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注 ■。2。 定理 1.1は (3)を除いて,lim απ=土∞,lim bπ =圭∞ (複号同順)の場合についても成

り立つ .

間 ■。■.次の数列の極限値を求めよ .

0{ } ②囮凍 ―″乃 0{平
}

(4){1+(-1)π }

数列 {απ}において
,

αl≦ α2≦ …・≦απ≦απ+1≦ …・

が成り立つとき,数列 {απ}は単調増加であるといい,特に

αl<α2<…・くαπ<απ+1<…・

の とき,狭義の単調増加 とい う.

同様 に
,

αl≧ α2≧ …・≧απ≧απ+1≧ …・

が成り立つとき,数列 {απ}は単調減少であるといい,特に

αl>α2>… ・>απ>απ+1>… ・

のとき,狭義の単調減少 とい う.こ れ らを総称 して,単調数列 とい う.

次に,数列 {απ}において
,

απ≦ ハイ (η =1,2,… 0)
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となる定数 ν が存在するとき,数列 {α静 は上に有界であるという。同様に
,

αη≧L い=1,2,…・
)

となる定数Lが存在するとき,数列 {απ}は下に有界であるという.上にも下にも有界な
数列 {απ}(つ まり,lαπl≦ κとなる定数κが存在するとき)を単に有界という。

有界な単調増加数列

例 1。 1。 lim《馬 =1を 示せ。

証明 んπ=弔馬-1とおく。輌 ≧く灯=1よ りんπ≧0である.2項定理1よ り

は い げ =1+崩η+ 城Ⅲ …+鳩 > 《.

Ｍ
胆
‥
‥
‐
‐

そこで,η ≧ 2の とき 0≦ んπ≦

したがつて,間にはさまったんπ

翡

“

  判 ・

も仕方なく0に近づく.ゆえに,lim《漏 =lim(1+んπ)=
1+limんπ=1.□

上の例 1。 1の証明の最後で用いた論法ははさみうちの原理 とよばれ,い ろいろな数列の極

限値を求める際に多用される.すなわち
,

lξlぽ| ど | 百ま善箇言:軍
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例 1。2.limくん =1(a>0)を 示せ。

証明 α=1の とき:√ =1だ から明 らか。

α>1の とき:π >α となるように 2を十分大きくとれば,1<輌 <弔痛 となる。例 1。 1

より,lim νη=1と なり,は さみうちの原理より,limく灯 =1を得る.

α<1の とき:α =÷ とおくと,b>1で あるから,定理 1.1(3)と 上の場合より

鳳 輌 =れ
lim {b

=1.□

例 1。 3。 数列
{(1+1「)π }は

収束する (こ の極限値を自然対数の底といい,cで表す ).

証明 (1+手「)π
=απとおく・定理 1。 2に より,数列 {απ}が (狭義の)単調増カロかつ上に

有界であることを示せばよい.

単調性:2項定理により
,

1

拓

απ=1+η・キ+重誓上(キ)2+
n(n - 1)(t -2) +…・++(キ

)π3!

＼

ｌ

ｌ

ノ

ー

一
η

　

一

＜

　

　

ｏ= l■ l l ttT(1-イト)‐十÷ (1-ギ〉)(1-1争 )‐
+

…・+ギト(1-キ)(1-÷)…
・
(1二
』≒子上〕.

同様にして
,

απ+1=1+i+《卜(1-扇〆卜丁)+」卜(1-扇〆卜丁)(1-扇

`卜

丁)+…
…+キ←一浩 )←

一 …←一
+し判←一浩 )←

― …←一浩 )・

απとαπ+1の各項を比べると第 3項以降は απ+1の方が大きく,ま た απ+1は正の項を最

後に余分にもつので,απ<απ+1と なる.

有界性:η >2の とき η!>2π
~1で

あるから,上の απの等式より

απ<1+1+《卜す」卜+… +ギト<1+1+与 +弓:+…
・+井 <&

よつて,{απ}は有界である.□

注 1.3。 cは無理数で,c=2。7182818・ …であることが知られている.

間 1。 2。 次の数列の極限値を求めよ.

(1){(1+÷
)3π}    (2){(1-÷ )π }
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2 数列の級数

数列 {απ}に対して,その無限和

αl+α2+…・+απ+…・

を数列{απ}の級数といい,IΣ 
αれまたは単にΣ απで表す.

π=1

数列 {απ}の有限不口αl+α2+… °+αれを
こ

αんで表す.こ の有限和による勢〔夕J{こ αた
}

た
=

がひとつの値 sに収東するとき,級数 Σ αれは収東するといい,Σ 
απ=S(=」蝿 Σ αん

)π=1

と表す.数列 {力 αた}が発散するとき,選》πは発散するとい う。級数 量 απが収束する
た=l                   π=l                         π=1

ためにはsπ =Σ αたとして,数列 {sπ}が収束しなければならないので,次の定理が成り

立つ ことがゎかる .

|=1理12二1級‐数Σa∴|が収1不
|す

141な らば虐L■ ||,:

従つて littαπ≠0である級数Σαれは収束しない.

高等学校で習つた簡単な例を思い出すと
,

例 2.1。 等比数列 {arπ
-1}に対して

,

ン 嘉:Ll・
証明 等比数列の有限和は,Σ〕arた

~1=α (1~rπ)で
ぁる.そ こで,レ

|

た=1

hm rπ =oであるから,Σ arπ

~1=hm a(1~rπ)=ギ
午 となる.π―〉CЮ

π=l      
π→ ∞   1~r

のときは,lim rπ ≠0であるから,Σ〕arπ
~1は発散する.□

π=1

間 2。 1。 すべての循環小数が,なぜ分数で表されるかを考えよ

<1の とき
,

また,lrl≧ 1

定理 1.1か ら次のことがすぐわかる.

蘇重:11ギ11111・
1本的

,「|

|

?つつ級数Σaπ;Σb″ |"ヽ収1末|しているとき,次
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以下,級数の値そのものを求めるより,級数が収東するか発散するかを議論する。

数列 {απ}の各項が正,すなゎち απ>0(η =1,2,…・)の とき,Σ απを正項級数という.

一般に,級数 Σ απが収束するかどうかの判定は容易ではない。しかし,正項級数に関する

限りいくつかの有効な判定法がある.それらのいくつかを証明せずに述べておこう.

間 22蹴 判雄 によりΣ  L収 束することを示t

間 2.3。 ダランベールの判定法を用いて,Σ
手

は,収束する力溌 散するかを判定せよ.
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3 写像 と関数

以下,本書を通 して,Rは実数全体の集合を表す.ま ず,一般的な議論か ら始めよう.

2つの空でない集合 ス,3が あって,ス の各元 πに対 して,Bの 1つの元 νが対応 して
いるとき,その対応の規則を ス か ら Bへの写像 とい う.ス か ら Bへの写像を

,

ノ:ス → B  または  ν=∫ ("),″ ∈ス

で表す .

写像∫:ス →Bに対して,ス を∫の定義域といい,ノ (■)={∫ (π):"∈ ス}を ∫の値域
という.

写像∫:ス →Bに対して,∫

“

)=Bであるとき,ノ はスからBの上への写像または全
射という.",″′∈スでπ≠π′ならば∫(π )≠ ノ(π

′
)と なるとき,ノ は1対 1の写像または単

射という.

写像∫:■ → Bが 1対 1上への写像 (全単射)であるとき,Bの任意の元νに対して
,

ノ(π)=ν となるスの元πがただ1つ定まる.そ こで,こ の対応によりBか らスヘの写像
が得られる.こ れを∫の逆写像といい,ノ

~1で
表す.

3つの空でない集合ス,3,θ と写像∫:五 → B,g:B→ σが与えられたとき,写像
ん:五 → σをん(3)=g(∫ (π))に よって定義できる.これを∫とgの合成写像といい

,

ん=goノ で表す.

Dが実数の部分集合 (Rの部分集合)であるとき,写像 ∫:D→ Rを (1変数)関数とい
う.∫ の定義域 Dに属するπを (独立)変数,ν を従属変数という.関数に対する逆写像や
合成写像は,それぞれ逆関数,合成関数といわれる。
Dを平面R2={(",ν ):π ,ν ∈R}の部分集合とするとき,Dか らRへの写像を2変数

関数という.一般に,Dを η次元空間Rπ ={(■1,0… ,"π ):"1,0… ,ππ∈R}の部分集合と
するとき,DからRへの写像をn変数関数という.

h-g".f

(gO/)(χ )
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例 3。 1。 2つの関数 ∫(")="2,g(")=2"+3に 対して,その合成関数 (gO∫ )(π)お よび

(ノ
Og)(3)はそれぞれ

(gO∫ )(")=2■
2+3, (∫ og)(")=(2"+3)2

となる.

意量1二1軍賃T言〔:磐Ir:軍1ヽちぃ12行]鼻翼L[「:拒t霞Ti   t」
関数の自然に考えうる定義域は 0を除く全実数である.

関数の定義域として,次の Rの部分集合がよく用いられる:α <bに対して
,

(1)(a,b)={":α <"<b},
(2)[α,bl={π :α ≦π≦b},

(3)Iα,b)={π :α ≦"<b),(a,bl={":a<π ≦b),

(4)(a,∞)={π :α <π}, [α,∞)={π :α ≦
"},

(5) (一∞,b)={":π <b}, (一∞,bl={π :"≦ b},

(6)(一∞,∞)〒 R。

これ らを総称 して区間とい う.特に,(1)を 開区間,(2)を 開区間,(3)を 半開区間とい う.(1),

(2),(3)を有限区間,(4),(5),(6)を 無限区間 とい う.

例3。2.(1)γ =÷ の定義域と値域は,{"∈ R:"≠ 0}である。
(2)ν =yl― π2の定義域は 卜1,司 であり,値域は p,司 でぁる.

間 3。■.次の関数の定義域 と値域を求めよ .

(1)ν ="2 (2) a- Iogr (3)ν =
yπ2_1 (4) y - tanr

4 関数の極限

関数バ")の
定義域を

'と
する.変数

"∈
Dが αと異なる値をとりながら限りなくα

に近づくとき,∫ (π )の値がある1つの値αに限りなく近づくとする.こ のとき,α を∫(π )

のαにおける極限値といい
,

l甕∫(π)=α または ノ(π)→ α(π
→α)

で表す.こ こで,α =∞ (―∞)の ときは,"が限りなく大きく(小 さく)な ることを意味す

る.ま た,∫ (")は "=α
において定義されていなくともよい。
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注 4。 ■。 Dを定義域とする関数 ∫(π)に対して,1乳∫(")=α を厳密に定義すると :

「任意の ε>0に対して:あ る (適 当な)δ >oを とると
,

0<レ ーαl<δ,"∈ D ならば |∫し)一 αl<ε

が成 り立つ。」

このような定義をいわゆる ε―δ法という.

37

ノ

レ=/(χ )

同様に,π →αのとき,∫ (π)の値が限りなく大きく(小 さく)な ることを

1甕∫(")=∞ または ノ(π)→ ∞
(π →α)

(1曳 ノ(・)=一∞ または ノ(■)→ 一∞
(π
→α))

で表す .

例4。 1。 里既"2_1を求めよ.

解 π→ 1の とき,π ≠1だから,分子と分母をπ-1で割って
,

c-+1 r-L tJi r-L
hm =hmし +⇒。~

=腔現("+1)圭 2.□
1)

"を
″>α に制限して限りなくαに近づけたとき(これをπ→α+0で表す),ノ (π )の値

がある1つの値 αに限りなく近づくならばαをノ(")の右極限といい
,

π聾群。ノ(・)=α または ∫(π)→ α(π →α+0)

で表す.また,■ を z<α に制限して限りなくαに近づけたとき (こ れを
"→

α-0で表
す),∫ (π)の左極限

π聾泄。∫(π)=β または ∫(χ)→ β(″ →α-0)

が同様に定義される.特に π→ 0+0は π→ +0,π → 0-0は π→ -0で表す .

関数の極限
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注 4.2. "→ α-0の とき,b<α ならば b<π <α とみなせる.“ → α+0の とき,α <cな らば

α<“ <cと みなせる.そ こで,"→ αのとき,b<α <cな らばb<"<cと みなすことができる.

例 4。 2。 任意の
"∈

Rに対して,"を越えない最大の

整数を [π]で表す (こ れをガウス記号という).すなわ

ち,η ≦π<η +1(η は整数)の とき,["l=η となる.

このとき,π聾■。レ]およびπ二稗。レ]を求めよ.

解 (1):0≦ π<1の とき,[πl=0と なるから
,

c二■0レ]=00

(2):1≦ "<2の とき,レ]=1よ り,π聾稗。レ]〒 1・ □

y=[χ]の グラフ

Hffi 4.L (FEW,AffiffiorS*fitHH) . Ig} f (*),

(1) l'41(/(") + g(*\ - lg1 f (")+lg1 g(*).

(z) 
$31 f (") g(*): lg1 f @). lg1 s(*)' , ,ffitr,

嵐ポC∫ (")).■1丸|||111(|‐}|(9は定事).

注 4。3.α =土∞ のときも,定理 4。 1は成 り立つ。

l甕 0(|卜■村して′盗‐|｀事,事|,|

数列の場合の定理 1。 1と 同様に,次 を得る.

補1題|141101<ャ <= なら|ば,|=●く
“
<t譴■

|

証明 右の図の△OABの面積 ,扇形 OABの面

積,△OACの面積は,それぞれ÷sin",÷
,

÷
tan"で ある.それらの大小を 上ヒ較すると

,

求める不等式が得られる.□

／

′

‐

‐

γ
ス

ー

ヽ

、



|■1島IΨ■|

証明
"→

+0の とき :注 4。 2よ り,0<"

の式を sin"で害1っ て逆数をとると,cos π<

4.関数の極限 39

としてよい.sin π>0だから,補題 4。 2

<1を得る.そ こで,定理 4。 1(5)よ り
,

π
<丁

sln"

π

lim Sln"=1と なる.

π…→+0  "

"→
-0の とき.:ν =―πとおく.こ のとき,ν → +0かつ sin π=sin(―ν)=― Sin νだ

から,上の場合より

lim SIn″ =lim ~Sln 
ν

π→-0 "   ν→+0  -ν

いずれにしても,求める式を得る.□

=lim
ν‐→+0

〓ｏ岬一ν

例4&① 鳳ll・÷)"="聾馳ll・ ÷)π
=a (2)熱(1+π )分 =C・

証明(1):回 =η とする.η ≦π<η +1より,1+η +1<1+寸卜≦1+イトとなるから

(1+‐ T「|≡F)π
< (1+寸卜)π (<(1+… ギ〉)π

+1・

定理 1。 1(2),(3)お よび例 1.3よ り

鳳(1+キ )π

ll=鳳
(1+キ )π

・鳳(1++)=ら

れll・ ギ寺)π
=鳳 (1+デ寺)π

担
/鳳 ll・ 召寺)=a

ゆえに鳳(1+÷)"=a
次に,"=―νとお くと,"→ 一∞ のとき ν→ ∞ となるか ら,定理 4。 1(2)よ り

π聾乳 (1+÷ )π

 = 
肌   (1-÷)~ν

=脇
  (・tttL)~ν

=鳳
  (万

だ多丁)ν

=風←+ "← +■
)=a

とおくと,π → 土∞ のとき t→ 0と なるから
,

１

一
ｔ

□十・・ｍ
判

〓

ヽ
、

‐
‐

′
ノ

ー

一
π

十

／

１

１

＼

‐ｉｍ
↓土∞

〓Ｃ

(2), r -
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間 4。 1.次の極限値を求めよ.

0鯉毛芦≠  ol甕冊 o,b>の  Oπ聟。早
0理。青   0"壇。凶    0』L(1+÷ )mπ

間 4。 2。
1:LI∫ (π)|=0な らば,1乳∫(π)=0と なることを示せ.

5 連続関数

関数∫(")に対して
,

1魂 ∫(π)=∫(a)(または,鳳∫(a+ん)=ノ (a))

が満たされるとき,∫ (π)は π=α で連続であるとい う.すなわち,∫ (π)が "=α
で連続で

あるとは,次の 3つの条件 :

(i)α が∫(3)の定義域にある
,

(ii)極限値l甕∫(■)=α が存在する
,

(iii)∫ (a)=α である
,

が成り立つことと同等である.関数∫(2)が その定義域のすべての点で連続のとき,ノ (π)は
連続であるまたは連続関数であるという.ま た,∫ (")が区間∬の上で定義されており,Iの
各点で連続のとき,∫ (π)は ∬で連続であるという.特に,ノ (π)が閉区間レ,司 で連続であ
るとは,ノ (")が開区間 (α,b)で連続であり

,

c聾群。∫(")=√ (a)(これを∫(π)は π=α で右連続という),

』泄0/1π)=∫(b)(これを∫(")は "=bで左連続という)

であるとき.

定理 5■(導1綺1関1撃|の基本的性質)●関
‐
撃|′(|),g(・ )が (π tt αで)導1続ならば,次の関1数

(1)ノ (″ )|+―夕(|)|||| ‐       |||■ ||‐
           ‐ ‐‐

・
■‐         |

|.(2)|∫ (あ)g(・ )' 特に,|メ (‐|〉 |.(Cは定数),

●器 lglal≠ |||■
は("=″ で)準1続と|な る:  ‐

||‐ |        ‐ ‐ _       ‐

証明 (1):定理 4.1(1)よ り
,

1甕 (∫(")+g(π))=l甕∫(・)+l甕 g(π)=∫ (a)+g(a)・

以下同様に,(2)と (3)はそれぞれ定理 4。 1の (2)と (3)よ り従う.□
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われわれは高等学校で学んだような,な じみ深い関数の連続性については,暗黙の内に仮

定して議論を進めている。(例えば,定理 4。3の証明の中では厳密にいえば cos"が π=0で
連続であることを用いている2。

)こ こで,それらがどのように示されるのかをいくつか例
示しよう。

例 5。 1。 η次多項式関数 ν=απ
"π

+απ-1″
π~1+… 0+α

lπ tt αOは連続である.

証明 定数関数 ν=cおよび 1次関数 ν="は連続である。よつて,定理 5。 1(1),(2)を 用
いて,上の 2次多項式関数は連続となる.□

anfin * a"'-Lfin-L + . . . * 01 r * ag
間 5.1。 有理関数

となるか。
brnfi* * brn-1a,m-L + "' * b1n * bo

は,分母が 0と 異なるすべての点で連続

例 5。 2。 指数関数 ν=α"(a>0)は連続である.

y=α χのグラフ

評明 まず,鳳αん=1を示すために3つの場合分けをする.

(1)α =1の とき :明 らか .

(il)α >1の とき :十分に 0に近い ん

数 η をとると,上の図か ら α
~書

<αん<
ん→ 0⇔ η→ ∞ に注意すれば,定理 1.1

に対 して,一上 <ん

α寺 となる.例 1.2よ

(3),(4)よ り

<三二となる最大の自然

り,虐Lα
寺=1だから

,

,11-
J* "; 

2-)oo
-*

h+0 n->oo
α寺=1。

2も つとも,こ の証明の方法自体厳密にいえば,円 の面積とは何物であるかという反省なしには受け入れ難
いものである.も う少し論理的整合性を重視して証明しようとすれば,定理 4。3の図で sin 3,弧 五Bお よび

線分 五σの長さを比較するほうがよい.しかし本書では論理的整合性よりも直感的な理解を重視 した.

(″ >1) (0<α <1)
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(lil)0<α <1の とき :b

(3)よ り
,

とお くと,b>1と なる.そ こで,(ii)の場合 と定理 4。 1

１

一
α

〓

鳳αん=鳳十=可轟「
=1

以上から
浮瑞

αん=1が示された.こ こで,任意の点
"に

対して,定理 4。 1(2)よ り
,

litt απ+ん =lim aπαん=α"lim aん =α
π.□

ん→0 ん→o           ん→0

例 5.3。 三角関数 ν=sin"は連続である.

証明 補題 4。2よ り,1川 <÷ ならば l sinん |=Sin lん |<1川・ そこで定理 4.1(5)よ り
,

瓶がSinん|=0と なる.さ らに問4。2よ り,lim sinん =0を得る.また,ん →0の とき
ん→0

÷→0だから,定理4.1(1),(2)よ り

liln cosん E=liI島

(1--2sin21卜)=1-2(」電λsin{卜)2E=1.

ここで,任意の
"に

対して,sin"の加法定理,定理 4。 1(1),(2)お よび上のことから:

鳳 Sin("+ん)= 離瑞(Sin"C° Sん +cos"sinん)

= sin"lim cosん +cos π lim sinん
h+0

: sinr. fl
ん→0

以下,連続関数に関する他の基本的な定理をい くつか述べる.

1      憂す(あ)|が||||●|で1津1緯:関数z二 0(,)|が||||す(|)で連1棒な―|り|げ1今|ヰ1甲1幣

|́|(JIす)(=)は ||■■で1準1続●|な|||‐

`‐

れゆた1準1織1甲1黎

'1含

‐盛1開
‐黎11事|

証明l聖∫(")=∫ (a)かつ
υ聾乳)g(ν

)=g(∫ (a))だから
,

理乳(gO∫ )(")=理乳g(ノ
(π))=ν J貿bg(ν

)=(gO∫ )(a)・
□

注5。 1。 このとき,1蜆 g(∫ (π))=g(1蜆∫("))が成り立つことに注意.

例 5。 4。 三角関数 ν=cos"は連続である .

証明 ν=γ +÷ は連続だか ら,例 5。3と 定理 5.2よ り,cos"=Sin(・ + も連続.□π

一２

定
=¬

|(中
IFF311tLIII定 |■

'■

開1数11(|)|"ヽ門|1率

“

lt■bllで1専IⅢII■
|´|:(|"≠す(II‐|●げ|



■
２

０／
１
＼

間区開は０

〓″０Ｃ一π

δ.関数列 とベキ級数

において角牢をもつ .
例 5。 5.方 程 式

証明 ∫(")="― Cos"と おく.∫
(■)は連続関数であり,∫(0)=

から,中 間値の定理においてた=0と みなせば,∫(C)=0かつ

∫(π)=0の実数解 cが存在する.□

働

π

一２

／
１
＼

＜

√

Ｊ

　

　

Ｃ

一‐　
は

=型Lである

となる方程式

| 瑾I鷲普お響3J‐i:躍

問 5。 2。 3次方程式
"3_3π

+1=0は 相異なる3つの実数解をもつことを示せ .

/(b)

々

/(α )

y: f (x)

中間値の定理             関数の最大値 と最小値

間 5。 3。 閉区間p,珂 において,最大値も最小値ももたない関数の例をあげよ。

6 関数列とベキ級数

無限個の関数の列/1("),/2("),… 0,九
(・ ),…

0を関数列といい,{九 (")}ま たは{九}で表
す.すべての■に対して,数列{九 (T)}の極限 lim九 (")が存在するとき,関数列{九 (■ )}

または{九}は収東するという.各
"に

ついて,∫ (π)=lim九 (")と おいてできる新しい
関数∫(π)を関数列 {九 (″)}ま たは{九}の極限関数という.

一般には,連続関数による収束する関数列の極限関数は,必ずしも連続になるとは限らな
い.区間上で定義された収束する関数列 {九 (")}が極限関数∫(π)に一様収東するとき,そ
の極限関数∫(")は連続関数となる.しかし,こ こでは一様収東性の概念には触れないで
おく.

間 6.1。 各自然数ηに対して,九 (π)=π
π
(0≦ π≦1)と おくとき,その関数列 {九 (π)}の極限関

数を求めよ.

v:fG)

最小値
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関数列{九 (■)}に対して,その有限和による関数

%(")=A(π )+ん (・)+… 0+九
(")

はつねに定義できる.その関数列の級数

Σ 九(π)=A(")+ん (π)+…・+九 (■)+…・
π=1

は,すべての
"に

ついて

∫(")=胸リバ")=湛地Σ九(")
た=1

の値が存在するとき,こ の新しい関数 ∫(")=】E九(")と して定義される.こ のとき,

π=1

Σ九(π)は収東するという.そ うでないとき,Σ 九(π)は発散するという.

π=l                                      π =1

関数列の級数で

Σ  απ("― C)π =αo+α l("一 C)+… 0+απ("一 C)π +…・

π=0

の形のものをベキ級数 とい う.特に簡単にするため,c=0の場合

Σ απ
"π

=αo+α lπ +…・+αππ
π+…・

π=0

を考える.

ベキ級数DE%"れ が"=0だけで収束するとき,R=0とおき,すべての
"に

おいて
π=0

収束するとき,R=∞ とお く.これ らの場合を除 くと,ベキ級数 Σ〕αππ
れは lπ l<Rと

なるすべての πに対 して収束 し,lπl>Rと なるすべての ■に対 して発散するような数 R

(0<R<∞ )が存在することが証明される.こ のとき,Rをベキ級数 Σ〕απ
"π

の収東半径
π=0

という.

ベキ級数 Σ〕αππ
πの収東半径 Rを求めるためには,次の定理がある.

π=0



7 逆関数
.関

数 ∫(π)の定義域をDとする.任意のπ,"′ ∈Dに対して,「π<"′ ならば ノ(″)<
ノ(″

′
)」 となるとき,ノ(")は狭義の単調増加関数といい,「"<″

′ ならば ∫(■)>∫ ("′ )」

となるとき,ノ(")は狭義の単調減少関数という.これらを総称して,狭義の単調関数という.

注 7.1.「π<"′ ならば∫(■)≦ ∫(π

′
)(∫ (")≧ ∫(π

′
))」 となるとき,∫ (π)は広義の単調増加 (減

少)関数という.

狭義の単調関数 ∫(π)をその定義域から実数への写像とみれば,単射であるので,そ の値
域を定義域とする,逆関数

"=ノ
ー1(ν

)を もつ.

定理 7。 1ではν=∫ (π )の逆関数は,π とりを
入れ替えてνについて解いた式を求めればよ
い.通常,こ の関数をν=ノ

ー1(")と
書き∫(■ )

の逆関数という.こ のとき,"の変域は,も と
の関数の値域であるので注意すること.

逆関数のグラフ

注 7.2。 ν=ノ (“)の グラフとν=ノ
~1(π

)の グラフは,ν ="に対して対称となる.

例 7。 1.次の関数の逆関数を求めよ.

(1)ν =    +2 ② ν=:"+
解 (1)π =yν -1+2よ りν=(π -2)2+1た だし″≧2。
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0二鮮′
間 6。 2。 次のベキ級数の収東半径 を求めよ .

0二千 0)Σ 2π
+lππ

π=1

ず1響
1諄|す1狭義,単調増力|(減少)関1数

‐

(I′(0)「‐バ1刀 )で導続で|あ|'1狭1義|め単

ノ=/(χ )

O /(χ )

(2)π =:ν +:プ戸 4よ り ν==2π ―卜2土 v毬"-12.
で,求める逆関数は 2→ 4であるので,代入して ν
である.ただし,"≧ 2。

ここで,も との関数は 4→ 2であるの

=2"+2-y8"-12が 求める逆関数



ノ=COS χ
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例 7。 2。 指数関数 ν=α
π

(α >1)は ,連続で狭義の単調増加関数である(例 5。2の図を参

照 ).そ こで,定理 7。 1か らその逆関数が存在するが,それは対数関数 ν=logα "で
あり,

連続で狭義の単調増加関数となる.

三角関数は狭義の単調関数ではないので,一般にその逆関数は存在 しない.そ こで,その

定義域を狭義の単調関数となるように制限する.ν =sin"は 卜÷
,券]で狭義の単調増カロ

,

ν=COS"は p,Jで狭義の単調減少,ν =tan"は (―

=,÷

)で狭義の単調増カロとなる.

制限された三角関数のグラフ

上記のように定義域を制限された三角関数は,定理 7.1よ り逆関数をもつ.こ れらの逆関

数をそれぞれ

ν==sin~lπ ,    ν==cOS~1",    νE=tan~1■

で表 し,逆三角関数という.すなわち,

ν=sin~1"・―
・

"=Sinν
,

ν==COS~1" ぐ=⇒> π ==COS ν,

ν==tan~lπ  (=) π E=tan ν,

により逆三角関数は定義される。

π
一２
　
　
π
一２

＜
〓
　

π
　

＜

ν
　
＜
〓
　

ν

＜
〓
　

ν
　
＜

π
一２

区
一
π

一２

ノ=sin χ

))-tan x
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逆三角関数のグラフ

注 7。3.逆三角関数 sin-1“ ,cos~1",tan~1“ はそれぞれアークサイン,アークコサイン,アークタ
ンジェントと読む.また,それらはそれぞれ arcsin",arccos π,arCtan"の形で表されることもある.

すでに述べたように,制限された三角関数のグラフと逆三角関数のグラフは,ν ="に関してそれぞ

例鷺 d「1÷ 鋪獄め二

解ν=sin~1÷ ⇔sin ν=÷ ,一

=≦

ν≦÷よ

例7。 4。 sin(COS~1■ )の値を求めよ.

角翠 ν=coS~111ぐ)cOs ν={10≦三ν≦πυでまうるから,sinν ≧0より
,

□
π

一６
〓

１

一
２

一ｎこえヽゆ
π
一６

〓ν
り

□

４

一
５〓

π
一２

＜
〓

篤
　
　
助

＜
〓　
　
　
一

』

　

４

「

t-l'o+r\_ slna -

例7。 5。 sin~1"+coS~1"=÷ を証明せよ.

証明 νl=sin~1",ν2=COS~1"と おく.定義より
,

π=Sin νl,一÷≦νl≦ ÷かつ

よ って ,"=sin νl=cos ν2=Sin(‐
:―

一 ν2)・

νl=÷ ~ν2となる.ゆえに,与式=νl+ν2=

さ

π
丁

π ==COS ν2,

らに,一÷
を得る.□

--ty- cos 'x. _1
jy - sln 'x , 

-1y:tan 'x

1-cos2a-

だから,



枷

「

句  げ し 柵

証明
"≧

0,ν ≦0と して~般性を失わない.鶴 =tan~lπ ,υ =tan~lν とおくと,"=
π   π

tan鶴 ,ν =ttt υであり,0≦ 鶴<7,一
丁

<υ ≦0である.加法定理より
,

枷 し+→ =  =

である.ここで,一÷<鶴 +υ <÷ に注意すれば

48 第 1章。関数の極限

7.2.lim tan~1"と  lim tan~lπ の値を求めよ .

tan~lπ +t(m~lν =鶴 +υ =tan~1

間 ZL cos~1(―
→纂う

と枷
4(一

士 )の
値を求めよ .

"十
ν

□

1-πν

問

　

間 7。 3。 次の値を求めよ.

い
「

1÷ +d「 1÷
(2)tan~12■ tan~1(-1卜

)

次の よ うに定義 され る関数 を総称 して,双曲線関数 とよばれ る .

slnh a   "~Cπ cosh":  
π+Cπ

′~    0    '                  
′

Z                     ~~ 

……………………

′             2  '  tanh"=

注 7。4.上記の双曲線関数 sinh π,cosh π,tanh"はそれぞれハイパボリック

ク・コサイン,ハイパボリック・タンジェン トと読む。

sinh r
cosh r

'+4Y,)t'(zifilJ

ノ
′
ノ

双曲線関数のグラフ
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ν=sinhπ ,ν =tanh πは,実数直線上で定義された狭義の単調関数だから,定理 7.1よ り
逆関数が存在する.その逆関数をそれぞれ ν=sinh~1■ ,ν =tanh~1を で表す.ν =cosh"
は定義域を Ю,∞)に制限すれば狭義の単調関数となり,こ の区間で逆関数 ν=cosh~1"が
存在する.

ν=sinh~1",ν =cOsh~1",ν =tanh~1"は総称 して逆双曲線関数とよばれる.

間 7.4.次のことを示せ.

(1)Sinh-lπ =10g("+yπ2+1)(_∞ <π <∞
)

(2)cosh~lπ =log("+yπ2_1)(π
≧ 1)

(3)tanh~lπ =÷ 10g書 ←1<π <1)

第 1章 練習問題

1.次の数列の極限値を求めよ。

0{轟} ②{拙 } 9{ふ }

141{ギ鷲′}  “
){拓 +1-√}  

“
){ス戸寺葛肩}

0{ν篤(νЪ+1-νπ)}0{十い2+…・+→}0《 1+2つ |}

にり{継斗}  Ψ{与義評}  0{(1+十 )″ }

l13){(1引卜
葛:戸 )π}     l14){て JI[11万 }         (・

5){|:卜 } la>0)

2。 次の級数の収束・発散を判定せよ.

(1)Σ 2・ 3π
~1(2)Σ

20(:)π
~1

0)Σ
η2+3η +2

2η -1

“
)Σ等 

“
)Σ等,し >9)

(9)Σ多 (10)Σ多
“

)Σ
π話≒戸

に⇒Σ{√(仇 +1-√ )}

僻)Σ 32+1

(8)Σ
(ラ轟可)π

(12)Σ 嘉
3.次の極限値を求めよ.

01聖宅年二②l甕 :鶏ギ: o鳳√(yπ +1-√ )

0鳳←+:)π O"二馳←+皇
)義

0鳳 ll■ dn→ :



l131鳳ぽ +畔 l141 πJ駈メレ句
一回り につ鳳 有

『

la rの

4.関数∫(“ )が連続ならば,げ (■)|も連続となることを示せ.

5。 関数
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0鳳Ψ

(10)1聖 響

0鳳
“
dni

llll鳳

pl Sin~11,:

“
)tan(dn-1島

)

い)COS(dn-1:+Sh-1

(1いn~1発 十Sh~1発

l141 cos~1(∞ S辛
)

0鳳

(12)hm(νЪ2+“ +1_y■2_κ +1)

∫(“)=

は連続であることを示せ .

方程式 (π
2_1)coS"+/Xin"_1=0は

,

次のベキ級数の収東半径を求めよ。

(⇒ 二η"π  121二み"π

開区間 (0,1)に おいて実数解をもつことを示せ。

１

一
“

ｎ”

　

０

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｌ

ヽ

("≠ 0)

(π =0)

６

　

７

僻)二等"π
0二 (雫)″

′0

ν=:"+y"+1の 逆関数を求めよ。

次の値を求めよ.

O dn‐手

二
移 "π

二   (非 )3π
″
π

0)COS~11:三

“
いn(tan_lπウ百)

:)0∞S(dn4ギ暑十dn‐ギ暑)

(12)tan(COS-1:― +sin-1::)

(10 dn~1(COS I:二
)

0)

８

　

　

９

はいn(COS-1サ
)

“

)dn(2 cos~1:)

(10)tan-12+tan~13

0血‐←h:→
10。 次の式を証明せよ。

(1)Sin-1"=tan~1 ０

１

＜
〓

＜
〓
”

”

＜
〓

κ
　
ＯＳ♂　［

ｒ

ｉ

く

ｌ

ｋ

(0≦
~1“

 (-1v牡 _"2 (2)sin~171-“
2=


