
第0章

初等関数

まず,微分積分学を通して頻繁に現れる関数とそのグラフについて,ま とめて記しておく.

1 三角関数

原点を端点とする2つの半直線 θPと Ooのなす角の大きさは,原点を中心とする半径

1の円からこれらの半直線が切り取る円弧の長さθに比例する.そ こで,こ のとき

∠POO=θ rad

とすることにより角の大きさを測ることができる.radは角度の

単位であり「ラジアン」と読む.円 周の長さは 2π であるので
,

360° ==2π rad

となり,よ つて

r=島 rad=00174… ra軋

l rad=(ギ
)°
=は 29… 0ソ

である。また一般に
,

πo=三Lπ rad, θ rad= (ll♀ θ
)°

となる.ラ ジアンを用いて角の大きさを測る方法を弧度法といい,微分積分学ではこれを

用いるのが便利である.本書では弧度法を採用 し,以下単位 radを一々記さない.例えば

Sin(:rad)と 書くべき所を sin:と 書く.
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第 θ章.初等関数

1。 1。 半径 r,中心角 θの扇形の弧長を I,面積を S とする。このとき′

であるから,

OTS::
2n 2rr rr2

1.^,l-r0, .9- -r"0.
2

平面上に原点を中心 とする半径 1の 円と点 ■(1,0)

の周上を時計回 りと逆の向きに角度 θだけ進んだ点を

sin θ==ν,   coS θ==",   tan θ=静

と定義する.三平方の定理か ら
"2+ν

2=1で ぁり
,

sin2 θ+cos2 θ=1

が成 り立つ.こ こで sin2 θは (sin θ)2を表 している.

θが 2π の整数倍増えても点 Pの座標は変わらないか ら
,

sin(θ +2π2)=sin θ
,

cos(θ +2π2)=cOS θ

となる.ま た tan θについては
,

(η は整数)

tan(θ +π2)=tan θ

が成 り立つ .

例 ■2右 図におい■ 点 P仏 の の
3だけ回転 させた点 P

座標は (一ν,π)だから,

を考える.点 ス を出発 して,こ の円

P(π ,ν)と する.こ のとき,

Sln(9…
・

1:)

COS(θ
・ i:)

tan(θ ―
・

1:)

fi, - cos 0,

-Y: -sin0,
n -1:
-y tar.?'

一一　

　

〓

定理 1.1(‐加1法1定1理)
sin(a + P) - sin0cos fr + cosasinP,

cos(o +.P) - cos0cos P - sinosinP.

図 1.2
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証明 第 2式を認めれば
,

一方で
,

ゆえ
,

のR2

Q(cos p, sin p), R(cos e.) - sin a)

一一　

〓

(cos p - cos o)'* (sin g + sin o)2

2- 2cos0cos 0+ 2sincrsinp.
図 1.5

五P=のRであるから第2式が成り立つ。

例 1。 3。

。 π     .
Sln両

 = Sln

1

π
C° S iI】

:)=Sinlcos:一
COS:ISin:

11 
√

-1

√ 2 2√ '

:)==COS:iCOS:+Sin::sin:

1l νg+1

拒 2 2√ ・

一
に
し

√

一
　

　

＋

２

に
し

√

丁

√

　

ｃｏｓ
　
ｌ
一√

一一
　

　

〓

tan(α +β)については
,

in(a+P) sinacos0+cosasinp tancr*tanp
tan(α +β)=Slntα

 tt ρり
=Sln 

α cos ρ tt COS α Sln μ
cos(a+ g) cos0cos p - sinasinp

Ｐ（
1

ヽ
-1 O １

ノ

／

π

-1

が成り立つ.ま た,加法定理において特にα=β とおけば
,

1 - tan atan p
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sin 2α = 2 sin α cos α
,

cos 2α  = cos2 α_sin2 α=2 cos2 α_1=1-2 sin2 α
,

tan 2α  =

を得 る .

問上L dn3∞S3協n告 を求めた

例
…

∝
:=

証明 一般に加法定理によ り
,

cos 3α ==4 ёos'α -3 cos α

であることに注意する.いまα=昔 とすると
,

cos 2α =cos(π -3α )=― cOS 3α

であるから,X=cos αとおくとき
,

2X2_1=_(4X3_3X),

4X3+2X2_3X-1〒 0,

(X+1)(4χ
2_2X-1)=00

0<X<1であるので,こ れからX=1+ν写を得る。

問 1。2.sin α,cos αについて次の表の値を確認せよ (ヒ ント:手 =年 一響―響).
24 2

α 0
π

一
２４

π

一
・２

π

一
８

π

一
ρ
０

π

一
Ｅ
じ

π

一
４

sin α 0
2+νつ一 s(2 - '[z)

4 伸一が
１

一
２

10 - ztfr
4

上
の

COS α
4

2-√ + 3(2 + '[z) √ +1
2の

√
丁

伸

一
４

上
の

α

計

一１０

π

一
〇
〇

計

一８

レ

一・２

1lπ

24

π

一
２

sln α 伸一４
√
丁

2+√

2

√ +1

2√ 4

2-νワ+ 3(2 + ,fr)

COS α
10 - z\rc

4

１

一
２

vT-1
2√ 4

2+vつ 一 3(2-～α
)

0

三角関数のグラフについては第 4節で考える.
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2 べき・対数

実数 α,r(a>0)に ついて,以下のようにしてべき arを定義する.実数 αをη個かけた

ものをαπと記す。次の指数法則が成り立つ (鶴 ,η は自然数).

I.απ+π =α
772απ

H.αππ
=(am)π

IH・ (ab)れ =απP

まず
,

αO=1,  α
~π =+ "は 自然数)

と定めることによつて,α
πの定義を ηが整数であるときにまで拡張する.

ることにより,指数法則がそのまま成 り立つことが確かめられる.例 えば
,

で あ

α
-2+5==α 3,  

α
-2α5==多 .α5==α3,

メ→4=「tし‐ア=(嘉)4=轟 =島 =「
2,

しの‐=寺 =蒜,「%‐ =芸・芸=蒜・
α>0とする.α の有理数べき arについて考える.自 然数 pに対して

"p=α
となる正

の数 πをクτで表し,         1
αP=拓

とする そし■ 有理数rを r=;mま 整犯 p>の と書いて

ar=α :=(a:)9=(1瀬 )9

と定義する.

ar=7瓦9=(ag):

ともなることが確かめられる。例えば
,

43=いД)3=23=8,

27~:==27子 ==(ec蒻リ
ー2==3~2=二 三L=二

:.

イ扇=J訳んであることを用いて,指数法則がやはりそのまま成り立つことが示される.

例えば
,

3告
+1吾

3舎 =(1海)4, 3告・31=7τ・(1海)3=(バ海 )4,

2:・
3=2子

=(バカ)12,(2書 )3={(朽 )4}3=(バ海)12,

(203)号 =(、ガ03)5=(1源 .、だ)5=ぃヵ)5(√)5=2号・33。

１

一
ｂ

ｌ
ム

一

α
〓

ｌ
一め
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rが無理数のときを考える。rを 10進小数に展開 して小数点以下 η桁 目まで とつた有

限小数を rπ とす る.rπ は有理数だか ら arれ はすでに定義 されている。2を大きくすると

arれ は一定の値に近づ くことが示 される.そ こで,こ の一定の値 を arと 定める.例えば
,

7r=3。 141590… に対 して

33==27,  33.1==30.13000,  33.14==31.480・ 0,

33.141E=31。 52,  33.1415==31。 5410・ 0,  33.14159==31.5441000

が次第に近づ く値 31.54428・ … を 3π の値 と定めるのである .

次節におけるグラフの考察からも見て取れるように:べき αrに は次の性質がある.

α>1な ら

ar<aS,

また 0<α <1な ら

← ⇒  ar>α
S

間 2。 1。 r,sが有理数であるときに,上の性質を証明せよ.

問 2。 2。 次の数はいくつか.

(1)27~告 (2)32告 (3)8~告 (4)64~:

間 2。 3。 次の数を小さい順に並べよ.

(⇒ /ヾ2,くだ3,ヾ/= o)5~1,5° ,5:5子 ,多 (3)編 ,師 ,回

r<s

r<s

次に対数について考える。α>0,α ≠1と する。

てαm=ν となる実数 鶴が唯ひとつ存在する.

m==logα ハイ  ⇔

である.αO=1,αl=α であるから特に
,

上述の αrの性質により,正数 ν に対し

これを m=loga yと かく.つまり,.

α
m=ν

IH・ (ab)r‐ |■‐五||||‐ ■          |‐|||||          ||

logol:0, logoa-L.
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証明  I.鶴 =10gα ν ,η =10gα Ⅳ とぉ くと
,

α
π
=几f,

指数法則により
,

よって
,

I'も 同様にして示せる.

H.鶴 =10gα  ν とする

ゆえに
,

証明 鶴 =logα  ν とお く

2。2の Ⅱにより
,

よつて ,

例 2.1(底の変換公式).α >o,b>0,α ≠1,b≠ 1で ν >0のとき,

範αy=V・

α
η
==Ⅳ .

ルf」V=απ
α
π
=α

πttπ 。

10gα υИⅣ)喜 鶴十η=10ga ν +10gα  Ⅳ.

と,α
π=ν .l旨数法則から

ν
T=(α π

)T=α
πT.

Iogo (M') - TTLr - rIog, M.

と απ=ν :こ の等式の両辺の bを底 とする対数をとると,定理

ηしlogb α=10gb ν .

logb ttf
logα Aイ ==鶴

   1。gb α

を計算 しなさい。問 2。 4。  loga b・ 10gbぃ 10gc α

例 2.2。 α>1の とき
,

0<α <1の とき,

ν <Ⅳ

九f<Ⅳ

logo M < logol/.

logo M > logol["
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証明 α>1の ときのみを考える.鶴 =logα M,

α
m=ν

,

よつて
,

ν <Ⅳ 鶴 <η

一　一　　　　　　　　　　　　　　　　一　一

η

　

♂

loga Ⅳ とすると

」]ヽ

'「

.

logaルf<logα  Ⅳ .

ここで,ニユー トン法と呼ばれる方法を用いたべき根 1偏 の近似計算について,具体例で

説明しておこう.

例 2。 3。 √ の近似値を求めてみる.χO>
い

)・
そ して,漸化式

(例 えば π。=2で よ

によって,χ l,π2,…・を定める1.

χl>

ππ>

であり,さ らに

trn - fin*L >0

る
　
　
＋
　
定

緻　」や
勁

るとつと

紛

　

花

一一
　

乗
い　脚

＋
↑

＼

ｌ

ｌ

ノ

２
一
為

一π
π

／
ｆ

ｌ

＼

１

一
２〓

２
一
為

＋π
”

／
ｆ

ｌ

＼

１

一
２一π

π〓

である.よ つて
,

となつている .

近似値 ππの誤差

輌 < …・ <〔

"π
+1<χ π “<…・ “く χl`<χ 0

κπ一y2については
,

"π
+1-ν 2 =二

 :(χ
π十

::)一
νワ

去しλ+2-2ντπ紛

轟しπ一νり)2

<,:5しπ一拒)2

< (χn一 ντ)2

1放物線 ν="2_2の点 (πη,π乳-2)で の接線の
“
切片が

"π
+1で ある.
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が成 り立つ.ゆえに
,

χπ_ντ<(ππ_1-ντ)2<(χπ_2~ντ)4<… .<(πo― ντ)22

となり,χ。一√i<1な ら

漱 L 
χπ=朽

となることが見 られる。

例えば
"0=2と すると

,

・ =〕 =鴫

け 揚=h狙鴫
π3=器 =L4147156… ち

665857
π4 =

であ り,近似値 π3の誤差は
,

鞠―純<島 lZ2~02下 ∴喘_Э
2=蕊

<Ю“
と評価される。ここで、巧>:を用いた。

問 2。 5。 上にならって 、月 の近似値の求め方を考え,誤差 10~5以内で 、だ を求めてみよ。

3 指数・対数関数のグラフ

一般に,関数 ν=∫ (χ)のグラフとは,平画上の点 (χ ,ノ ("))の集まりのことである.こ こ

では,ノ (χ)が指数関数および対数関数であるときに,関数のグラフがどのような形になる

のかを見ておくことにするcま ず指数関数について考える,指数関数とは,ν =α"の形の関

数のことである.ただし,α >0とする.

例 3.1。 ν=2・ のとき,い ろいろな χに対応する νの値を調べると次のような表ができる。

χ -3 -‐ 2 -1 -: 0  :  1 2 3

ν

１

一
２

１

一
４

１

一
８ 子

1√
'48

・…などがν=2"の
3.1の ようになる。

=1.4142135623746・ ・・
470832

♭
剛

↑
″

＞

　

，

１

一
８

り，＜・３，鮨
て
　
の

つ

上

が
　
フ

た

ラ

じ

グ

図 3。 1
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我々の今の段階では,関数のグラフを書 くには,上の例のようにできるだけ多くのグラフ

上の点を考えてそれらをなめらかな曲線で結ぶという実験的な方法 しかない.後にグラフ

を描 くのに有効ないくらかの知識を得ることになろう。

ν=α
π

(α >1)

α>1の ときには,ν =απのグラフは上の例のグラ

フと同様に,ν 切片が 1で χ軸を漸近線とする右上が

りの曲線となる。

例 3。 2。 ν=(:)"の とき,ν =2~"ゆ え先と同奉表に χと ν6D;対応表を作れば次のように

なる.

図 3.3

のときには,ν =α" のグラフ <1)

ν = ∫(")の グラフと

図 3.4

次に,対数関数のグラフについて考える。対数関数とは,α >0,α ≠1の ときに π>0で
定義されるν=loga χの形の関数のことである.

逆
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ν
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Ｗ
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，
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認
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「
こ
ｐ
“

フ

に

，
と

ド

け
椰嚇掏搬

１

２
‐

‐

フ

リて

Ｆ
づ

ば
∩∪
力
び
詢
附

御
／訳
げ
軒
批
躙

０
　

７

鰍

び

一
軸

は

（の
す
　
　
ν

χ -3 -2 -‐ 1 -: 0  :  1  2  3

ν

１

一
８

１

一
４

１

一
２

√

丁輌２４８

-3-2-110123
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１

一
２

１

一
４

１

一
８

子
1√ 248

ν -3 -2 -‐ 1 -: 0  :  1 2 3

3。  キ旨姿女・

π=2υ であるから,例

対数関数のグラフ 13

3.1の表を上下逆転さ例 3。3.ν =10g2π のグラフについて考える.

せれば χとνの対応表ができる。

これをもとに ν=10g2"の グラフをかけば,右のよう
にν=22のグラフと直線 ν=χ に関して対称なもの

を得る.

ν

３

２

１

１

　

２

　

３

一
　

一
　

一

A - Iog2r

図 3.5

上の例と同様にして,ν =10gα χのグラフは ν=αωのグラフと直線 ν=χ に関して対称
となり,したがってπ切片が 1で ν軸を漸近線とし,α >1な らば右上がり,0<α <1な
らば右下がりとなる.

ν=απ

ν="

'a - logo r

A-logor

α>1            0<α <1
図 3.6

ここでグラフの平行移動について考えてお くことにする.

例3。 4。 ν〒22~1のグラフを描くために毒をつくると次のようになっ。ν=2π
ν=2π

~1

これは例 3.1の 表の νの欄 を右へ 1つだけ移動 した

ものとなるので、ν=22~1の グラフは ν=2π のグラ

フを π軸方向に 1だけ平行移動 したものになる .

さらに,例えば ν=2π
~1+3の

グラフは,こ れをさらに

たものとなる.一般に次のことが言える .

図 3.7

ν軸の正方向に 3だけ移動させ

0<α <1

"

３

一
２

１

一
２

-3 -2 -1 0 2  3

ν ４２√
√
丁

１

一
２

１

一
４

１

一
８

１

一
‐６

0123π
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14 第 θ章.初等関数

例 3。 5.

ν=π 2+4π +8のグラフについて考える。ν=(π +2)2+4

と変形できるから,こ のグラフは放物線 ν="2を "軸
方向に -2,ν 軸方向に 4だけ平行移動したものとなる.

問 3。 1。 次の関数のグラフを描け.

(1)ν =23~3_2(2)ν =-2π +1(3)ν 圭 log2("~1)+1(4)

問 3。 2。 関数ν=∫ (")の グラフが図のようであるとき,次の関数 (1)

なるか,(a)～ (d)か ら選べ .

図 3.8

ν==10g2:+3

～ (4)の グラフはどのように

(1)ν =一∫(")

(3)ν =∫ (・)+1

∫(一
")

∫("-1)

一一　

　

〓

ν

　

　

ν

２

　

　

４

∫(π )

(a)
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のグラフが次のようであるとき,α と cの値を定めよ.

間

(1)

関 数

(2)

(3,32)

三角関数 sin χ,cOs",tan χのグラフについて考えておく
,

のかき方は,基本的には前節でと同様であるので,ま ず
"と

νの値の近似値を求めれば次の表ができる.

まず ν=sin χとする。グラフ

νの値の表を作る.問 1.2か ら

4 三角関数のグラフ

この表か ら 0 におけるν=sin χのグラフをかけば次のようになる .

π
一２

＜
〓

χ＜
〓

工

２
に

グ

に

だ

〓

ら

る

ら

π

(1,8)

Ｚ

　

一
　

一ｙ

π

一
２

断
一２４
一

一
‐２

計

一８

π
一〇〇

跡

一１０

π

一
４

π

一
Ｅ
じ

57r

0  0.13  0.26  0.38  0。 5  0.59  0:71  0。 81  0。 87  0。 92  0。 97  0.99  1
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3
一π

2

ν=Sln"

図 4.2

なお,図 1.3と sin χの定義を思い起こせば,図 1。 3において点 Pを点 五から出発させ

て円周上を正負の向きに回転させたと考えて,下図のように ν=sin"の グラフをイメージ

することもできる.

姫
″
静
ぽ
約
一
〓ｔａ

の
　
　
つ

が
　
く

　

ν

”

　

一
　

ν 1.38  1.73  2.41  3.73  7.60

跡

一
１０

π

一И
牡

π

一５

π

一
６

π

一
８

π

一・２

年

一２４

一

０
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なお,図 1.3で ス を通 り
"軸

に垂直な直線と直線 OPの交点を Tと すると,Tの ν座

標が tan θとなるので,ν =sin"についてと同様に下図のようにして ν=tan"の グラフ

をイメージすることもできる.

図 4.5
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例 4。 1。 ν=sinχ  tt vτ cosπ

と変形できるか ら,グ ラフは

ので次のようになる .

だけ平行移動 したも

A - sinr + \ncosr
7

百
π

3

百
π

13

丁
π

A - 2sinr

間 4。 1.次の関数のグラフを描け .

(1)ν =Sin 2π (2)ν =coS2 π_sin2"

(4)ν =sin2"(5)ν =-2+cos(π -1)

問42め協=轟が∝"=轟〆∝∝"=鼻 とお←
OS"      Sln"

(1)ν =Sec"に ついて,間 1。2を もとにして下のような
"と νの値の表がつ くれる.こ れを参考

にして ν=sec"および ν=cosec"のグラフを描き,そ れぞれ ν=cos"お よび ν=sin"の
グラフと重ね合わせてみよ

"
0尭 跡

一８

π
一Ｑ
υ

計

一１０

π
一４

π

一
５

π

一
６

π

一
８

π

一
・２

5π   llπ

12    24

ν 1  1。 01  1.04  1.08  1。 15  1.24  1.41  1。 70  2  2。 61  3。 86  7。 66

π

一Ｑ
Ｊ

一
こ

ヽ
り
′
　

　

　

向

二
「
　
　
　
　
方

ヽ
―
ノ
　
ｓｉｎ
　
　
　
　
軸

χ

　

　

　

π
　
　
　
　
　
　
　
　
　
π

／

　

ン

い
　
　
　
”
　
　
ｍ

瑚
い
い
ｓｉｎ＜

山

ラ

　

　

２

　

　

２
　
　
２
　
　
　
２

げ
　　　一一　
　
一一　
　
一一　　　奸

＼

ｌ

ｌ

ノ

π

一
Ｏ
ｏ

一”
２

／

１

１

＼

ｎ〓ν
３

図 4,6

(2)cot"=Pn(3-")を 確かめ,ν =cot“ のグラフを:l苗け.



5 分数関数と双曲線

ν=c"+α の形の関数のグラフを考えてみる.例えば

編 =岬 =舞詰 =石 2
のように,c≠ 0であれば

απ+b   た

ffi+d 〒
巧

+9

5.分数関数と双曲線 19

ν

た  ん<0の とき

2

11 2 
λ  π

と変形できて,ν =α
π+b

平行移動したものとなる.

のグラフはν=:のグラフを
"軸

方向にP,ν 軸方向にgだけ

さらにた>0のとき,(α ,β)が ν=l_上の点であれば

１
７
一拓

〓
β
一拓

た

一
α

〓
β

でゃるから
(ザ≒,事肩)はν=l上の点となる.よって,ν =Iのグラフはν=:のグ

ラフを原点を中心に 、石 倍に拡大したものである.同様に た<0の ときは
, ν=_上 のグ

"ラフを√た1倍に拡大したものがν=生 のグラフである.したがって
"のようになる.

ν=生 のグラフは次
"

た>0の とき

た≠0の とき,

線として持つ.

1 2
-1

-2

-λ

λ  ご ―た -2-1
-1

-2

-λ

図 5。 1

ν=上 +9のグラフは双曲線 とよばれ,2直線 π=Pと ν=9を漸近

"―
p
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例 5。 1。 ν=

初等関数

署 のグラフをか←

2π +1
π -1

3
ν=―

"

=2("-1)+3=∴ +2

のグラフを
"軸

方向に 1,ν 軸方向に 2だけ移動したもであるから,こ のグラフは

ので,次のようになる.

図 5。 2

間 5。 1。 次の関数のグラフをかけ.

Oν =島 Oν=需

間
"J=警 ギ手

のグラ列ま点 に 一→ を通乳 2直線 π=‐ とν=2を漸近細 こ持つ

"α,b,dの値を求めよ.

ここで,双 曲線のひ とつの性質を見ておこう.

例 5。 2。 双曲線 ν=
ついて

IFIP~F2PI=2νワ

がつねに成り立つ (Fl,F2を この双曲線の焦′点という).

:と
2′点■(√,√),鳥←√ ,一√ )を考える。双曲線上の′点Pに
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ヽ

ｌ

′

ノ

ー

一
”

π

／

１

１

＼

Ｐ明証 とする.">0な らば
,

=了し_輌)2+(l_o2

= lI"2_2νワπ+2+タ ー2νワ
:す

2

=

FIP

= "

同様にして
,

図 5.3

F2P=″ +1+νヮ.

"
よって

,

FIP~F2P=~2νワ.

また π<0な ら,FIP― F2P=λ庖 が示せる.

一般に双曲線とは方程式

a手―手=1い >の

で定まる曲線に平行移動と回転を施して得られる曲線のことである.双曲線 σ は2直線

ν=ユ
"と ν=_ユ "を

漸近線とする.またc=yα2+b2,Fl(c,0),F2(~C,0)と すれば,σ

上の点 Pについて

IFIP― F2PI=2α

がつねに成 り立つ。

０一

１
＾
一
”

＋”

／

ｆ

ｌ

＼

朽一

１
■
一
π

＋

図 5.4
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間 5。 3。 双曲線 π2_ν:=2
示せ .

だけ原点のまわりに回転させると,双曲線
"ν

=1になることを

6 無理関数

変数
"と

定数との間で,加減乗除の4つの演算を何度かおこなつて出来る関数を有理関

数といい,これは
"の

多項式の商で表される。4つの演算のほかにさらに π乗根を求める

演算を何度かおこなって得られる関数を無理関数とい う.例えば
,

νπ, 77, 74-2■, VЪ2+1, 一つ年=巧再耳

などである.こ こでは簡単な無理関数について,そのグラフを考える.

例 6。 1。 ν=yα"+bの とき,ま ず定義域は απ+b≧ 0と なる
"の

全体で,よ つて α>0
ならπ≧ 一

部
α<0な ら

"≦
一
:と

なることに注意する.ν =/απ+bの とき ν≧ 0

で ν
2=α

"+b′ "=上ν
2_ユ だから,ν =yα"+bの グラフは放物線π=lν2_上 の上半

α    α                                    α    α

分である.

図 6.1

π

一
４

を

ν=1'("+:)と変形してν=√万のグラフをπ軸方向に―立だけ平行移動したも
α

のと考えても,も ちろんよい

π4+1'

α>0

間 6。 1.直線ν=m"が関数ν=/4π -2のグラフと1点を共有するような定数鶴の値を求めよ.
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例 6。 2。 ν=y"2_2の グラフ.定義域は,lπ l≧ vり つまりπ≦ ―√ ,√ ≦πである.

両辺を2乗すると

ν
2=.2_2,  

π
2_ν2=2

となり,これは双曲線
"ν

=1を原′点のまわりに_Iだけ回転させたものである (問 5.3).

ν=y"2_2のグラフは,こ の双曲線の
"軸

より上の部分である.

図 6.2

間 6.2。 (1)ν =y"2+2の グラフをかけ.(2)ν =y“2+2"-1の グラフをかけ.

例 6.3。 ν=yα2_π2のグラフ
(α >0)・ 定義域は 一α≦

"≦
αである。両辺を2乗すると

ν
2=α2_π2,  "2+ν2=α 2

となるか ら,グ ラフは原点 を中心 とす る半径 αの円の上半分である .

図 6.3
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例 6。 4.ν =:y9-π 2の グラフ.

:倍
に引き伸ばしたものとなる.

これは上で扱ったν=y9_π 2の グラフをν軸方向に

上の例では,ν =:y9_π 2の両辺を 2乗 して整理すると楕
甲
の方程式

(:)2+(サ )2=1
になる.グラフはこの楕円の上半分となっている.一般に原点を中心とする楕円は,方程式

cr:(I)24(:)2==1   (α 〕>0, b〕>0)

‐ えられな σ上の点 に の い 、 点
停 9山

ノ +り41Jこ あれ 釧 ま

この円を π軸方向に α倍 ,ν 軸方向に b倍に引き伸ばしたものになる.

ν

　

ｂ

α ―■l   U

｀
｀
｀｀

iロ

α

―b

図 6.5

参考までに次の例を付け加 えてお く.

:』i・」il■ヒti属 ]L源 〔iと

し
'精

円
(I)2+(:)2=1と

2点 Fllc,Ol,F2(~C901

)点 Pについてつねに

FIP+F2P=2α
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り立つ .(Fl,F2

図形の対称性よ

成

　

　

明

が
　

　

証 として

P=2α

レ

ｂ P

0 α

―b

― α

を示せば十分である.ま ず,

FIP2

::(" l"l 1a v9i-

同様に
,

となるので

FIP=α 一二
".α

F2P=α +1■
α

図 6.6

P+F2P=2α .■
　
η
フ

０

／
１

１

＼

Ｆ点と

せ
．

１
一４
示

＋
　
をヽ

ノ

と
一一　
ｔ

ν

　

し

６

　

ま

問

離

を考える.放物線上の点 Pについて,Pと π軸との距

7 極座標

座標平面上の点 Pについて,原点 0と Pと の距離を r,半直線 OPが π軸の正の方向

となす角を θとすると,点 Pは rと θの組 (r,θ)で決まる.そ こでこの組 (r,θ)を点 Pの
極座標 という.今まで用いてきたπ座標 とν座標の組 (■ ,ν)は ,極座標 と区別する必要が

あるときには直交座標と呼ばれる.両座標の間には次の関係が成 り立つ .
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"=r cos 
θ

ν=r sin θ '

r=yχ2+ν 2

tan θ=望   ・
χ

図 7.1

例えば,点 Pの直交座標が (1,√)で あるとき,Pの極座標は

{

…
(a一¥),(2-平),(イ),C子),C半 )

などいろいろ考えられる。このように点 Pに対 してその極座標

はただ一つに定まるわけではないことに注意する .

rが θの関数として r=∫
(θ)の ように定められていると,θ

が動くとき極座標が (r,θ )である点はある曲線を動く。r=/1θ
)

をこの曲線の極方程式という。
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で定まる曲線について考える.い ろいろな θ

などで与えられる点を通 る。これ らの点

(必要な ら問題 1.2を 利用するなどして

θ
π
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π
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υ

π

一４

π

一Ａ
Ｕ

０可
一６

可
一４

¶
一３

¶
一２

r 01拒 √ 2√ √ 10



で方程式 をかいてみればよい
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いま′曲線が円であるこ

であるから,

となる.こ れから,円 の方程式

を得る.

, r -zcos0

2π ==2r cos θ==r2==.2._ν
2

("_1)2+ν
2=1

期
御“

直

　

一一　
〓

こ―ま，
陽
仁
〕

す一不をと

例 7。 2。 曲線 r=1+cos θ(―π≦θ≦π)をスケッチしてみる.今度はまず θr_平面に

r=1+cos θのグラフをかいて考えてみる。

図 7.4

θが -7rか ら 一
:ま

で動くとき rは 0か ら 1まで増カロするので,これに対応する曲線

の部分が下の (a)の ようにかける.次に θが一
:か ら 0ま で増カロすると rは 1か ら 2ま

で増加するので,(b)の ような曲線がかける.同様に続けて考えれば,問題の曲線が (c)の
ようにかける。この曲線は心臓形 (cardiOid)と 呼ばれる.

(a)

問 7.2。 円 r=3 cos θ

座標で求めよ.

(b)

交直を標座
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第0章 練習問題

1。 次の 2次式を α("― P)2+gと いう形に変形せよ.

(1)"2+2π +1 (2)2π 2+8π +1(3)2π 2+6"+1 (4)-3■ 2+2"-1

(5)一π2_3π +3(6)"2_3π +1 (7)("-1)(π -2)(8)― (π +1)(2π -1)

2.次の関数を与えられた (P,9)だけ平行移動 した関数の式を求めよ .

(こ こで lP,9)と は π軸方向に P,ν 軸方向に gを表す .)

(1)a:r (3, 1) (2)y-n2+2n (1,2) (3)y-cosr

(4)ν =2√  (2,1)(5)ν =2π ←り Oν=糸
次の角度を弧度法で表せ .

(1)30° (2)70° (3)320° (4)700° (5)1440°

次の値を求めよ.

(1)Sin告  (2)sin:π  (3)cos:(4)t狙 1

“

)COS:π い )tanttπ  O)Shiπ に の COSギ π

加法定理などの公式を用いて次の値を求めよ.

(いn島  。)COSttπ  O)tanttπ   僻)

0ねnttπ Odnギπ OC∝易π dn尭 。
次の式を簡単にしなさい .

(⇒ 253 0)の編 (3) (4)

o a50 0 25・
5× 32~・

20"× 掘_40訴扇編
次の数を小さい順に並べよ.

o・涯,約,衝 ②√,編,編 o√,拓,約

“

)糠,暫U  

“

)√,拓,√  

“

)拓,編

次の値を求めよ.

(1) log2 8 (2)log3爾 (3)logal 10

Ob&:+b&Z Ob&3爛 ∝譴80J哨 ∞3

9。 α=logl。 2,b=logl。 3と したとき,次の値をα,bを用いて表せ .

(1) logls 5 (2) Iog3 4 (3) 1og3 2 (4) Ioguq,L2

(5)log5 4(6)log√ 8(7)log10桁 03(8)log12 25

■0。 πを求めよ .

(1)10g告 ″=3  (2)10π =100     (3)2π =10

(4)log券 (π
二1)=2(5)(log2 π)2+1。g24π =4(6)logO.3(4-3“ )=0
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(6)-45°  (7)-15°  (8)0°

`)轟
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“
)COSIπ

は⇒枷子 OShttπ

. 11

SIn lttπ

7     5
C°S ttπ C°S ttπ

0:,約,島,f

(4)log9 3

(8)8bg25

5.

6。

7.

8。


