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3 行列式

3.1 行列式の定義

順列 (permutation)とは n個の数 {1, 2, · · · , n− 1, n}を並び替えした列 {p1, p2, · · · , pn−1, pn}
をいい、すべてで n! 個ある。このひとつひとつの順列は、偶順列と奇順列に分類される。

{1, 2, · · · , n}から２つの任意の数を選び、その順序を交換する。この操作で異なった順列が得られ
る操作の繰り返し数を考え、回数の偶数、奇数で分ける。順列の符号数 sign{p1, p2, · · · , pn−1, pn}
とは偶順列で 1, 奇順列で −1と定める。例えば、2個の場合では、2!/2 = 1個が偶順列、1!/2 = 1

個が奇順列：
sign{1, 2} = 1, sign{2, 1} = −1

3個の場合では、3!/2 = 3個が偶順列、3!/2 = 3個が奇順列：

sign{1, 2, 3} = 1, sign{1, 3, 2} = −1, sign{2, 1, 3} = −1,
sign{2, 3, 1} = 1, sign{3, 1, 2} = 1, sign{3, 2, 1} = −1

問題 1

(1) ４個の場合の順列 4! = 24個を書き並べ、偶順列か奇順列かを調べよ。

(2) 順列はあみだ籤と一対一対応する。３個あるいは４個の場合のそれぞれの順列に対応するあ

みだ籤をつくりなさい。その横棒が偶数か奇数で順列の符号数と対応していることを確か

めよ。

定義 1

(行列式の定義) 正方行列 A = (aij)において、各行各列から１個ずつ選んで、積をつくり、その選

んだ順列の符号数をかけた値とする。これを行列からの行列式 (detereminant)という。

det|A| =
∑

p1,··· ,pn

sign(p1, · · · , pn)a1,p1a2,p2 · · · an,pn

和はすべての順列にわたるから、2× 2では２項、3次の正方行列では 3! = 6個あり、３個ずつの

はプラスとマイナスの項となる。4次の正方行列では 4! = 24個の項が表れ、それぞれは 4個ずつ

の積で 12個のプラスとマイナスとなる。4次以上の場合には定義で計算するのではなく、行列の

性質をもちいて変形してから、値をもとめる（展開するという）。

例題 1

つぎの式はよく用いられる基本的な式であるから、慣れておくほうがよい。サラスの展開とよば

れる。

(i) det

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ = (+1)a1b2 + (−1)a2b1 = a1b2 − a2b1

(ii) det

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (+1)a1b2c3 + (+1)a2b3c1 + (+1)a3b1c2

+(−1)a1b3c2 + (−1)a2b1c3 + (−1)a3b2c1

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a2b1c3 − a3b2c1
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問 1

行列式の値を求めよ。

(i) det

∣∣∣∣∣ cos θ sin θ

− sin θ cos θ

∣∣∣∣∣ (ii) det

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2 2 0

3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (iii) det

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 2 0

3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
問 2

つぎを示せ。

(i) det

∣∣∣∣∣ 1 1

x1 x2

∣∣∣∣∣ = x2 − x1 (ii) det

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x1 x2 x3

x2
1 x2

2 x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2)

問 3

つぎを示せ。

det

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

問 4

det

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 0 0
c d 0 0
0 0 a b
0 0 c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
det

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣)2

= (ad− bc)2

3.2 行列式の性質

定理 1

n次正方行列に対して、行列の積における行列式は、それぞれの行列式の積に等しい。

det|AB| = det|A| × det|B|

定理 2

もし a11 以外の行要素あるいは列要素がゼロであるとき、

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11 × det

∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n
...

. . .
...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
定理 3

もし上三角部分あるいは下三角部分の要素がゼロであるとき、行列式の値は対角成分の要素の積に

等しい。

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . . 0

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11 a22 · · · an−1,n−1 ann
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定理 4 (基本的な性質)

(I) 行の定数倍: ある一つの行を k 倍すると行列の値は k 倍となる。

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
· · · · · · · · · · · ·
k ai1 k ai2 · · · k ain
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · ain
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(II) 他の行を定数倍して加える: 一つの行に他の行の定数倍を加えても行列式の値は変わらない。

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · ain
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 · · · ajn
· · · · · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · · · · · · · · · ·

ai1 + kaj1 ai2 + kaj2 · · · ain + kaj2
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 · · · ajn
· · · · · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(III) ２つの行の入れ替え: ２つの行の入れ替えをおこなうと行列式の値の符号が変わる。

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · ain
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 · · · ajn
· · · · · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)× det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 · · · ajn
· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · ain
· · · · · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
問題 2

掃き出し計算における３つの基本行列に対してその行列式の値を求めよ。A = (aij), i, j =

1, 2, · · · , n において、
(1) 対角線上のある (i, i)成分に対し、aii = k で、その他は aij = δij

(2) 対角線を対称な位置に関して、(i, j)と (j, i)が対し、aij = 1, aji = 1 でその他は aij = δij ,

(3) 対角成分では 1、さらにひとつの j での (i, j)成分で aii = 1, aij = k

(1)の答: 値がもとの k 倍となる。 (2)の答: 符号の反転。 (3)の答: 行列式の値は変わらない。

3.3 余因子展開

余因子行列の定義から説明します。

n次正方行列 A = (aij)から、第 i行と第 j 列を取り除いた n− 1次の正方行列を Aij と表し、

符号付きの値として ãij = (−1)i+jdet|Aij | とおく。これを要素として、n次の正方行列の転置行

列を Ãとする。これを Aの余因子行列という。転置の操作が加わっていることに注意する。

例題 2

[1] A =

(
a b

c d

)
においては、ã11 = (−1)1+1det

[
d
]
= d, ã12 = (−1)1+2det

[
c
]
= −c,

ã21 = (−1)2+1det
[
b
]

= −b, ã22 = (−1)2+2det
[
a
]

= a. したがって転置の操作を施し、

Ã =

(
d −b

−c a

)
. さらに AÃ = ÃA =

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
=

(
det|A| 0

0 det|A|

)
が成り立っ

ている。
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[2] A =


1 6 5

0 3 4

2 8 7

においては、̃a11 = (−1)1+1det

[
3 4

8 7

]
= −11, ã21 = (−1)2+1det

[
6 5

8 7

]
=

−2, ã31 = (−1)3+1det

[
6 5

3 4

]
= 9, ã12 = (−1)1+2det

[
0 4

2 7

]
= 8, ã22 = (−1)2+2det

[
1 5

2 7

]
=

−3, ã23 = (−1)2+3det

[
1 5

0 4

]
= −4, ã13 = (−1)1+3det

[
0 3

2 8

]
= −6, ã23 =

(−1)2+3det

[
1 6

2 8

]
= 4, ã33 = (−1)3+3det

[
1 6

0 3

]
= 3. したがって Ã =


−11 −2 9

8 −3 −4

−6 4 3

.

また det|A| = 7, A−1 =


−11/7 −2/7 9/7

8/7 −3/7 −4/7

−6/7 4/7 3/7

.

定理 5

行列とその余因子行列、逆行列の関係：

AÃ = ÃA = det|A| In =


det|A| 0 · · · 0

0 det|A| · · · 0

0 0
. . . 0

0 0 0 det|A|


定理 6

(余因数展開) 行列とその余因子行列との関係はつぎの形を書きかえたものである。

行　
∑
k

aik ãjk = det|A|δij 列　
∑
k

aki ãkj = det|A|δij

問題 3

つぎの 4次正方行列の余因子行列を求めよ。

(1)


a b c d

0 b c d

0 0 c d

0 0 0 d

 (2)


a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d



(1)の答
1

abcd


1/a −1/a 0 0

0 1/b −1/b 0

0 0 1/c −1/c

0 0 0 1/d

 (2)の答
1

ad− bc


d −b 0 0

−c a 0 0

0 0 d −b

0 0 −c a


クラメルの公式: x, y, z の連立方程式

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

の解を求めるために、行列式を用いた形で、A =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 と
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してクラメルの公式として、つぎが知られている。形が明快で覚えやすい。しかし一般の大きな次

数の具体的数値計算には適当ではない。いま係数行列 Aの各列を置き換えた 3つの行列に対して、

A1 =


d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

, A2 =


a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

, A3 =


a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

 とおくとき、その行列式の
値から、解は

x =
det|A1|
det|A|

, y =
det|A2|
det|A|

, z =
det|A3|
det|A|

で与えられ、より高次の場合も同様な式で表現される。が、行列式をそれぞれ求めるには手間のか

かることで効率はよくない。
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問題 4

つぎの行列の余因子行列を求めよ。またそれをもちいて逆行列を求めよ。

(1)


1 −2 2

4 1 −1

2 −1 3

 (答) Ã =


2 4 0

−14 −1 9

−6 −3 9

, A−1 =
1

18
Ã

(2)


2 4 1

1 −2 1

0 5 −1

 (答) Ã =


−3 9 6

1 −2 −1

5 −10 −8

, A−1 =
1

3
Ã

(3)


2 −1 −2

−1 0 3

3 −2 5

 (答) Ã =


6 9 −3

14 16 −4

2 1 −1

, A−1 =
−1

6
Ã

(4)


a 0 0

d b 0

e f c

 (答) Ã =


bc 0 0

−cd ac 0

df − be −af ab

, A−1 =
1

abc
Ã

問題 5

クラメルの公式をもちいて解をもとめよ。

(1)


1 −2 1

1 1 1

2 −1 3



x

y

x

 =


0

1

2

 （答）分母 det は 3, x = −1/3, y = 1/3, z = 3

(2)


2 −1 −1

3 1 5

1 1 3



x

y

x

 =


3

5

2

 （答）分母 det は− 2, x = 2, y = 3/2, z = −1/2

問題 6

つぎの行列を余因数展開により、証明せよ。

(1) det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −1 0 0

b x −1 0

c 0 x −1

d 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ax3+bx2+cx+d (2) det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

−a 0 c b

−b −c 0 a

−c −b −a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a2−b2+c2)2

(3) det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 0 0

0 x −1 0 0

0 0 x −1 0

0 0 0 x −1

a b c d e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a+ bx+ cx2 + dx3 + ex5



「線形代数 I」2013年前期 : LA2013-6.tex 17

補足:表計算ソフトの利用

Excel, OpenOffice などに代表される表計算ソフトには行列の転置や積、逆行列の計算を行う関

数が用意されています。行列の計算を行う関数は、引数と戻り値が配列（複数のセルからなる範

囲、例えば「A2:B3」は 2 次の正方行列の配列を意味しています）であり、配列数式と呼ばれま

す。予め、出力する配列部分をアクティブにしておき、その範囲に「配列数式」を入力するために、

［Ctrl］＋［Shift］＋［Enter］と同時に押します。

行列の和：＝ (範囲)＋ (範囲）

まず結果を打ち出す範囲をアクティブにし、つぎに数式バーに等号 (=)を入れてこれから数式で

あることを知らせます。加えられる行列（範囲）を選びアクティブにし、つぎにプラス（+）を入

れ、つぎに加える行列（範囲）をアクティブにします。そこで単に Enterといれたものは、数式配

列の入力とはなりませんから、［Ctrl］＋［Shift］＋［Enter］と押します。結果が先に選んでアク

ティブにした範囲に結果の行列が表示されます。

行列のスカラー倍：＝ (スカラー) * (範囲）

結果を書き表すベクトル、行列の範囲をアクティブにします。つぎに数式バーに等号 (=)を入れ

てこれから数式であることを知らせ、スカラーの値をアクティブにし、つぎに掛け算記号 (*）を入

れ、つぎに加えるベクトル、行列の範囲をアクティブにします。数式配列の入力するよう［Ctrl］＋

［Shift］＋［Enter］と押します。結果が先に選んでアクティブにした範囲に結果の、ベクトル、行

列が表示されます。

行列の転置：TRANSPOSE(配列)

行列の転置（行列の入れ替え）を行う関数は TRANSPOSE関数です。元の行列の大きさが 3行

2列の場合、2行 3列のセル範囲を選択した状態で下記のように数式を入力し、［Ctrl］＋［Shift］＋

［Enter］を押すと結果が得られます。

行列の積：MMULT(配列,配列)

行列の積を計算する関数はMMULT関数です。2つの行列の積で求まる行列の大きさに等しい

セル範囲を選択した状態で数式を入力し、［Ctrl］＋［Shift］＋［Enter］を押すと結果が得られま

す。区切りには”,”をもちいます。

逆行列：MINVERSE(配列)

逆行列を計算する関数はMINVERSE関数です。求まる逆行列の大きさに等しいセル範囲を選

択した状態で数式を入力し、［Ctrl］＋［Shift］＋［Enter］を押すと結果が得られます。ただし、

MINVERSE関数は、行列式が 0で逆行列を求められないケースでも値を返します。元の行列と逆

行列の積 (MMULT)を求めて検算します。

行列式：MDETERM（配列）

行列式を計算する関数はMDETERM関数です。MDETERM関数は戻り値が配列ではないの

で配列数式ではありません。そのため、通常の関数と同様に入力して結果を得られます。

(以上)


