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Introduction

論文の主題� �

カンドルコサイクル不変量を用いた

曲面結び目の位相幾何学的性質の研究

� �

曲面結び目：�次元空間 �
� 内の閉曲面

カンドルコサイクル不変量：９０年代後半に定
義された曲面結び目の不変量
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Classical Knots

結び目（classical knot）：
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Classical Knots

結び目（classical knot）：

�次元空間 �
� 内の単純閉曲線
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Classical Knots

結び目（classical knot）：

�次元空間 �
� 内の単純閉曲線

連続的に変形して同じ形に出来る �つの結び目
は同じ結び目であると定義する．
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Classical Knots

可逆
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Classical Knots

可逆

不可逆
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Classical Knots

結び目理論� �

与えられた２つの結び目が同じかどうか
を研究するトポロジーの１分野

� �
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Classical Knots

射影図：
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Classical Knots

射影図：射影 �
� � �
�による結び目の像
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Classical Knots

射影図：射影 �
� � �
�による結び目の像

交点：射影図の �重点
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Classical Knots

射影図：射影 �
� � �
�による結び目の像

交点：射影図の �重点

最小交点数：

Quandle Cocycle Invariants and Their Application to Surface Knots – p.6/29



Classical Knots

射影図：射影 �
� � �
�による結び目の像

交点：射影図の �重点

最小交点数：
結び目�の全ての射影図のうち交点の数が最
も少ない射影図の交点数
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Reidemeister Moves
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Surface Knots

曲面結び目（Surface Knot）：
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Surface Knots

曲面結び目（Surface Knot）：

�次元空間 �
�内の閉曲面
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Surface Knots

曲面結び目（Surface Knot）：

�次元空間 �
�内の閉曲面

特に �
� 内の �次元球面を �次元結び目という．
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Surface Knots

曲面結び目（Surface Knot）：

�次元空間 �
�内の閉曲面

特に �
� 内の �次元球面を �次元結び目という．

結び目の場合と同様に曲面結び目に対しても
同値性や (不)可逆性が定義される．
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Surface Knots

射影図：
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Surface Knots

射影図：射影 �
� � �
� による曲面結び目の像
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Surface Knots

射影図：射影 �
� � �
� による曲面結び目の像
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Surface Knots

射影図：射影 �
� � �
� による曲面結び目の像

曲面結び目 結び目

�重点 �� 交点
最小 �重点数 �� 最小交点数
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Roseman Moves

Quandle Cocycle Invariants and Their Application to Surface Knots – p.10/29



Quandles

集合�の二項演算 � � � �� � �が次の条件をみ
たすとき, quandleという．
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Quandles
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(2) ��� � � �� ��� � � s.t.

� � � � �
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Quandles

集合�の二項演算 � � � �� � �が次の条件をみ
たすとき, quandleという．

(1) �� � �� � � � � �

(2) ��� � � �� ��� � � s.t.

� � � � �

(3) ��� �� � � �,

�� � �� � � � �� � �� � �� � ��
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Quandles

It’s simply that I needed a word that hadn’t been
used before. I had considered "conjugation
algebra" but that’s too long, so I made up a word.

– David Joyce
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Quandles

It’s simply that I needed a word that hadn’t been
used before. I had considered "conjugation
algebra" but that’s too long, so I made up a word.

– David Joyce

例（dihedral quandle）� �

�� � �� �� ��, �: 奇素数

� � � � �� � � ���	 ��

� �
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Colorings

� : 曲面結び目	 の射影図，� : quandle


 � 	�の sheet全体 
 � �

で次の条件をみたすものを, coloringという
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Colorings

射影図の各 �重点 �に対して


����� � �
���� 
�
�� 
���� � ��

を �の colorという．
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Quandle Cohomology

�：quandle，�：Abel群，� � �� � �
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Quandle Cohomology

�：quandle，�：Abel群，� � �� � �


������：�により生成される自由Abel群
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Quandle Cohomology

�：quandle，�：Abel群，� � �� � �


������：�により生成される自由Abel群

Æ� � 
������ � 
�������� 境界作用素
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Quandle Cohomology

�：quandle，�：Abel群，� � �� � �


������：�により生成される自由Abel群

Æ� � 
������ � 
�������� 境界作用素

�Æ������� � � � � ����� �

����
���

��
��
�
����� � � � � ���� � � � � �����

� ���� � ��� � � � � ���� � ��� ����� � � � � �����
�
�
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Quandle Cohomology

�：quandle，�：Abel群，� � �� � �


������：�により生成される自由Abel群

Æ� � 
������ � 
�������� 境界作用素

�Æ������� � � � � ����� �

����
���

��
��
�
����� � � � � ���� � � � � �����

� ���� � ��� � � � � ���� � ��� ����� � � � � �����
�
�

�������：quandle cohomology
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Quandle Cocycle Invariants

�：曲面結び目	 の射影図
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Quandle Cocycle Invariants

�：曲面結び目	 の射影図


：quandle � による � への coloring
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Quandle Cocycle Invariants

�：曲面結び目	 の射影図


：quandle � による � への coloring

�-cocycle � � �������に対して
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Quandle Cocycle Invariants

�：曲面結び目	 の射影図


：quandle � による � への coloring

�-cocycle � � �������に対して

���
� �
�

�

��
���������� � �

����� �
�

�

���
� � � ���

とおく．ただし ����は �の符号
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Quandle Cocycle Invariants

定理（Carter et al ’99）� �

�����は曲面結び目の不変量

� �
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Quandle Cocycle Invariants

定理（Carter et al ’99）� �

�����は曲面結び目の不変量

� �

定理（Carter et al ’99）� �

��� � ���� �� �� � ���

� �
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Mochizuki’s �-cocycle

定理（Mochizuki ’02）� �

������ � �� �� � �

� �
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Mochizuki’s �-cocycle

定理（Mochizuki ’02）� �

������ � �� �� � �

� �

���� �� �� � ���� ���� � ������

� ��� ���
�
���� � ��� � �����

�

� ��� ��
��� � ��� � �� � ���

�

が生成元
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Mochizuki’s �-cocycle

定理（Asami, Satoh）� �

�� � �
����� � ��を

����� �� �� � ��� ��
��� � ��� � �� � ���

�

により定義する．このとき
�� � � ����

� �
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主題１� �

カンドルコサイクル不変量を用いた曲面

結び目の不可逆性についての研究

� �
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Twist-Spins

�：classical knot，��：�の tangle

� ����：� の �-twist-spin
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Torus Knots

� �����：�����-torus knot

��� � �，����� � 
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定理（Asami, Satoh）� �

� ��� ������が非自明な��-彩色を持つとき

�����
��� ������� �

�
�
����

���
��

���

��

��
�

� � ��������� � 
�

ただし � � � 
���� � 
�

� �
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定理（Gordon ’04）� �

トーラス結び目の twist-spinは不可逆．

� �
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定理（Gordon ’04）� �

トーラス結び目の twist-spinは不可逆．

� �

定理（Asami, Satoh）� �

各 � � �に対して種数 �の不可逆な曲面結び目
が無限個存在する．

� �
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主題２� �

カンドルコサイクル不変量の整数性につ

いての研究

� �

Quandle Cocycle Invariants and Their Application to Surface Knots – p.25/29



�

最小 �重点数� �，or
自明な彩色しか持たない

� ���	 � � � True
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�

最小 �重点数� �，or
自明な彩色しか持たない

� ���	 � � � True�

最小 �重点数 �� �，and
非自明な彩色を持つ

� ���	 � �� � ？
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�

最小 �重点数� �，or
自明な彩色しか持たない

� ���	 � � � True�

最小 �重点数 �� �，and
非自明な彩色を持つ

� ���	 � �� � False

定理（Satoh, Shima ’03）� �

最小 �重点数が �の曲面結び目の��に関するカ
ンドルコサイクル不変量は整数

� �
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Pretzel Knots

� ���� � � � � �	�：alternating odd pretzel knot

�� � � or ��  � for �!，��� � � � � �	��：奇数
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定理（Asami）� �

� ��� �が��による非自明な彩色を持つとき任意
の �-cocycle � � ������ � ��に対して

����
��� �� �

�	
	�
�� ����� � � � � �	�

�� ������ � � � � ����

� � �

� �
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定理（Asami）� �

最小 �重点数が �でなくかつ非自明な彩色を持
つ曲面結び目で��に関するカンドルコサイクル
不変量が常に整数となるものが存在する．

� �

Quandle Cocycle Invariants and Their Application to Surface Knots – p.29/29


	Introduction
	Classical Knots
	Classical Knots
	Classical Knots
	Classical Knots
	Reidemeister Moves
	Surface Knots
	Surface Knots
	Roseman Moves
	Quandles
	Quandles
	Colorings
	Colorings
	Quandle Cohomology
	Quandle Cocycle Invariants
	Quandle Cocycle Invariants
	Mochizuki's $3$-cocycle
	Mochizuki's $3$-cocycle
	
	Twist-Spins
	Torus Knots
	
	
	
	
	Pretzel Knots
	
	


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


