
第��講：大数の法則・中心極限定理



大数の弱法則� コインを投げる場合� �

正しいコインを、独立に に� � �� �� � � � � �����　回投げた場合
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横軸：投げる回数；縦軸：表の出る相対頻度
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大数の弱法則� �

大数の弱法則 ���� ��� 	
 ����� 
������

�� 独立性：確率変数 ��� ��� � � � � �� が互いに独立

�� 平均の同一性：� � ����� � � � �� �� � � � � �

�� 分散の有限性：��� � � ���� � �� � � � �� �� � � � � �

このとき、任意の � 	 � に対して
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このとき、 �� が � に 確率収束 �	
����� �
 ��	�������� という。
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大数の弱法則� 証明� �
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とおくと、��� � � � となる。また独立性より
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を得る。チェビシェフの不等式
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より
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を得る。したがって、
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大数の強法則� コインを投げる場合� �

次々に 正しいコインを� � �����回投げた場合
横軸：投げる回数；縦軸：表の出る相対頻度
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チェビシェフの不等式の拡張� �

� 平均を � � ����� 偶数次の中心モーメント
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とする�

任意の � 	 � に対して、次が成り立つ
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証明� 
 � ����� �� � �� とする。
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標本平均の�次のモーメント� �

� ��� ��� � � � � ��� 互いに独立
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大数の強法則� �

大数の強法則 ���	
� ��� 	
 ����� 
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�� 確率変数 ��� ��� � � � � ��：互いに独立で同一分布に従う

�� さらに、 ������
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このとき、 �� が � に 概収束 �	
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大数の強法則の証明� �

� 評価すべき事象は
���
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である。

� この事象は次の事象と同等である。任意の � 	 � に対して、自
然数 �� が存在し� 全ての � 	 �� に対して

��� �� � �
��� � � � �� 	 �� � 	 ��

という事象である。

� この事象の余事象は、ある � が存在し、この � に対して、どん

な大きい � をとっても� � 	 � が存在し、次が満たされる事象
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である。
� �

�



大数の強法則の証明（つづき）� �

一方、� 	 � 	 �� のとき、チェビシェフの不等式より
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したがって� １つの � 	 � と任意の � に対して、
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最後の極限は、無限級数
��
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� の収束性による。
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中心極限定理� 二項分布の場合� �

��� � � � � ��� 独立で、� � ���の !��
	���� 分布に従い、
��
����� の

分布
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中心極限定理� 二項分布の場合（つづき）� �

��� � � � � ��� 独立で、� � ���の !��
	���� 分布に従い、
��
����� の

分布
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中心極限定理� 二項分布の場合（つづき）� �

��� � � � � ��� 独立で、� � ���の !��
	���� 分布に従い、
��
����� の

分布
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中心極限定理� 二項分布の場合（つづき）� �

��� � � � � ��� 独立で、� � ���の !��
	���� 分布に従い、
��
����� の

分布
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中心極限定理 ������	 
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定理 � 次の条件の下で

�� ��� � � � � �� が独立で、同じ分布に従う
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確率変数� �
�
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は標準正規分布に弱収束する。すなわち
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中心極限定理� 証明 ������ �

� の積率母関数が標準正規分布のそれに近づくことを証明する。
�� の積率母関数が存在するという、定理より強い条件を仮定する。
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とすると、

����� � �� � ���� � �� � �
�

�

��
���

��

�� の積率母関数を ���� とすると

���� � �
�
�	��

�
� �

� ���� � ����� � �

� ����� � ��� �
� � � � ���� � �����

� � �
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したがって、���� � �� ����� � �� ������ � � となる。
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中心極限定理� 証明 ������ �

一方� ある ��� � ��� が存在し、原点の周りで ���� を展開すると
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従って、� の積率母関数は
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二項分布の正規近似� �

定理 � ��� �������
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� が二項分布に従うならば
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次が成り立つ
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ただし、'��� は標準正規分布の分布関数である。すなわち、
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二項分布の正規近似� 証明� �
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となる。
中心極限定理によって
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