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M. Nagisa 行列の p-ノルム



ℓp(n), (p, q)-ノルム

1 ≤ p, q ≤ ∞
ℓp-空間, ℓp-ノルム

ℓp(n) = {ξ =

x1
...
xn

 ∈ Cn :

n∑
i=1

|xi|p < ∞}

∥ξ∥p = (

n∑
i=1

|xi|p)1/p

線形作用素 (行列), (p.q)-ノルム

A = (aij) ∈ Mn(C) ∼= B(ℓp, ℓq)

∥A∥p,q = max{∥Aξ∥q : ∥ξ∥p = 1}
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魔法陣?

B1 =

8 1 6
3 5 7
4 9 2

 ⇒ 15 ⇓ 15

B2 =


1 2 15 16
13 14 3 4
12 7 10 5
8 11 6 9

 ⇒ 34 ⇓ 34

∥B1∥p,p = 15, ∥B2∥p,p = 34 for any p ∈ [1,∞].

定義 A = (aij) ∈ Mn(C) が魔法陣とは, aij ≥ 0 for any i, j かつ

Aξ0 = αξ0,
tξ0A = αtξ0, where ξ0 =

1
...
1

 .
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主命題

Theorem 1

A ∈ Mn(C) が魔法陣であるとき, p ∈ [1,∞] によらず ∥A∥p,p = α とな

る. ここで Aξ0 = αξ0, ξ0 =

1
...
1

 である.

Aξ0 = αξ0 ⇒ ∥A∥p,p ≥ α for any p ∈ [1,∞].

∥A∥∞,∞ = max1≤i≤n
∑n

j=1 |aij |
∥A∥1.1 = max1≤j≤n

∑n
i=1 |aij | .

(Riesz-Thorin の定理) 1 ≤ p ≤ ∞ に対して

∥A∥p,p ≤ ∥A∥1/p1,1 ∥A∥1−1/p
∞,∞ .
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Logarithmic Convexity

Riesz-Thorin の定理 p, q, pi, qi ∈ [1,∞], θ ∈ [0, 1] とする.

(
1

p
,
1

q
) = (1− θ)(

1

p1
,
1

q1
) + θ(

1

p2
,
1

q2
)

ならば ∥A∥p,q ≤ ∥A∥1−θ
p1,q1∥A∥θp2,q2 が成立する.

行列 A ∈ Mn(C)に対して

f(t) = log(∥A∥1/t,1/t)

は [0, 1] 上の convex function になる.

クラス C, クラス A

Cn = {A ∈ Mn(C) : f(t) = log(∥A∥1/t,1/t) is constant on [0, 1]}
An = {A ∈ Mn(C) : f(t) = log(∥A∥1/t,1/t) is affine on [0, 1]}
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unitary permutations

定義 S = (sij) ∈ Mn(C) が unitary permutation であるとは, 置換 σ ∈ Sn

が存在して次を満たすことである

|sij | =

{
1 j = σ(i)

0 j ̸= σ(i)
.

Proposition 1

S = (sij) ∈ Mn(C) が unitary permutation であることと次の各条件は同
値である.

(1) 任意の p ∈ [1,∞]に対して ∥Sξ∥p = ∥ξ∥p for any ξ ∈ ℓp(n) が.

(2) ∥Sξ∥p = ∥ξ∥p for any ξ ∈ ℓp(n) が成立するような p ∈ [1,∞] \ {2}
が存在する.
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クラス C,A

{魔法陣 } ⊂ C ⊂ A

A ∈ C, S : a unitary permutation ⇒ SA,AS ∈ C ⊂ A

Proposition 2

α =

a1
...
an

 に対して C(α) =

a1 0 · · · 0
...

...
an 0 · · · 0

 ∈ An ⇔

R(α) =


ā1 · · · ān
0 0
...

...
0 · · · 0

 ∈ An ⇔ (aiaj ̸= 0 ⇒ |ai| = |aj |).
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α =

a1
...
an

, β =

b1
...
bn

 ∈ Cn, A ∈ Mn(C)に対して

B =

a1b̄1A · · · a1b̄nA
...

...
anb̄1A · · · anb̄nA

 ∈ Mn2(C)

と定義する. このとき

B ∈ An2 ⇔ C(α), R(β), A ∈ An.
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