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Schmidtランク

この講演では 2量子状態のヒルベルト空間 H = Cm ⊗Cnを扱う. 純粋状
態 |ψ⟩ ∈ H の Schmidt 分解とは

|ψ⟩ =
k∑

j=1

αj |uj⟩ ⊗ |vj⟩,

ここで {uj} は Cm の正規直交系, {vj} は Cn の正規直交系で

αj > 0,

k∑
j=1

α2
j = 1

を満たすように書き表すことである.

純粋状態 |ψ⟩ の Schmidtランク SR(|ψ⟩)とは, |ψ⟩の Schmidt分解に現
れる個数 k の最小値で定義される.
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縺れた部分空間

m,n を 4以上の整数とし H = Cm ⊗Cnを考える. S を H の部分空間と
する.

SR≥ 2

任意の純粋状態 |ψ⟩ ∈ S に対して SR(|ψ⟩) ≥ 2となるような部分空間 S
の最大次元は (m− 1)(n− 1) である (Parthasarathy, Wallach).

SR≥ k

任意の純粋状態 |ψ⟩ ∈ S に対して SR(|ψ⟩) ≥ kとなるような部分空間 S
の最大次元は (m− k + 1)(n− k + 1) 以下である
(Cubbit-Montanaro-Winter).

ここでは k = 2, 3, 4のときに SR(|ψ⟩) ≥ kとなる (m− k+ 1)(n− k+ 1)
次元の部分空間でこの部分空間を生成する基底に規則性を持つものを構
成する.
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構成法

Cmの正規直交基底を |e1⟩, |e2⟩, . . . , |em⟩
Cnの正規直交基底を |f1⟩, |f2⟩, . . . , |fn⟩ と表す.
a は正の実数で a+ 1

a > 4 とする.

S = span{g(2)i,j : 2 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n− 1}

g
(2)
i,j = |ei⟩ ⊗ |fj⟩+ a|ei−1⟩ ⊗ |fj+1⟩

|ψ⟩ ∈ S ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 2

SR(g
(2)
i,j ) = 2, dimS = (m− 1)(n− 1).
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T = span{g(3)i,j : 3 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n− 2}

g
(3)
i,j = g

(2)
i,j +

1

a
g
(2)
i−1,j+1

= |ei⟩ ⊗ |fj⟩+ (a+
1

a
)|ei−1⟩ ⊗ |fj+1⟩+ |ei−2⟩ ⊗ |fj+2⟩

|ψ⟩ ∈ T ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 3

SR(g
(3)
i,j ) = 3, dimS = (m− 2)(n− 2).
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U = span{g(4)i,j : 4 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n− 3}

g
(4)
i,j = g

(3)
i,j + g

(3)
i−1,j+1

= |ei⟩ ⊗ |fj⟩+ (a+ 1 +
1

a
)|ei−1⟩ ⊗ |fj+1⟩

+(a+ 1 +
1

a
)|ei−2⟩ ⊗ |fj+2⟩+ |ei−3⟩ ⊗ |fj+3⟩

|ψ⟩ ∈ U ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 4

SR(g
(4)
i,j ) = 4, dimS = (m− 3)(n− 3).
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上の構成で,

|ψ⟩ ∈ S ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 2

|ψ⟩ ∈ T ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 3

|ψ⟩ ∈ U ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 4

以外は容易である.

|ψ⟩ =
∑

i,j αi,j |ei⟩ ⊗ |fj⟩ ∈ H に対して (αi,j) ∈ Mm,n(C)を考える. この
とき

SR(|ψ⟩) = rank(αi,j)

であることはよく知られている. これにより Shmidt ランクの計算を行列
のランクに帰着できる.
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|ψ⟩ ∈ U ⇒ SR(|ψ⟩) ≥ 4

これを示すために (n+ 3)× n 行列

1 0
−a 1

a −a . . .

−1 a
. . . 1

−1
. . . −a 1
. . . a −a

−1 a
0 −1


に対して |a| ≥ 5 のとき
(1) 上の行列から, どの 3つの行を削除しても可逆である
(2) 上の行列の列ベクトルの線型結合で 0ベクトルでないものは少なく
とも 4つ以上の 0でない成分を持つ

ことを示す.
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終わりに

タイトルとサブタイトルの関係については概略を述べましたが前頁から
結論への議論は残っています.

aの値については, 同様の結果が得られる場合や, 得られない場合なども
考察しています.

詳細については, 論文をご覧いただけると幸いです.
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