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Abstract. This is a joint work with Yasuo Watatani.
Let p(z, w) be a two variable polynomial. We consider the algebraic equation

p(z, w) = 0 on the Riemannian sphere. We call the solution of the equation
algebraic correspondence. We can construct Hilbert C∗-bimodule from p, and
Cuntz-Pimsner C∗-algebra from it. Let J be a p -invariant closed subset of Ĉ.
Restricting to J , we can construct Hilbert C∗-bimodule and Cuntz-Pimser C∗-
algebra.

Under the assumption that p is expansive on J and free on J for a p-invariant
closed subset J , we prove that the corresponding Cuntz-Pimsner C∗-algebra is
simple and purely infinite. Moreover we present some examples satisfying the
above assumptions.

1. Introduction

本研究は綿谷安男氏との共同研究である.
p(z, w)を２変数の多項式として,リーマン球面 Ĉ上の代数方程式 p(z, w) = 0を考

える. この方程式で決まる Ĉ× Ĉ の部分集合を algebraic correspondence という. p
に適切な条件を付した上で, p から Hilbert C∗-bimodule を構成し, これより Cuntz-
Pimsner 環を構成することができる. p 不変な閉集合 J に対して p を J に制限して
Hilbert C∗bimodule, Cuntz-Pimsner 環を考えることもできる. 従来調べてきたリー
マン球面上の有理関数 R(z) = P (z)/Q(z) のグラフは, p(z, w) = Q(z)w − P (z) と
することによって, algebraic correspondence の特別の例と考えることができる.

p-不変集合 J に対して p が expansive on J かつ free on J とする. そのとき p を
J に制限して構成した Cuntz-Pimsner 環が simple かつ purely infinite になること
を示す. 有理関数のときには J としてジュリア集合を取れば上の 2つの条件は自動
的に満たされているが, 一般の algebraic correspondence の場合にはそうではなく,
検証する必要がある.
最初に algebraic correspondence の基本的な性質とヒルベルト C∗-bimodule の

構成について説明する. 次に, expansive と free の条件のもとで, ヒルベルト C∗-
bimodule から構成した Cuntz-Pimsner 環が simple かつ purely infinite になること
を証明する. 最後にいくつかの example について報告する.

2. Construction of C∗-algebras

p(z, w) を２変数の多項式とする. p(z, w) = 0 を複素変数の代数方程式と考える.

さらにこれは, １次元射影平面上の代数方程式に拡張できる. リーマン球面 Ĉ は１
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次元射影平面と同一視できるので, Ĉ 上の代数方程式とみなすことができ, 以下その
ように考える.

p(z, w) を z, w の多項式として既約分解する. すなわち,

p(z, w) = g1(z, w)n1 · · · gp(z, w)np

であって, 各 gi(z, w) は z, w について既約であるとする.

仮定 p(z, w) = 0 は被約 (reduced)すなわち, 全ての i について, ni = 1 とする. さ
らに, 各 gi(z, w) は z だけ, また w だけの関数ではないとする.

p(z, w) を z の多項式と見たときの次数を m とする.

Lemma 2.1. w ∈ Ĉ を固定する. そのとき p(z, w) = 0 は z ∈ Ĉ の方程式とみて,
重複度を込めてちょうど m 個の解をもつ. さらに, それらの解は, w に連続的に依
存する.

e(z0, w) で, p(z, w) = 0 を w を定数と思って z の方程式とみなしたときの解
z = z0 の分岐指数を表す. Cp = {(z, w) ∈ Ĉ× Ĉ | p(z, w) = 0} とおく.

Lemma 2.2. Cp は Ĉ× Ĉ のコンパクト部分集合で ある.

Definition 2.3. Cp を p によって決まる algebraic correspondence とよぶ.

A = C(Ĉ), X = C(Cp)とおく. Aは可換 C∗環である. wを固定すると p(z, w) = 0
となる z が有限個であるので, f , g ∈ X, a, ∈ A に対して, 次のように, C の関数
a · f · b と Ĉ の関数 (f |g)A(w) を定義することができる.

(a · f · b)(z, w) = a(z)f(z, w)b(w)

(f |g)A(w) =
∑

{ z |(z,w)∈Cp }
e(z, w)f(z, w)g(z, w)

(a · f · b)(z, w) は, X の元である. 一方, Lemma 2.1 により次がなりたつ.

Lemma 2.4. 任意の f , g ∈ X に対して, 写像 w → (f |g)A(w) は連続であり, (f |g)A

は A の元になる.

Proposition 2.5. A の右作用と X 上の A-値内積によって X は Hilbert A-module
になる.

L(XA) で, X 上の線形写像全体で, A 内積に関して adjoint を持つものを表す. A
から L(XA) への写像 φ を a, f ∈ X に対して φ(a)f = a · f で定義する.

Proposition 2.6. (X,φ) は, Hilbert C∗-bimodule (または C∗-correspondence) で
ある.

この Hilbert C∗-bimodule に対して, Pimsner construction によって C∗-環を定義
する.

Definition 2.7. (X,φ) から作られる Pimsner 環を Op(Ĉ) とかく.

2



Definition 2.8. Ĉ の部分集合 J が p-不変であるとは, z ∈ J に対して p(z, w) = 0
なら w ∈ J となり, また w ∈ J に対して p(w, z) = 0 でも z ∈ J となることである.

p-不変な閉集合が J に対して, Cp(J) = { (z, w) ∈ J×J | p(z, w) = 0 }, AJ = C(J),
XJ = C(CJ) が同様に定義でき, (XJ , φ) は Hilbert C∗-bimodule になる.

Definition 2.9. (XJ , φ) に対して作られる Pimsner 環を Op(J) と書く.

ここで, 有理関数における分岐点にあたるものを定義する.

B(p) = { z ∈ Ĉ | e(z, w) ≥ 2 for some w p(z, w) = 0 }
Lemma 2.10. B(p) は, 有限集合である.

L(XA)の部分集合で, 有限階作用素のノルム極限で表されるもの全体をK(XA)と
する. IX = φ−1(φ(A) ∩ K(XA)) とおく.

Proposition 2.11. p が仮定を満たすとき,
IX = { f ∈ C(Ĉ) | f |B(p) } = 0 となる. XJ に対しても, 同様に記述される.

X⊗2
A = X ⊗A X, · · · , X⊗n

A = X⊗n−1 ⊗A X と書く.
J を不変集合として次を定義する.

Pn = { (z1, z2, . . . , zn+1) ∈ Jn+1 | p(zi, zi+1) = 0, i = 1, . . . , n }
P ′n = {(z, w) ∈ J × J | ∃z2, . . . , zn such that (z, z2, z3, . . . , zn, w) ∈ Pn}

Lemma 2.12. Pn, P ′m は, J × · · · × J , J × J のコンパクト部分集合である.

ϕ を f1, · · · , fn ∈ X に対して,

ϕ(f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn)(z1, z2, . . . , zn) = f1(z1, z2)f2(z2, z3) · · · fn(zn, zn+1)

と定める.

Proposition 2.13. C(Pn) は自然に Hilbert A-A-bimodule であり, ϕ はX⊗n から
C(Pn) への Hilbert A-A-bimodule としての同型である.

この Proposition は X⊗n の関数としての記述を与え, 後の証明において重要で
ある.

3. simplicity and pure infiniteness

n を自然数とし, p-不変集合 J の部分集合 U に対して, J の部分集合 U (n) を,

U (n) = {w ∈ J | (z1, z2, . . . , zn, w) ∈ Pn for some z1 ∈ U, z2 . . . zn ∈ J }
と定義する.

N を自然数とするとき, the set of N -generalized periodic points GP(N) を,

GP(N) ={w ∈ J | ∃m, n 0 ≤ m 6= n ≤ N,∃(z, z2, z3, . . . , zn, w) ∈ Pn,

∃(z, u2, u3, . . . , um, w) ∈ Pm }
と定義する.
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Definition 3.1. p が J-expansive on J であるとは, J の任意の空でない開集合 U
に対して自然数 n が存在して U (n) = J となることである.

p が有理関数 R(z) によってあたえられている場合, J を R のジュリア集合にと
れば, p は J 拡大的である. (Beardon [1])

Definition 3.2. p が free on J であるとは, 任意の自然数 N に対して, GP(N) が
有限集合になることである.

Lemma 3.3. p は J-拡大的とする. 任意の a ∈ A+
J , a 6= 0, 任意の ε > 0 に対して,

n ∈ N と f ∈ X⊗n で (f |f)A = 1 で,

‖a‖ − ε ≤ f ∗af ≤ ‖a‖
となるようなものが取れる.

この Lemma を用いて次の Lemma を示すことができる.

Lemma 3.4. (Kajiwara-Watatani [8])任意の a ∈ A+
J , a 6= 0 と任意の ε で 0 < ε <

‖a‖ をみたすものに対して, n ∈ N と u ∈ X⊗n で

‖u‖2 ≤ (‖a‖ − ε)−1/2, u∗au = I

となるものが取れる.

これは, p が expansive on J であることの帰結である.
x ∈ X に対して, 対応する Toepliz 環の元を Tx, Cuntz-Pimsner 環の元を Sx と

かく.

Lemma 3.5. i, j は 0 以上の整数で i 6= j とする. x ∈ X⊗i, y ∈ X⊗j とする. も
し, a ∈ C(J) が (z1, z2, . . . , zi, w) ∈ Pi, (u1, u2, . . . , uj, w) ∈ Pj と なるような全て
の z1, u1 に対して a(z1)a(u1) = 0 となるならば, aTxT

∗
y a∗ = 0 となる.

この Lemma は Toepliz 環に対するものであるが, quotient をとることにより
Cuntz-Pimsner 環でも成立する.

Lemma 3.6. p が free on J であるとする. 自然数 r を固定する. J の任意の開集
合 U に対して, U の空でない開部分集合 V で, 次をみたすものがとれる.

(1) J の互いに素な mr 個の開集合 Wi で, 各 w ∈ V に対して, (z, w) ∈ P ′n と
なるような z ∈ Wi がただひとつ存在し, w から各 zi への対応が, V から
Wi への局所同相写像Φi となるものがとれる.

(2) b(w) を V 内にサポートを持つ関数とする. 連続関数 a(z) を

a(z) =

{
b(Φ−1

i (z)) z ∈ Wi

0 otherwize

と定義することができる. そのとき任意の x ∈ X⊗i, y ∈ X⊗j, 0 ≤ i, j ≤ r,
i 6= j に対して, aSxS

∗
ya
∗ = 0 が成り立つ.

こちらは, p が free on J であることの帰結である.
これらをあわせて, 次の Proposition が成り立つ.
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Proposition 3.7. p は expansive on J free on J とする. 任意の r ∈ N, 任意の
T ∈ L(X⊗r), 任意の ε > 0 に対して, a ∈ A+

J , ‖a‖ = 1 で,

‖φ(a)T‖2 ≥ ‖T‖2 − ε,

aSxS
∗
ya = 0 ∀x ∈ X⊗i,∀y ∈ X⊗j, 0 ≤ i, j ≤ r, i 6= j

となるものが取れる.

この Proposition の前半の部分は, X⊗n と C(Pn) の同型により, 関数を使った議
論によって示すことができる.
L(X⊗r) の部分環 A⊗ Ir +K(X)⊗ Ir−1 + · · ·+K(X⊗r) から Op(J)T への *-凖同

型が well-defined であり, しかも等距離となる ([5]). 従って, b0 ∈ Op(J)T が代数的
な元であるとき, 任意の ε > 0 に対して ‖Pb0P‖ ≥ ‖b0‖ − ε となるような P ∈ A+

J ,
‖P‖ = 1 で２番めの条件も同時にみたすものが取れる.
以上の準備のもとで, あとは Kajiwara-Watatani ([8])の証明と全く同様に, Op(J)

が simple かつ purely inifinite であることが証明できる.

Theorem 3.8. J は p 不変閉集合, p は expansive on J かつ free on J となるとき,
Op(J) は simple かつ purely infinite である.

4. examples

p(z, w) = wm − zn = 0 に対して, T = {z ∈ C | |z| = 1} は両側 p-不変である.

Lemma 4.1. p(z, w) = wm−zn = 0 を考える. m 6= n のとき, J = Ĉ または J = T
のとき p は free on J である. J = T とするとき, n が m の約数の場合をのぞい
て, p は J-拡大的である.

p(z, w) = wm − zn = 0 を J = T に制限する. m, n が互いに素のときには, Cp は
連結となり, Katsura([7]) の例と同じである. m, n が互いに素でないときには, 複数
の連結成分が現れ, Katsura([7]) の例とは別のものになる.

Lemma 4.2. Ri(z) = Pi(z)/Qi(z) i = 1, . . . , n を有理関数とする. p(z, w) =
(Q1(z)w − P1(z)) · · · (Qn(z)w − Rn(z)) = 0 とする. もし各 Ri の次数が全て 2
以上で互いに素であれば, p は全ての i に対して Ri 不変な完全閉集合 J に対して
free on J である.

次は, ふたつの有理関数に対して共通のジュリア集合が存在する場合である.

Example 4.3. m, n を互いに素な自然数とし, p(z, w) = (w− zm)(w− zn) = 0 とす
る. J = T とする. そのとき, p は free on J かつ J-拡大的となり, Op(T) は simple
かつ purely infinte である.

この場合, 分岐点のない correspondence の積から新たに分岐点 (1, 1) が出現する.
二つの有理関数から correspondece を構成する場合, Julia 集合は必ずしも共通で

なくても free かつ expansive になる場合がある.
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Example 4.4. R1(z) = (z2+1)2
4z(z2−1)

(Latte の有理関数)であり, R2(z) = P2(z)/Q2(z)

は有理関数とする. p(z, w) = ((4z(z2− 1))w − (z2 + 1)2)(Q2(z)w − P2(z)) とする.

J = Ĉ として, p は expansive on J である. もし R2 の次数が奇数なら, p は free on
Ĉ ともなるので, Op(Ĉ) は simple かつ purely infinite である.

一般に free 条件を判定することは大変だが, 冪関数の積を T に制限した場合につ
いては判定可能である. 次は１つの十分条件である.

Example 4.5. i1, · · · , in, j1, · · · , jn は自然数とし, ik と jk はともに 1 ではなく,
また 1 でないものは全て互いに素であるとする. そのとき, J = T として,

p(z, w) = (zi1 − wj1)(zi2 − wj2) · · · (zin − wjn) = 0

は free on J である.

free でないものは容易に出現する.

Example 4.6. m を 2 以上の自然数として, p(z, w) = (w− zm)(wm− z) は, free on
T でない.

この他, 具体例の K-群についても報告する.
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