
外微分形式系と特性多様体

2011年 1月 21日 (土)

水谷 忠良

1



目 次

1 はじめに 3

2 外微分形式系と積分多様体 (用語と記号) 6

3 PDEに付随する EDS（積分要素の記述) 10

4 Characteristic Varietyの Integrabilityとは 17

5 EDS の Characteristic Variety 20

6 包合性 (Involutivity) 26

7 Characteristic Variety の integrability の証明の筋道 33

2



1 はじめに

外微分形式系 (EDS)の主な研究の目的は，積分多様体を求めること，およびそ
の性質を研究し，微分方程式などへの関連する応用を探ることである。
「EDS が involutive のとき，付随する特性多様体も eikonal equation として，
involutiveである」というのが特性多様体の integrabilityと呼ばれる定理である。
この定理をひとつの動機付けとして，外微分形式系における特性多様体の記述に
ついて，初学者の立場から説明したい。
この定理の証明を EDSの言葉で述べることが懸案の一つである。
使う用語や notationなどは主に，次の文献 BCG3 による。
R. Bryant, S. S. Chern, R. B. Gardner, H. Goldschmidt, and P. Griffiths, Exterior

differential systems, Springer-Verlarg, New York (1986).
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Symbol

線形微分作用素 (linear diff. operator)

Pu =
∑
|α|≤d

Cα
∂|α|u

∂xα

に対し principal symbol σP (ξ) は次で定義される行列である。

σP (ξ) =
∑
|α|=d

Cαξ
α =

∑
|α|=d

Cαξ
α1
1 · · · ξαn

n , where

u =(ua) : Rn → Rs, C∞map

Cα =(Cλ
αa) : Rs → Rr, linear map(r × s matrix)

ξ =ξ1dx
1 + · · ·+ ξndx

n ∈ T∗Rn

α =(α1, . . . , αn), 0 ≤ αi ≤ d

i =1, . . . , n, a = 1, . . . , s, λ = 1, . . . , r.
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さらに，一般に d次の PDE(系) に対しては

F λ(xi, ua, paα) = 0, |α| ≤ d, λ = 1, . . . , r ( r PDE’s)∑
|α|=d

∂F λ

∂paα
ξα

 r × s matrix

is the symbol matrix. Characteristic variety Ξ is

Ξ = {ξ| kerσ(ξ) ̸= {0}}.

Charac variety は， T∗
xRnの homogeneous polynomials の zero 点からなる。

(注) vector bundle version: M 上の bundle E,E ′ の場合，LDO は morphism

Φ : Jd(E) → E ′があって，P = Φ ◦ jd : Γ(E) → Jd(E)
Φ→ E ′ により定義する。

Sd(T∗M)⊗E → Jd(E)
Φ→ E ′ を使って， σP (ξ) ∈ Hom(E,E ′) が symbol と定義

される。(Rn上の trivial bunndle E = Rn × Rs, E ′ = Rn × Rsの場合が上)。
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2 外微分形式系と積分多様体 (用語と記号)

M : m次元C∞ -manifold or open set in Rm.

定義 1 (外微分形式系，Exterior Differential System) とは
An ideal in Ω∗(M)，which is closed under d,（=EDS) , denoted by：I.

定義 2 (パフ系，Pfaff System) とは
An EDS generated by 1-forms.

Notaion : I = {θ1, . . . , θs}diff = {θ1, . . . , θs, dθ1, . . . , dθs}alg.

定義 3 (積分要素，Integral Element) k-dim integral element is

k-dim subspace E ⊂ TxM s.t. I vanishes on E.

定義 4 (積分多様体, Integral Manifold) Integral manifold of Iとは
N： submanifold of M s.t. I vanishes on N .
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(1) θa が多様体N 上で消えれば dθa も消える.

(2) 積分多様体の接空間は積分要素。ベクトル場の解曲線は (一次元の)積分多様
体の例。
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ここで専ら取り扱う EDSは次のもの

定義 5 (線形パフ系 (Linear Pfaff System)) I = {θa}diff とする。
{θa, ωi, πε, a = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , t} をM の余枠。
Ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωn ̸= 0 を満たす integral manifold を求める問題設定をする。
構造方程式が次のように πε ∧ πλの項を持たないとき，すなわち

dθa ≡ Aa
εiπ

ε ∧ ωi +
1

2
caijω

i ∧ ωj, (caij + caji = 0) mod {θa}

と表されるとき，I を線形パフ系（LPS）と呼ぶ。

記号 : I = span{θ1, . . . , θs}, J = span{θ1, . . . , θs, ω1, . . . , ωn},
T∗M = span{θ1, . . . , θs, ω1, . . . , ωn, π1 . . . , πt}.

(1) PDE はすべて，ある空間の LPSとして記述される。

(2) EDS はすべて，その延長 (prolongation)が LPSとなる。
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(3) 「構造方程式」に現れる行列の族 Aε = (Aa
εi)の張る線形空間 Aは tableau(タ

ブロ，描板)と呼ばれる。 s× n行列の空間で，Hom((J/I)∗, I∗)の部分空間。

(4) タブロ Aの零化空間 B = span{Bλ}（n × s行列の空間）はシンボル空間と
呼ばれる。ペアリングは，行列の積をとってトレースをとる。
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3 PDEに付随するEDS（積分要素の記述)

n変数， s個の未知関数に関する１階偏微分方程式系は

F λ

(
xi, za,

∂za

∂xi

)
= 0, λ = 1, . . . , r. (1)

ジェット空間の座標 (xi, za, pai ) ∈ J1(Rn,Rs) で書く。

M : F λ(xi, za, pai ) = 0, λ = 1, . . . , r. (2)

定義式 (2) が，J1(Rn,Rs) の部分多様体 M （余次元 r）を記述するとする。
J1(Rn,Rs) の接触形式を M に制限して，外微分形式系 (EDS) I = {θa}diff を得
る。接触形式とその外微分は次のとおり。θa = dza − pai dx

i,

dθa = −dpai ∧ dxi.
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PDE(1)の (局所的な)解は，EDS I = {θa}diff の n次元の積分多様体で，独立性
の条件

dx1 ∧ · · · ∧ dxn ̸= 0

を満たすものである。実際，このとき積分多様体が (x1, . . . , xn)のグラフに表さ
れ，θa = dza(x)− pai dx

i = 0の条件より pai (x) が zaxi に一致する。
M における LPSとしてのデータは次のとおり。

I = {θa = θaM}, J = {θa, ωi = dxi
M}, T∗M = {θa, ωi, dpai }.

ただし， dpai の間には， dF λ = 0による 次の一次関係がある。
(T∗M/J でwell defined. )

0 = dF λ =F λ
xidxi + F λ

zadz
a + F λ

pai
dpai

=(F λ
xi + F λ

zap
a
i )dx

i + F λ
pai
dpai + F λ

zaθ
a. (3)
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積分要素の記述

M 上の LPS I の n次元の積分要素 E を paijを未定係数として

Xj =
∂

∂xj
+ paj

∂

∂za
+ paij

∂

∂pai
, j = 1, . . . , n

によって張られるものとする。一次微分形式を用いて ，E が接空間の中で

θa = dza − pajdx
j = 0, dpai − paijdx

j = 0， (i = 1, . . . , n, a = 1, . . . , s) (4)

により，定義されるものとすると言ってもよい。積分要素上では
0 = dθa = −paijdx

j ∧ dxi が成り立つから， paij = paji となる。
また，(3) の式に関係式 dpai = paijdx

jを代入して ，paijが満たすべき式

(F λ
xi + F λ

zap
a
i + F λ

paj
paij)dx

i + F λ
zaθ

a = 0

が得られる。
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M 上での dxiの独立性から F λ
xi + F λ

zap
a
i + F λ

paj
paij = 0 が成り立つことが必要で

ある。したがって，積分要素は

paij = paji かつ F λ
xi + F λ

zap
a
i + F λ

paj
paij = 0, (5)

i, j = 1, . . . , n, a = 1, . . . , s.

を満たす paij によって記述される。

• (5)は非斉次な一次方程式で，解の存在は自明ではない。存在すれば，斉次方
程式の分だけの解が存在し，それだけ積分要素が存在する。
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Integrability(積分要素の存在)

定義 6 外微分形式系 I が，各点で積分要素を持つ時，積分条件 (integrability

condition)を満たすという。

一般の LPS において n次元の積分要素は θaに加えて

dθa ≡ Aa
εiπ

ε ∧ ωi +
1

2
cijω

i ∧ ωj, (caij + caji = 0)

を消さなければならない。すなわち，余枠の元 πε を πε + qεjω
j をうまくとって，

ωi ∧ ωj の項が消えること，すなわち， qεi についての非斉次一次方程式
Aa

εiq
ε
j −Aa

εjq
ε
i + caij = 0 が解をもつことが必要で，また十分でもある。このとき，

πa
i = Aa

εi(π
ε − qεjω

j) とおくと構造方程式は次のようになる。

θa = 0, dθa ≡ πa
i ∧ ωi mod {θa}, Bλi

a πa
i ≡ 0 mod {θa},

ω1 ∧ · · · ∧ ωn ̸= 0.
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積分要素を定義する式はは θa = 0，πa
i = 0 である。

PDEの例でも，実際，πa
i = dpai − paijdx

j とおくと

dθa = −(πa
i + paijdx

j) ∧ ωi = −πa
i ∧ ωi

であり，積分要素は，構造方程式を dθa = −πa
i ∧ ωiと書いて

θa = 0, πa
i = 0， F λ = 0 ただし F λ

pai
πa
i ≡ 0 mod {θa} (6)

によって記述される。
（逆は， dθaを 2通りに書き，(πa

i − dpai )ω
i = 0から，Cartan lemma を用いて

πa
i − dpai = baijω

j, (baij = baji)と書いて，(4)を得る。）

この πa
i は s × n行列空間の部分空間，描板(タブロ，tableau) A を生成し，

(Bλi
a ) = (F λ

pai
) はそれを零化する双対空間の行列でシンボル空間を生成する。
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一般の LPSにおいても πa
i は J/I ⊗ I∗に値を持つ一次微分形式で，{θa, ωi, πε}

をMの余枠とすれば，πa
i = Aa

εiπ
ε と書けて，πa

i は行列の集合 {Aa
εi, ε = 1, . . . , t}

の張る M(s, n) の線形部分空間 (πa
i (J

⊥))を定義し，LPS の tableauとなる。そ
れを零化するものがシンボル (空間）である。
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4 Characteristic Varietyの Integrabilityとは

特性多様体の積分可能性の定理は次である。N は積分多様体， ΞN は I の
characteristic variety である。

定理 1 (O.Gabber) If I is involutive near N , and both I and N are real analytic,

then Ξ̃N is a coisotropic submanifold of T ∗N and fiber bundle over N .

N : integral manifold, Ξ̃N is the inverse image of ΞN ⊂ PT ∗N .

（歴史的には，GQS(1970)，SKK(1973)，Gabber(1981), Malgrange(1977，2000)
の論文による） BCG3 では，外微分形式系に対する証明が望まれることが記さ
れている。
ここで，coisotropy と integrability の関係（同値性）について述べたい。
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Coisotropyと Integrability

M(= PT∗N)を contact manifold， θ：contact form， D = ker θ.

dθ : TM → T∗M は D → Im(D)（同型）. T∗M = Im(D)⊕ ⟨θ⟩.

π : T∗M → TM を kerπ = ⟨θ⟩, πIm(D) = (dθ)−1
Im(D) と定義。(2-vector field).

f, g ∈ C∞(M)に対して， {f, g} := π(df, df) は Lagrange bracketと呼ばれる。

定義 7 Σ: submanifold in M が coisotropic ⇔ fΣ = 0, gΣ = 0なる f, g ∈ C∞(M)

に対して {f, g}Σ = 0 である。

(ベクトル空間としての歪直交は：W⊥dθ = {X ∈ D|dθ(W∩D,X) = 0}）
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Σ ⊂ PT∗N には EDS I = {θΣ}diff が定義される。次が成り立つ。

定理 2 (1) ΣF 1 = 0, . . . , F r = 0, (r ≤ n) によって定まるPT∗N の部分多様体で，
行列 (F λ

pi
) の階数が rとする。このとき

Σ 上の I = {θ, dθ}algが積分条件を満たす⇔ Σが coisotropic.

(2) π(dF λ) は， IのCauchy characteristic を生成する。
(3) ditribution C ⊂ TN に対応するΣC ∈ PT∗N について

Cが完全積分可能 ⇔ ΣC が coisotropic.

• PT∗N の subbundle Σ は， N 上の関数 f に関しての微分方程式を与える。

(eikonal equation). [df ] ∈ Σ, F λ

(
xi,

∂f

∂xi

)
= 0の形. 例：Σが，fiber 座標で，

ξ20 − ξ21 − ξ22 = 0なら PDE は
(

∂f

∂x0

)2

−
(

∂f

∂x1

)2

−
(

∂f

∂x2

)2

= 0.

•積分多様体は， 初期条件を設定して，独立な Cauchy characteristics ベクトル
場 π(F λ), λ = 1, . . . , rを利用して作ることができる。
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5 EDS の Characteristic Variety

(I = (θa, ωi, πa
i ),Ω) ， LPS on M with indep, condition， E：x ∈ M 積分

要素，
ξ = ξjdx

j = ωi ∈ J/I ∼= E∗ は E の余次元 1 の線形部分空間 E ′ を定義。
E ′の極空間 (polar space)は 次。

H(E ′) = {v ∈ TxM |φ(v, E ′) = 0， φ ∈ I(n)}.

H(E ′)にかかわる φ ∈ I(n)は，次の二種類の微分形式からなる。

θa ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωn と dθa ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ω̂j ∧ · · · ∧ ωn

E ′の n− 1個の基底を代入すると，極空間の記述式が得られる：

(I) θa = 0, ξjπ
a
i − ξiπ

a
j = 0, a = 1, . . . , s, i, j = 1, . . . , n.
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一方， E の式は,もちろん

(II) θa = 0, πa
i = 0, a = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n.

定義 8 この両者に差があるとき， すなわち， E ′から n次元積分要素への拡張
が一意的でないとき，[ξ] を E∗ ≈ J/Iにおける特性方向であるという。

(II)と（I)に 差があるかどうかは，関係式Bλi
a πa

i = 0, (λ = 1, . . . , r) と（I)と
あわせて πa

i = 0が導かれるかどうかである。
（I)の関係式 ξjπ

a
i − ξiπ

a
j = 0 をBλi

a πa
i = 0に代入すると

Bλi
a ξiπ

a
j = 0

が得られる。これから，方程式 πa
j = 0 が得られるかどうかは r × s行列 (Bλi

a ξi)

のランクによる。
特性方向の集合は, Bλi

a ξiを (λ, a)成分とする行列の s 次小行列式が全て消える点
の集合で， P ∗(J/I) の中の代数多様体。
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定義 9 線形 LPSの各積分要素で特性方向の集合からなる代数多様体が定まる。
この代数多様体をファイバーとする積分要素の集合上のバンドルを
特性多様体 (characteristic variety)と呼ぶ。（積分多様体があれば，その上にも）。

計算例

具体的な計算では，シンボル写像を考える。
手軽な例： a, b, c, d をパラメーターとする。

A =

a b c

b c d

c d e


をタブロとするとき，(waξi)をタブロの (a, i)成分に対応させて，関係式を書き
下す。
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w2ξ1 = w1ξ2, w3ξ1 = w2ξ2 = w1ξ3, w2ξ3 = w3ξ2

なる 4個の関係式を得る。これは (waξi)が tabeauに入る条件式である。

これから，

w1

w2

w3

をうつす 4×3行列として上の関係式を書いて


−ξ2 ξ1 0

−ξ3 ξ2 0

0 ξ2 −ξ1

0 −ξ3 ξ2


を得る。これは，シンボル写像 σξ : W → Hom(V,W )/Aを行列で書いたもので
ある。これより，単射でない ξの集合を求めると，characteristic varietyが求ま
る。
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高次のTableauの場合

二階の PDEにおける linear Pfaff system は次のように記述されている。

θa =0, θai = 0, (θa = dza − pai dx
i, θai = dpai − paijdx

j)

dθa ≡0 mod {θa, θai }, dθai ≡ πa
ij ∧ ωj, mod {θa, θai },

Ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωn ̸= 0

symbol relation は

(1)πa
ij = πa

ji mod {θa, θai , ωi}, (2)Bλij
a πa

ij ≡ 0, mod {θa, θai , ωi}

ただし， Bλij
a = Bλji

a である。この時，同様の議論で symbol matrix が

(Bλij
a ξiξj)

であたえられることが示される。
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例 二階単独二変数 PDE

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0で与えられるPDEにおいては，dF ≡ 0 mod J，Frdr+

Fsds+ Ftdt ≡ 0 mod J が symbol relation に他ならない。B
1(11)
1 = Fp111

= Fr な
どであり，この係数に ξ1ξ1がついて，Frξ

1ξ1 +Fsξ
1ξ2 +Ftξ

2ξ2 が symbol matrix

になる。
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6 包合性 (Involutivity)

EDS の理論において，積分多様体の構成を保証する基本定理はフロベニウスの
定理と analytic category におけるCartan-Kähler の定理である。前者はよく知ら
れている。

定義 10 Involutivity

M 上の EDS (I,Ω) が involutive とは， ∀x ∈ M において，ordinary な integral

element が存在することである。

定義 11 ordinary integral element integral element E が ordinary integral

element であるとは，各 Ei がKähler regular であるような integral flag

E0 = {0} ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ En = E, dimEi = i

が取れることである。(「Kähler regular」とは，積分要素が Gn(I)の点として，
smooth なmanifold point であり，polar equation の rank が locally constant .)
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定理 3 (Cartan-Kähler) (I,Ω) が analyticな EDSで，involutive であるとす
れば， x ∈ M を通る (localな）integral manifold が存在する。

ordinary な Eのための条件として，Cartan test が有名で有効である。

定理 4 (Cartan test) integral element E の integral flag で各 Ei がKähler reg-

ular であるような

E0 = {0} ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ En = E dimEi = i

が取れるための条件は，ck = codimH(Ek) (polar spaceの TM での余次元）とす
るとき

codim(Gn(I) ⊂ Gn(TM)) = c0 + c1 + · · ·+ cn−1

が成立することである。

注. polar space : H(Ek) = {v ∈ TxM |φ(v, Ek) = 0, φ ∈ I(k+1)}.
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注. sk = ck − ck−1, s0 = c0, sn = cn − cn−1, cn = dimM − n = s などと置く。

注. 一般に E ⊂ H(Ek+1) ⊂ H(Ek) .
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タブロの包合性 (involutivity)

LPS の包合性はタブロで判定される。すなわち

定理 5 (LPS の involutivity) LPS (I,Ω) が x ∈ M で包合的であるためには
(1) x の近傍で，トーションが消えて (積分可能条件が満たされて），
(2) タブロ Ax が包合的である
が必要十分である。

実は，タブロ A の involutivity は，タブロを一次関数の集合とみて一階，定係数
PDEの解空間と考えるときに，Cartan test を通過することである。

• Aのシンボル空間の基底 Bλi
a を使って，一階の PDE Bλi

a

∂ya

∂xi
= 0を作ると，

ya = Aa
εix

iが解になっている。
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ポイントは

(1) V ∗ の一般的な基底をとり，タブロ Aをその基底で行列に表し，reduced

character s1, . . . , sn を定義すること。ただし，A ⊂ W ⊗ V ∗ = Hom(V,W ).

(2）タブロ Aの延長 (prolongation) A(1) がシンボルから定義される PDEの積
分要素の空間と同一視されること。

Aを W ⊗ V ∗ = Hom(V,W )の部分空間と見るとき，一般的な基底とは， まず
V ∗
1 を V ∗ の余次元 1の部分空間とし， A1 = A ∩ (W ⊗ V ∗

1 ) ⊂ W ⊗ V ∗ の次
元が最小になるように選ぶ。 A1 の Aにおける余次元を s1 とする。このよう
な， V ∗

1 は，適当な空間の中で open dense にある。次に， V ∗
2 ⊂ V ∗

1 のペアを
A ∩ (W ⊗ V ∗

1 )の余次元 = s1 を満たし， A2 = A ∩ (W ⊗ V ∗
2 ) ⊂ W ⊗ V ∗の次

元が最小になるように余次元 2の部分空間を選ぶ。A2 の余次元を s1 + s2とす
る。 Ak = A ∩W ⊗ V ∗

k ⊂ W ⊗ V ∗ も順次同様に作る。このようにして， V ∗の
flagができる。これに適合した V ∗ の基底が上で一般的と呼んでいるものであり，
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sk = dimAk − dimAk+1 が，タブロ Aの reduced characterと呼ばれているもの
である。このとき， H(Ek) の余次元は

ck ≡ codimH(Ek) = s+ s1 + · · ·+ sk

と計算される ( s = dimW )。

タブロ Aの (第一)延長は

A(1) = (A⊗ V ∗) ∩ (W ⊗ S2(V ∗))

のことで，考えているPDEの 2次関数による解空間である。これが，一階のPDE

Bλi
a

∂ya

∂xi
= 0 の積分要素の空間と見なされるということである。このことは θa =

dya − pai dx
i = 0と dpai − paijdx

j = 0を J1(V,W )の (線形)多様体Bλi
a pai = 0で記

述して得られることから導かれる。
(タブロの involutivity は，この場合のCartan test が成り立つことと同じもの)
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定義 12 (tableau の involutivity) タブロ A が involutive とは

dimA(1) = s1 + 2s2 + · · ·+ nsn

が成り立つことである。
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7 Characteristic Variety の integrability の証明の筋道

BCG3[ Bryant, Chern, Gardner, Goldschmidt, Griffiths:

Exterior differential systems,Springer-Verlarg,New York (1986).]

による (次元 0の場合の)部分的証明の sketch は以下の通り。
証明する命題は
「LPS {I,Ω} が involutiveならば，積分多様体 N の上の characteristic manifold

Ξ ⊂ PT∗N は coisotorpic である。（ここでは， Ξの fiber が 0 次元とする。）」

(1) Ξと reduced character の関係：s1, . . . , sk = l ̸= 0， sk+1 = · · · = sn = 0

のとき，dimΞ + 1 = kであり, 一般的な点 x ∈ Ξで dimkerσξ(x) = 1なら
degreeΞ = lである。

(2) タブロの reduced character は s1 = s, s2 = · · · = sn = 0となる。π1 を第一列
とすると 行列 (πa

i ) は (π1 C2π1 C3π1 . . . Cnπ1)，Caは s× s行列。

(3) これが involutive なタブロになるのは [Ca, Cb] = 0 のとき。
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(4) Caの固有空間は共通であるが，さらに，対角化可能と仮定する。また，複素
化も必要であるが...。

(5) Ξ を求める。それには，次のタブロ行列を見て， s× (n− 1) 個の関係式:

0 = waξi − λa
iw

aξ1 = (ξi − λa
i ξ1)w

a， ( i = 2, . . . , s, a = 1, . . . , s)からシンボ
ル行列 s× (n− 1)行 s列を得る。

(πa
i ) =


π1
1 λ1

2π
1
1 · · · λ1

nπ
1
1

π2
1 λ2

2π
2
1 · · · λ2

nπ
2
1

...
...

...
...

πs
1 λs

2π
s
1 · · · λs

sπ
s
1

0 0 · · · 0

 , (タブロ行列)

ξ = ξ1ω
1 + · · ·+ ξnω

n が Ξ(N) に入るのは ω̃a = ω1 + λa
2ω

2 + · · ·+ λa
nω

n の s

個であることがわかる。

(6) ω̃aは Ξ(N)の section，特に PT∗N の section i.e. N 上の 1-form である。
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(7) この場合，Ξ(N)の isotropy は N 上で，ω̃a がFrobenius integrable なことで
ある (前に述べた定理の (3)）。

(8) 関係式 dθa = πa ∧ ω̃a mod I から，dω̃a ≡ 0 mod ω̃aを示す。(あらかじ
め， I に Cauchy characteristic がないことを仮定しておけば {θa, ωi, πa

i } が
T∗

xM を張ることに注意して。）

問題：一般の LPS について，定理の証明を与えよ。

(終わり)
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