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不等式正誤表

(2020年 7月 12 日版)

★ 前半に誤りや誤植の修正のみを列挙し，後半に改良できる結果を紹介

します．

● 目次

目次のページ番号の中で，以下の 9個のページ番号が間違っていて，正

しいページ番号より１だけ小さい値になっていました．

2.1.4 ５次以上の対称・巡回不等式 32 → 33

2.3 ４次斉次不等式 56 → 57

2.4.2 ５次巡回不等式 81 → 82

2.5.3 ６次巡回不等式詳論 107 → 108

3.1.2 分母が 1次の斉次巡回有理不等式 123 → 124

3.1.3 分母が 1次の一般有理不等式 128 → 129

4.1.3 Popoviciu-Ĉırtoajeの不等式 183 → 184

4.1.4 EV-定理 186 → 187

5.2.6 命題 P12 と P23 の証明 262 → 263

● p.2, 系 1.1.2行目

誤: = na1a2 · · · an

a1 + a2 + · · ·+ an

正: = n
1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

● p.6, 定理 1.1.5の 4行目

修正前: が成り立つ．

修正後: が成り立つ．ただし，s0 = 1 とする．
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● p.6, 下から 2 行目

誤: +i!(n− i)!sixy +
(i + 1)!

2
· (n− i− 1)!y2

正: +i!(n− i)!sixy +
(i + 1)!

2
· (n− i− 1)!si+1y

2

● p.7, 3行目

誤:
(n!)2

4
D =

正:
D

(n!)2
=

● p.7, 下から 4 行目

誤: 狭義単調減

正: 狭義単調減少

● p.7, 下から 3 行目と下から 2行目

誤: よって定議され，広義単調減少 (2)で「f(a) 5 f(b)」を「f(a) = f(b)」

に変更することによって定議される．

正: よって定義され，広義単調減少は (2)で「f(a) 5 f(b)」を「f(a) = f(b)」

に変更することによって定義される．

● p.11, 定理 1.2.7

補足説明. 本書の証明では f(x) が I で C1 級 (少なくとも 1 回微分可能)

であることを用いているが，実際には，f(x)は下の広義凸であれば，連続

である必要もない．以下，f(x) の連続性を仮定しない証明を書いておく．

証明. n に関する帰納法で証明する．

(I) n = 2 の場合．a2 5 b2 5 b1 5 a1 である．a1 > a2 の場合に証明すれ

ば十分である．a1 + a2 = b1 + b2 に注意して s :=
b1 − a2

a1 − a2
=

a1 − b2

a1 − a2
= 0

とおけば，b1 = sa1 + (1− s)a2, b2 = (1− s)a1 + sa2 である．f(x)は下に
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凸だから

sf(a1) + (1− s)f(a2) = f
(
sa1 + (1− s)a2

)
= f(b1)

(1− s)f(a1) + sf(a2) = f
(
(1− s)a1 + sa2

)
= f(b2)

であり，この 2 式を辺々加えて，f(a1) + f(a2) = f(b1) + g(b2) を得る．

(II) n = 3の場合．t := bn−an = (a1+ · · ·+an−1)−(b1+ · · ·+bn−1) = 0

とおき，b1, b2,. . ., bn−2, t + bn−1 を降順に並べ変えたものを b′1,. . ., b′n−1

とおく．(a1, . . . , an−1) º (b1, . . . , bn−2, b
′
n−1) が成立することは容易に確

認できる．帰納法の仮定から，

f(a1) + · · ·+ f(an−1) = f(b′1) + · · ·+ f(b′n−1) 1©

が成り立つ．また，(an−1, an) º (t+ bn−1, bn)なので，f(an−1)+f(an) =
f(t+bn−1)+f(bn)である．これと 1©を組み合わせると，f(a1)+· · ·+f(an) =
f(b1) + · · ·+ f(bn)が得られる．

● p.11, 定理 1.2.8.の証明の 7行目

誤: pk = ql, pk = pl より，

正: pk = qk = ql = pl より，

証明を補足しておくと，以下の通りです．

α =
pkqk − plql

p2
k − p2

l

=
qk(pk − pl) + pl(qk − ql)

p2
k − p2

l

= 0

β =
pkql − plqk

p2
k − p2

l

=
pk(ql − pl) + pl(pk − qk)

p2
k − p2

l

= 0

● p.13, 1行目

誤: =
∑

σ∈Sn

(
αxpk

σ(k)x
pl

σ(l) + βxpl

σ(l)x
pk

σ(k)

)
Xσ

正: =
∑

σ∈Sn

(
αxpk

σ(k)x
pl

σ(l) + βxpk

σ(l)x
pl

σ(k)

)
Xσ

● p.13, 3行目 (このままでも間違いではありませんが)
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誤: =
∑

σ∈Sn

(
xqk

σ(k)x
ql

σ(l)

)
Xσ

正: =
∑

σ∈Sn

(
xqk

σ(k)x
ql

σ(l)

)
Xσ

● p.13, 13行目

誤: n = 3 とし，In−1
n では列 1©が存在すると仮定する．

正: n = 3 とし，In−1
d では列 1©が存在すると仮定する．

● p.13, 15行目

誤: In−1
d の元として考えれば，

正: In−1
d−p1

の元として考えれば，

● p.13, 下から 3行目

誤: pr+1 := (q1, p2 + m2, , . . . , pr + mr, pr+1 + p1 − q1, pr+2, . . . , pn)

正: pr+1 := (q1, p2 + m2, , . . . , pr + mr, pr+1 + p1 − q1 − (m1 + · · · +
mr), pr+2, . . . , pn)

● p.13, 下から 2行目

誤: `1,3 p2 `1,4

正: `1,3 p3 `1,4

● p.14, 定理 1.3.1の 7 行目

誤: である．

正: である．ただし，(a1,. . .,an) 6= (0, . . . , 0), (b1,. . .,bn) 6= (0, . . . , 0) と

する．

● p.19, 定理 1.3.6の 6 行目

誤: Ms < Mt
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正: Ms 5 Mt

● p.19, 定理 1.3.6の 13 行目

誤: Ws < Wt

正: Ws 5 Wt

● p.26, 命題 2.1.1の (2)

誤: (2) 3S4 = T3,1 = 2S2,2 = 2US1

正: (2) 2S4 = T3,1 = 2S2,2 = 2US1

● p.30, 4行目 (例題 2.1.5(1)の解答)

誤: (1) S4 + 2S2,2 − 3US1 = (S4 − US1) + (2S2,2 − 2US1).

正: (1) S2,2 − US1.

● p.30, 定理 2.1.6の 7行目

誤: m, r がともに偶数のとき (3)は

正: n, r がともに偶数のとき (3)は

● p.32, 下から 11 行目 (系 2.1.7 (2′))

誤: (2′) S4 = S3,1, S2,2 = US3

正: (2′) S4 = S3,1, S2,2 = US1

● p.35, 1行目 (例題 2.1.10(2))

誤: (a3 + b3 + c3)4 = (a4 + b4 + c4)3

正: (a3 + b3 + c3)4 = 3(a4 + b4 + c4)3

(不等式自体はウソではありませんが)

● p.35, 4行目 (例題 2.1.10(4))
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誤: = (a + b)3(b + c)3(c + a)3

正: = 27(a + b)3(b + c)3(c + a)3

(不等式自体はウソではありませんが)

● p.35, 下から 6行目 (例題 2.1.10解答 (4)の 2行目)

誤: 4(3a3 + 2b2 + c3)

正: 4(3a3 + 2b3 + c3)

● p.37, 5行目 (例題 2.1.11解答 (4)の 4行目)

誤: = (x2 + yx + z2)+

正: = (x2 + y2 + z2)+

● p.42,グラフ

グラグ中の P は Q の誤りです．以下のグラフと差し替えて下さい．

-
x =

U

S3
1

6y =
S1,1

S2
1

1
27

1
3

1
4

Q

C1

C2

D
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● p.43, 下から 5 行目 (補題 2.2.2の証明の 1行目)

誤: 前定理の 1©を書き換えると，
正: p = S1, q = S1,1, r = U として前定理の 1©を書き換えると，

● p.55, 2行目 (補定理 2.2.11の 2 行目)

誤:
(
R+Ü + (C+

3 )b
)

正:
(
R+ · U + (C+

3 )b
)

● p.57, 下から 3 行目

誤: xyz の最小値を r1 = α1β
2,

正: xyz の最小値を r1 = α1β
2
2 ,

● p.69, 下から 5 行目

誤: 2q + r + 2 = (−p + β)+

正: 2q + r + 2 = 2(−p + β)+

● p.70. 3行目. 定理 2.3.8(1)の 3行目.

誤: k2S4 − 2kT3,1 + (2k2 + 1)S2,2 − (k − 2)US1

正: k2S4 − 2kT3,1 + (2k2 + 1)S2,2 − (2k − 2)US1

● p.70. 4行目. 定理 2.3.8(1)の 4行目.

誤: −1/2 5 k < 1

正: −1/2 5 k 5 1

● p.70. 8行目. 定理 2.3.8(1)の 8行目. 以下の行を削除して下さい．

L0,0 :=
{
αg2,2 + βl0

∣∣ α, β ∈ R+

}

● p.70. 9行目. 定理 2.3.8(1)の 9行目.
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誤: L∞ :=
{
αg∞ + βl0

∣∣ α, β ∈ R+

}

正: L∞ :=
{
αg2,2 + βl0

∣∣ α, β ∈ R+

}

● p.70の下から 2行目型～ p.71の 10行目. 定理 2.3.8(1)の証明全部．

この定理 2.3.8(1)の証明は，直感に頼った不十分な点があり，厳密性に

欠けるようです．正しい証明は，実代数幾何を利用した，もっと難しい証

明で，後で体系立てて説明します．

● p.72. 下から 10 行目.

誤: 0 = f(0) < f(
√

3 ) = 6(p + q)− (p2 + pq + q2)− 15

正: 0 = ϕ(0) < ϕ(
√

3 ) = 6(p + q)− (p2 + pq + q2)− 15

● p.73. 3行目.

誤: ϕ0(x0) = 0

正: ϕ(x0) = 0

● p.75～ 76, 例題 2.3.11

まず，例題 2.3.11(3)は間違いでした．以下のように訂正して下さい．

例題 2.3.11. (3) S4 + βS2,2 = (β + 1)S3,1 を満たす β は存在しない．

なお，例題 2.3.11の解答を下記と差し替えて下さい．

解答. (1) s = 4
√

3 として，S4 +

(
4 4
√

3
3

− 1

)
US1 − 4 4

√
3

3
S3,1 = gA

0,s +

2 4
√

3− 4
√

27
3

hs = 0 である．

(2) S4 − (p + 1)S3,1 + pS1,3 = gA
0,s + qhs が成立するような (s, p, q) を

求める．両辺の S3,1, S1,3, S2,2 の係数に注目すると，連立方程式

− (p + 1) =
1− 2s2

s
+ q

p =
s2 − 2

s
+ s2q
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0 =
(s2 − 1)2

s2
− 2sq

を得る．Mathematicaを使ってこの連立方程式の数値解を求めると，q > 0

であるものは，(s, p, q) =·· (1.659046320, 1.379074434, 0.3362622802),

(0.6027559256, −2.379074434, 0.9255399651)の 2つだけである．なお，後

者は S4 + αS3,1 = (α + 1)S1,3 を与える．また，連立方程式から p, q を消

去すると s の 6 次方程式が得られる．

(3) S4 − p + 1S3,1 + pS2,2 = gA
0,s + qhs が成立するような (s, p, q) を求

める．両辺の S3,1, S1,3, S2,2 の係数に注目すると，連立方程式

− (p + 1) =
1− 2s2

s
+ q

0 =
s2 − 2

s
+ s2q

p =
(s2 − 1)2

s2
− 2sq

を得る．Mathematicaを使ってこの連立方程式の数値解を求めると，s = 0,

q > 0 であるような解は存在しないことがわかる．

(4) S4 + pS3,1 − (p + 1)S2,2 = gA
0,s + qhs が成立するような (s, p, q) を

求める．両辺の S3,1, S1,3, S2,2 の係数に注目すると，連立方程式

p =
1− 2s2

s
+ q

0 =
s2 − 2

s
+ s2q

− (p + 1) =
(s2 − 1)2

s2
− 2sq

を得る．Mathematicaを使ってこの連立方程式の数値解を求めると，q > 0

であるものは，(s, p, q) =·· (0.6774488196, 5.077909402, 4.956680770) の 1

つだけである．

(5) s =
√

5− 1
2

とおくとき，S4+2S3,1−2S1,3−S2,2 = gA
0,s+

√
5 + 1
2

hs =

0 である．

● p.77. 5行目.
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誤: (1) 例題 2.3.11(6)より，

正: (1) 例題 2.3.11(5)より，

● p.77. 6行目.

誤: (2) 例題 2.3.11(4)より，

正: (2) 例題 2.3.11(3)より，

● p.77. 8行目.

誤: (3) 例題 2.3.11(5)から

正: (3) 例題 2.3.11(4)から

● p.82, 下から 5行目. 定理 2.4.4の 3行前.

誤: これは，U2 = U1,1 より，

正: これは，S2 = S1,1 より，

● p.83, 3行目. 定理 2.4.4の証明の 1行目

誤: F (a, b, c, s) = (与式の左辺) とするとき．

正: F (a, b, c, s) = (与式の左辺) とするとき，

● p.85, 2行目. 定理 2.4.4の証明の最後から 3行目

誤: ψ6(k) := k4(1 + k2 − k3 + k5)

正: ψ6(k) := k4(2 + k2 − k3 + k5)

● p.86, 1行目. 定理 2.4.7の証明の 1 行目

誤: 与式の左辺を f̃(a, b, c, s) とし．

正: 与式の左辺を f̃(a, b, c, s) とし，

● p.87, 3行目.
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誤: A2(k, s) 5 A3(k, a) だから，

正: A2(k, s) 5 A3(k, s) だから，

● p.87, 最後から 2 行目.

誤:
9∑

i=0

bi(x)(1−m)mi + b10m
10

正:
9∑

i=0

bi(x)(1−m)mi + b10(x)m10

● p.88, 9～ 11 行目.

誤:
b8(x) := 3 + 16x + 24x2 − 6x4 − 60x5 + 224x6 − 256x7 + 89x8

b9(x) := 3 + 16x + 24x2 − 6x4 − 60x5 + 224x6 − 264x7 + 98x8

b10(x) := 3 + 16x + 24x2 − 6x4 − 60x5 + 224x6 − 264x7 + 97x8

正:
b8(x) := 3 + 16x + 24x2 + 8x7 − 8x8

b9(x) := 3 + 16x + 24x2 + x8

b10(x) := 3 + 16x + 24x2

● p.88, 下から 9行目.

c1(s) の式の前に以下の c0(s) の式が欠落していました．追加してくだ

さい．

c0(s) := 3(1 + 2s + 3s2 + 3s4 + 2s5 + s6)

● p.89, 2行目.

誤: =
7∑

i=0

di(x)(1− k)ki + d8(x)k8

正: =
7∑

i=0

di(x)(1−m)mi + d8(x)m8
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● p.89, 18行目. 定理 2.4.7の証明の Step 2の 3 行目

誤: F (1− k(1− b), b, s)

正: F (1− k(1− b), b, 1, s)

● p.90, 9行目.

誤:
1

(1− s)2
B1((1− s)x, s) =

10∑

i=0

ei(x)ki

正:
1

(1− s)2
B1((1− s)x, s) =

10∑

i=0

ei(x)si

ついでに、11～ 23行目に登場する ei(k) の変数 k も xに修正してもう

らうほうが綺麗です．数学的には k のままでもいいですが．ただし、下か

ら 4行明の「k + s 5 1 のとき B1(k, s) = 0 である.」の部分の k は xに

変更しないでください．

● p.91, 17行目. Step 2-3 の 3行目.

誤:
1

(1− s)2
B2((1− s)x, s) =

10∑

i=0

gi(x)ki

正:
1

(1− s)2
B2((1− s)x, s) =

10∑

i=0

gi(x)si

● p.92, 例題 2.4.8

4ケ所登場する 4
√

5がすべて 5
√

4 の誤りです．正しくは以下のようにな

ります．

例題 2.4.8. a = 0, b = 0, c = 0 のとき，次の不等式を示せ．

S5 +

(
5 5
√

4
4

− 1

)
US2 = 5 5

√
4

4
S4,1

解答. 定理 6.7.6において，s = 5
√

4 のとき，
s8 − 4s5 + 3s4 − 4s3 + 1

3s4
= 1− 5 5

√
4

4
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− 4s5 − 1
3s4

= −5 5
√

4
4

なので，求める不等式を得る．

● p.98～ 99, 例題 2.5.2(1)とその解答．

例題 2.5.2(1)は斉次多項式ではないので定理 2.5.1は適用できません．こ

の解答は間違っています．問題と解答を削除して下さい．

● p.103, 例題 2.5.4(6)の 4 行目

誤: 2δ3 + 2δ − 1 = 0

正: 2δ3 + 2δ2 − 1 = 0

● p.112, 定理 2.5.6の証明の終わりのほう

誤: ψ6(k) := 18 + 2k − 48k2 + 96k3 + 32k4 − 402k5 + 623k6 − 167k7 −
466k8 + 432k9 + 112k10 − 360k11 + 195k12 − 35k13

正: ψ6(k) := 6+12k−18k2 +20k3 +60k4−60k5−168k6 +361k7−54k8−
140k9 + 126k10 + 48k11 − 78k12 + 21k13

● p.127, 下から 4行目 (例題 3.1.3(16)の解答の最後の行)

誤:
1
x

+
1
y

+
1
x

正:
1
x

+
1
y

+
1
z

● p.129, 例題 3.1.4(4)

(4)
a

a + 1
+

b

b + 1
+

c

c + 1
= a + b + c

a + b + c + 1
この問題は簡単すぎてポカです．出題意図は Caucheyの不等式の利用

だったのですが，
a

a + 1
= a

a + b + c + 1
を使えば簡単に証明できてしまっ

て，意図通りの問題になっていませんでした．
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● p.150, 11行目 (例題 3.2.3(8)の解答の 6行目)

誤: = 3 +
x

1− x
+

y

1− y
+

y

1− z

正: = 3 +
x

1− x
+

y

1− y
+

z

1− z

● p.151, 1行～ 11 行目. 例題 3.2.3(9)の解答

解答が完全に間違っていました．この方針では証明できないので，解答

を完全に差し替えるしかありません．

[差し替え原稿]

(9) x :=
√

b+
√

c−√a, y :=
√

c+
√

a−
√

b, z :=
√

a+
√

b−√cとおく．

b + c− a > 0 より，
(√

b +
√

c
)2 −√a

2 = (b + c− a) + 2
√

bc > 0 なので，

x > 0である．同様に，y > 0, z > 0である．b+c−a = x2− 1
2
(x−y)(x−z)

なので，
√

b + c− a√
b +

√
c−√a

=

√
1− (x− y)(x− z)

2x2

である．s =
(x− y)(x− z)

2x2
とおく．2x2− (x−y)(x−z) = 2(b+c−a) > 0

なので，s 5 1 である．このとき，
√

1− s 5 1− s

2
である．よって，

3−
∑
3

√
b + c− a√

b +
√

c−√a
=

∑
3

(
1−

√
1− (x− y)(x− z)

2x2

)

=
∑
3

1
2
· (x− y)(x− z)

2x2
=

1
4

∑
3

x−2(x− y)(x− z) = 0

である．最後のところで，Schurの不等式を用いた．

● p.163, 5行目. 例題 3.3.5(2)の解答の 3 行目

誤: +
c2a2

b2
2(a2 + b2 + c2)−

正: +
c2a2

b2
+ 2(a2 + b2 + c2)−
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● p.183, 12行目.

誤: M 5 g(an) = f(an) + (n− 1)f(a1)

正: M = g(an) = f(an) + (n− 1)f(a1)

● p.195, 下から 5行目.

誤: b =
(

a1 + ak

2
, 2, . . . , ak−1,

a1 + ak

2
, 0, . . . , 0

)

正: b =
(

a1 + ak

2
, a2, . . . , ak−1,

a1 + ak

2
, 0, . . . , 0

)

● p.196, 下から 5行目.

誤: を満たすある整数)収束することを示す．

正: を満たすある整数)に収束することを示す．

● p.200, 系 4.1.21の証明の 5～ 6 行目.

誤: +b
(
x2

1+x2
2−(x1+x2)2

)
A+x1x2A = x1x2

(
(b−3a)(x1+x2)+(1−2b)A

)

正: +b
(
x2

1+x2
2−(x1+x2)2

)
A+cx1x2A = x1x2

(
(b−3a)(x1+x2)+(c−2b)A

)

● p.200, 系 4.1.21の証明の下から 4～ 3行目.

誤: +
(
x1x2 − (x1+x2)

2

4

)
A = − (x1−x2)

2

4

(
(b− 3a)(x1 + x2) + (1− 2b)A

)

正: +c
(
x1x2 − (x1+x2)

2

4

)
A = − (x1−x2)

2

4

(
(b− 3a)(x1 + x2) + (c− 2b)A

)

● p.200, 最後の 2行.

誤: 上の系が, f(x1,. . ., xn)が 4次, 5 次の斉次多項式の場合にも成り立つ

か否かは興味があるところであるが，いまのところ，よくわかっていない．

正: 上の系は, f(x1,. . ., xn)が 4次以上の斉次多項式の場合には成立しない．

● p.234, 下から 5行目. 例題 5.2.1(2)の解答の 4行目
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誤: =
a + c

b + d
+

b + d

a + d
= 2

√
a + c

b + d
· b + d

a + d
= 2

正: =
a + c

b + d
+

b + d

a + c
= 2

√
a + c

b + d
· b + d

a + c
= 2

● p.239, 最後から 7 行目.

誤: 以下，本節では

正: 以下，本節では x := (x1, . . . , xn),

● p.242, 13行目.

誤: (xi,. . ., xj) を x のセグメントで

正: (xi,. . ., xj) を x はセグメントで

● p.270, 最下行.

誤: Drinfel’dが高校生時代に証明した定理 [16]を，

正: Drinfel’dが高校生時代に証明した定理 [17]を，

● p.272, 定理 5.2.28の証明の 8行目.

誤: =
mi + mn+1−i2mimn+1−i

mimn+1−i(1 + mi)(1 + mn+1−i)

正: =
mi + mn+1−i + 2mimn+1−i

mimn+1−i(1 + mi)(1 + mn+1−i)

● p.278, 10行目.

誤: [21] R. Muirhead,

正: [20] R. Muirhead,

● p.280, 左の列の 12 行目. 目次

参照するページ番号を以下のように修正して下さい．

LCF定理 179 → 180
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改良部分

★ ここからは改良部分です．

● p.21, 第 1章の末尾

以下の原稿を追加して下さい (証明はちょっと難しいので割愛します)．

1.3.8. Hilbertの第 17問題

定理 1.3.9. (E.Artin) f1(x1,. . ., xn), f2(x1,. . ., xn) は互いに素な実数

係数多項式で，f(x1, . . . , xn) =
f2(x1, . . . , xn)
f1(x1, . . . , xn)

とする．さらに，f1(a1,. . .,

an) 6= 0 であるような任意の有理数の組 (a1,. . ., an) に対して f(a1,. . .,

an) = 0が成り立つと仮定する．すると，ある自然数 r と，ある実数係数

有理関数 g1(x1,. . ., xn), . . ., gr(x1,. . ., xn)が存在して，

f(x1, . . . , xn) =
r∑

i=1

g(x1, . . . , xn)2

と書ける．さらに，f1, f2 が有理数係数多項式ならば，g1,. . ., gr を整数係

数有理関数として選ぶことができる．

証明は実体の理論を用いるので定理 6.1.14で与える．

上の定理において，f が実数係数多項式の場合，g1,. . ., gr を多項式とし

て選べるとは限らない．これに関しては，Hilbert自身が以下の定理を証明

している．

定理 1.3.10. (Hilbert) 一般に，ある多項式 f が何個かの多項式の 2乗

の和として表せるとき，f は SOS (Sum Of Squares)であるという．2 以

上の自然数 n と, 2 以上の偶数 d を固定する．

任意の実数 a1,. . ., an に対して f(a1,. . ., an) = 0 を満たすような任意の

実数係数 d 次斉次多項式 f が SOSであるための必要十分条件は，n = 2

または d = 2 または (n, d) = (3, 4) である．



18

証明は第 6.10.1項で与える．

1.4. １変数不等式と２次斉次不等式

1.4.1. ２変数斉次不等式

1変数多項式 f(x) = cnxn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x + c0 に対し，

F (s, t) = cnsn + cn−1s
n−1t + cn−2s

n−2t2 + · · ·+ c1st
n−1 + c0t

n

とおくと，

F (x, 1) = f(x), F (s, t) = tnf(s/t)

という関係がある．そのため，1変数多項式を扱うのと，2変数斉次多項式

を扱うのは，本質的にはほとんど同じことになる．実数 x と実射影直線の

元 (x: 1) ∈ R1
R を同一視して R ⊂ P1

R と考えるとき，P1
R における R の補

集合は 1点 (1: 0) からなる集合であるが，複素関数論におけるリーマン球

面と同じ考え方で，(1: 0) = ∞と考えることにし，この元を R の無限遠点
と考えることにする．この考え方のもとで，F (1, 0) の符号を考えることは

f(∞) の符号を考えることに相当する．したがって，t = 0 の仮定のもとで

不等式 F (s, t) = 0 を考えることは，「f(x) = 0 かつ f(∞) = 0」を考える

ことと同値になる．f(x) = 0 を考察する代わりに F (s, t) = 0 を考察する

ことは変数が増えてしまって何のメリットもないように思うかもしれない

が，P1
R = R ∪ {∞} はコンパクトであるので，「コンパクト集合上の連続関

数はその上で最大値と最小値を取る」という定理等が使えるという利点が

ある．その典型例として，次の問題を考えてみたい．

問題 1.4.1. f(x) := xn +
n−1∑

i=0

cix
i が任意の x ∈ R+ (または任意の

x ∈ R)に対し f(x) = 0 を満たすための必要十分条件を f(x) の係数の不

等式で表せ．

定義 1.4.2. n 次多項式 f(x) = cnxn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x + c0 に対
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し，(一時的に)

bi :=
(
0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

i 個

, cn, cn−1, · · · , c0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(n−i−2) 個

)

cj :=
(
0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

j 個

, ncn, (n− 1)cn−1, · · · , c1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(n−j−1) 個

)

とおき，行ベクトル b0, b1,. . ., bn−2, c0, c1,. . ., cn−1 を縦に並べてできる

(2n− 1) 次正方行列を (一時的に) Mn とする．そして，

Dn(cn, cn−1, . . . , c0) := (−1)n(n−1)/2 1
c0

det Mn

とおき，Dn(cn,. . ., c0) を f(x) の判別式という．

例えば，f(x) = ax2 + bx + c に対し，D2(a, b, c) = b2 − 4ac である．

判別式は

Dn(cn, cn−1, . . . , c0) = Dn(c0, c1, . . . , cn)

Dn(cn,−cn−1, cn−2,−cn−3, . . . , (−1)nc0) = Dn(cn, cn−1, . . . , c0)

という等式を満たすことが知られている．

1.4.2. 3 次不等式

次の問題を極値解析と，PSD錐を用いる，2通りの方法で解いてみよう．

問題 1.4.4. f(x) := x3 +ax2 +bx+cが任意の x = 0に対して f(x) = 0

となるための条件を a, b, c の不等式で表せ．

(I) まず，極値解析の標準的な解法で解いてみよう．

命題 1.4.5. 任意の x = 0 に対して f(x) = 0 となるための必要十分条

件は以下の (1), (2), (3)のいずれかが成立することである．

(1) a = 0, b = 0 かつ c = 0.

(2) a2 5 3b かつ c = 0.

(3) a2 > 3b, c = 0 かつ 2a3 − 9ab + 27c = 2(a2 − 3b)3/2.
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証明. c = f(0) = 0は必要条件である．f ′(x) = 0 の小さくないほうの根

を x0 :=
(√

a2 − 3b− a
)
/3 とおく．(i) x0 が虚数の場合，(ii) x0 < 0 の場

合，(iii)「x0 = 0 かつ f(x0) = 0 の場合」に分けて考察すれば，高校程度

の簡単な議論で，上の命題が証明できる．

(II) 問題 1.4.4を PSD錐の理論を用いて解いた結果を紹介しておく．

命題 1.4.6. 任意の x = 0 に対し x3 + ax2 + bx + c = 0 が成り立つた

めの必要十分条件は，次の (1), (2), (3)のいずれかが成り立つことである．

(1) a = 0 かつ b = 0 かつ c = 0.

(2) c = 0 かつ a2 − 4b 5 0.

(3) c > 0 かつ D3(1, a, b, c) = a2b2 − 4b3 − 4a3c + 18abc− 27c2 5 0.

証明. PSD錐を利用した証明は第 6.2節で与えるが，ここでは命題 1.4.5

を基にした証明を紹介しておく．

D̆3 := −D3(1, a, b, c) とおく．すると

(2a3 − 9ab + 27c)2 − 22(a2 − 3b)3 = 27D̆3

が成り立つ．もし D̆3 = 0, a2 = 3b, b 5 0 かつ d c = 0 ならば，

2c(2a3 − 9ab + 27c) = D̆3 + b2(a2 − 3b)− b3 + 27c2 = 0

が成り立つ．さらに，もし，a2− 3b < 0, a < 0, b = 0かつ c = 0であれば，

D̆3 = (b2 − 4ac)(3b− a2) + 6(−a)bc + b3 + 27c2 = 0

が成り立つ．したがって，c = 0 かつ「a < 0 または b < 0」という条件下

に，「2a3−9ab+27c = 2(a2−3b)3/2 または a2 5 3b」であることと D̆3 = 0

であることは同値になる．

1.4.3. 4 次不等式

本章の定理の証明は，すべて第 6.3節で与える．

定理 1.4.7. 4次関数 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d に対し，

sep1(a, b, c, d) :=
(

a− c√
d

)2

− 16
(
b + 2

√
d
)
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sep2(a, b, c, d) :=
(

a +
c√
d

)2

− 16
(
b− 2

√
d
)

とおく．任意の x ∈ R に対し f(x) = 0 となるための必要十分条件は次の

(1), (2), (3)のいずれかが成り立つことである．

(1) c = d = 0 かつ a2 − 4b 5 0.

(2) d > 0, −2
√

d 5 b < 6
√

d, D4(1, a, b, c, d) = 0 かつ sep1(a, b, c,

d) 5 0.

(3) d > 0, b = 6
√

d, D4(1, a, b, c, d) = 0, sep1(a, b, c, d) 5 0かつ sep2(a,

b, c, d) 5 0.

上の定理において「任意の x ∈ R に対し f(x) > 0 となるための必要十

分条件」を考えるときは，(1), (2), (3)内の 5 や =を < や >に置き換え

ればよいが，幾何学的には「閉凸錐の内部 (開核)を求める」という作業が

必要であるので，分離多項式 (第 6 章で説明する)については等号 (=)を

取り除いてはいけない場合があることを注意しておく．なお．

D4(a, b, c, d) = a2b2c2 − 4b3c2 − 4a3c3 + 18abc3 − 27c4 − 4a2b3d

+ 16b4d + 18a3bcd− 80ab2cd− 6a2c2d + 144bc2d

− 27a4d2 + 144a2bd2 − 128b2d2 − 192acd2 + 256d3

である．

定理 1.4.8. 4次関数 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d に対し，

sep−2 (a, b, c, d) := a +
c√
d

+ 4
√

b− 2
√

d

sep−3 (a, c, d) := a
√

d + c

sep−4 (b, c, d) := c + 2
√

bd + 2d3/2

sep−5 (a, b, d) := a + 2
√

b + 2
√

d

とおく．任意の非負実数 x = 0 に対して f(x) = 0 となるための必要十分

条件は以下の (1)～ (5)のいずれかが成立することである．

(1) d = 0 かつ命題 1.4.6内の条件 (1)～ (3)のいずれかが成り立つ．

(2) d > 0, sep−3 (a, c, d) = 0 かつ D4(1, a, b, c, d) 5 0.
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(3) d > 0, b > −2
√

d, sep−3 (a, c, d) = 0, sep−4 (b, c, d) = 0 かつ sep−5 (a,

b, d) = 0.

(4) d > 0, −2
√

d < b 5 6
√

d, sep−3 (a, c, d) < 0かつ D4(1, a, b, c, d) = 0.

(5) d > 0, b > 6
√

d, sep−3 (a, c, d) < 0, sep−2 (a, b, c, d) = 0 かつ D4(a, b,

c, d) = 0.

「任意の x > 0に対し f(x) > 0となるための必要十分条件」を求めるの

は，「閉でも開でもない凸錐」が登場するので，少し注意を要するが，d = 0

の場合を慎重に考えればそれほど難しくないだろう．
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2.2.2. 凸錐

多項式型不等式は，1つ 1つの不等式を考察するのではなく，似たよう

な形の不等式をまとめて，不等式の集合として考察する方法が有用である．

まず，不等式の集合は，幾何学的には凸錐になっている．

定義 2.2.4. R+ :=
{
x ∈ R ∣∣ x = 0

}
とおく．Rn 内の空でない部分集

合 C が凸錐であるとは，「x, y ∈ C ならば，任意の α, β ∈ R+ に対して

αx + βy ∈ C」が成り立つことをいう．

Rn の部分集合 A に対し，

R+ ·A :=
{
αx

∣∣ α ∈ R+, x ∈ A
}

は凸錐になる．R+ · A を A によって生成される凸錐という．A が Rn の

閉集合ならば，R+ ·A は閉凸錐であることに注意する．
凸錐 C を含む Rn の最小の部分ベクトル空間の次元を dimC と書く．

dimC = n であるとき，C は非退化であるという．0 6= x ∈ C は，y,

z ∈ C が x = y + z を満たせば必ず y, z ∈ R+ · x となるとき，C の端元

(extremal)であるという．端元は C の境界上にあるが，逆は正しくない．

x 6= 0が C の端元のとき，原点を始点とする半直線 R+ · x を C の端射線

(extremal ray)であるという．

例えば，C が多角錐 (n角錐)の場合には，C の端射線は C の辺であり，

C の端射線は n 個である．他方，C が円錐の場合には，すべての母線が端

射線になる．一般に，閉凸錐 C の構造を決定するには，その端射線を決定

することが有用である．

容易にわかるように，勝手な元 f ∈ C を取るとき，ある何個かの端元

f1,. . ., fr をうまく選んで f = f1 + · · · + fr (r < dimC)と表すことがで

きる．

C が凸錐のとき，

C⊥ :=
{
x ∈ Rn

∣∣任意の y ∈ C に対し x · y = 0
}

は Rn 内の閉凸錐 (閉集合かつ凸錐)になる．C⊥ を C の双対凸錐という．

ここで，x · y はベクトル x と y の内積である．一般に，凸錐 C に対し
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(
C⊥

)⊥
は C の閉包と一致する．したがって，Cが閉凸錐ならば

(
C⊥

)⊥ = C

が成り立つ．

一般に R-ベクトル空間 V や凸錐 C に対して P(V ) := (V − {0})/R×,

P(C) := (C − {0})/R×+ と書く．

定義 2.2.5.
Hc

d :=
{

f(a, b, c)
∣∣ f は d 次巡回多項式

}

Hc0
d :=

{
f ∈ Hc

d

∣∣ f(1, 1, 1) = 0
}

Hs
d :=

{
f(a, b, c) ∈ Hc

d

∣∣ f は対称多項式
}

Hs0
d := Hs

d ∩Hc0
d

Pc
d :=

{
f(a, b, c) ∈ Hc

d

∣∣ 任意の a, b, c ∈ R に対し f(a, b, c) = 0
}

Pc+
d :=

{
f(a, b, c) ∈ Hc

d

∣∣ 任意の a, b, c ∈ R+ に対し f(a, b, c) = 0
}

Pc0
d := Pd ∩Hc0

d

Pc0+
d := P+

d ∩Hc0
d

Ps
d := Pc

d ∩Hs
d

Ps+
d := Pc+

d ∩Hs
d

Ps0
d := Pc0

d ∩Hs
d

Ps0+
d := Pc0+

d ∩Hs
d

とおく．これらは，いずれも閉凸錐であることに注意する．Pc
d 以下のも

のは，第 6章で説明する PSD錐と呼ばれるものである．例えば，Pc
d は 3

変数 d 次斉次巡回不等式全体のなす PSD錐と呼ばれる．Pc0
d はその中で，

a = b = c のとき等号成立条件 f(a, b, c) = 0 を満たすようなもの全体のな

す PSD錐である．また，Pc+
d は第 1象限 R3

+ 上における 3変数 d次斉次

巡回不等式全体のなす PSD錐と呼ばれる．Ps
d は 3変数 d次斉次対称不等

式全体のなす PSD錐である．

命題 2.2.6. d = 2 の場合は，以下が成立する．
Hc

2 = Hs
2
∼= R2, Hc0

2
∼= R1

Pc0
2 = Pc0+

2 = Ps0
2 = Ps0+

2 = R+ · (S2 − S1,1)

Pc
2 = Ps

2 = R+ · (S2 − S1,1) + R+ · (S2 + 2S1,1)

Pc+
2 = Ps+

2 = R+ · (S2 − S1,1) + R+ · S1,1
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証明. 命題 2.1.2よりすぐ得られる．

上の命題の意味は，例えば 3変数 2次斉次多項式 f で任意の実数 a, b, c

に対して f(a, b, c) = 0 を満たすものは，ある非負実数 α, β により，

f = α(S2 − S1,1) + β(S2 + 2S1,1)

と書ける，ということである．つまり，S2 − S1,1 = 0と S2 + 2S1,1 = 0と

いう 2つの不等式が本質的で，それ以外の不等式はこの 2つの不等式の 1

次結合として誘導される，ということである．そのため，P?
d (? = c, c0,

c0+, s,. . .)の構造を調べることは大変重要である．

定義 2.2.7. 指数 (i, j, k) の集合 Id を

Bd :=
{
Si,j,k

∣∣ (i, j, k) ∈ Id

}

が Hc
d の基底になるように取る．N := #Id − 1 とおく．Hc

d
∼= RN+1,

Hc0
d
∼= RN である．Bd の元を適当な順番に並べて s0,. . ., sN とする．例

えば，I3 = {(3, 0, 0), (2, 1, 0), (1, 2, 0), (1, 1, 1)}, I4 = {(4, 0, 0), (3, 1, 0),

(1, 3, 0), (2, 2, 0), (2, 1, 1)} と選ぶことができる．
Hc

d の元 f は，その Sd の係数が 1 であるときモニックと呼ぶことにす

る．また，f が Sd の項を持たないとき，f は無限遠点にあるという．

H̆c
d :=

{
f ∈ Hc

d

∣∣ f はモニック
}

Hc∞
d :=

{
f ∈ Hc

d

∣∣ f は無限遠点にある
}

とおく．H̆c
d は P(Hc

d) ∼= PN のアフィン開集合とみなすことができ，その

補集合が Hc∞
d の PN における像 P(Hc∞

d )である．一般に，Hc
d 内の凸錐

C に対して，

C̆ := C ∩ H̆c
d

と書くことにする．C̆ は H̆c
d 内の凸集合である．

命題 2.2.8. (次元定理) dim Hc
d = d(d + 1)(d + 2)/6e である．

証明. #Id = d(d + 1)(d + 2)/6e より，すぐわかる．
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命題 2.2.9. N := d(d + 1)(d + 2)/6e − 1 とおく．このとき，以下が成

り立つ．

dimPc+
d = dim Hc

d = N + 1

dimPc0+
d = dim Hc0

d = N

証明. f(a, b, c) =
N∑

k=0

αkSik(a, b, c) とする．(α0,. . ., αN ) ∈ RN+1
+ で

あれば，任意の (a, b, c) ∈ R3
+ に対して f(a, b, c) = 0 である．よって，

RN+1
+ ⊂ P+

d で，dimPc+
d = dim Hc

d = N + 1である．また，f(a, b, c) > 0

であれば −f(a, b, c) < 0 であるから，f ∈ Pc+
d ならば −f /∈ Pc+

d であり，

閉凸錐 Pc+
d は原点を通る直線を含まない．双対閉凸錐の一般論から，原点

を通る直線を含まない閉凸錐の双対凸錐の次元は，もとの凸錐の次元と等

しいので，dimPc+
d = N + 1が成立する．

Pc0+
d も原点を通る直線を含まないので，dimPc0+

d = dim Pc+
d − 1 = N

である．

次の命題の証明は定理 6.2.18で述べるが，PSD錐の境界に属する不等式

は等号成立条件を持っている．比喩的に言うと，「ぎりぎり成立する不等式」

には等号成立条件があり，等号成立条件を持たない不等式は「ゆるい不等

式」あるいは「甘い不等式」なのである．

命題 2.2.10. (1) C は Pc
d, Pc+

d , Ps
d, Ps+

d のいずれかとし，f ∈ C と

する．このとき，ある (a, b, c) 6= (0, 0, 0) (C = Pc+
d , Pc+

d の場合は a, b,

c ∈ R+)が存在して f(a, b, c) = 0 となるための必要十分条件は，f が C

の境界に属することである．

(2) C は Pc0
d , Pc0+

d , Ps0
d , Ps0+

d のいずれかとし，f ∈ C とする．もし，

a = b = c でない (a, b, c) (C = Q+
d , Ps0+

d の場合は a, b, c ∈ R+)が存在

して f(a, b, c) = 0 を満たすならば，f は C の境界に属する．

面成分の厳密な定義は定義 6.2.17で与えるが，ここでは，実代数幾何の

知識を必要としない便宜的な定義を与えておく．
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定義 2.2.11. C は Rn 内の非退化な閉凸錐とする．C の Rn における

境界を ∂C で表す．一般に，実数係数 n 変数斉次多項式 f = f(x1,. . ., xn)

に対して，

V (f) :=
{
(a1, . . . , an) ∈ Rn

∣∣ f(a1,. . ., an) = 0
}

とおく．もし，ある既約多項式 f をうまく選んだとき，V (f)∩ ∂C が V (f)

の (n− 1) 次元の開集合を含むならば，V (f)∩ ∂C は C の面成分であると

いう．

命題 2.2.10より，Pc0
d ⊂ ∂Pc

d, Pc0+
d ⊂ ∂Pc+

d であることがわかるが，もっ

と強く，次の命題が成り立つ．

命題 2.2.12. Pc0
d は Pc

d の面成分である．また，Pc0+
d は Pc+

d の面成

分である．同様に，Ps0
d は Ps

d の面成分であり，Ps0+
d は Ps+

d の面成分で

ある．

証明. Hc0
d は Hc

d の超平面で，Pc0
d = Pc

d ∩Hc0
d であるから，Pc0

d は Pc
d

の面成分である．

Pc0+
d についても同様である．

2.2.3. ３次巡回不等式の基本定理

判別式の解釈にはいろいろな流儀があるが，多項式のなすある線形系の

中で，ある一定の条件 (例えば重根を持つとか)を満たす多項式の族 (のザ

リスキー閉包)が超平面になる場合，その超平面を定義方程式を判別式と

いう，という解釈もある．

定理 2.2.13. (Pc+
3 の構造定理. [1], [2]) 3変数 3 次斉次巡回多項式

f(a, b, c)

= p0(a3 + b3 + c3) + p1(a2b + b2c + c2a) + p2(ab2 + bc2 + ca2) + p3abc

について，任意の a = 0, b = 0, c = 0に対して f(a, b, c) = 0が成り立つた

めの必要十分条件は，次の条件 (1), (2)のいずれかが成立することである．

(1) p0 = 0, 3p0 + 3p1 + 3p2 + p3 = 0 かつ D3(p0, p1, p2, p0) = 0
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(2) p0 = 0, p1 = 0 and p2 = 0 かつ 3p0 + 3p1 + 3p2 + p3 = 0

ここで D3 は定義 1.4.2で定義した 3 次方程式の判別式である．

D3(p0, p1, p2, p0) = p2
1p

2
2 − 4p0p

3
2 − 4p0p

3
1 + 18p2

0p1p2 − 27p2
0p

2
1

を Pc+
3 の端判別式という．

証明は定理 6.5.3で行う．

定理 2.2.14.

fs(a, b, c) := s2S3 − (2s3 − 1)S2,1 + (s4 − 2s)S1,2

− 3(s4 − 2s3 + s2 − 2s + 1)U

f∞(a, b, c) := S1,2 − 3U

とおく．これらは，Pc+
3 の端元で，fs(0, s, 1) = 0, fs(1, 1, 1) = 0 を満た

す．また，f∞(0, 1, 0) = 0, f∞(1, 1, 1) = 0である．逆に，Pc+
3 の端元は，fs

(∃s ∈ R+), または f∞ または U = abc の正の定数倍の多項式である．

証明. fs(0, s, 1) = 0, fs(1, 1, 1) = 0は Mathematica等を用いて，計算で

確かめるだけである．端元に関する部分の証明は定理 6.5.1で行うことに

し，ここでは，任意 a = 0, b = 0, c = 0に対して，fs(a, b, c) = 0であるこ

とを証明しておく．

fs(b, a, c) = s4f1/s(a, b, c) なので，0 5 a 5 b 5 c = 1 と仮定して

fs(a, b, c) = 0 を示せばよい．k := (1− b)/(1− a) とおく．0 5 a 5 b より

0 5 k 5 1 である．これより，
fs(a, b, c) = fs(a, 1− k(1− a), 1)

= (1− a)2
{

a(1− ks)2(k + s2) +
(
1 + (1− k)s2

)
(1− k − s)2

}

= 0

を得る．

例題 2.2.15. a = 0, b = 0, c = 0 のとき，以下の不等式を証明せよ．

(1)
3
√

4
3

S3 +
(
3− 3

√
4
)
U = S2,1

(2) S3 +

√
16
√

2 + 13− 1
2

S2,1 =
√

16
√

2 + 13 + 1
2

S1,2
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(3) S3 + 2S2,1 = 3S1,2

(4) 64S3 + 159S2,1 = 223S1,2

(5) a3 + b3 + c3 = a2(2c− b) + b2(2a− c) + c2(2b− a)

(6) S3 + 6S2,1 = 3S1,2 + 12U

(7) 4(a + b + c)3 = 27(ab2 + bc2 + ca2 + abc)

解答.どの問題も，定理 2.2.13を適用すれば機械的に証明されるが，fs = 0

の形の不等式については，s の値を書いておく．

(1) は fs = 0 において，s = 3
√

2 とした場合である．等号成立条件は，

a = b = c の他，(a : b : c) = (0 : s : 1) またはその巡回置換の場合である．

以下の問題でも s の値が分かれば，同様である．

(2) は fs = 0 において，s =
1 +

√
2−

√
2
√

2− 1
2

= 0.53101 · · · とした
場合である．

(5) (左辺)− (右辺) = S3 + S2,1 − 2S1,2 を使う．

S3 + S2,1 − 2S1,2 = a(a− c)2 + b(b− a)2 + c(c− b)2 = 0

という初等的な証明もある．

(6) a(a + b− 2c)2 + b(b + c− 2a)2 + c(c + a− 2b)2 = 0 を展開しても証

明できる．

(7) s = 1/2として，(左辺)−(右辺) = 4S3−15S2,1+12S1,2−3U = 4f2 = 0

である．

最後に，斉次とは限らない 3 次対称不等式については，後で述べる系

4.1.22が役に立つことを注意しておく．

2.3. ４次斉次不等式
2.3.2. ４次巡回不等式の基本定理

Pc
4, Pc+

4 を決定したいのであるが，Pc0
4 , Pc0+

4 の構造のほうがずっと単

純である．以下の定理は Ĉırtoajeが 2009 年に証明したものである．彼の

証明は解析学を利用したものであるが，現在では，第 6 章で説明する実代

数幾何を使う証明のほうが簡明である．
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定理 2.3.4. (Pc0
4 の構造定理, [2], [10])

f(a, b, c) = S4 + pS3,1 + qS1,3 + rS2,2 − (p + q + r + 1)US1 ∈ H̆0
4

をとる．任意の a, b, c ∈ R に対して f(a, b, c) = 0が成り立つための必要

十分条件は，

3(r + 1) = p2 + pq + q2

が成り立つことである．

discc0
4 (p, q, r) := 3(r + 1)− (p2 + pq + q2)

を Pc0
4 の主判別式という．

証明は第 6.6節で行う．

Pc0
4 の端元は，以下のように記述できるが，あまり単純ではない．

gX
p,q(a, b, c) := S4 + pS3,1 + qS1,3

+
(

p2 + pq + q2

3
− 1

)
S2,2 −

(
p + q +

p2 + pq + q2

3

)
US1

gX
∞(a, b, c) := S2,2 − US1

p(s, t) := −2S3,1(s, t, 1)− S1,3(s, t, 1)− U(s, t, 1)S1(s, t, 1)
S2,2(s, t, 1)− U(s, t, 1)S1(s, t, 1)

gA
s,t(a, b, c) := gX

p(s,t),p(t,s)(a, b, c)

とおく．ただし，p(1, 1) := −2, p(0, 0) = ∞ ∈ P1, gA
0,0(a, b, c) = gX

∞(a, b, c)

とする．Mathematica を使って

gA
s,t(s, t, 1) = 0, gA

s,t(1, 1, 1) = 0

であることが確認できる．これらは，Pc0
4 の端元である．

定理 2.3.5. (Pc0
4 の端元, [2], [10]) (1) (s, t) 6= (0, 0)に対して f(s, t, 1) =

0 を満たす Pc0
4 の端元は，gA

s,t(a, b, c) の正の定数倍である．

(2) f(0, 0, 1) = 0 を満たす Pc0
4 の端元は，gX

∞(a, b, c) の正の定数倍で

ある．

証明は第 6.6節で行う．
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Pc0+
4 の構造は Pc0

4 より複雑で，初等的な言い方で表現すると次のよう

になる．

定理 2.3.6. (Pc0+
4 の構造定理, [2], [10]) 上のように discc0

4 (p, q, r) :=

3(r + 1)− (p2 + pq + q2) とし，さらに，
discc0+

4 (p, q, r) := D4(1, p, r, q, 1)

= p2q2r2 − 4p3q3 + 18p3qr + 18pq3r − 4p2r3 − 4q2r3

− 27p4 − 27q4 + 16r4 − 6p2q2 − 80pqr2

+ 144p2r + 144q2r − 192pq − 128r2 + 256

とおく．ここで D4 は refadza で定義した 4次方程式の判別式である．

f(a, b, c) = S4 + pS3,1 + qS1,3 + rS2,2 − (1 + p + q + r)US1 ∈ H̆4

について，任意の a, b, c ∈ R+ に対して f(a, b, c) = 0が成り立つための

必要十分条件は，以下の (1)～ (6)のいずれかが成立することである．

(1) r = −2, p 5 −2
√

r + 2, p + q = 0, かつ discc0+
4 (p, q, r) 5 0

(2) r = −2, q 5 −2
√

r + 2, p + q = 0, かつ discc0+
4 (p, q, r) 5 0

(3) r = −2, −√r + 4 5 p + q 5 0, p = −2
√

r + 2, q = −2
√

r + 2, かつ

discc0+
4 (p, q, r) = 0

(4) r = −2, p = −2
√

r + 2, q = −2
√

r + 2, かつ p + q = 0

(5) r = 0, かつ discc0
4 (p, q, r) = 0

(6) r 5 −2, p + q = 0 かつ discc0+
4 (p, q, r) 5 0

証明は第 6.6 節で行う．discc0+
4 (p, q, r) を Pc0+

4 の端判別式という．第

6章で説明するが，discc0+
4 (p, q, r)は Pc+

4 の端判別式でもある．Pc0
4 の主

判別式 discc0
4 (p, q, r)は Pc0+

4 の主判別式でもある．Pc0+
4 の端元は，以下

の定理のようになる．

定理 2.3.7. (Pc0+
4 の端元, [2], [10]) 上のように gX

p,q, gX
∞ 等を定め，さ

らに，

hs(a, b, c) := S3,1 + s2S1,3 − 2sS2,2 − (s− 1)2US1

h∞(a, b, c) := S1,3 − US1

とおく．Pc0+
4 は 4 次元の凸錐であって，以下が成立する．
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(1) Pc0+
4 の端元は，gA

s,t (∃s = 0, ∃t = 0), または hs (∃s = 0), h∞ の正の

定数倍である．

(2) Pc0+
4 に属する多項式 f(a, b, c) で, f(s, t, 1) = 0 (s > 0, t > 0)を満

たすものは，gA
s,t の正の定数倍である．

(3) Pc0+
4 に属する多項式 f(a, b, c) で, f(0, s, 1) = 0 (s > 0)を満たすも

のは，ある t1, t2 = 0 により，

f = t1g
A
0,s(a, b, c) + t2hs(a, b, c)

と書くことができる．

証明は第 6.6節で行う．

系 2.3.8. 3変数 4次対称多項式

f(a, b, c) = S4 + pT3,1 + qS2,2 − (1 + 2p + q)US1

について考える．

(1) 任意の実数 a, b, cに対して f(a, b, c) = 0が成り立つための必要十分

条件は，discc0
4 (p, p, q) = 3(q + 1− p2) = 0が成り立つことである．

(2) 任意の非負実数 a, b, cに対して f(a, b, c) = 0が成り立つための必要

十分条件は，以下の (i)または (ii)の一方が成り立つことである．

(i) p 5 −1 かつ r + 1 = q2

(ii) p > −1 かつ 2p + r + 2 = 0

gA
s,t(a, b, c)が対称多項式となる条件，つまり，p(s, t) = p(t, s) となる条

件を考える．

p(s, t)− p(t, s) = −3
(s− 1)(t− 1)(s− t)(s + t + 1)

S2,2(s, t, 1)− S2,1,1(s, t, 1)

なので，s = 1, t = 1, s = t または s+ t+1 = 0の場合に限って gA
s,t(a, b, c)

は対称多項式になる．

p(s, s) = − s + 1
s

p(s, 1) = p(1, s) = −s− 1

p(s,−s− 1) = 1
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であることに注意しよう．また，

gX
p,p = S4 + pT3,1 + (p2 − 1)S2,2 − (p2 + 2p)US1

である．

定理 2.3.9. 定理 2.3.4, 定理 2.3.6の記号を用いる．また，k ∈ R に対
して

eX
k (a, b, c) :=

(
k(a2 + b2 + c2)− (ab + bc + ca)

)2

= k2S4 − 2kT3,1 + (2k2 + 1)S2,2 − (2k − 2)US1

k(s, t) =
S1,1(s, t, 1)
S2(s, t, 1)

=
st + s + t

s2 + t2 + 1

eA
s,t(a, b, c) := eX

k(s,t,1)(a, b, c)

とおく．また f(a, b, c) は 4次斉次巡回多項式とする．

(1) (s, t) ∈ R2, (s, t) 6= (1, 1) は定数とする．f(s, t, 1) = 0 を満たし，か

つ，任意の a, b, c ∈ R に対して f(a, b, c) = 0 を満たすような 4 次斉

次巡回多項式 f は，ある実数 α = 0, β = 0 をうまく選んで，

f = αgA
s,t + βeA

s,t

と表すことがせきる．

(2) (Cirtoaje-Zhou予想) f ∈ H̆c
4 をとり，

f(a, b, c) = S4 + pS3,1 + qS1,3 + rS2,2 + vUS1

αf := 1 + p + q + r + v =
1
3
f(1, 1, 1)

βf := 6 + 3p + 3q + 2r + v

γf := 2(1 + p + q)

δf := 2 + 2r − v − (p2 + pq + q2 + p + q)

ϕf (x) := 2
√

αfx3 − βfx2 + γf
√

αfx + δf

とおく．このとき，任意の a, b, c ∈ R に対して f(a, b, c) = 0 が成り

立つための必要十分条件は，次の (i), (ii)のいずれかが成立すること

である．

(i) αf = 0，かつ，ある x ∈ (−√3,
√

3 )が存在して ϕf (x) = 0が成

り立つ．
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(ii) f = (S2 − κS1,1)2 (∃κ ∈ R)の形である．すなわち，p = q かつ

p2 − 4p = 4r かつ p2 + 2p = 2v が成り立つ．

また，(ii)を満たさない f が Pc+
4 に属するための必要十分条件は，

ϕf (x) = 0 を満たす xが開区間 (−√3,
√

3 ) 内にただ 1つだけ存在するこ

とである．

証明は第 6.6節で行う．

定理 2.3.10. (Pc+
4 の構造定理) 定理 2.3.4, 定理 2.3.6, 定理 2.3.9の記号

を用いる．f(a, b, c) は 4次斉次巡回多項式とする．

(1) 定数 s > 0, t > 0, (s, t) 6= (1, 1) を固定する．f(s, t, 1) = 0 を満たし，

かつ，任意の a, b, c ∈ R に対して f(a, b, c) = 0 を満たすような 4 次

斉次巡回多項式 f は，ある実数 α = 0, β = 0 をうまく選んで，

f = αgA
s,t + βeA

s,t

と表すことがせきる．

(2) 定数 s = 0 を固定する．f(0, s, 1) = 1 を満たし，かつ，任意の a, b,

c ∈ R に対して f(a, b, c) = 0 を満たすような 4 次斉次巡回多項式 f

は，ある実数 α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0, α4 = 0 をうまく選んで，

f = α1g
A
0,s + α2e

A
0,s + α3hs + α4US1

と表すことがせきる．

(3) 任意の a, b, c ∈ R+ に対して f(a, b, c) = 0が成り立つための必要十

分条件は，以下の (i)～ (iv)のいずれかが成立することである．

(i) αf = 0 かつ，ある x ∈ (−√3,
√

3 )が存在して ϕf (x) = 0が成

り立つ．

(ii) p = q かつ p2 − 4p = 4r かつ p2 + 2p = 2v が成り立つ．

(iii) 2s4 + ps3 − qs− 2 = 0 の実数解 s = 0 で，

γ3 := r + 3s2 + 2ps− 1
s2

δ3 := v + (2s + p)(s− 1)(s2 + 1) +
p

s

とおくとき，γ3 = 0, γ3 + δ3 = 0 を満たす sが存在する．
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(iv) 2s4 + ps3 − qs− 2 = 0 の実数解 s = 0 で，

t := 2s2 + ps

γ4 := r + 3s2 + 2ps− 1
s2

δ4 := v + (s− 1)2p +
2s5 − 3s4 + s2 − 2s + 1

s2

とおくとき，t = 1, γ4 = 0かつ γ4 = δ4が成り立つようなものが存

在する．この sは (自動的に)

√
p2 + 8− p

4
5 s 5

√
q2 + 8 + q

2
を満たす．

証明は第 6.6節で与える．

2.4. ５次斉次不等式

2.4.1. ５次対称不等式の基本定理

補題 2.4.1. f(a, a, a) = 0 を満たす 5次斉次対称多項式

f(a, b, c) := S5 + pT4,1 + qT3,2 + rUS2 − (1 + 2p + 2q + r)US1,1 ∈ H̆s0
5

に対し，

f(x, 1, 0) = 0 (∀x = 0)

であるための必要十分条件は，次の (1), (2)のいずれか一方が成立するこ

とである．

(1) p = −3 かつ p + q + 1 = 0

(2) p < −3 かつ 4q = (p + 1)2 + 4

証明. まず，f(1, 1, 0) = 2(p + q + 1) なので，p + q + 1 = 1 は必要条件

である．

f(x, 1, 0) = (x5 + 1) + p(x4 + 1) + q(x3 + x2)

= (1 + x)(1 + (p− 1)x + (1− p + q)x2 + (p− 1)x3 + x4)

なので，α := p− 1, β := 1− p + q とし，

g(x) := (1 + (p− 1)x + (1− p + q)x2 + (p− 1)x3 + x4)

= x4 + αx3 + βx2 + αx + 1
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= x2

((
x +

1
x

)2

+ α

(
x +

1
x

)2

+ (β − 2)

)

を考察する．y = x + 1/x とおくと，

「f(x, 1, 0) = 0 (∀x = 0)」

⇐⇒「g(x) = 0 (∀x = 0)」

⇐⇒「h(y) := y2 + αy + (β − 2) = 0 (∀y = 2)」

が成立する．h(y) =
(
y +

α

2

)2

+
4β − 8− α2

4
に注意して，この 2次関数

の y = 2 における最小値を考察する．

α = −4 (つまり p = −3)のときは，

h(2) = 2α + β + 2 = p + q + 1 = f(1, 1, 0)

が最小値であるので，(1)の条件を得る．

なお，p + q + 1 = 0 のとき，f(x, 1, 0) = (x− 1)2((x− 1)2 + (p + 3)x)

なので，f(x, 1, 0) = 0 となるのは x = 1 の場合に限る．

α < −4 (つまり p < −3)のときは，

h
(
−α

2

)
=

4β − 8− α2

4
=

4q − (p + 1)2 − 4
4

が最小値であるので，(2)の条件を得る．ここで，4q = (p + 1)2 − 4ならば

p + q + 1 = 1 であることに注意する．

なお，4q = (p + 1)2 + 4 のとき，

f(x, 1, 0) =
(2x2 + (p− 1)x + 2)2

4

なので，f(x, 1, 0) = 0 となるのは，x =
1− p±

√
(1− p)2 − 16
4

の場合

に限る．

補題 2.4.2. f(a, b, c) := S5 + pT4,1 + qT3,2 + rUS2 − (1 + 2p + 2q +

r)US1,1 ∈ H̆s0
5 に対し，

d(p, q, r) := 4(p + 1)(p− 2)(2p− 1)− 9(q(2p− 1) + r(p + 1))

− (
(2p− 1)2 − 3(2q + r + 2)

)3/2
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とおく．このとき，

f(x, 1, 1) = 0 (∀x = 0)

であるための必要十分条件は，p + q + 1 = 0 かつ，次の (1)～ (4)のいず

れかが成立することである．

(1) p = −1 かつ 4p + 2q + r + 3 = 0

(2) p < −1 かつ (2p− 1)2 < 3(2q + r + 2)

(3) 4p + 2q + r + 3 < 0 かつ d(p, q, r) = 0

(4) p < −1 かつ (2p− 1)2 = 3(2q + r + 2) かつ d(p, q, r) = 0

証明. f(0, 1, 1) = 2(p + q + 1) なので，p + q + 1 = 1は必要条件である．

f(x, 1, 1) = (x− 1)2
(
x3 + 2(p + 1)x2 + (4p + 2q + r + 3)x + 2(p + q + 1)

)

なので，

g(x) := x3 + 2(p + 1)x2 + (4p + 2q + r + 3)x + 2(p + q + 1)

とおく，g′(x) = 3x2 + 4(p + 1)x + (4p + 2q + r + 3) である．

Case 1: 2 次方程式 g′(x) = 0が正の実数解を持たない場合を考える．

放物線 y = g′(x) の軸が x = −2(p + 1)
3

であることを考えると，2 次方

程式 g′(x) = 0が正の実数解を持たないための必要十分条件は，「p + 1 = 0

かつ g′(0) = 0」または「p + 1 < 0かつ g′(−2(p + 1)/3) > 0」である．こ

こで，

g′
(
−2(p + 1)

3

)
=

3(2q + r + 2)− (2p− 1)2

3

である．g′(x) = 0 が正の実数解を持たない場合には，x > 0 で g′(x) > 0

なので，x = 0 で g(x) = 0 であるための必要十分条件は g(0) = 0 である．

よって，条件 (1), (2)を得る．

Case 2: 2 次方程式 g′(x) = 0が正の実数解 x0 を持つ場合を考える．

そのためには，g′(0) < 0または「p+1 < 0かつ g′(−2(p+1)/3) 5 0」で

あることが必要十分である．ただし，g′(0) < 0ならば g′(−2(p + 1)/3) < 0

なので，g′(x) = 0 が正の実数解 x0 を持てば，3(2q + r + 2) < (2p − 1)2
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である．いすれにせよ，一般に，3(2q + r + 2) < (2p− 1)2 の場合，2次方

程式 g′(x) = 0 の小さくないほうの根は，

x0 =

√
(2p− 1)2 − 3(2q + r + 2)− 2(p + 1)

3

である．g(x) は x = x0 のとき極小になり，x = x0 で単調増加である．

よって，g(0) = 0 かつ g(x0) = 0 であることが，任意の x = 0 に対して

g(x) = 0 となるための必要十分条件である．27g(x0) = 2d(p, q, r) なので，

条件 (3), (4)を得る．

定理 2.4.3. f(a, a, a) = 0 を満たす 5次斉次対称多項式

f(a, b, c) := S5 + pT4,1 + qT3,2 + rUS2 − (1 + 2p + 2q + r)US1,1 ∈ H̆s0
5

に対し，

d5(p, q, r) :=
(
4(p + 1)(p− 2)(2p− 1)− 9q(2p− 1)− 9r(p + 1)

)2

−
(
(2p− 1)2 − 3(2q + r + 2)

)3

とおく．このとき，任意の a = 0, b = 0, c = 0に対して f(a, b, c) = 0が成

り立つための必要十分条件は，次の (1)～ (4)のいずれかが成立すること

である．

(1) p = −1 かつ p + q + 1 = 0 かつ 2p + r + 1 > 0

(2) p = −1かつ p+ q +1 = 0かつ 2p+ r +1 5 0かつ d5(p, q, r) = 0

(3) −3 5 p < −1 かつ p + q + 1 = 0 かつ d5(p, q, r) = 0 かつ

(q, r) 6= (−p− 1, −2p− 1)

(4) p 5 −3 かつ 4q = (p + 1)2 + 4 かつ d5(p, q, r) = 0

証明. 定理 2.3.1より，補題 2.4.1, 補題 2.4.2の条件を同時に満たす (p,

q, r) の範囲 P̆s0+
5 を考えればよい．いま，p を定数として固定して，p に

おける P̆s0+
5 の切り口

S+
5,p =

{
(q, r) ∈ R2

∣∣ (p, q, r) ∈ P̆s0+
5

}

を考える．
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(q, r)-平面 S+
5,p 上において，曲線 d5(p, q, r) = 0 はパラメータ表示

q =
1

27(2t + 1)3
·
(
− 36t3 + (p + 1)

(
4(8p2 − 65p + 116)t3

+ 6(8p2 − 38p− 19)t2 + 3(8p2 − 11p− 73)t + (4p2 + 8p− 23)
))

r =
1

27(2t + 1)3
·
(
− 8(2p− 1)3t3 − 3(2p− 1)2(8p + 23)t2

− 6(2p− 1)(p + 4)(4p + 7)t− (p + 4)2(8p + 5)
)

を持つ 3次有理曲線で，点

(q, r) =
(

4p3 + 12p2 − 15p− 23
27

, − (2p− 1)3

27

)

に単純尖点を持っている．この尖点は直線 (2p− 1)2 = 3(2q + r + 2) 上に

ある．曲線 d5(p, q, r) = 0 と直線 p + q + 1 = 0 の接点は (q, r) = (−p− 1,

−2p− 1) で，接点でないほうの交点は (q, r) = (−p− 1, p2) である．この

ことに注意して，p > −1, p = −1, p < −1 の場合に分けてグラフを描いて

みる．

p > −1の場合

p + q + 1 = 0 d5(p, q, r) = 0

4p + 2q + r + 3 = 0

(2p− 1)2 = 3(2q + r + 2)

(−p− 1,−2p− 1)

(q, r)-平面 S+
5,p
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p = −1の場合

p + q + 1 = 0 d5(p, q, r) = 0

4p + 2q + r + 3 = 0
(2p− 1)2 = 3(2q + r + 2)

(q, r)-平面 S+
5,p

p の値によって，尖点と直線 p + q + 1 = 0 の位置関係が変化することに

注意しよう．

p < −1の場合

p + q + 1 = 0 4q = (p + 1)2 + 4

d5(p, q, r) = 0
4p + 2q + r + 3 = 0

(2p− 1)2 = 3(2q + r + 2)

(q, r)-平面 S+
5,p

p < −1 の場合，点 (q, r) = (−p− 1, −2p− 1) は条件

4(p + 1)(p− 2)(2p− 1)− 9(q(2p− 1) + r(p + 1)) = 0

より S+
5,p に属さない．あとは，細かい説明を要しないであろう．
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第６章

実代数幾何の応用

本章は，ガロア理論や代数幾何学の初歩的知識を仮定して議論を進める．

6.1. 実閉体と実代数多様体

6.1.1. 実閉体

定義 6.1.1. K は体であり全順序集合でもあり，任意の a, b, c, d ∈ K

に対して，

(1) a = b, c = d ならば a + c = b + d.

(2) a = b ならば −a 5 −b.

(3) a > 0, b > 0 ならば ab > 0.

が成り立つとき，K は順序体であるという．

K1, K2 が順序体のとき，写像 f :K1 → K2 が体としての準同型 (中への

同型) 写像であり，かつ「a > b ならば f(a) > f(b)」を満たすとき，順序

準同型であるという．同型も同様．

1 つの体を順序体にするような順序は一通りとは限らない．例えば

K = Q(
√

2)においては，通常の順序 = 以外に，「a + b
√

2 º c + d
√

2 ⇐⇒
a− b

√
2 = c− d

√
2」として順序 º を定めると，º についても K は順序

体になる．
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定義 6.1.2. K は体とする．部分集合 X ⊂ K に対して，

Σ(X) :=
{
a2
1 + · · ·+ a2

n

∣∣ n ∈ N. a1,. . ., an ∈ X
}

と書くとにする．−1 /∈ Σ(K) のとき，K は実体であるという．

K が実体であって，任意の代数拡大体 L % K について Lが実体になら

ないとき，K は実閉体であるという．

命題 6.1.3. (1) 順序体は実体である．

(2) 順序体や実体の標数は 0 である．

証明. (1) K は順序体であると仮定する．a ∈ K に対し，a > 0 なら

ば順序体の定義の (3)から a2 > 0 であり，a < 0 ならば −a > 0 だから

a2 = (−a)2 > 0 である．よって，a ∈ K ならば a2 = 0 である．これよ

り，a ∈ Σ(K) ならば a = 0 である．1 = 12 > 0 だから −1 < 0 であり，

−1 /∈ Σ(K) である．

(2)体K の標数が素数 p > 0であるとすると，−1 = 12 + · · ·+ 12

︸ ︷︷ ︸
p−1 個

∈ Σ(K)

だから K は実体でない．(1)より K は順序体でない．

命題 6.1.4. K は標数 0 の体とする．

(1) a, b ∈ Σ(K) ならば a + b ∈ Σ(K) かつ ab ∈ Σ(K).

(2) a ∈ Σ(K), a 6= 0 ならば 1/a ∈ Σ(K).

(3) K が実体でないならば Σ(K) = K.

証明. (1) a = a2
1+· · ·+a2

n, b = b2
1+· · ·+b2

mならば，ab =
n∑

i=1

m∑

j=1

(aibj)2 ∈

Σ(K) である．a + b ∈ Σ(K) は自明．

(2)
1
a

=
a

a2
=

n∑

i=1

(ai

a

)2

∈ Σ(K).

(3) K が実体でないとすると，−1 ∈ Σ(K) である．任意の a ∈ K をと

ると，

a =
(

a + 1
2

)2

+ (−1)
(

a− 1
2

)2

∈ Σ(K)
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なので，K = Σ(K).

命題 6.1.5. K は実閉体で，a ∈ K とする．

(1) もし a ∈ Σ(K) ならば，ある b ∈ K が存在して a = b2 と書ける．

(2) もし a /∈ Σ(K) ならば，ある b ∈ K が存在して a = −b2 と書ける．

(3) −Σ(K) =
{
a ∈ K

∣∣ −a ∈ Σ(K)
}
とおくと，

K = Σ(K) ∪ (−Σ(K)), Σ(K) ∩ (−Σ(K)) = {0}
である．

(4) a2
1 + · · ·+ a2

n = 0, a1,. . ., an ∈ K ならば a1 = · · · = an = 0 である．

証明. (1) K を K の代数閉包とし，a ∈ K に対し
√

a ∈ K を考える．
√

a /∈ K と仮定してみる．K(
√

a ) % K だから K(
√

a )は実体でない．よっ

て，ある n ∈ N と bi + ci
√

a ∈ K(
√

a ) (∃bi, ∃ci ∈ K. i = 1,. . ., n)に

より，

−1 =
n∑

i=1

(
bi + ci

√
a

)2 =
n∑

i=1

b2
i + a

n∑

i=1

c2
i + 2

√
a

n∑

i=1

bici

と書ける．B :=
n∑

i=1

b2
i ∈ Σ(K) ⊂ K, C :=

n∑

i=1

c2
i ∈ Σ(K) ⊂ K だから，

√
a /∈ L の係数は

n∑

i=1

bici = 0. よって，1 + B + aC = 0 で 1 + B > 0 だ

から前命題より −a = (1 + B)/C ∈ Σ(K) である．a 6= 0 であるが，もし

a ∈ Σ(K) ならば，前命題から −1 = (−a)/a ∈ Σ(K) となり矛盾する．

対偶をとれば，a ∈ Σ(K) ならば
√

a ∈ K である．

(2) b = −aとおいて上の議論を使うと，もし
√−a /∈ K ならば a = −b ∈

Σ(K) となる．対偶を取ると，a /∈ Σ(K) ならば
√−a ∈ K である．

(3) 上の議論から，a ∈ K ならば
√

a ∈ K または
√−a ∈ K である．

√
a ∈ K ならば a ∈ Σ(K) であり，

√−a ∈ K ならば a ∈ (−Σ(K)) なの

で，Σ(K) ∪ (−Σ(K)) = K である．

a ∈ Σ(K)∩ (−Σ(K))を取る．a = −b2 (∃b ∈ K)と書ける．もし，a 6= 0

ならば b 6= 0で，a ∈ Σ(K)だから，−1 = a/b2 ∈ Σ(K) 　となり矛盾する．
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(4) n = 1 のときは自明．n = 2 のとき，a1 6= 0 とすると，−1 =
n∑

i=2

(ai/a1)2 ∈ Σ(K) となり矛盾する．よって，a1 = 0 である．同様に，

a2 = · · · = an−1 = 0 である．

実閉体とは限らない実体 K の中には Σ(K) ∪ (−Σ(K)) $ K とな

るものもある．例えば有理関数体 K = R(X) は実体であるが，X /∈
Σ(R(X)) ∪ (−Σ(R(X))) である．

命題 6.1.6. K が実閉体ならば，K を順序体にするような順序が一意的

に存在する．

証明. a, b ∈ K に対して，「a = b ⇐⇒ a − b ∈ Σ(K)」によって = を
定める．Σ(K) ∪ (−Σ(K)) = K なので，任意の a, b ∈ K に対し a = b

または b = a の少なくとも一方が成り立つ．Σ(K) ∩ (−Σ(K)) = {0} な
ので，a = b かつ b = a ならば a = b が成り立つ．a = b, b = c ならば

a− c = (a− b) + (b− c) ∈ Σ(K) なので a = c であり，= は K 上の全順

序であることがわかる．さらに，=が定義 6.1.1(1)～ (3)を満たすことも

Σ(K) の性質からすぐわかる．よって，K は = について順序体になる．
K を順序体とするような別の順序 º が存在したと仮定する．a º b な

らば a − b º 0 である．
√

a− b ∈ K または
√

b− a ∈ K であるが，も

し
√

b− a ∈ K ならば b − a = c2 (∃c ∈ K)となり，定義 6.1.1(3)より

b− a = c2 º 0でなければならない．よって a = bとなり，
√

a− b ∈ K で

ある．いずれにせよ
√

b− a ∈ K が成立し，b− a ∈ Σ(K)がわかる．よっ

て，a = b である．同様に，b º a ならば b = a なので，a º b と a = bは

同値になる．

定理 6.1.7. K は体で，a ∈ K, a /∈ Σ(K) であると仮定する．すると，

K の代数拡大体であるような実閉体 K∗ で，K∗ 上の順序で a < 0 となる

ようなものが存在する (一意的とは限らない)．特に，実体は (一般には複

数の)順序体の構造を持つ．
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証明. K を K の代数閉包とし，

A :=
{
L

∣∣ L は体で K ⊂ L ⊂ K で a /∈ Σ(L)
}

とおく．Aは包含関係に関して空でない帰納的順序集合であるので，Zorn

の補題により極大元 L1 を持つ．命題 6.1.4(3)より L∗ は実体である．

B :=
{
L

∣∣ L は実体で L1 ⊂ L ⊂ K
}

も帰納的順序集合だから極大元 K∗ を持つ．K∗ $ L ∈ Bとなる Lはない

から K∗ は実閉体である．K∗ を順序体にするような順序 >が一意的に存

在する．この順序を L1, K に制限して考える．
√−a /∈ L1 と仮定すると L1(

√−a ) % L1 だから，L1 の極大性により

a ∈ Σ
(
L1(

√−a )
)
である．よって，

a =
n∑

i=1

(
bi + ci

√−a
)2 (∃n ∈ N. ∃bi, ∃ci ∈ L1)

と書ける．B :=
n∑

i=1

b2
i , C :=

n∑

i=1

c2
i とおくと

n∑

i=1

bici = 0 で a = B − aC

となる．命題 6.1.4より a = B/(C + 1) ∈ Σ(L1)となり矛盾する．よって，
√−a ∈ ÃL1 で −a =

(√−a
)2

> 0 となる．この不等式は K∗ で成立してい

て a < 0 である．

定理 6.1.8. (1) K が実閉体ならば K(
√−1 ) は代数閉体である．

(2) K が実体で，K(
√−1 )が代数閉体ならば，K は実閉体である．

証明. (1) K は実閉体とする．

(i) f(x) ∈ K[x] が奇数次のモニック多項式ならば，f(a) = 0 を満たす

a ∈ K が存在することを d := deg f(x) に関する帰納法で証明する．

d = 1ならば自明なので d = 3とする．f(x)が可約ならば奇数次の既約因子

を持つので，f(X)が既約な場合に証明すればよい．K の代数閉包Kにおける

f(x) = 0の勝手な根 αを取るとき，α /∈ K である．K(α) % K なので K(α)

は実体でない．よって，ある n ∈ Nと b1,. . ., bn ∈ K(α)により，−1 =
n∑

i=1

b2
i
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と書ける．また，bi ∈ K(α) = K[α]なので，bi =
d−1∑

j=0

cijα
j (∃cij ∈ K)と書

ける．gi(x) =
d−1∑

j=0

cijx
j , g(x) = 1+

n∑

i=0

gi(x)2 ∈ K[x]とおく．g(α) = 0な

ので，g(x) は f(x) の倍数で，g(x) = f(x)h(x) (∃h(x) ∈ K[x])と書ける．

deg g(x)は偶数，deg f(x)は奇数なので，deg f(x)は奇数で，deg h(x) 5 d−2

である．帰納法の仮定から h(β) = 0を満たす β ∈ K が存在する．すると，

g(β) = 0 となり，−1 =
n∑

i=1

gi(β) ∈ Σ(K) となって，K が実体であること

と矛盾する．

(ii) C := K(
√−1 ) とし，a ∈ C ならば

√
a ∈ C であることを証明する．

a = b + c
√−1 (a, b ∈ K)とする．




√√
b2 + c2 + b

2
+
√−1

√√
b2 + c2 − b

2




2

= b + c
√−1

なので，
√

a ∈ C である．

(iii) C := K(
√−1 )とし，K を C を含む代数閉包とする．ω /∈ K(

√−1 )

となる ω ∈ K が存在したと仮定して矛盾を導く．

C を含む K の有限次ガロア拡大 Lを取る．ガロア群を G := Gal(L/K)

とし，G の 2-シロー群 S を取る．

M :=
{
a ∈ L

∣∣任意の σ ∈ S に対し σ(a) = a
}

とすると，M の K 上の拡大次数は [M : K] = #G/#S で，これは奇数で

ある．勝手な α ∈ M の K 上の最小多項式 fα(x)は奇数次であるが．(i)よ

り fα(x) は 1 次式であり，M = K となる．よって，G = S で #G = 2n

と書ける．n = 2 と仮定して矛盾を導こう．

H =
{
σ ∈ G

∣∣任意の a ∈ C に対し σ(a) = a
}

とおく．#(G/H) = 2 だから #H = 2n−1 である．p-群や巾零群の理論で

よく知られているように，H の部分群 I で，#I = 2n−2 を満たすものが

存在する．I に対応する C の 2 次拡大 C(
√

α) (∃α ∈ C) が存在する．し
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かし，(ii)の結果から
√

α ∈ C で，これは矛盾である．よって，n = 1 で

C = K である．

(2) K(
√−1 ) が代数閉体ならば，K $ L ⊂ K(

√−1 ) を満たす体 L は

L = K(
√−1 ) 以外になく，K(

√−1 )は実体でないから，K は実閉体であ

る．

上の定理の (2)からわかるように，R は実閉体である．

6.1.2. Tarski-Seidenberg 原理

K は実閉体とする．E := {−1, 0, 1} とし，a ∈ K に対し，a > 0 なら

sign(a) = 1, a = 0 なら sign(a) = 0, a < 0 なら sign(a) = −1 と約束する．

dを非負整数，sは自然数とする．E の元を成分とする s行 2N +1列の行列

全体の集合を Ŵs,N とし，Ws,d =
d⊔

N=0

Ŵs,N とおく．一般に，d 次以下の 1

変数多項式 0 6= fi(x) ∈ K[x] (i = 1,. . ., s)に対して，E の元を成分とする

行列 S(f1, . . ., fs) を以下のように定義する．まず，f1,. . ., fs の K 内での

根全体を α1 < α2 < · · · < αN とする．形式的に，α0 = −∞, αN+1 = +∞
とおく．各開区間 Ik := (αk, αk+1) (k = 0,. . ., N) 上では，sign(fi(x)) は

一定であるので，その値を sign(fi(Ik)) ∈ E と定める．pi,k := sign(fi(Ik)),

q′i,k := sign(fi(αk))とし，符号を並べた長さ 2s + 1 の行ベクトル S(fi)を

S(fi) :=
(
pi,0, qi,1, pi,1, qi,2, pi,2, . . . , pi,N−1, qi,N , pi,N

)

と定める．行ベクトル S(f1),. . ., S(fs)を縦に並べてできる s 行 2N +1 列

の符号の行列を S(f1, . . ., fs) と書く．ここで，N 5 sdだから，S(f1, . . .,

fs) ∈ Ws,d である．

K = R の場合に次の補題を証明する．

補題 6.1.9. 写像 ϕ : W2s,d −→ Ws,d で以下の条件 (∗)を満たすものが
存在する．

(∗) h, f2,. . ., fs ∈ R[x] − {0} が d 次以下の多項式 で deg h = 1 である

ならば，h を h′, f2,. . ., fs で割った余りをそれぞれ r1,. . ., rs とする
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とき，

S(h, f2, . . . , fs) = ϕ
(
S(h′, f2, . . . , fs, r1, . . . , rs)

)

が成り立つ．ここで，h′ =
d

dx
h(x) である．

証明. w ∈ Ŵs,N ⊂ W2s,d をとる．w の (i, j)-成分を wij (1 5 i 5 2s,

1 5 j 5 2N + 1)とする．w = S(h′, f2,. . ., fs, r1,. . ., rs) を満たす d 次以

下の h, f2,. . ., fs ∈ R[x]− {0}が存在しないときは ϕ(w) の値はどのよう

に定めてもよいから，w = S(h′, f2,. . ., fs, r1,. . ., rs)を満たす d 次以下の

h, f2,. . ., fs ∈ R[x]− {0}が存在する場合に，h, f2,. . ., fs を知らない状態

で ϕ(w) の値を定理の結論を満たすように定めることができることを示せ

ばよい．

考察として，h′, f2,. . ., fs, r1,. . ., rs の R 内での根全体が α1 < α2 <

· · · < αN であったと仮定してみよう．形式的に f1 = h′ とおく．1 5 p 5 s

に対し，wp,2i = 0 であることと fp(αi) = 0 は同値である．そこで

A :=
{
i
∣∣ 1 5 i 5 N で，ある 1 5 p 5 s に対し wp,2i = 0

}

とおき，L = #Aとし，Aの元全体を i1 < · · · < iLとおく．αi1 < · · · < αiL

が h′, f2,. . ., fs の根全体である．

(I) L = 0 の場合．f1 = h′, f2,. . ., fs は根を持たず，w の各行は定符号

(wij = εi ∈ E)である．すると h は単調増加または単調減少な多項式だ

から，根 α1 を 1 個だけ持ち N = 1 である．v の 1 行目は (−ε1, 0, ε1)

で，i 行目 (2 5 i 5 s)は (εi, εi, εi) である．このように定まる v を用い

て ϕ(w) = v と定めればよい．

(II) 以下，L = 1 の場合を考える．今 k ∈ {1,. . ., L} が与えられたとき
wp,2ik

= 0 を満たす p ∈ {1,. . ., s} が存在する．このとき fp(αik
) = 0 で

ある．h = qpfp + rp (∃qp ∈ R[x])なので，h(αik
) = rp(αik

) が成り立つ．

よって，sign(h(αik
)) = ws+p,ik

である．後の便宜上，uik
:= ws+p,ik

とお

く．uk は wp,2ik
= 0 を満たす p の選び方に依存しないで定まる．以下，h

の根のある場所をさがそう．

区間 I0 := (−∞, αi1)では，sign(h′(x)) = w1,1 6= 0である．よって，I0
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上の h の根は高々1 個である．w1,1w1,i1 = 1 のとき m0 := 1, それ以外の

とき m0 := 0 と定めると，m0 = 1 のときに限って I0 上に h の根がある．

区間 Ik := (αik
, αik+1) (1 5 k 5 L− 1)上では，w1,ik

w1,ik+1 = −1 のと

き mk := 1, それ以外のとき mk := 0 と定めると，mk = 1 のときに限っ

て Ik 上に h の根がある．Ik 上の h の根は高々1つで重根ではない．

区間 IL := (αiN
, +∞) 上では，sign(h′(x)) = w1,2N+1 6= 0 である．そ

こで，w1,2iL
w1,2N+1 = 1 のとき mL := 1, それ以外のとき mL := 0 と定

めると，mL = 1 のときに限って IL 上に h の根がある．

B1 :=
{
k ∈ Z ∣∣ 0 5 k 5 L かつ mk = 1

}

B2 :=
{
i ∈ A

∣∣ w2,2iw3,2i · · ·ws,2i = 0
}

とおき，M = #B1 +#B2 とおく．h, f2,. . ., fs の相異なる根全体の個数は

M である．B1 の元 l を Jl と書く．B2 の元 i はある 1 5 k 5 L により

i = ik と書ける．i < Jl ⇐⇒ k 5 l, Jl < i ⇐⇒ l < k とし，B1, B2 上で

は通常の順序で，B := B1 tB2 に順序を定める．B は全順序集合になる．

B の元は h, f2,. . ., fs の相異なる根全体 β1 < · · · < βM に対応している．

βk に対応する B の元を ψ(k) (1 5 k 5 M)と書くことにする．ψ: {1,. . .,

M} → B は順序を保つ全単射である．ψ(k) ∈ B2 なら βk = αψ(k) であり，

ψ(k) = Jl ∈ B1 なら βk ∈ Il である．

さて，v := ϕ(w)を定めよう．v は s行M 列行列とし，その (i, j)-成分

を vij とする．

(i) i = 1 の場合．これは，h の符号変化に対応する行である．

もし，ψ(k) ∈ B2 (1 5 k 5 M)ならば，v1,2k := uψ(k) = sign(h(αψ(k)))

とおく．もし，ψ(k) ∈ B1 ならば h(βk) = 0 だから，v1,2k := 0 とおく．

奇数列目については，まず，h の増減を考え，v1,1 := −w1,1 とおく．

1 5 k 5 M に対しては帰納的に以下のように定める．もし v1,2k 6= 0 な

らば βk の前後で h の符号は変わらないので，v1,2k+1 := v1,2k とおく．

v1,2k = 0の場合は h(βk) = 0なので以下のようにする．ψ(k) ∈ B1 ならば，

h′(βk) 6= 0 だから，h のグラフは βk で横断的に x 軸を横切る．そこで，

v1,2k+1 := −v1,2k−1 とおく．ψ(k) ∈ B2 の場合は βk = αψ(k) は hの重根な

ので少し難しい．もし，w1,2ψ(k)−1w1,2ψ(k)+1 = 1ならば，hは βkを奇数重根
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にを持つから v1,2k+1 := −v1,2k−1とおく．もし，w1,2ψ(k)−1w1,2ψ(k)+1 = −1

ならば，hは βk を奇偶数重根にを持つから v1,2k+1 := v1,2k−1 とおく．以

上で，v の 1行目が定まった．

(ii) 2 5 i 5 s の場合．これは，fi の符号変化に対応する行で，それは

W の i 行目から簡単に決定できる．1 5 k 5 M に対し，もし ψ(k) ∈ B2

ならば，βk = αψ(k) だから，vi,2k := wi,2ψ(k), vi,2k−1 := wi,2ψ(k)−1,

vi,2k+1 := wi,2ψ(k)+1 とおけばよい．もし ψ(k) ∈ B1 ならば fi(βk) 6= 0

なので，ψ(k) = Jl とするとき，vi,2k−1 = vi,2k = vi,2k+1 := wi,2il+1 が

Il 3 βk 上での fi の符号である．

上の補題において h, f2,. . ., fs ∈ Z[x] ならば，h′, r1,. . ., rs ∈ Z[x] であ

ることに注意する．半代数的集合の一般的定義は後で与えるが，さしあたっ

て特別な場合を考える．

定義 6.1.10. K は実閉体，R ⊂ K は部分整域とする．ある n ∈ N と
m1,. . ., mn ∈ Nと，n変数多項式 fi,j ∈ R[x1,. . ., xn] および不等号または

等号 ∗i,j ∈ {>, =} をうまく選んで，

A =
n⋃

i=1

mi⋂

j=1

{
(a1, . . . , an) ∈ Kn

∣∣ fi,j(a1, . . . , an) ∗i,j 0
}

と表せる集合 A を Kn 内の R-係数の半代数的集合という．R = K の場

合には「K-係数の」という語は省略する．

さらに，K を含む実閉体 L に対し，

A⊗K L :=
n⋃

i=1

mi⋂

j=1

{
(a1, . . . , an) ∈ Ln

∣∣ fi,j(a1, . . . , an) ∗i,j 0
}

と書くことにする．

補題 6.1.11. K は実閉体とし，自然に Z ⊂ K と考える．

fi(x, y1, . . . , yn) =
mi∑

k=0

hi,k(y1, . . . , yn)xk ∈ Z[x, y1, . . . , yn]− {0}
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(mi = degx fi; i = 1,. . ., s)とし，d = max{m1,. . ., ms}とする．また，W

は Ws,d の部分集合とする．このとき，以下の条件を満たす Z-係数の半代

数的集合 B(W ) ⊂ Kn が存在する．

S(f1, . . . , fs) ∈ W ⇐⇒ (y1, . . . , yn) ∈ B(W )

ただし，S は y1,. . ., yn を定数と考え，f を x の多項式とみなして定義

する．

証明. m1 = · · · = ms と仮定してよい．

非負整数が降順に並んだ有限列全体の集合を Aとし，Aに順序を以下の

ように定義する．K = (k1 = k2 = · · · = ks), L = (l1 = l2 = · · · = lt) とす

るとき，k1 = l1,. . ., kr−1 = lr−1, kr > lr (∃r ∈ N) であるとき K > L で

あると定義する．

M := (m1,. . ., ms) ∈ A に関する帰納法で証明する．

M が Aの極小元の場合は，m1 = · · · = ms = 0で，fi = hi,0(y1,. . ., yn)

だから，連立不等式 S(h1,0, . . . , hs,0) ∈ W によって定まる半代数的集合を

B(W ) とすればよい．

M > minA の場合を考える．degx f1 5 · · · 5 degx fs と仮定してよい．

degx fs = 1 である．fi 達は Z-係数多項式だから，前補題を適用すること

ができる．前補題の写像 ϕ : W2s,d −→ Ws,d を取り，W ′ = ϕ−1(W ) とお

く．すると，S(f1,. . ., fs) ∈ W と，S(f ′1, f2,. . ., fs, r1,. . ., rs) ∈ W ′ は同

値となる．(degx f ′1, deg f2,. . ., degx fs, degx r1,. . ., degx rs) を降順に並べ

替えた順列 L は A の中で M より小さいから，帰納法の仮定によって，

S(f ′1, . . . , rs) ∈ W ′ ⇐⇒ (y1, . . . , yn) ∈ B(W ′)

を満たす半代数的集合 B(W ′)が存在する．そこで，B(W ) = B(W ′)とお

けばよい．

定理 6.1.12. (Tarski-Seidenbergの定理) K は実閉体とし，一般に K

の拡大体 Lに対し，正射影 πL:Ln+r → Ln を πL(a1,. . ., an+r) = (a1,. . .,

an) で定める．

(1) Aが Kn+r の内の Z-係数の半代数的集合ならば，πK(A) も Kn 内の

Z-係数の半代数的集合である．
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(2) A は Kn+r の内の K-係数の半代数的集合であるとする．すると，あ

る n ∈ N と m1,. . ., mn ∈ N と，ある n 変数多項式 gi,j ∈ K[x1,. . .,

xn] および不等号または等号 ∗i,j ∈ {>, =} をうまく選べば，K を含

む任意の実閉体 L ⊃ K に対して，

πL(A⊗K L) =
n⋃

i=1

mi⋂

j=1

{
(a1, . . . , an) ∈ Ln

∣∣ gi,j(a1, . . . , an) ∗i,j 0
}

が成り立つ．言い替えれば，πL(A⊗K L) = πK(A)⊗K Lが成り立つ．

(3) Aが Kn+r の内の K-係数の半代数的集合ならば，πK(A) も Kn 内の

K-係数の半代数的集合である．

証明. (1) r = 1 の場合を考える．πK(x, y1,. . ., yn) = (y1,. . ., yn)と仮定

しておく．ある f1,. . ., fs ∈ R[x, y1,. . ., yn] と，ε1,. . ., εs ∈ E = {−1, 0,

+1} によって，

A =
{
(x, y1, . . . , yn)) ∈ Rn

∣∣ sign(fi(x, y1, . . . , yn) = εi (i = 1,. . ., s)
}

と書ける場合に証明すれば十分である．ε1,. . ., εs を縦に並べた列ベクトル

を ε とする．A ∈ Ws,d で A の少なくとも 1つの列ベクトルが ε と一致す

るような A 全体の集合を W とする．このとき，ϕ(A) = B(W ) であり，

前補題より，これは Kn 内の Z-係数の半代数的集合である．

r = 2の場合は，πi:Kn+i −→ Kn+i−1 (i = 1,. . ., r)を πi(a1,. . ., an+i) =

(a1,. . ., an+i−1) で定まる正射影とし，πK = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πr と分解して

考えれば，r = 1 の場合に帰着される．

(2) A =
l⋃

i=1

ki⋂

j=1

{
(b1, . . . , bn+r) ∈ Kn+r

∣∣ fi,j(b1, . . . , bn+r) ∗′i,j 0
}

(fi,j(x1,. . .,xn+r) ∈ K[x1,. . ., xn+r], ∗′i,n ∈ {>, =})と表わせたとする．す
べての fi,j(x1,. . .,xn+1) (1 5 j 5 ki, 1 5 i 5 l)に現れるすべての項の係数

を適当な順序で 1列に並べて c1,. . ., cN とし，fi,j に現れる係数 ck を不定

元 xn+r+k (1 5 k 5 N)で置き換えてできる多項式を Fi,j(x1,. . ., xn+r+N )

とする．Fi,j の各項の係数は 1 か 0 なので，Fi,j ∈ Z[x1,. . ., xn+r+N ] で
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ある．

Ã =
l⋃

i=1

ki⋂

j=1

{
(b1, . . . , bn+r+N ) ∈ Kn+r+N

∣∣ Fi,j(b1, . . . , bn+r+N ) ∗′i,j 0
}

とおく．π̃:Ln+r+N → LN+n を

π̃(a1, . . . , an+r+N ) = (a1, . . . , an, an+r+1, . . . , an+r+N )

で定める．(1)より，ある n ∈ Nと m1,. . ., mn ∈ Nと，あるGi,j ∈ K[x1,. . .,

xn+N ] および ∗i,j ∈ {>, =} をうまく選べば，

π̃(A) =
n⋃

i=1

mi⋂

j=1

{
(a1, . . . , an+N ) ∈ Kn+N

∣∣ Gi,j(a1, . . . , an+N ) ∗i,j 0
}

となる．そこで，xn+r+1,. . ., xn+r+N に c1,. . ., cN を代入して gi,j(x1,. . .,

xn) := Gi,j(x1, . . . , xn, c1, . . . , cN ) とおき，

AL =
n⋃

i=1

mi⋂

j=1

{
(a1, . . . , an) ∈ Ln

∣∣ gi,j(a1, . . . , an) ∗i,j 0
}

とおけば，πL(A⊗K L) = AL となる．

(3)は (2)で L = K とした場合からわかる．

6.1.3. Hilbertの第 17問題

定理 6.1.13. (Artin-Langの定理) K と L は実閉体で L は K の拡大

体であるとする．また，A ⊂ Kn は K-係数の半代数的集合であるとする．

このとき，もし A⊗K L 6= φ ならば A 6= φ である．

証明. nに関する帰納法で証明する．n = 0 ならば K0 = L0 = {0}だか
ら，A⊗K L 6= φ ならば A = {0} 6= φ である．

n = 1 とし，n− 1 まで定理は正しいと仮定する．πL:Ln → Ln−1 は正

射影で，π = πL|K :Kn → Kn−1 はその Kn への制限とする．A⊗K L 6= φ

ならば πL(A ⊗K L) 6= φ である．前定理より πL(A ⊗K L) = π(A) ⊗K L

が成り立つ．すると，帰納法の仮定から π(A) 6= φである．よって，A 6= φ

である．
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ここで定理 1.3.9の証明を与える．

定理 6.1.14. (Artinの定理) f1(x1,. . ., xn), f2(x1,. . ., xn) は互いに素

な実数係数多項式で，f(x1, . . . , xn) =
f2(x1, . . . , xn)
f1(x1, . . . , xn)

とする．さらに，

f1(a1,. . ., an) 6= 0 であるような任意の有理数の組 (a1,. . ., an) に対して

f(a1,. . ., an) = 0が成り立つと仮定する．すると，ある自然数 r と，ある

実数係数有理関数 g1(x1,. . ., xn), . . ., gr(x1,. . ., xn)が存在して，

f(x1, . . . , xn) =
r∑

i=1

gi(x1, . . . , xn)2

と書ける．さらに，f1, f2 が有理数係数多項式ならば，g1,. . ., gr を整数係

数有理関数として選ぶことができる．

証明. 有理関数体 K := R(x1,. . ., xn)は，−1 /∈ Σ(K)を満たすので実体

である．

f0 := ff2
1 = f1f2 ∈ K[x1,. . ., xn] を考える．多項式の連続性から任意の

(a1,. . ., an) ∈ Rnに対して f0(a1,. . ., an) = 0である．もし，f0 = g2
1+· · ·+g2

r

(∃gi ∈ K)が証明できれは，f = (g1/f1)2 + · · ·+ (gr/f1)2 となるので，最

初から f は多項式であると仮定してよい．

f /∈ Σ(K) と仮定して矛盾を導こう．定理 6.1.7より，K の代数拡大体

であるような実閉体 K∗ で，K∗ 上の順序で f < 0 となるようなものが存

在する．命題 6.1.5(2)より，ある h ∈ K∗ により，f = −h2 と書ける．

F (t0, t1, . . . , tn) := t20f(t1, . . . , tn) + 1 ∈ R[t0, t1, . . . , tn]

A :=
{
(a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1

∣∣ F (a0,. . ., an) = 0
}

とおく．K∗(t0,. . ., tn) においては，F (1/h, x1,. . ., xn) = 0 であるから，

A ⊗K K∗ 6= φ である．Artin-Langの定理より，A 6= φ となる．つまり，

ある a0,. . ., an ∈ R が存在して，a2
0f(a1,. . ., an) + 1 = 0 となる．これよ

り，f(a1,. . ., an) < 0 となり，仮定に矛盾する．

f が Z-係数の場合には，上の証明で R の部分を Q と書き換えれば，
f ∈ Σ

(
Q(x1, . . . , xn)

)
がわかる．Q(x1,. . ., xn) の元は，整数係数多項式の

商で表せる．
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6.1.4. 実代数多様体

以下の話は R を一般化して実閉体 K で議論することもできるが，Kn

の位相に関する議論が必要になる．ただ，Rを K に一般化しても，前項の

Artinの定理のような有り難い応用も知られていないので，R の場合にの
み話をする．

本書では，実の場合も複素の場合も，代数多様体は既約かつ被約である

と仮定する．また，非特異点を少なくとも 1 点は持つと仮定する．代数多

様体 V の次元 dimV は，その構造層の局所環のクルル次元として定義さ

れるが，非特異点の近傍では，その近傍の多様体としての次元と一致する

ものと仮定する．

例えば，x2 +y2 = 0とか x2 +y2 +1 = 0で定まる (x, y)-平面 R2 上の集

合は実代数多様体ではない．また，例えば，f1,. . ., fr ∈ R[x1,. . ., xn] のと

き，Rn 内で f1 = · · · = fr = 0で定まる集合 V1 と，f2
1 + · · ·+f2

r = 0で定

まる集合 V2は，集合としては一致する．しかし，後者を I2 = (f2
1 + · · ·+f2

r )

を定義イデアルとして定まる実アフィン多様体と考えるのは適切でない．V1

も，もう少し条件を課さないと，実アフィン多様体にはならない．以下，本

書における実代数多様体の正確な定義を述べる．

定義 6.1.15. 多項式環 S = R[x1, x2,. . ., xn] のイデアル I ⊂ S を取り，

V =
{
a ∈ Rn

∣∣任意の f ∈ I に対し f(a) = 0
}
,

I(V ) =
{
f ∈ S

∣∣任意の a ∈ V に対し f(a) = 0
}

とおく．今，V 6= φ を仮定する．一般には，
√

I ⊂ I(V ) であるが，今√
I = I(V ) が成り立つと仮定する．P (V ) := S/I とおく．点 a = (a1,

a2,. . ., an) ∈ Rnに対し，M̃a :=
n∑

i=1

S ·(xi−ai)とおく．π:S → P (V )を自

然な全射として，点 a ∈ V のとき，Ma := π(M̃a)とおくと，Ma は P (V )

の極大イデアルである．S(a) := P (V )−Ma は P (V ) の積閉集合である．

B ⊂ V を空でない部分集合とする．SB :=
⋂

a∈B

S(a)も P (V )の積閉集合であ

るので，SB による P (V )の局所化を R(B) = RV (B) := S−1
B P (V )とおく．
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P (V )はネーター環であるので，R(B)もネーター環である．ma := MaR(V )

とおくと，a ∈ V のとき R(V )/ma
∼= P (V )/Ma

∼= S/M̃a
∼= R で，ma は

R(V ) の極大イデアルである．ma を点 a ∈ V に対応する R(V ) の極大イ

デアルという．容易に分かるように，勝手な極大イデアル m ⊂ R(V ) を取

るとき，m = ma となるような点 a ∈ V がただ 1つ存在する．

Rn の普通の距離空間としての位相から誘導される V ⊂ Rn の位相をユー

クリッド位相という．U が V のユークリッド開集合 (ユークリッド位相で

の開集合)のとき，R(U) = S−1
U R(V ) を U の座標環という．V 上の可換

環の連接層 RV を RV (U) = R(U) によって定める. 局所環付き空間 (V ,

RV ) を広義実アフィン (代数) 多様体という．R(V ) が 0 以外の零因子を

持たないとき，V は被約であるという．R(V )が整域であるとき，V は (狭

義)実アフィン (代数) 多様体 であるという．

R(V ) のイデアル J に対し

V (J) :=
{
a ∈ V

∣∣任意の f ∈ J に対し f(a) = 0
}

とおき，
{
V (J)

∣∣ J は R(V ) のイデアル
}
を閉集合系として定まる V 上

の位相をザリスキー位相という．V = V1 ∪ V2, φ 6= V1 $ V , φ 6= V2 $ V

を満たすザリスキー閉集合 (ザリスキー位相についての閉集合) V1¡ V2 が

存在しないとき V は既約であるという．広義実アフィン多様体が既約か

つ被約であることと，それが実アフィン多様体であることは同値である．

Krull dimR(V ) = Krull dimP (V ) を dimV と書き V の次元という．

V は広義実アフィン多様体とする．部分部分集合 B ⊂ V に対し，B を

含む最小の V のザリスキー閉集合を Zar(B) とか ZarV (B) と書き，V に

おける B のザリスキー閉包という．他方，ユークリッド位相に関しての V

における B の閉包は ClsV (B)とか B と書き，内部 (開核)は IntV (B)と

か B◦ と書く．また，V における B の境界を ∂V B := ClsV (B)− IntV (B)

と書く．

V ⊂ Rn, W ⊂ Rm はそれぞれ R(V ), R(W ) を座標環とする広義実ア

フィン多様体とする．R-代数としての準同型写像 ϕa:R(W ) −→ R(V ) が

存在すると仮定する．このとき，点 a ∈ V に対し ma ⊂ R(V ) を対応する
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極大イデアルとするとき，(ϕa)−1(ma)は R(W )の極大イデアルであり，あ

る点 b ∈ W に対応する．そこで，ϕ(a) = bによって正則写像 ϕ:V → W

を定義する．

ϕa:R(W ) −→ R(V )が同型写像であるとき，ϕ:V → W は同型写像であ

るといい，V と W は同型であるという．

V は広義実アフィン多様体とする．V のザリスキー開集合 U に対し，

R(U) ∼= R(W ) となるような広義実アフィン多様体 (W , RW )が存在する

とき，U は V のアフィン開集合 であるという．

P ∈ V に対し，局所環 RV,P が正則局所環であるとき，P は V の非特

異点であるという．P が V の非特異点でないとき，P は V の特異点であ

るという．V の特異点全体の集合を Sing(V ), V の非特異点全体の集合

を Reg(V ) と書く． V が被約の場合，I = I(V )が成り立つから，ヤコビ

アン判定法により Reg(V ) は V の空でないザリスキー開集合になること

が，複素代数多様体の場合と同様にして証明できる．さらに，V が既約で

dimV = d, P ∈ Reg(V ) のとき，RV,P は d 個の元からなる正則パラメー

タ系 x1,. . ., xn を持ち，これは P の十分小さなザリスキー開近傍 U の上

で正則であり，U の局所座標系になる．したがって，V の位相的な次元と

Krull dimP (V ) = Krull dimR(V ) = Krull dimRV,P = d

が一致する．

定義 6.1.16. 局所環付き空間 (A, RA)が n 次元の広義実代数多様体で

あるとは，以下の (1), (2), (3)を満たす A のある有限開被覆 {Ui}r
i=1 が存

在することをいう．

(1) 各 i = 1,. . ., r に対し，(Ui, RA|Ui) は広義アフィン多様体である．

(2) 各 i, j ∈ {1,. . ., r} に対し，Ui ∩ Uj は Ui のアフィン開集合でザリス

キー位相に関して稠密である．

(3) 対角写像 ∆: A −→ A×A は閉埋入である．ここで，A×A のザリス

キー位相は，広義アフィン代数多様体 Ui × Uj のザリスキー位相から

誘導される位相である．

広義実代数多様体 Aについて，上のようにして定まる位相をザリスキー位
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相という．それに対し，各 Ui 上のユークリッド位相から誘導される位相を

ユークリッド位相という．さらに，各 RA(Ui)が整域であるとき，実代数多

様体であるという．このとき，RA(Ui)の分数体を，Rat(A) := Q
(
RA(Ui)

)

と書き，A の有理関数体という．広義実代数多様体 A, B の間の正則写像

ϕ:A → B は局所環付き空間としての射として定義する．

広義実代数多様体 Aが既約であるとは，ザリスキー位相について既約な

位相空間であることをいう．広義実代数多様体 Aが被約であるとは，各点

P ∈ Aに対し，局所環 RA,P が 0 以外に巾零元を持たないことをいう．広

義実代数多様体 Aの次元は dimA = max
P∈A

Krull dimRA,P として定義する．

6.1.5. 半代数的集合

定義 6.1.17. V は集合，A1,. . ., An は V の部分集合とする．A1,. . .,

An と ∩, ∪, 及び補集合を表す記号 V −Ai と何個かの括弧を用いて表すこ

とのできる集合の式を，A1,. . ., An のブール式という．

例えば，(A1 ∩A2) ∪ (V −A3) や (A1 −A2) ∩A3 は A1, A2, A3 のブー

ル式である．

定義 6.1.18. V は広義実代数多様体，U ⊂ V はアフィン開集合，

R(U) = RV (U) とする．ある有限個の U 上の正則関数 f1,. . ., fr ∈ R(U)

によって，
{
x ∈ U

∣∣すべての i = 1,. . ., r に対して fi(x) > 0
}

と表すことのできる集合を V の基本的半代数的開 (部分)集合という．また，
{
x ∈ U

∣∣すべての i = 1,. . ., r に対して fi(x) = 0
}

と表すことのできる集合が V のユークリッド閉集合であるとき，これを V

の基本的半代数的閉 (部分)集合という．基本的半代数的開 (部分)集合と基

本的半代数的閉 (部分)集合をあわせて基本的半代数的 (部分)集合という．

fij ∈ R(U) で，∗ij が >, = または = のいずれかであるとき，

s⋃

i=1

ri⋂

j=1

{
x ∈ U

∣∣ fij(x) ∗i,j 0
}
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という形の集合は，U の半代数的部分集合であり，逆に U の半代数的部分

集合はこのような形に表すことができる．

ある有限個の基本的半代数的集合のブール式で表すことのできる V の部

分集合を，V の半代数的 (部分) 集合という．

上の定義において U = Rn で (x1,. . ., xn)がその座標系の場合，R(U)は

R 係数の n 変数多項式 fi(x1,. . ., xn) 全体の集合であることに注意する．

Rn 自身は代数多様体であり，特に，半代数的集合である．また，Rn 内

で x1 = 0,. . ., xn = 0 で定まる集合 Rn
+ は，Rn の基本的閉集合である．

以下，本章では，Rn を座標系 (x1,. . ., xn) を用いて考察する場合に，

Rn : (x1,. . ., xn) と書き，射影空間 Pn を斉次座標系 (x0 : x1 : · · · : xn) を

用いて考察する場合に，Pn : (x0 : x1 : · · · : xn) と書く．

補題 6.1.19. V は Rn 内の閉部分アフィン多様体とする．このとき以

下が成立する．

(1) Aが V の基本的開集合ならば，Rn のある基本的開集合 B が存在し

て，A = B ∩ V と表すことができる．

(2) Aが V の基本的閉集合ならば，Rn のある基本的閉集合 B が存在し

て，A = B ∩ V と表すことができる．

証明. (1) S = R[x1,. . ., xn] とし , π:S → R(V ) を自然な全射とする．V

の勝手な基本的開集合

A :=
{
x ∈ V

∣∣任意の i = 1,. . ., r に対して fi(x) > 0
}

をとる．π は全射なので，π(Fi) = fi を満たす Fi ∈ S が存在する．

B :=
{
x ∈ Rn

∣∣任意の i = 1,. . ., r に対して Fi(x) > 0
}

とおけば，B は Rn の基本的開集合で，A = B ∩ V となる．

(2) の証明も同様である．

命題 6.1.20. V , W は実代数多様体で，ϕ:V → W は正則写像とする．

Aが W の半代数的部分集合ならば，ϕ−1(A) は V の半代数的部分集合で

ある．
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証明. まず，V , W がアフィン多様体の場合に証明する．V , W はある Rm,

Rn の閉部分代数多様体である．S(V ) = R[x1,. . ., xm], S(W ) = R[y1,. . .,

yn] とおく．座標環の全射 π1 : S(V ) −→ R(V ), π2 : S(W ) −→ R(W ) が

存在する．

A が W の基本的半代数的部分集合の場合に証明すれば十分である．A

は Rn の基本的半代数的部分集合でもあるので，ある f1,. . ., fr ∈ S(W )と

不等号あるいは等号 ∗i ∈
{

=, >, =
}
により，

A =
{
y ∈ Rn

∣∣各 1 5 i 5 r に対して fi(y) ∗i 0
}

と書ける．zi = ϕ∗(π2(yi))とし，π1(gi) = zi となる gi ∈ S(V )をとる．こ

のとき，

ϕ−1(A) = V ∩{
x ∈ Rm

∣∣各 1 5 i 5 r に対して fi

(
g1(x), . . . , gn(x)

) ∗i 0
}

となり，これは V の半代数的部分集合である．

次に，V , W が一般の代数多様体の場合に証明する．UW を W の勝手な

アフィン開集合とする．A ∩UW は UW の半代数的部分集合である．V の

有限個のアフィン開集合 U1,. . ., Ur により，ϕ−1(UW ) = U1 ∪ · · · ∪ Ur と

できる．
r⋃

i=1

(ϕ−1(A) ∩ Ui) = ϕ−1(A ∩ UW ) =
r⋃

i=1

(ϕ−1(A ∩ UW ) ∩ Ur)

前半の議論により，ϕ−1(A ∩ UW ) ∩ Ui は Ui の半代数的部分集合だから，

ϕ−1(A) ∩ Ui も Ui の半代数的部分集合で，ϕ−1(A) は V の半代数的部分

集合である．

定理 6.1.23. (Tarski-Seidenberg の定理) V , W は実代数多様体で，

ϕ:V → W は正則写像とする．Aが V の半代数的部分集合ならば，ϕ(A)

は W の半代数的部分集合である．

証明. (I) V , W がアフィン多様体の場合に証明する．適当に Rr, Rn を

選んで，V , W を Rr, Rn の閉部分アフィン多様体として埋め込めば，ϕは

Rr から Rn への多項式写像として表すことができる．Rr, Rn の座標系を
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それぞれ x = (x1,. . ., xr), y = (y1,. . ., yn) で表す．

X =
{
(x,y) ∈ Rr+n

∣∣ x ∈ A, y = ϕ(x)
}

とおく．x ∈ V は多項式による不等式または等式，y = ϕ(x)は多項式の等

式であるから，X は Rr+n の半代数的部分集合である．π:Rr+n → Rn を

π(x, y) = y で定まる正射影とすれば π(X) = ϕ(A) で，定理 6.1.12より，

これは半代数的集合である．

(II) V , W が一般の代数多様体の場合に証明する．W の任意のアフィ

ン開集合 U に対して ϕ(A) ∩ U が半代数的であることを証明すればよい．

ϕ−1(U)は V の有限個のアフィン開集合 U1,. . ., Ut の合併集合として表す

ことができ，各 A∩Ui は半代数的だから，ϕ(A∩Ui) も第 3段階の結果か

ら半代数的で，その合併集合である ϕ(A) ∩ U も半代数的である．

6.2. PSD錐の理論

6.2.1. 半代数多様体

実代数多様体とか半代数的集合の話は，過去からある理論であるが，半

代数多様体以降の話は筆者自身の考案によるので，節を改めて話をする．

定義 6.2.1. V は広義実代数多様体，A は V の半代数的部分集合で

Zar(A) = V を満たすと仮定する．V のザリスキー位相，ユークリッド位

相から誘導される A 上の位相を，それぞれ，A 上のザリスキー位相，ユー

クリッド位相という．A のザリスキー開集合 U に対し，RA(U) := RV (U)

で A 上の層 RA を定める．(A, RA) と同型な局所環付き空間を広義半代

数多様体 という．

任意の点 P ∈ A に対し，局所環 RA,P が 0 以外の巾零元を持たないと

き，Aは被約であるという．また，Zar(A)が既約のとき，Aは既約である

という．もし，Aが既約かつ被約なとき，(A, RA

)
と同型な局所環付き空

間を，半代数多様体 と呼ぶ．

A の境界と代数的境界を，

∂A := A− Int(A), ∂aA := Zar(∂ZA)
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で定義する．A の特異点集合と正則点集合を

Sing(A) := Sing(Zar(A)) ∩A, Reg(A) := A− Sing(A)

と定義する．

広義半代数多様体 A, B の間の正則写像 ϕ:A → B は局所環付き空

間としての射として定義する．広義半代数多様体 A の次元 は dimA =

max
P∈A

Krull dimRA,P として定義する．

例 6.2.2. Pn
R は実射影空間とする．

Pn
+ :=

{
(X0 : · · · : Xn) ∈ Pn

R
∣∣任意の 0 5 i < j 5 n に対して XiXj = 0

}

は半代数多様体である．正則写像 f :Pn
R −→ Pn

R を f(X0 : · · · : Xn) = (X2
1 :

· · · : X2
n) で定まるとき，f(Pn

R) = Pn
+ であることに注意する．

定義 6.2.3. A, Bは広義半代数多様体，ϕ:A → Bは正則写像，C := ϕ(B)

とする．Tarski-Seidenbergの定理より C は半代数的集合である．C 上の

可換環の層 RC を以下のように定める．

A と B がアフィンの場合に定義すれば十分である．RA := RA(A),

RB := RB(B)とし，ϕ∗:RB → RA は ϕから誘導される準同型写像とする．

R := RB/ Kerϕ∗ とおく．点 P ∈ C に対応する極大イデアルを mP ⊂ R

とし，

S :=
⋂

P∈C

(R−mP ), RC := S−1R

とおく．RC は RB-多元環である．C の構造層を RC := R̃C と定め，(C,

RC)を ϕの像という．誤解のない場合，(C, RC)を単に C = ϕ(A)と書く．

また，ϕ:A −→ ϕ(B)が広義半代数多様体としての同型写像であるとき，

ϕ:A → B は埋入写像であるという．A ⊂ B はいすれも広義半代数多様体

とする．包含写像 A → B が埋入写像であるとき，Aは B の部分多様体で

あるという．

ある n ∈ N と埋入写像 A → Rn が存在するとき，A はアフィンである

という．

定理 6.2.4. 任意の広義半代数多様体はアフィンである．
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証明. 勝手な実代数多様体 V が半代数多様体としてアフィンであるこ

とを証明すれば十分である．V の有限開被覆 {Ui}r
i=1 を取る．各 Uj は

Rn の閉部分多様体であると仮定してよい．ここで，n は j に依存しない

自然数として選べる．Rn の座標系を (x1,. . ., xn) とし，si := 1/(x2
i + 1),

ti := xi/(x2
i + 1) とする．また，点 P ∈ V − Uj に対しては si(P ) = 0,

ti(P ) = 0 と定める．すると，si, ti は V 上の正則関数 (実解析的関数)に

なる．関数の集合 Fj :=
{
si, ti

∣∣ 1 5 i 5 n
}
は写像 Φj :X −→ R2n を定

め，これは V 上で正則になる．また，容易にわかるように広義半代数多様

体としての埋入写像である．

V , W は非特異実代数多様体で dimV = n, dimW = mとし，ϕ:V → W

は正則写像とする．点 a ∈ V を取り b := ϕ(a) とおく．点 a の開近傍

UV ⊂ V と b の開近傍 UW ⊂ W を，ϕ(UV ) ⊂ UW，かつ UV , UW が a, b

を原点とする局所座標系 (x1,. . ., xn), (y1,. . ., ym)を持つように選ぶ．ϕは

yj = ϕj(x1,. . ., xn) (j = 1,. . ., m)で定義されるとする．
∂yj

∂xi
の点 aにお

ける値を (j, i)-成分とする m 行 n 列の行列を Ja とする．Ja は点 aにお

ける ϕ のヤコビ行列と呼ばれる．よく知られているように rankJa は局所

座標系 (x1,. . ., xn), (y1,. . ., ym) の選び方に依存せず定まる．そこで，

Sing(ϕ) :=
{
a ∈ V

∣∣ rankJa < dimϕ(V )
}

と定義する．

定理 6.2.5. V が完備ならば ∂
(
ϕ(V )

) ⊂ ϕ
(
Sing(ϕ)

)
が成り立つ．

証明. r := dimϕ(V ) とし，点 a ∈ V が rankJa = r を満たすと仮定す

る．局所座標系の添え字を適当に並び替えることにより，Ja の左上の r 次

正方小行列の行列式が

det
(

∂yj

∂xi

)

15i5r, 15j5r

6= 0

を満たすと仮定してよい．U ′ :=
{
(x1,. . ., xn) ∈ UV

∣∣ xr+1 = · · · = xn = 0
}

とおく．可微分多様体論でよく知られているヤコビアン判定法より，UV が
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十分小さいユークリッド開集合ならば，ϕ
∣∣
U ′ :U

′ −→ ϕ(U ′) は同型写像で

ある．よって，b /∈ ∂
(
ϕ(V )

)
である．対偶をとると，定理の結論が得られ

る．

実代数多様体 V が特異点を持つ場合には，暫定的に

Sing(ϕ) := Sing
(
ϕ
∣∣
Reg(V )

)

と定義することにしよう．すると，次が成り立つ．

系 6.2.6. V は完備実代数多様体とし，A ⊂ V は半代数的閉部分集合

で．ZarV (A) = V を満たすとする．すると，

∂
(
ϕ(A)

) ⊂ ϕ
(
Sing(ϕ) ∪ Sing(A) ∪ ∂A

)
.

が成り立つ．

6.2.2. 臨界集合

定義 6.2.7. (臨界集合) Aは広義半代数多様体で，dimA = nとする．以

下，∆i(A) (i = 0,. . ., n) を nに関する帰納法で定義する．n = dim A = 0

の場合には，A は有限個の点から成る集合で A = {P1,. . ., Pm} (各 Pi は

点)と書ける．このとき，∆0(A) := {P1,. . ., Pm} とおき，i 6= 0 に対して

は ∆i(A) := φ と定める．

n = dim A = 1 の場合を考える．Zar(A) の既約成分の中で n 次元のも

の全体を Z1,. . ., Zr とする．

Ai := Int(Zi − Sing(A)
)

とおき，∆n(A) :=
{
A1,. . ., Ar

}
と定める．i 6= j のとき Zi∩Zj ∩ Int(A) ⊂

Sing(A) であることに注意する．Zar(A) の既約成分の中で (n− 1) 次元以

下のもの全体を Y1,. . ., Yk とし，Bj := Yj − (A1 ∪ · · · ∪Ar) とおき，

B := Sing(A) ∪ ∂A ∪B1 ∪ · · · ∪Bk

とする．すると，B は広義半代数的集合で dimB < dimAである．∆i(B)

は定義されているので，i 6= nに対しては ∆i(A) := ∆i(B)と定める．また，

∆(A) := ∆0(A) ∪∆1(A) ∪ · · · ∪∆n(A)
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とおく．D ∈ ∆(A) のとき，D は A の臨界集合 (critical set)であるとい

う．D は非特異半代数多様体で ∂D = φ であることに注意する．

例 6.2.8. P2
+ は三角形 (周を含む)と半代数多様体として同型で

ある．したがって，∆0(P2
+) =

{
(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

}
,

∆2(P2
+) =

{
Int(P2

+)
}
であり，∆1(P2

+)は ∆0(P2
+) 内の 2点を結ぶ 3本の

開線分から成る．

定義 6.2.9. (符号付線形系) Aは広義半代数多様体，Lはある可逆 RA-

加群層とする．また，Ran
A は解析的関数の芽の層とし，ある可逆 Ran

A -加群

層 Jが存在し，I⊗RA
Ran

A = J⊗Ran
A

J と満たし，さらに，各点 a ∈ Aに

対し，ある a のアフィン開近傍 a ∈ U ⊂ A と eU ∈ H0(U , J)が存在して

I|U = RA|U · e2
U を満たすと仮定する．すると，勝手な for f ∈ H0(A, H)

に対して，ある gU ∈ H0(U , RA)が存在して f |U = gUe2
U を満たす．そこ

で，f(a) の符号 sign(f(a)) ∈ {0, ±1} を sign(f(a)) = sign(gU (a)) によっ

て定義する．Iは A 上の符号付可逆層であるという．また，有限次元部分

ベクトル空間 H ⊂ H0(A, I) を A 上の Hは A 上の符号付線形系という．

例 6.2.10. 実射影空間 Pn
R の斉次座標系を (X0 : · · · : Xn) とする．実

数係数 d 次斉次多項式 f(X0,. . ., Xn) ∈ R[X0,. . ., Xn] 全体の集合と {0}
の合併集合を Hn+1,d という記号で表す．

f ∈ Hn+1,d, a ∈ Pn
+ に対して f(a) の値は定義されないが，f(a) の符

号は
√

f(a) が実数として存在するとき f(a) = 0 であるとして定まる．

f(a) = 0 かつ f(a) 6= 0 のとき f(a) > 0 である．よって，Hn+1,d は Pn
+

上の符号付線形系である．

また，dが偶数ならば，任意の f ∈ Hn+1,d と a ∈ Pn
R に対して f(a) の

符号は上と同様にして定まる．よって，Hn+1,d は Pn
R 上の符号付線形系で

ある．

定義 6.2.11. A は広義半代数多様体, H は A 上の線形系とする．

Bs H :=
{
a ∈ A

∣∣任意の f ∈ H に対して f(a) = 0
}
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Bs Hと定め，Bs H を H の基点集合 とか固定点集合という．

N := dimH − 1 とおき，N = 1 かつ A 6⊂ Bs H であると仮定する．

U := V − Bs H とおく．ベクトル空間 H の基底 {s0,. . ., sN} を取る．L

は可逆層なので，a ∈ U に対して a の十分小さい開近傍 a ∈ W ⊂ U を

取れば，ある e ∈ L(W ) と f0,. . ., fN ∈ RA(W ) が存在して，si = fie

(i = 0,. . ., N)と書ける．そこで，

Φ(a) =
(
f0(a) : · · · : fN (a)

) ∈ PN
R

を対応させる写像 Φ: U −→ PN
R を

ΦH : V · · · → P(H∨)

ΦH と書き，線形系 H が定める有理写像という．U = A − Bs H を ΦH

の定義域 という．

もし Bs H = φ で ΦH : A −→ ΦH(A)が同型写像であるとき，H は非

常に豊富であるという．

定理 6.2.12. Gは n+1 次対称群 Sn+1 の部分群とし，π:Pn
R −→ Pn

R/G

は自然な全射とする．

HG
d :=

{
f ∈ Hn+1,d

∣∣任意の σ ∈ G に対し σ(f) = f
}

とおく．このとき以下が成り立つ．

(1) Pn
R/G は正規半代数多様体である．

(2) d ∈ Nが群の位数 #G の倍数ならば，π(HG
d ) は Pn

R/G 上の非常に豊

富な線形系である．

証明. (1) X が非特異複素代数多様体で有限群 G が X に作用している

とき，X/Gは正規複素代数多様体であることが知られている．このことか

ら，(1)が導かれる．

(2) π を係数拡大して π:Pn
C → Pn

C/G に延長して考える．H を Pn
C の超

平面とし．D :=
∑

σ∈G

σ(H) とおく．π∗D は複素代数多様体 Pn
C/G 上の非

常に豊富な因子である．したがって，π∗OPn
C
(d)G は Pn

C/G 上の非常に豊富

な可逆送である．したがって π(HG
d ) も Pn

R/G 上で非常に豊富である．
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6.2.3. PSD 錐

定義 6.2.13. Aは広義半代数多様体，Hは A 上の符号付線形系とする．

P(A, H) :=
{
f ∈ H

∣∣任意の a ∈ A に対して f(a) = 0
}

と定め P = P(A, H) を A 上の H 内の半正定値錐とか PSD錐という．

U := A− Bs H 6= φ と仮定する．ΦH による U の像の閉包を

X(A, H) := Cls
(
ΦH(U)

)

X(A, H)と書き，X(A, H) を P(A, H) の特性多様体という．

また，{s0,. . ., sN} を H の基底とし，

X̃(A, H) :=
⋃

x∈A

R+ ·
(
s0(x), · · · , sN (x)

) ⊂ RN+1

とおく．さらに，X̃(A, H) を含む RN+1 内の最小の閉凸錐を C(A, H)と

書き，P(A, H) の特性錐という．

例 6.2.14. G は n + 1 次対称群 Sn+1 の部分群で，d は G の位

数 #G の正の倍数であるとする．すると，X(Pn
+, HG

d ) ∼= Pn
+/G, X(Pn

R,

HG
d ) ∼= Pn

R/G である．

定理 6.2.15. A は広義半代数多様体, H は A 上の符号付線形系で

A−Bs H 6= φと仮定する．X := X(A, H)とし，H1 は P(H∨) 上の 1次

斉次式全体 (0 を含む)のなす線形系とする．このとき，

Φ∗H : P(X, H1)
∼=−→ P(A, H)

は同型写像である．

証明. U := A− Bs H とおく．f ∈ H, a ∈ Bs H ならば f(a) = 0 であ

るので，

P(U, H) = P(A, H)

であることに注意する．定義 6.2.13の記号で，si = Φ∗HXi (0 5 i 5 N)であ

る．f =
N∑

i=0

pisi ∈ H (αi ∈ R)を取る．g =
N∑

i=0

piXi とおけば f = Φ∗H(g)
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が成り立つ．a ∈ Bs Hに対しては f(a) = 0であるので，任意の a ∈ Aに

対して f(a) = 0 であることと，任意の P ∈ X に対して g(P ) = 0 である

ことは同値である．これより，結論を得る．

定理 6.2.16. (半代数性定理) Aは半代数多様体，Hは A 上の符号付線

形系で，A− Bs H 6= φ を満たすものとする．このとき以下が成り立つ．

(1) P(A, H) はユークリッド空間 H 内の半代数的閉凸錐である．

(2) P(A, H) は特性錐 C(A, H) の双対錐である．

証明. (1) 前定理により A = X ⊂ PN
R , H = H1 の場合に証明すればよい．

(i) まず，Aが PN
R 内の基本的半代数的閉部分集合に場合に証明する．

A =
{
x ∈ PN

R
∣∣任意の i = 1,. . ., r に対して fi(x) = 0}

(fi ∈ R[x0,. . ., xN ] は偶数次の斉次多項式)と表すことができる．

B :=
{
(x, y) ∈ PN

R × RN+1
∣∣ fi(x) = 0 (∀i) かつ x · y < 0

}

(ここで x · y = x0y0 + · · · + xNyN )とおくと，B も半代数的集合である．

π2 : PN
R ×RN+1 −→ RN+1 を π2(x, y) = y で定まる正射影とする．すると．

π2(B) =
{
y ∈ RN+1

∣∣ある ∃x ∈ A に対して x · y < 0
}

も Tarski-Seidenberg 原理より半代数的集合である．よって，P(A, H) =

RN+1 − π2(C̃) は半代数的である．

(ii) A ⊂ PN
R が一般の広義半代数多様体の場合を考える．ある基本的半

代数的閉部分集合 B1,. . ., Bk ⊂ PN
R により A = B1 ∪ · · · ∪ Bk と表せる．

P(A, H) = P(B1, H) ∩ · · · ∩ P(Bk, H) である．よって，P(A, H) は半

代数的である．

(2) の証明も (1)と同様である．

定義 6.2.17. (面成分) C は RN または PN
R の半代数的凸閉部分集合で，

dimC = n とする．臨界集合 D ∈ ∆n−1(C) を取る．D が D ⊂ ∂C を満

たすとき，D の閉包 D を C あるいは ∂C の面成分であるという．
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定理 6.2.18. (境界定理) Aはコンパクト広義半代数多様体，Hは A 上

の符号付線形系とし，P := P(A, H) は非退化で，dimP = 2 であると仮

定する．f ∈ P を取る．

(1) ある a ∈ A− Bs H に対して f(a) = 0 であれば，f ∈ ∂P である．

(2) f ∈ ∂P かつ ∂P 6= P ならば，f(a) = 0 を満たす a ∈ Aが存在する．

証明. (1) P(A1 ∪ A2, H) = P(A1, H) ∩ P(A2, H) なので，A が既

約で H ⊂ Rat(A) の場合に証明すれば十分である．a /∈ Bs H なので，

g(a) > 0 を満たす g ∈ P が存在する．すると，任意の ε > 0 に対して

f(a)− εg(a) < 0 である．つまり，f − εg /∈ P である．よって f ∈ ∂P 　

である．

(2) H の基底 s0,. . ., sN を s0,. . ., sN ∈ P となるように取り，この基底

により ΦH:A · · · → X ⊂ PN
R を定める．定理 6.2.15 より A = X と仮定し

てよい．

Wi :=
{
(X0: · · · :XN ) ∈ PN

R
∣∣ X2

0 + · · ·+ X2
N 5 3X2

i

}

とおく．W0 ∪ · · · ∪WN = PN
R である．

f ∈ ∂P が任意の a ∈ A = X に対し f(a) > 0 を満たすと仮定する．

g ∈ Int(P) を取る．fi := f/Xi と gi := g/Xi は Wi 上の正則関数とみな

せる．Wi はコンパクトなので，ある εi > 0が存在して任意の a ∈ X ∩Wi

に対し fi(a) ± εigi(a) > 0 を満たす．そこで，ε := min{ε0,. . ., εN} とお
けば，f ± εg ∈ P となる. よって f /∈ ∂P である.

定義 6.2.19. (双対多様体) P = PN
R とし，P 内の超平面全体の集合を

P∨ と書く．D ⊂ Pは非特異半代数多様体で ∂D = φ を満たすものとする．

このとき ∆(D) = {D}である．点 x ∈ D に対し TD,x := TZar(D),x ⊂ Pと
おく．ここで，TZar(D),x は点 xにおける実代数多様体 Zar(D) の接空間で

ある．このとき，

D∨ :=
{
H ∈ P∨ ∣∣ある点 x ∈ D に対し H ⊃ TD,x

}

と定義し，D∨ を D の双対多様体と言う．D が非特異で既約であるので，

D∨ は既約である (非特異とは限らない)．したがって，D∨ も半代数多様

体である．
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D∨ 自体を求めるのは難しいが，Zar(D∨)は以下のようにして求められる．

公式 6.2.20. (1) Aはコンパクト広義半代数多様体，Hは A 上の符号

付線形系とする．X = X(A, H) とし，それ以外の記号は今までと同じと

する．P ∈ A とし x := ΦH(P ) ∈ D ∈ ∆r(X) とおく．B := Φ−1
H (D) ⊂ A

とし，ΦH:B → D は不分岐有限写像であると仮定し，さらに点 P の B

における局所座標系 (t1,. . ., tr)が存在すると仮定する．{s0,. . ., sN}を H

の基底とする．関数 p0s0 + · · ·+ pNsN ∈ H と点 (p0,. . ., pN ) ∈ RN+1 を

同一視して考える．(p0 : · · · : pN )は P(H) の斉次座標系とみなすことがで

きる．このとき，

TD,x :=






· · · : si(P ) +

r∑

j=1

vj
∂si

∂tj
(P ) : · · ·


 ∈ Pn

R

∣∣∣∣∣∣
(v1,. . ., vr) ∈ Rr





である．したがって，Zar(D∨) の判別式 disc(D) = discD(p0,. . ., pN )は以

下の連立方程式から媒介変数 t1,. . ., tr を消去することによって得られる．
N∑

i=0

pisi(P (t1, . . . , tr)) = 0

N∑

i=0

pi
∂si

∂tj
(P (t1, . . . , tr)) = 0 (j = 1,. . ., r)

ここで P (t1,. . ., tr) は点 P の座標を表す関数である．この消去法の計算

は，通常，コンピュータに頼らざるを得ないが，コンピュータも太刀打ち

できない場合も多い．

(2) dim D = N − 1 の場合を考える．すると, Zar(D) は PN
R 内である

既約多項式 h(x0,. . ., xN ) によって定義される超曲面である．この場合，

hi =
∂h

∂xi
とおくと，

TD,x =
{
(x0 : · · · : xN ) ∈ PN

R
∣∣ h0(P )x0 + · · ·+ hN (P )xN = 0

}

と書ける．したがって，Zar(D∨)の判別式 disc(D) = discD(p0,. . ., pN )は，

以下の連立方程式から x0,. . ., xN を消去することによって得られる．
p0x0 + · · ·+ pNxN = 0

pi = hi(x0, . . . , xN ) (i = 0,. . ., N)
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(3) D ∈ ∆0(X) の場合は D は 1点で x = D = (b0 : · · · : bN ) と書ける．

この場合，Zar(P∨) は b0p0 + · · ·+ bNpN = 0 で定まる超平面であり，こ

れが判別式 disc(D) = b0p0 + · · ·+ bNpN である．

定理 6.2.21. (主定理) X ⊂ P := Pn
R はコンパクト広義半代数多様体とし，

P := P(X, H1) を考える．π : (H1 − {0}) → P(H1)は自然な全射とする．

P(P) := π(P− {0}) ⊂ P(H1) とおく．P = P(H∨
1 ) なので P(H1) = P∨ で

あることに注意する．このとき．

∂P(P) ⊂
⋃

D∈∆(X)

D∨.

が成り立つ．

証明. 0 6= f ∈ ∂P ⊂ H1 を取る．1 次斉次式 f に対応する超平面を

Hf ⊂ P = P(H∨
1 ) とする．Bs H1 = φ なので境界定理から f(x) = 0 を満

たす点 x ∈ X が存在する．x ∈ D となる臨界集合 D ∈ ∆(X)を取る．任意

の y ∈ D に対して f(y) = 0なので，Hf ⊃ TD,x である．よって Hf ∈ D∨

である．

注意 6.2.22. もし D ∈ ∆(X)が X ∩ Int(P(C(X, H1))) 6= φ を満たし

たとすると．D∨ 6⊂ Pとなる．したがって，∂P(P) =
⋃

D∈∆(X) D∨ は必ず

しも成立しない．

定義 6.2.23. (判別式) 前定理と同じ仮定のもと，D ∈ ∆(X) に対して．

F(D) := ClsH1(π
−1(D∨) ∩ ∂P).

と定義する． もし Zar(F(D)) が H1 の超曲面であるとき．F(D) は P

の面成分になる．また，超曲面 Zar(F(D)) の定義方程式を，P の面成分

F(D) の判別式という．

例 6.2.24. dは正の偶数とする．Pn−1
R 上の d 次斉次式全体 (0 を含む)

の集合を Hn,d とし，Pn,d := P(Pn−1
R , Hn,d) とおく．Xn,d := X(Pn−1

R ,

Hn,d) とするとき，OPn−1
C

(d) は非常に豊富なので，Xn,d
∼= Pn−1

R である．
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したがって，∆n−1(Xn,d) = {Xn,d}で，i 6= n−1に対しては ∆i(Xn,d) = φ

となる．これより ∂Pn,d は既約であることがわかる．

定理 6.2.21を用いると，P(A, H) を求める以下のアルゴリズムが得ら

れる．

アルゴリズム 6.2.25. Aはコンパクト広義半代数多様体，Hは A 上の

符号付線形系で A− Bs H 6= φ を満たすものとする．

ステップ 1. 特性多様体 X = X(A, H) とその臨界集合への分解 ∆(X)

を代数幾何を用いて求める．

ステップ 2. 各臨界集合 D ∈ ∆(X) に対し，双対多様体のザリスキー閉

包 Zar(D∨) = Zar(D)∨ を公式 6.2.20を用いて計算する．

ステップ 3. S :=
⋃

D∈∆(X)

Zar(D)∨ によって H は何個かのブロック

B1,. . ., Bk に切り分けられる．ここで，各 Bi は ∂Bi ⊂ S, Int(Bi)∩S = φ

を満たす．もし，ある点 a ∈ A に対して f(a) < 0 となる f ∈ Bi が 1つ

でも存在すれば Int(Bi) ∩P = φ である．逆に，f ∈ P となる 0 6= f ∈ Bi

が 1つでも存在すれば，Bi ⊂ P である．P は何個かの Bi の和集合であ

り，かつ，凸錐である．この性質を利用して P を決定する．なお，各 Bi

は半代数的集合であることが知られているが，本書では証明は割愛する．

ステップ 4. 上のようにして得られた P は基本的半代数的集合ではない

場合もある．その場合は，上手に P を基本的半代数的集合の和集合として

表す必要がある．つまり，P を何個かの不等式によって表したいからであ

る．このステップも時として結構難しい．

P を基本的半代数的集合の和集合として表すためには，幾つかの不等式

を追加して P を分割する必要がある．このとき追加する不等式 (あるいは

その 0 でないほうの辺の式)を分割式 (separator)という．

6.2.4. 局所錐

上で述べたアルゴリズム 6.2.25の各段階は結構難しい場合が多く，それ

を実行するための補助的な道具を用意しておく．以下の局所錐の概念は，ス
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テップ 2を実行するときに特に役に立つ．

定義 6.2.26. (局所錐) Aは広義半代数多様体，Hは A 上の符号付線形

系，P := P(A, H) とする．A の部分集合 I に対して，

HI :=
{
f ∈ H

∣∣任意の a ∈ I に対して f(a) = 0
}

PI := P ∩HI

と定める．PI を I における P の局所錐という．特に，I = {a} の場合に
は P{a} を Pa と書く．

命題 6.2.27. 上の定義の仮定と記号のもと，以下が成り立つ．

(1) PI は HI 内の半代数的閉凸錐である．

(2) PI = P(A, HI) である．

(3) I と J が A の部分集合のとき．(PI)J = P(I∪J) が成り立つ．

証明. (1) Pは凸錐であるので，f , g ∈ PI ⊂ Pならば任意の 0 5 t 5 1に

対し (1−t)f +tg ∈ PI ∈ Pである．(1−t)f(a)+tg(a) = 0 (∀a ∈ I)である

ので，(1−t)f+tg ∈ PI である．よって PI は凸錐である．PI = P∩Zar(HI)

なので PI は閉集合である．

(2), (3) は自明である．

PSD錐 P に対して，P の端元全体の集合を

E(P) :=
{
f ∈ P

∣∣ f は P の端元
}

と書くことにする．

定理 6.2.28. (局所錐定理) A, H, Pは今までと同じとし，さらに，Aは

コンパクトであると仮定する．

(1) ∂P ⊂
⋃

a∈A

Pa が成り立つ．

(2) I − Bs H 6= φ ならば PI ⊂ ∂P である．

(3) A は既約で A − Bs H 6= φ であると仮定する．U :=
⋃

a∈A−Bs H

Pa と

おく．このとき，Cls(U) = ∂Pが成り立つ．
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(4) 0 6= f ∈ Pa を取る．f が P の端元であるための必要十分条件は f が

Pa の端元であることである．

証明. (1) 0 6= f ∈ ∂P を取る．定理 6.2.18より，ある a ∈ A に対して

f(a) = 0 なので f ∈ Pa である．

(2) f ∈ PI を取る．I 6⊂ Bs H なので f(a) = 0 を満たす a ∈ I − Bs H

が存在する．境界定理より f ∈ ∂P である．

(3) 定理 6.2.18より，U は ∂P のある空でない開集合を部分集合として

含む．Bs H は A のザリスキー閉集合なので，dim(∂P−U) < dim ∂P で

ある．よって Cls(U) = ∂P である．

(4) f が P の端元であるとき f が Pa の端元であることは自明である．

f ∈ Paが Pが端元でないと仮定する．すると，ある g, h ∈ P−R+ ·f で
f = g + h を満たすものが存在する．g(a) = 0, h(a) = 0 で g(a) + h(a) =

f(a) = 0 なので g(a) = h(a) = 0 となる．つまり g, h ∈ Pa となり矛盾す

る．よって，f は Pa の端元でない．

定理 6.2.29. (面成分定理) X は PN
R の半代数的閉部分集合で，PN

R のど

の超平面にも X は含まれないと仮定する．H1 は PN 上の 1次斉次式全体

(0 を含む)のなすベクトル空間とし , P := P(X, H1) とする．D ∈ ∆r(X)

(r < m := dim X)を取る．

(1) dim Px 5 N − r が成り立つ．

(2) F(D) = Cls

( ⋃

x∈D

Px

)
である.

証明. H := H1 とし， f ∈ H に対し，f = 0 で定まる PN
R の超平面を

Hf と書く．また TD,P ⊂ PN
R は D の点 P ∈ D における接空間とする．

(1) P は非退化なので点 P に任意のユークリッド開近傍 U に対し

dim(U ∩P) = N +1が成り立つ．Dは非特異なので dimTD,x = dim D = r

である．TD,P ⊂ Hf という条件は，f が線形独立な r + 1 個の点で 0にな

ることを意味する．よって，dimPP 5 dimP− (r + 1) = N − r である．

(2) ⊃ は自明である．⊂ を示す．勝手な f ∈ D∨ ⊂ Int(F(D)) を取る．

すると，ある点 x ∈ D で f(x) = 0 となる．よって，f ∈ Px である．
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上で述べたように dimHx = dim H− 1 = N である．また，r = 2 なら

ば dimPx 5 N − r である．したがって，Px は Hx の中で退化している．

公式 6.2.30. Zar(PP )の基底の求め方を説明しておく．公式 6.2.20と同

じ仮定と記号を用いる．P = P(A, H)と X = X(A, H)は定理 6.2.29の仮

定を満たすとする．D ∈ ∆r(X)と P ∈ B := Φ−1
H (D)を取る．ΦH:B → D

は不分岐有限写像であると仮定する．さらに点 P の B における局所座標

系 (t1,. . ., tr)が存在すると仮定する．f =
N∑

i=0

pisi ∈ PP を取る．f ∈ HP

なので
N∑

i=0

pisi(P (t1, . . . , tr)) = 0. 1©

である．(p0,. . ., pN ) は TD,ΦH(P ) と直交するので，

N∑

i=0

pi
∂si

∂tj
(P (t1, . . . , tr)) = 0 2©

(j = 1,. . ., r)が成り立つ． 1© , 2©を (p0,. . ., pN ) についての連立方程式

と考えてその解を求めると，PP 6= 0 の場合には，それが Zar(PP ) の基底

を与える．なお， 1© , 2©は公式 6.2.20(1)で登場した方程式と同じである

ことに注意する．

6.2.6. 相対定理

定理 6.2.34. (相対定理 H) V は R 上の代数多様体，Aは V のコンパク

ト広義半代数多様体，H は A 上の符号付線形系とする．P := P(A, H)

とする．部分ベクトル空間 0 6= H′ ⊂ H に対し，P′ := P(A, H′) とおく．

このとき以下が成り立つ．

(1) P′ = P ∩H′, ∂P′ ⊂ ∂P ∩H′.

(2) Bs H′ = φ で Pが非退化ならば，P′ は非退化である．

(3) 任意の点 a ∈ A に対し，(P′)a = Pa ∩H′ が成り立つ．

(4) 0 6= f ∈ P′ に対し，f が P の端元であれば，f は P′ の端元である．
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証明. (1), (3), (4) は自明である．

(2) もし dimP′ が退化していれば，その双対錐 C(A, H′)は原点を含む

直線 L を含む．ρ : C(A, H) −→ C(A, H′) を包含写像 H′ ⊂ H から誘導

される正射影とする．ρ は射影線形なので ρ−1(L) も直線を含む．これは

Pが退化することを意味する．

注意 6.2.35. Bs H′ 6= φ の場合には P′ は退化する可能性がある．その

例を示す．A = Pn
+, H = Hn+1,d, d = 2, P = P(A, H)とおく．aは A の

内点とする．Ha =
{
f ∈ H

∣∣ f(a) = 0
}
とおく．Bs Ha = {a} であるこ

とに注意する．このとき，P(Pn
+, Ha) = Pa である．しかし，Pa = 0とな

ることがあり，退化する場合がある．

定理 6.2.36. (相対定理 A) Aはコンパクト半代数多様体，B ⊂ Aは閉部分

半代数多様体で ZarA(B) = Aを満たすものとする．Hは A上の符号付線形

系とする．Y := X(B, H), X := X(A, H)とし，DA := Reg(X) ∈ ∆(X),

DB := Reg(Y ) ∈ ∆(Y ) を取る．P := P(A, H), P′ := P(B, H) とおく．

今，Pは非退化であり，dimF(DB) = dimP′ − 1であると仮定する．する

と Zar(F(DA)) = Zar(F(DB)) 　が成り立つ．

証明. B ⊂ A なので P′ ⊃ P である．N := dimH − 1 とおく．

N = dim P 5 dimP′ = dim F(DB) 5 dimF(DA) 5 N より，これらの値

は一致する．B ⊂ A なので DB ⊂ DA, D∨
A ⊂ D∨

B , F(DA) ⊂ F(DB)が成

り立つ．D∨
A と D∨

B は既約で dimF(DB) = dimF(DA) = N であるので，

Zar(F(DA)) = Zar(F(DB)) を得る．

定理 6.2.37. (閉包定理) C は Rm 内の半代数的閉凸錐とする．

(1) F は C の面成分，P , Q, R ∈ Rm は相異なる点で Qは線分 PR の内

点であるとする．このとき，もし P ∈ C, P /∈ F , Q ∈ F ならば R /∈ C

である．

(2) C は直線を含まないと仮定する．F0, F1,. . ., Fr は C の面成分で

∂C = F0 ∪ F1 ∪ · · · ∪ Fr が成り立つと仮定する．すると，

∂F0 = (F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fr) ∩ F0
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が成り立つ．

証明. (1) もし R ∈ C なら P , R ∈ F となってしまう．

(2) 明らか．

6.2.7. A = Pn
R, A = Pn

+ の場合

PSD錐 Pが非退化でないと適用できない定理があるが，以下は Pが非

退化であるための十分条件を与える．

定理 6.2.38. d は自然数で A = Rn+1
+ ，または d は偶数で A = Rn+1

であるとする．また，H ⊂ Hn+1,d は A 上の符号付線形系とする．このと

き，Bs H = φ ならば，P(A, H) は非退化である．

証明. (1) まず，H = Hn+1,d の場合に証明する．A を含む Pn
R の座標

系を (a0 : · · · : an) で表す．s0 :=
n∑

i=0

ad
i ∈ H とおく．s0 ∈ P := P(A, H)

に注意する．

Pが退化したと仮定する．すると P の双対錐 C(A, H)は，原点 P を通

るある直線 Lを含む．C(A, H)は X̃(A, H)によって生成されるから，ある

P1,. . ., Pr ∈ X̃(A, H)とある α1,. . ., αr ∈ R+が存在して，斉次座標につい

て
r∑

i=1

αiPi = 0を満たす．Pi は ai の像であるとすれば，
r∑

i=1

αis0(ai) = 0

が成り立つ．ところが s0(ai) > 0 であるので矛盾する．

(2) 一般の Hに対しては，(1)と定理 6.2.34(2)から結論が得られる．

A は非特異半代数多様体とし，有限群 Gが A に作用している場合を考

える．π:A −→ A/G を自然な全射とする．また，作用の固定点集合を

AG :=
{
a ∈ A

∣∣任意の σ ∈ G に対して σ(a) = a
}

と書く．複素代数多様体の場合と同様に，Sing(A/G) ⊂ π(AG) である．
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例 6.2.39. A = Pn
R に巡回群 G = Z/(n + 1)Zが自然に作用する場合を

考える．このとき，固定点集合は AG = {1} で，1 点 1 := (1 : 1 : · · · : 1)

のみから成る集合である．また，Sing(Pn
R/G) = {π(1)} である．

定理 6.2.40. A = Pn
R または A = P+ とし，G は対称群 Sn+1 の部分

群とする．G の位数を g := #G とし，XG
d := X(A, HG

d ) とおく．

(1) d = kg + 2m (k = 1, m = 0) で Bs HG
d = φ ならば A/G ∼= XG

d で

ある．

(2) A = Pn
+, d = g かつ Bs HG

d = φ ならば A/G ∼= XG
d である．

証明. f ∈ HG
d に対し V (f) :=

{
x ∈ A

∣∣ f(x) = 0
}
とおく．有理写像

ΦHG
d

: A · · · → XG
d は A

π−→ A/G
ΨG

d−→ XG
d と分解する．

(1) A = Pn
R の場合に証明すれば十分である．d = kg の場合には，定理

6.2.12(2)より Pn
R/G ∼= XG

d である．

次に，d = kg + 2m の場合を考える．S2 := a2
0 + · · · + a2

n とし，単射

ι : HG
kg

×Sm
2−→ HG

d をを ι(f) = fS2 で定義する．V (Sm
2 ) = V (S2) = φ なの

で正則写像 ρ : XG
d −→ XG

kg が存在する．ΦHG
kg

= ρ ◦ ΦHG
d
であることに

注意する．ΨG
kg は同型写像であるので ΨG

d も同型写像である．

(2) d = n+1+ l の場合を考える．S1 := a0 + · · ·+an とし，単射 ι : HG
g

×Sd−g
1−→ HG

d を ι(f) = fSd−g
1 で定める．A ∩ V (Sd−g

1 ) = φ なので，正則写

像 ρ : XG
d −→ XG

g が存在する．この後は (1)の証明と同様である．

6.3. ２変数斉次不等式

6.3.1. ２変数斉次不等式

この節では F (a, b) =
n∑

i=0

cia
ibn−i ∈ H2,n に対し cn = 1 であるとき F

はモニックであるといい，cn = 0 であるとき F は無限遠にあるというこ

とにする．部分ベクトル空間 V ⊂ H2,n に対し

V̆ :=
{
F ∈ V

∣∣ F はモニック
}
, V∞ :=

{
F ∈ V

∣∣ F は無限遠にある
}
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と書くことにする．さて，

P+
2,n := P(P1

+,H2,n), P2,n := P(PR,H2,n)

Φ2,n := ΦH2,n

X+
2,n := Φ2,n(P1

+), X2,n := Φ2,n(P1
R)

とおく．簡単のためしばしば H := H2,n, Φ := Φ2,n, P := P+
2,n または

P2,n, X := X+
2,n または X2,n と略記する．P の点 (p: 1) ∈ A における局

所錐を Lp と書き, P の点 (1: 0) における局所錐を L∞ ⊂ H∞
2,n と書く．

考察 6.3.1. (1) A = P1
+ の場合を考える．

Φ2,n:P1
+ −→ X+

2,n は同型写像なので, X◦ := Int(X+
2,n), P0 := Φ2,n(0: 1),

P∞ := Φ2,n(1: 0) とおくとき，∆1(X+
2,n) =

{
X◦}, ∆0(X+

2,n) =
{
P0, P∞

}

となる．よって，disc(P0) = cn, disc(P∞) = c0, disc(X◦) = Dnが P = P+
2,n

のすべての判別式である．したがって，

∂P+
2,n ⊂ VH(cn) ∪ VH(c0) ∪ VH(Dn)

となる．

(2) nが偶数で A = P1
R の場合を考える．

Φ2,n:P1
R → X2,n は同型写像なので，∆1(X2,n) =

{
X2,n

}
, ∆0(X+

2,n) = φ

である．disc(X2,n) = Dn であり，

∂P2,n ⊂ VH(Dn)

が得られる．この場合，良い分離多項式を見つけることが大切な課題になる．

6.3.2. P+
2,3 の構造

本節では，PSD錐の理論を用いた命題 1.4.6の証明を与える．もう一度

命題を書いてから，証明しよう．

命題 6.3.2. 任意の x = 0 に対し x3 + ax2 + bx + c = 0 が成り立つた

めの必要十分条件は，次の (1), (2), (3)のいずれかが成り立つことである．

(1) a = 0 かつ b = 0 かつ c = 0.

(2) c = 0 かつ a2 − 4b 5 0.

(3) c > 0 かつ D3(1, a, b, c) = a2b2 − 4b3 − 4a3c + 18abc− 27c2 5 0.
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証明. c = f(0) = 0 は必要条件であるので，c = 0 と仮定しておく．

(I) c = 0 の場合は，x = 0に対し f(x) = 0 と x2 + ax + b = 0は同値に

なり，それは (1)「a = 0 かつ b = 0」または (2)「a2 − 4b 5 0」と同値に

なる．

-
a′

6
b′

(3, 3)

−

+

−

P+
2,3

P+
2,3

図 6.3.1. D3(1, a′, b′, 1) = 0 のグラフ

(II) c > 0 の場合を考える．a′ := a/ 3
√

c, b′ := b/
3
√

c2, c′ := c/
3
√

c3 = 1,

x′ := x/ 3
√

c を考えることにより，問題は c = 1 の場合に帰着される．(a,

b)-平面上で D3(1, a, b, 1) = 0 で定まる 4次曲線のグラフは図 6.3.1のよう

になる．この 4次曲線上に境界を持つ凸集合は一意的で，図の太線で囲ま

れた部分しかない．よって，命題 1.4.6が得られる．

6.3.3. P2,4 の構造

本節では，定理 1.4.7の証明を与える．

定理 6.3.3. 4次関数 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d に対し，

sep1(a, b, c, d) :=
(

a− c√
d

)2

− 16
(
b + 2

√
d
)

sep2(a, b, c, d) :=
(

a +
c√
d

)2

− 16
(
b− 2

√
d
)
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とおく．任意の x ∈ R に対し f(x) = 0 となるための必要十分条件は次の

(1), (2), (3)のいずれかが成り立つことである．

(1) c = d = 0 かつ a2 − 4b 5 0.

(2) d > 0, −2
√

d 5 b < 6
√

d, D4(1, a, b, c, d) = 0 かつ sep1(a, b, c,

d) 5 0.

(3) d > 0, b = 6
√

d, D4(1, a, b, c, d) = 0, sep1(a, b, c, d) 5 0かつ sep2(a,

b, c, d) 5 0.

証明. d = f(0) = 0 は必要条件である．

(I) d = 0 の場合．

f(x) = 0 (∀x ∈ R) となるためには，c = f ′(0) = 0 となることが必要で

ある．すると f(x) = x2
(
(x− a/2)2 + (b− a2/4)

)
なので，(1)が成立しな

いといけない．(1)が成立すれば f(x) = 0 (∀x ∈ R) となることは容易に

わかる．

(II) d > 0 の場合を考える.

a′ := a/ 4
√

a, b′ := b/
√

d, c′ := c/
4
√

d3, d′ := d/
4
√

d4 = 1, x′ := x/ 4
√

x を

考えることにより d = 1 の場合に帰着できる．

実数 b を固定して

Vb :=
{
(a, c) ∈ R2

∣∣ x4 + ax3 + bx2 + cx + 1 ∈ H2,4

} ⊂ H2,4

とおき，P2,4 の切断面 Pb := Vb ∩ P2,4 を考える．Pb は凸閉集合である．

x4 − cx3 + bx2 − ax + 1 ∈ P2,4 と x4 + ax3 + bx2 + cx + 1 ∈ P2,4 は同値

なので，(a, c)-平面の凸閉集合 Pb は直線 a + c = 0 に関して対称である．

また，Pb の境界は D4(1, a, b, c) = 0 で定まる曲線上 Cb にある．

(II-1) b < −2 の場合は Vb 上のそのような対称な凸閉集合は存在しな

い．よって Pb = φ である．なお，一般の d で議論したとき，b′ < −2 は

b + 2
√

d < 0 と同値であった．

(II-2) b = −2 の場合は Pb = {(0, 0)} であり．これは (2)の場合に含ま

れる．
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図 6.3.2. −2 < r ≤ 6

-a

6
c

V (ϕ)

Pr

V (ϕ)

V (sep+
1 )

V (ϕ)

V (sep−1 )

V (ϕ)

Q1

Q2

+

+

−

−

+

+

−
−

(II-3) −2 < b < 6 の場合を考える．

D4(1, a, b, c, 1) = 0で定まる (a, c)-平面上 Vb 上の曲線 Cb は下記の Q1,

Q2 に対応する点で結節点を持つ．

Q1 := x4 + 2
√

b + 2
√

dx3 + bx2 − 2
√

bd + 2d3/2x + d

=
(

x2 +
√

b + 2
√

dx−
√

d

)2

Q2 := x4 − 2
√

b + 2
√

dx3 + bx2 + 2
√

bd + 2d3/2x + d

=
(

x2 −
√

b + 2
√

dx−
√

d

)2

Cb 上に境界を持つ対称凸閉集合は Vb 上では図 6.3.2の太線で囲まれた部

分しかなく，これが Pb である．例えば，下記の方程式の零点として定ま

る 2 直線によって D4(1, a, b, c) = 0 で定まる領域から Pb の部分だけをう

まく切り出すことができる．

sep+
1 (a, b, c, d) = a− c√

d
− 4

√
b + 2

√
d

sep−1 (a, b, c, d) = a− c√
d

+ 4
√

b + 2
√

d

ここで Q1 ∈ V (sep+
1 ), Q2 ∈ V (sep−1 ) である．また，sep1 = sep+

1 · sep−1
であり，sep1(a, b, c, d) 5 0 が sep+

1 (a, b, c, d) 5 0 かつ sep−1 (a, b, c, d) = 0
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と同値である．−2 < b′ < 6 は −2
√

d < b < 6
√

d と同値なので，(2)が成

り立つ．

なお，2 5 r < 6 のとき，

Q3 := x4 − 2
√

b− 2
√

dx3 + bx2 − 2
√

bd− 2d3/2x + d

=
(

x2 −
√

b− 2
√

dx +
√

d

)2

Q4 := x4 + 2
√

b− 2
√

dx3 + bx2 + 2
√

bd− 2d3/2x + d

=
(

x2 +
√

b− 2
√

dx +
√

d

)2

図 6.3.3. r > 6

-a

6
c

Pr

V (ϕ)

V (ϕ)

V (ϕ)

V (ϕ)
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−
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−
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−

−

+

+
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に対応する 2点も V (D4) の特異点であるが，これらは Pb の内部の点なの

で，結果に影響を与えない．

逆に，(2)が成立すれば f(x) = 0 (∀x ∈ R) となることは，上の考察か

ら容易にわかる．

(II-4) b = 6 の場合は，曲線 Cb が図 6.3.3のようになるから，上と同様

な議論で，Pb は図 6.3.3の太線で囲まれた領域になる．この場合，(3)が

成り立つ．
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逆に，(2)または (3)が成り立つとき，f(x) = 0 (∀x ∈ R)となることは，

上の議論を逆にとどって考えれば容易に分かる．

6.3.4. P+
2,4 の構造

本節では，定理 1.4.8の証明を与える．

定理 6.3.4. 4次関数 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d に対し，

sep−2 (a, b, c, d) := a +
c√
d

+ 4
√

b− 2
√

d

sep−3 (a, c, d) := a
√

d + c

sep−4 (b, c, d) := c + 2
√

bd + 2d3/2

sep−5 (a, b, d) := a + 2
√

b + 2
√

d

とおく．任意の非負実数 x = 0 に対して f(x) = 0 となるための必要十分

条件は以下の (1)～ (5)のいずれかが成立することである．

(1) d = 0 かつ命題 1.4.6内の条件 (1)～ (3)のいずれかが成り立つ．

(2) d > 0, sep−3 (a, c, d) = 0 かつ D4(1, a, b, c, d) 5 0.

(3) d > 0, b > −2
√

d, sep−3 (a, c, d) = 0, sep−4 (b, c, d) = 0 かつ sep−5 (a,

b, d) = 0.

(4) d > 0, −2
√

d < b 5 6
√

d, sep−3 (a, c, d) < 0かつ D4(1, a, b, c, d) = 0.

(5) d > 0, b > 6
√

d, sep−3 (a, c, d) < 0, sep−2 (a, b, c, d) = 0 かつ D4(a, b,

c, d) = 0.

証明. D4(1, a, b, c, 1) = 0のグラフによって (a, b, c)-空間 R3 は 6個の領

域に分割される．アルゴリズム 6.2.25のステップ 3で説明した性質に注意

して図 6.3.4, 6.3.5, 6.3.6を見れば，簡単に証明できる．
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図 6.3.4. r > 6
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図 6.3.5. −2 < r ≤ 6
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図 6.3.6. r < −2
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注意 6.3.5. 図 6.3.4, 6.3.5, 6.3.6から分かるように，D4 = 0 のグラフ

によって R3 は 6 個の領域に分割される．それぞれの領域において，そこ

に属する多項式の根は，実根と虚根の個数，実根の中で正のものと負のも

のの個数が同じになる．例えば，

g ∈ {
f ∈ H̆2,4

∣∣ D4(f) < 0, sep−3 (f) < 0
}

の場合，4 次方程式 g(x) = 0 は 2 個の相異なる正の根と 2 個の虚根を持
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つ．また，例えば，

g ∈ {
f ∈ H̆2,4

∣∣ D4(f) > 0, b > 6
√

d, sep−2 (f) < 0, a < 0, c < 0
}

の場合，g(x) = 0 は 4個の相異なる正の実根を持つ．

6.4. 巡回不等式

6.4.1. P2 上の巡回不等式

第 2 章の復習から始める．本節では主に f が 3 変数 d 次斉次巡回多項

の場合を扱い，一部，f が対称多項式の場合も扱う．巡回群 G = Z/3Z は
A = P2

R または A = P2
+ に自然に作用していると考える．A の斉次座標系

を (a : b : c) で表す．以下，本章を通して 3変数斉次多項式を扱う節では，

H3,d, Pc
3,d 等の 3 は省略して，Hd, Pc

d 等と書く．改めて定義を書くと，

Hc
d :=

{
d ∈ H3,d

∣∣ f は 3変数 d 次巡回多項式
} ∪ {0}

Hc0
d :=

{
f ∈ Hc

d

∣∣ f(1, 1, 1) = 0
}

Pc
d := P(P2

R, Hc
d), Pc+

d := P(P2
+, Hc

d)

Pc0
d := P(P2

R, Hc0
d ), Pc0+

d := P(P2
+, Hc0

d )

である．以下は Hc
d に属する基本的な多項式である．

Si,j,k(a, b, c) := aibjck + bicjak + ciajbk

Si,j(a, b, c) := aibj + bicj + ciaj

Si(a, b, c) := ai + bi + ci, U(a, b, c) := abc

Ti,j,k(a, b, c) := Si,j,k(a, b, c) + Sj,i,k(a, b, c)

Ti,j(a, b, c) := Ti,j,0(a, b, c)

繁雑さを避けるため，上記の多項式については変数が a, b, c であるとき，

(a, b, c) を省略して書く．例えば，Si = ai + bi + ci, U = abc である．

命題 6.4.1. d = 3 のとき以下が成り立つ．

(1) Bs Hc
d = φ.

(2) Bs Hc0
d = {(1 : 1 : 1)}.
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証明. (1) 定理 6.2.12(2) より Bs Hc
3k = φ である．また，Bs Hc

4 ⊂
V (S4) = φ である．S2 倍写像 ι : Hc

d
×S2−→ Hc

d+2 を考えれば Bs Hc
d+2 ⊂

Bs Hc
d なので，結論を得る．

(2) 上の議論と同様である．

定理 6.4.2. G = Z/3Zとし，π:P2
R → P2

R/Gは自然な全射とする．また，

L :=
{
(0 : s : 1) ∈ P2

+

∣∣ s > 0
}

とおく．このとき，以下が成り立つ．

(1) P2
R/Gは正規実代数曲面で，∆0(P2

R/G) = {π(1 : 1 : 1)}, ∆1(P2
R/G) = φ,

∆2(P2
R/G) = {Reg(P2

R/G)} である．
(2) P2

+/G は 2 次元正規半代数多様体で，∆0(P2
+/G) = {π(1 : 1 : 1),

π(0 : 0 : 1)}, ∆1(P2
+/G) = {π(L)}, ∆2(P2

+/G) = {Reg(P2
+/G)} で

ある．

証明. (1) Xc
d := X(P2

R, Hc
d) とおくと，P2

R/G ∼= Xc
3 である．後で証明

するが，Xc
3 は P3

R 内の超曲面である．または，次の命題で証明するように

Xc
4 は実代数多様体で，双有理写像 P2

R/G · · · → Xc
4 が存在する．いずれか

らも，P2
R/Gが実代数曲面であることがわかる．P2

C/G は π(1 : 1 : 1)に有

理 2重点を持ち，それ以外では非特異な複素代数曲面である．このことか

ら結論を得る．

(2) は例 6.2.8と (1)よりわかる．Zar(π(L)) は π(0 : 0 : 1) に尖点を持

つ有理曲線である．

次に特性多様体について述べる．

Φc
d := ΦHc

d
, Xc

d := X(P2
R, Hc

d), Xc+
d := X(P2

+, Hc
d)

とおく．G = Z/3Z として，d = 3 のとき Xc+
d

∼= P2
+/G である．また，

d = 3 または d = 5 のとき Xc
d
∼= P2

R/Gである．Xc
4 については，別途，調

べておく必要がある．

命題 6.4.3. P := Φc
4(1 : 1 : 1) ∈ Xc

4 とおくと，∆0(Xc
4) = {P},

∆1(Xc
4) = φ, ∆2(Xc

4) = { (Xc
4 − {P})} である．
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証明. Φc
4 : P2

R· → Xc
4 を係数拡大して有理写像 ΦC : P2

C· → P(Hc
4 ⊗R C)

に拡張する．また π:PR → PR/G も πC:PC → PC/G に拡張する．ここで

G = Z/3Z である．ω =
−1 +

√−3
2

, 1 = (1 : 1 : 1), Q1 := (ω : ω2 : 1)

and Q2 := (ω2 : ω : 1) ∈ P2
C とおく．すると (P2

C)
G = {1, Q1, Q2}であり，

Bs(Hc
4 ⊗R C) = {Q1, Q2} である．したがって，有理写像 ΦC : P2

C · · · →
(Xc

4)C の不確定点集合は {Q1, Q2} である．LC :=
{
(a : b : c) ∈ P2

C∣∣ a + b + c = 1
}
, L := LC ∩ P2

R = V (S1), P := π(1), P1 := πC(Q1),

P2 := πC(Q2) ∈ P2
C/G, CC := πC(LC) ⊂ P2

C/G and C := π(L) ⊂ P2
R/G と

おく．Q1, Q2 ∈ LC, Sing(P2
C/G) = {P , P1, P2} であることに注意する．

Hc
4 に属する任意の関数は L 上では定数関数となるので，Φc

4(L)は 1点で

ある．他方，Ψc
4 : (P2

R/G−C) −→ (Xc
4 −Φc

4(L))が同型写像であることは

容易にわかる．ψ : X̃ −→ P2
C/G を 2 点 P1, P2 でのブロー・アップとし，

この写像による CC の強変換を CX̃ とする．CX̃ が第 1種例外曲線であり，

X̃ −→ (Xc
4)C は CX̃ のコントラクションである．P2

R/G ⊂ X̃ とみなせば，

Ψc
4 : P2

R/G −→ Xc
4 は C の滑らかなコントラクションであることがわかる．

したがって，Xc
4 は完備実代数多様体である．また，Sing(Xc

4) = {P} で，
この孤立特異点は A1-型有理 2重点である．

これまでに述べたことから次が得られる．

定理 6.4.4. d = 3 とし，P := Φc
d(1 : 1 : 1), O := Φc

d(0 : 0 : 1),

Cd :=
{
Φc

d(0 : s : 1)
∣∣ s > 0

}
とする．このとき以下が成り立つ．

(1) Pc
d := P(P2

R, Hc
d) の境界は 2つの面成分 Fc

d := F(Reg(Xc
d))と F(P )

から成る．ここで，F(P ) = Pc0
d である．

(2) Pc+
d の境界は高々4 個の面成分から成り，その 4 個は Fc+

d := F(

Reg(Xc+
d )), Ec+

d := F(Cd), F(O), F(P )である．ただし，これらのう

ち幾つかは面成分にならない場合もある．また F(P ) = Pc0+
d で，こ

れは必ず面成分である．

(3) もし dimFc+
d = dim Hc

d−1ならば，disc(Reg(Xc
d)) = disc(Reg(Xc+

d ))

が成り立つ．
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証明. (1) 定義から F(P ) = Pc0
d であり，これは超平面 Hc0

d ⊂ Hc
d 上の

半代数的閉凸錐である．Pc
d は非退化であったので，Fc

d ∪Pc0
d はある非退化

な凸錐を囲む．その凸錐は Pc
d 以外にあり得ない．したがって，Fc

d は Pc
d

の面成分である．

(2) に証明も (1)と同様である．

(3) は相対定理 Aより分かる．

定義 6.4.5. 上の命題において，Fc
d を Pc

d の主成分であるといい，

disc(Reg(Xc
d)) を Pc

d の主判別式という．

Pc+
d については，dimFc+

d = dim Hc
d− 1であるとき，Fc+

d を Pc+
d の主

成分といい，disc(Reg(Xc+
d )) を主判別式という．dimFc+

d < dimHc
d − 1

の場合，Pc+
d は主成分を持たないという．また，Ec+

d が面成分であるとき，

Ec+
d は Pc+

d の端成分であるといい，disc(Cd) を 端判別式という．

disc(P ) は f(1, 1, 1) = 0 を表現する 1 次式，disc(O) は Sd の係数が 0

であることを表す 1次式である．

Pc0+
d についても，同様に上記の諸概念を定義する．

命題 6.4.6. (主判別式定理) Pc+
d が主成分を持つ場合，Pc+

d と Pc
d の主

判別式は一致する．

証明. 相対定理 A よりすぐわかる．

定理 6.4.7. (端判別式定理) d = 3 のとき h ∈ Hc
d−3 を適当に選ん

で，Hc
d の基底 s0,. . ., sN を s0,. . ., sN−1 ∈ Hc0

d かつ s0 = Sd − Uh,

s1 = Sd−1,1−Uh, s2 = Sd−2,2−Uh,. . ., sd−1 = S1,d−1−Uhとなるように

選ぶ．また，Hc
d の元を f =

N∑

i=0

pisi と表しておく．これに対応して Pc0+
d ,

Pc+
d の端判別式をそれぞれ discc0+

d (p0,. . ., pN−1), discc+
d (p0,. . ., pN ) とす

る．すると，

discc0+
d (p0, . . . , pN−1) = discc+

d (p0, . . . , pN ) = Dd(p0, p1, . . . , pd−1, p0)

が成り立つ．ここで，Dd は定義 1.4.2で定義された d次方程式の判別式で

ある．
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証明. 点 (0 : t : 1) ∈ P2
+ における Pc+

d , Pc0+
d の局所錐を Lc+

0,t, Lc0+
0,t

という記号で表す．t > 0 のとき Lc+
0,t, Lc0+

0,t は主成分に含まれないから，

dimEc+
d = N , dimEc0+

d = N − 1 で，Pc0+
d , Pc+

d は端成分 Ec+
d , Ec0+

d を

持つ．

f = s0 + p1s1 + · · · + pNsN ∈ Lc+
0,t ⊂ Ec+

d (t > 0) は f(0, t, 1) = 0 を

満たす．任意の x = 0 に対し f(0, x, 1) = 0 だから x についての方程式

f(0, x, 1) = 0 は x = t を重根に持つ．よって，f の判別式は 0 である．

Si,d−1(0, x, 1) = xi (1 5 i 5 d− 1), Sd(0, x, 1) = xd + 1, U(0, x, 1) = 0 だ

から

f(0, x, 1) = p0x
d + p1x

d−1 + · · ·+ pd−1x + p0

である．よって，x(0, x, 1) の判別式は Dd(p0, p1,. . ., pN−1, p0) である．

Dd(p0, p1,. . ., pN−1, p0) = 0, discc+
d (p0,. . ., pN ) = 0, discc0+

d (p0,. . .,

pN−1) = 0 で，Dd, discc+
d , discc0+

d は既約だから，これらは定数倍を

除いて一致しないといけない．

定理 6.4.8. A = Pn−1
R または Pn−1

+ とし , P := P(A, Hs
n,d), X := X(A,

Hs
n,d), Φ := ΦHs

n,d
:A · · · → X とおく．今 dimX = n− 1が成り立つと仮

定する．D は ∆n−1(X) の (ただ 1つの) 元とする．もし d < 2n ならば

F(D) は P の面成分ではない．つまり，P は主成分を持たない．

証明. (a0: · · · : an−1) を Pn−1
R の座標系とし，σi を a0,. . ., an−1 の i 次

基本対称式とする (1 5 i 5 n). B := A/Sn とし，(b1: · · · : bn) を B の重

み付き斉次座標系とする．また，bi = σi によって自然な全射 σ:A → B を

定める．N := dim Hs
n,d とおく．dimP = N である．

今，F(D) が P の面成分であると仮定して矛盾を導く．Φ(a) ∈ D を満

たす一般の点 a ∈ A に対し dimPa = N − n が成り立つ．よって，ある

a0 ∈ A を選ぶと b0 := σ(a0) ∈ Int(B), Φ(a0) ∈ D, Pa0 6= 0 が成り立つ．

0 6= f ∈ Pa0 を取る．f を B 上の関数と考える．d < 2n で deg bi = i な

ので, f は

f(b1, . . . , bn) = g1(b1, . . . , bn−1) + bng2(b1, . . . , bn−1)
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という形に表せる．b0 = (b0
1,. . ., b0

n) とする．f(b0) = 0であって，f は bn

に関して高々1次であり，B 上で f = 0 なので，

g1(b0
1, . . . , b

0
n−1) = g2(b0

1, . . . , b
0
n−1) = 0

が成り立つ．b1 = b0,. . ., bn−1 = b0
n−1 で定まる B 内の線分を Lとする．任

意の b ∈ Lに対して f(b) = 0である．よって，もし σ(a) ∈ Lかつ Φ(a) ∈ D

であれば Pa = Pa0 となる．a0 は一般の元なので dimF(D) < N − 1と退

化して，F(D) は面成分にならない．

6.4.2. 3 変数対称不等式

3変数対称不等式を調べるには，まず ∆(P2
R/G3)と ∆(P2

+/G3)を決定し

ておくのが有用である．まず，P2
R/G3 の研究から始める．

π:P2
R → P2

R/S3 を自然な全射とする．π の基本領域として，

As :=
{
(s : t : 1) ∈ P2

R
∣∣ s + t + 1 = 0, s 5 t 5 1

}

を選ぶことができる．基本領域とは，π(As) = P2
R/G3 であって，π の定義

域と地域を制限した写像 π:A◦s −→ π(A◦s)が半代数多様体の同型写像であ

ることを意味する．

よく知られているように，任意の対称多項式は基本対称式の多項式とし

て表すことができるので，

C[a, b, c]S3 = C[S1, S1,1, U ]

である．ここで左辺は C[a, b, c] 内の対称多項式全体の集合を表す．このこと

は，P2
C/S3

∼= PC(1, 2, 3)であることを意味する．ここで，PC(1, 2, 3)は重み

付き射影空間である．PC(1, 2, 3)の斉次座標 (x0 : x1 : x2)は (S1 : S1,1 : U)

に対応するように選ぶ．PC(1, 2, 3)は点 (0 : 1 : 0)と点 (0 : 0 : 1)を孤立特

異点 (これらは有理 2重点)として持つ他は非特異であることが知られてい

る．π の係数拡大 πC : P2
C −→ P2

C/S3 を考える．π−1
C (0 : 0 : 1) はすべて

虚点であって P2
R には属さない．よって (0 : 0 : 1) /∈ P2

R/S3 である．他方

π−1
C (0 : 1 : 0)∩As = {(−1 : 0 : 1)}であって，Sing(P2

R/S3) = {(0 : 1 : 0)}
である．
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ところで PC(1, 2, 3) は R-スキームの構造を持つので，その R-値点を定

義することができ，それを PR(1, 2, 3) と定義する．PR(1, 2, 3) は実代数多

様体である．集合としては PR(1, 2, 3) は R3 − {(0, 0, 0)} を次の同値関係
で割って得られる商集合である．

(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′)

⇐⇒ ある c ∈ C− {0}が存在して x = cx′, y = c2y′, z = c3z′

例えば (0,−1, 0) ∼ (0, 1, 0)であるが，c ∈ Rに限定するとこの同値関係が
導けず，正しい定義にならない．

P2
R/S3は PR(1, 2, 3)の半代数的閉部分集合であるが，P2

R/S3 6= PR(1, 2, 3)

である．

一般に，Pn−1
R /Sn を PR(1, 2, · · · , n)の半代数的閉部分集合として不等式

で表すことは，n 次方程式 xn − a1x
n−1 + a2x

n2
+ · · ·+ (−1)nan = 0 のす

べての根が実数であることを a1,. . ., an の不等式として表すことと同値で

ある．特に，n = 5 だと非常に繁雑になるが，n = 3, 4 の場合は簡単であ

る．3次方程式 x3 − S1x
2 + S1,1x−U = 0 のすべての解が実数である条件

は，よく知られているように，

27U2−18S1S1,1U +4S3
1U +4S3

1,1−S2
1S2

1,1 = −(a−b)2(b−c)2(c−a)2 5 0

である．これが，PR(1, 2, 3) 内での P2
R/S3 の定義不等式である．斉次座標

(x0 : x1 : x2) で書き換えれば

27x2
2 − 18x0x1x2 + 4x3

0x2 + 4x3
1 − x2

0x
2
1 5 0 1©

である．これより，以下が得られる．

命題 6.4.9. Lb
s :=

{
(s : 1 : 1) ∈ P2

R
∣∣ s ∈ R ∪ {∞}, s 6= 1, s 6= −2

}

とおく．すると，π(Lb
s) は尖点を持つ P2

R 内の完備 3 次曲線と同型で，

∆2(P2
R/S3) =

{
π(A◦s)

}
, ∆1(P2

R/S3) =
{
π(Lb

s))
}
, ∆0(P2

R/S3) =
{
π(1 :

1 : 1), π(−1 : 0 : 1)
}
となる．

証明. S3 の適当な元により
{
(s : s : 1) ∈ As

∣∣ −1/2 5 s 5 1
}
は{

(s : 1 : 1) ∈ P2
R

∣∣ s 5 −2 または s = 1
}
に変換することができることに注
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意する．そこで As の 3辺 (頂点を除く)を考えるかわりに Lb
s を利用する

ことができる．簡単な計算から，π(Lb
s) は PR(1, 2, 3) 上で

27x2
2 − 18x0x1x2 + 4x3

0x2 + 4x3
1 − x2

0x
2
1 = 0

で定義される曲線で，Sing(π(Lb
s)) = {π(1 : 1 : 1)

}
である．

L1 :=
{
(s : −s−1 : 1) ∈ P2

R
∣∣−2 5 s < −1

}
, L2 :=

{
(s : −s−1 : 1) ∈ P2

R∣∣ −1 < s 5 −1/2
}
とおく．π(1/s : −1/s−1 : 1) = π(s : −s−1 : 1)なので，

π(L1) = π(L2) であり，これは点 (0 : 0 : 1) と点 (0 : −3 : −2) を結ぶ開線

分である．Sing(PC(1, 2, 3))∩ π(L1) = φ なので．π(L1) ⊂ Reg(P2
R/S3)で

ある．よって，これは ∆1(P2
R/S3)に登場しない．また，∂(P2

R/S3) = π(Lb
s)

である．さらに，π(−1 : 0 : 1) = (0 : 0 : 1) ∈ Sing(P2
R/S3), π(−2 : 1 : 1) =

(0 : −3 : −2) /∈ Sing(∂(P2
R/S3)) である．以上の考察から，結論が得られ

る．

-
U

S3
1

6
S1,1

S2
1

1
27

1
3

π(1 : 1 : 1)

π(0 : 1 : 1)

π(0 : 0 : 1)

π(Lb
s+), s > 1

π(Lb
s+), s < 1

P2
+/S3

π(L0
s+)

図 6.4.1

次に，P2
+/S3 の構造を研究する．自然な全射 π:P2

+ → P2
+/S3 に関する

基本領域として，

As+ :=
{
(s : t : 1) ∈ P2

+

∣∣ 0 5 s 5 t 5 1
}

を選ぶことができる．P2
+/S3は PR(1, 2, 3)内で 1©と x1/x2

0 = 0, x2/x3
0 = 0

で定まる半代数的集合である．前命題の証明をあわせて考えると，次の命

題が得られる．
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命題 6.4.10. ∆2(P2
+/S3) =

{
π(A◦s+)

}
, ∆1(P2

+/S3) =
{
π(Lb

s+)),

π(L0
s+)

}
, ∆0(P2

+/S3) =
{
π(0 : 0 : 1), π(0 : 1 : 1), π(1 : 1 : 1)

}
である．こ

こで，

Lb
s+ :=

{
(s : 1 : 1) ∈ P2

R
∣∣ 0 < s < 1 or 1 < s < ∞}

,

L0
s+ :=

{
(0 : s : 1) ∈ P2

R
∣∣ 0 < s < 1

}

である．

命題 6.4.11. 以上の記号のもと，

Hs
d :=

{
f ∈ Hd

∣∣ f は対称多項式
}
,

Hs0
d :=

{
f ∈ Hd

∣∣ f(1, 1, 1) = 0 かつ f は対称多項式
}

L =
{
(a : b : c) ∈ P2

R
∣∣ a + b + c = 0

}

とおく．このとき，以下が成り立つ．

(1) dが 4 以上の偶数ならば Bs Hs
d = φ, Bs Hs0

d = {(1 : 1 : 1)} である．
(2) dが 3 以上の奇数ならば，Bs Hs

d ∩As = {(−1 : 0 : 1)} である．
(3) d が 5 以上の奇数ならば Bs Hs0

d ∩ As = {(1 : 1 : 1), (−1 : 0 : 1)} で
ある．

(4) d = 3 のとき，Φs
d(L)が 1点になるのは d = 3, 4, 5, 7 の場合に限る．

証明. (1), (2), (3) S2 倍写像 Hs
d
×S2−→ Hs

d+2 を考えると Bs Hs
d+2 ⊂

Bs Hs
d ∪ V (S2) = Bs Hs

d がわかる．Bs Hs
4 = φなので，4 以上の偶数 dに

対して Bs Hs
d = φ である．Bs Hs0

d = {(1 : 1 : 1)} の同様にわかる．
dが 5 以上の奇数ならば，Bs Hs

d ⊂ Bs Hs
3, Bs Hs0

d ⊂ Bs Hs0
5 である．

Bs Hs
3 ∩As ⊃ {(−1 : 0 : 1)}, Bs Hs0

5 ∩As ⊃ {(1 : 1 : 1), (−1 : 0 : 1)}は
直接的計算でわかる．

基本対称式を σ1 := S1, σ2 := S1,1 and σ3 := U とおくとき，Hs
d = (R[σ1,

σ2, σ3])d であって，S1(−1 : 0 : 1) = 0, U(−1 : 0 : 1) = 0, S1,1(−1 : 0 :

1) = −1である．dが 3 以上の奇数のとき，単項式 f(a, b, c) = σk
1σl

2σ
m
3 が

k + 2l + 3m = dを満たせば，f は σ1 か σ3 の倍数なので，f(−1, 0, 1) = 0

である．(−1 : 0 : 1) ∈ Bs Hs
d ⊂ Bs Hs

3 である．

Bs Hs0
d についても同様である．
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(4)
{
σk

1σl
2σ

m
3

∣∣ k + 2l + 3m = d
}
の元の中で，σl

2σ
m
3 という形の元が 1

個しか存在しないのは，d = 3, 4, 5, 7 の場合に限る．σl
2σ

m
3 という形の元

が 2個以上存在すれば，Φs
d(L) は半代数曲線になる．

命題 6.4.12. X+
d := X(P2

+, Hs
d) とおく．もし d = 4 ならば X+

d
∼=

P2
+/S3 である．

証明. Φd := ΦHs
d

: P2
+ → X+

d は Φd:P2
+

σ−→ P2
+/S3

Ψd−→ X+
d と分解で

きる．上で述べたことから Ψ4:P2
+/S3 −→ X+

4 が同型写像であることは容

易に確認できる．Bs S1 ∩ P2
+ = φ なので S1 倍写像 ×S1:Hs

s,d −→ Hs
s,d+1

は同型写像 Xs+
d+1 → Xs+

d を引き起こす．

6.5. ３変数３次斉次巡回不等式

6.5.1. Pc+
3 の構造

ここでは，第 2.2.3項で述べた諸定理を証明する．定理 2.2.13のように，
fs(a, b, c) := s2S3 − (2s3 − 1)S2,1 + (s4 − 2s)S1,2

− 3(s4 − 2s3 + s2 − 2s + 1)U

f∞(a, b, c) := S1,2 − 3U

とおく．また，第 6.2.2項，第 6.2.3項の記号をそのまま用いる．A := P2
+

の斉次座標系を (a : b : c) で表す．G := Z/3Z とし，Hc
d は前節と同じと

し，Pc+
d := P(A, Hc

d) とおく．Pc+
d は非退化であった．

以下，d = 3 の場合を考える．Hc
3 の基底として s0 := S3 − 3U , s1 :=

S2,1 − 3U , s2 := S1,2 − 3U , s3 := U = abc を選ぶ．{s0, s1, s2}は Hc0
3 の

基底であることに注意する．このように基底を選ぶのが，結果的に最良の

ようである．

アルゴリズム 6.2.25のステップ 1～ 4を実行してみよう．

ステップ 1. 特性多様体 Xc
3 := X(P2

R, H3) とその臨界集合への分解

∆(Xc
3) を求める．

xi = si(a, b, s) (i = 0, 1, 2, 3) から a, b, c を消去すると，

F3 := x3
1−x0x1x2+x3

2+x2
0x3−3x0x1x3+9x2

1x3−3x0x2x3−9x1x2x3+9x2
2x3
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が得られる．F3 = 0 で定まる P3
R 内の 3 次曲面が Xc

3 := X(P2
R, Hc

3 であ

り，これは P2
R/G と同型である．その中で，xix3 = 0 (0 5 i 5 2)で定

まる半代数的閉集合が Xc+
3 である．P3 := (0 : 0 : 0 : 1), O3 := (1 : 0 :

0 : 0), C3 :=
(
Xc+

3 ∩ {x3 = 0}) − {P} とおくと，前節で証明してよう
に，∆0(Xc+

3 ) = {P3, O3}, ∆1(Xc+
3 ) = {C3}, ∆2(Xc+

3 ) = {Reg(Xc+
3 )} で

ある．

他方，Xc0+
3 := X(P2

+, Hc0
3 )は P2

R 上で閉曲線 C3∪{O3}で囲まれた領域で
あり，∆0(Xc0+

3 ) = {O3}, ∆1(Xc0+
3 ) = {C3}, ∆2(Xc0+

3 ) = {Reg(Xc0+
3 )}

である．

(1 : 0 : 0 : 0)

(1 : 0 : 0 : 1/3)

(1 : 1 : 1 : 0)

P3 = (1 : 1 : 1 : 1/3)

(1 : 1 : 0 : 0)

(1 : 0 : 1 : 1/3)

C3

X+
3

ステップ 2. 各臨界集合 D ∈ ∆(Xc+
3 )に対し，双対多様体のザリスキー

閉包 Zar(D∨) = Zar(D)∨ を計算する．

多項式 p0s0 + · · ·+ p3s3 ∈ Hc
3 と点 (p0,. . ., p3) ∈ R4 を同一視して考え

る．公式 6.2.20(3)より disc(O3) = p0, disc(P3) = p0 + p1 + p2 + 3p3 であ

る．公式 6.2.20(2)を用いて Zar(C∨3 ) を計算すると，Zar(C3) は x3 = 0,

x3
1 + x3

2 − x0x1x2 = 0 で定まる半代数曲面 (2次元半代数多様体)であるこ

とがわかる．定理 6.4.7より，

disc(C3) = D3(p0, p1, p2, p0) = −4p0p
3
1 − 4p0p

3
2 − 27p4

0 + p2
1p

2
2 + 18p2

0p1p2

が端判別式である．

点 (0 : s : 1) ∈ P2
+ における Pc+

3 , Pc0+
3 の局所錐を Lc+

0,s, Lc0+
0,s とい

う記号で表すことにする．定理 6.2.29(1)より，これらが 0 でなければ，

dimLc+
0,s = 2, dimLc0+

0,s = 1が成り立つ．公式 6.2.30より，Zar(Lc0+
0,s ) の
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基底として，

fs(a, b, c) := s2S3−(2s3−1)S2,1 +(s4−2s)S1,2−3(s4−2s3 +s2−2s+1)U

が選べることがわかる．Lc0+
0,s は半直線なのだから，Lc0+

0,s = R+ · fs であ
る．定理 6.2.28(4)より，fs は Pc+

3 の端元である．fs において s → +∞
とした極限は，f∞(a, b, c) := s′2 = S1,2 − 3U である．次の定理により，ス

テップ 2は完了する．

定理 6.5.1. 記号は上の通りとする．

(1) Pc+
3 は主成分を持たない．

(2) s > 0 に対し Lc+
0,s = R+ · fs + R+ · U である．

(3) F(O3) = R+ · U + R+ · (S2,1 − 3U) + R+ · (S1,2 − 3U) である．

証明. (1) P2
+ 内で，C3 ∪O3 で囲まれる領域を底とし P3 を頂点とする

閉錐体を Y とする．Xc
3 は P2 を A1 型有理 2重点に持つ 3次曲面の一部

なので，閉曲線 C3 ∪O3 上の 1点と P3 を結ぶ開線分 I は Xc
3 と共有点を

持たず Xc
3 で囲まれる領域の外側にある．他方，I は Y の境界上にある．

よって，Reg(Xc+
3 ) ⊂ Int(Y ) である．したがって Reg(Xc+

3 )∨ は Pc+
3 の

外部にある．すなわち，Fc+
3 は面成分でない．

(2) f := αfs + βU — 1©とおく．f(0, s, 1) = 0 が成り立つ．したがっ

て，α = 0, β = 0 のとき f ∈ Lc+
0,s である．これと定理 6.2.29(1)より，

dimLc+
0,s = 2が得られる．

逆に， 1©の形の f が f ∈ Lc+
0,sを満たしたとする．すると，β = f(1, 1, 1) =

0, α = (1/s2)f(0, 0, 1) = 0が成り立つ．以上から (2)がわかる．

(3) F := F(O3) = Lc+
0,0 とおく．定理 6.2.37(2) より，∂F =

(
Ec+

3 ∪
Pc0+

3

) ∩F である．

Ec+
3 ∩F =

(
R+ · f0 + R+ · U

) ∪ (
R+ · f∞ + R+ · U

)

Pc0+
3 ∩F = Lc0+

0,0 = R+ · f0 ∪ R+ · f∞

なので，F = R+ ·U +R+ · (S2,1 − 3U) +R+ · (S1,2 − 3U)が得られる．
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注意 6.5.2. Ψc
3:X

c+
3 → Xc0+

3 は Ψc
3(x0 : x1 : x2 : x3) = (x0 : x1 : x2)

で定まる正射影とする．F3 は x3 については 1次式であるので，Ψc
3 は双有

理写像で，ユークリッド位相に関する連続写像である．正則写像が特異点を

非特異点に移すことはないのであるが，Φc
3(P3) = (3 : 1 : 1) ∈ Reg(Xc0+

3 )

なので，点 P3 において Ψc
3 は正則写像ではない．複素代数幾何では有理

写像が非正則点や不確定点で連続になることはないが，実代数幾何ではそ

ういうことも起きるのである．

ステップ 3とステップ 4. Pc+
c の判別式は 2つの自明な判別式 disc(O3)

= p0, disc(P3) = p0 + p1 + p2 + 3p3 と，端判別式

disc(C3) = −4p0p
3
1 − 4p0p

3
2 − 27p4

0 + p2
1p

2
2 + 18p2

0p1p2

の 3 つしか存在しない．p := p1/p0, q := p2/p0, r := p3/p0 とおいて

discc+
3 (p, q) := D3(1, p, q, 1) = 0 のグラフを (p, a)-平面 R2 上に描くと以

下のようになる．

-
p

6
q

(3, 3)

4p3 + 4q3 + 27 = p2q2 + 18pq

−

+

−

このグラフ上に境界を持つ凸集合は，図の太線を境界とする領域である

ので，ステップ 3とステップ 4が完了し，次の定理が得られる．

定理 6.5.3. Hc
3 内のモニックな多項式 f = S3 + pS2,1 + qS1,2 + rU に

対し，任意の a = 0, b = 0, c = 0 に対して f(a, b, c) = 0 が成り立つため

の必要十分条件は次の (1), (2)のうちいずれかが成立することである．
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(1) 3 + 3p + 3q + r = 0 かつ 4p3 + 4q3 + 27 = p2q2 + 18pq

(2) 3 + 3p + 3q + r = 0 かつ p = 0 かつ q = 0

斉次形で上の定理を書き換えれば定理 2.2.13が得られる．また，ステッ

プ 2のところで系 6.5.4が証明されている．

系 6.5.4. Pc+
3 の端元は，fs (s ∈ [0, ∞])の正の定数倍か，U = abc の

正の定数倍のいずれかである．

系 6.5.5. Hs
3 は H3,3 内の 3変数 3次対称多項式全体 (0 を含む)の集

合とし，P(P3
+, HG

3 )とおく．すると，Ps+
3,3 は以下の 3本の半直線 E1, E2,

E3 を稜 (辺)とする三角錐である．

E1 := R+ · (T2,1 − 6U) E2 := R+ · (S3 + 3U − T2,1) E3 := R+ · U

6.5.2. Xc0
d と Xc0+

d の構造

Φc0
d := ΦHc0

d
, Xc0

d := X(P2
R, Hc0

d ), Xc0+
d := X(P2

+, Hc0
d ) とおく．

定理 6.5.6. d = 3 ならば Φc0
d (1 : 1 : 1)は 1点である．すなわち，有理

写像 Φc0
d : P2

R · · · → Xc0
d は不確定点 (1 : 1 : 1) まで連続写像として拡張で

きる．さらに，Φc0
d (1 : 1 : 1) は Xc0

d の内部の非特異点である．

証明. Cに係数拡大して考察する．ρ1 : Y ′ −→ P2
C を点 (1 : 1 : 1)でのブ

ロー・アップとし，E′
1 := ρ−1

1 (1 : 1 : 1) とする．

まず，d = 3 の場合から考える．s0 := S3 − 3U , s1 := S2,1 − 3U ,

s2 := S1,2 − 3U を Hc0
3 ⊗R C の基底として選ぶ．

s0(1 + t, 1 + ut + vt2, 1)

= 3(u2 − u + 1)t2 + (3(2u− 1)v + (u3 + 1))t3 + O(t4)

s1(1 + t, 1 + ut + vt2, 1)

= (u2 − u + 1)t2 + ((2u− 1)v + u)t3 + O(t4)

s2(1 + t, 1 + ut + vt2, 1)

= (u2 − u + 1)t2 + ((2u− 1)v + u2)t3 + O(t4)
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である．ここで，O(t4) は t について 4 次以上の項の和を表す．そこで，

ζ6 = (1 +
√−3)/2 とし，u2 − u + 1 = 0 の 2 根 u = ζ6, ζ5

6 に対し，点

(1 : 1 : 1) を始点とする方向ベクトル (1 : u : 1)に対応する E′
1 上の 2点を

y2, y3 とする．すると，Bs(ρ∗1H
c0
3 ⊗RC) = {y2, y3}である．ρ2 : P̃2

C −→ Y ′

を 2点 y2, y3 でのブロー・アップとし，E2 := ρ−1
2 (y2), E3 := ρ−1

2 (y3), E1

は E′
1 の強変換，ρ := ρ2 ◦ρ1 とする．si(1+ t, 1+ut+ vt2, 1)の t3 の係数

は線形独立だから，すると，Bs(ρ∗Hc0
3 ⊗RC) = φである．Φ̃c0

3 : P̃2
C −→ P2

C

は Φ̃c0
3 = Φc0

3 ◦ ρ を満たす正則写像とする．Φ̃c0
3 (E1) = (3 : 1 : 1) =: Q

である．u = ζ6, ζ5
6 に対し，Q と ((u3 + 1) : u : u2) を通る直線を L2,

L3 とすると，Φ̃c0
3 (E2) = L2, Φ̃0

3(E2) = L3 である．L2 ∩ P2
R = {Q},

L3 ∩ P2
R = {Q} なので，R-係数の範囲では Φc0

3 (1 : 1 : 1) = Q と確定する．

よって，Φ0
3 : P2

R −→ P2
R は (1 : 1 : 1) まで連続写像として拡張できるが，

そこで正則ではない．

d = 4 とする．ι : Hc0
3 −→ Hc0

d を ιh(f) = Ss−3
1 f で定義する．

Bs(ρ∗Hc0
d ⊗R C) ⊂ Bs(ρ∗Hc0

3 ⊗R C) ∪ V (S1) である．Bs(Hc0
d ⊗R C) =

{(1 : 1 : 1)} なので，Bs(ρ∗Hc0
d ⊗R C) = φがわかる．

ρ∗Hc0
d ⊗R C が定める正則写像を Φ̃c0

d : P̃2
C −→ P((Hc0

d )∨ ⊗R C) とし，

(Xc0
d )C := Φ̃c0

d (P̃2
C) とおく．

e = 4, 5のとき，s = S4−US1, S3,1−US1, S2,2−US1, S1,3−US1 ∈ Hc0
4

と s = S5 −US1,1, S4,1 −US1,1, S3,2 −US1,1, S2,3 −US1,1, S1,4 −US1,1,

US1 − US1,1 ∈ Hc0
5 に対して，

s(1 + t, 1 + ut, 1) = c0(u2 − u + 1)t2 +
∑

i=3

hi(u)ti 1©

と書けることはすぐ確認できる．d = 3k + e (e ∈ {3, 4, 5}) のとき，
Hc0

d = Hc
3k ·Hc0

e である．よって，任意の s ∈ Hc0
d について 1©が成り立

つ．したがって，Φ̃c0
d (E1) は 1点である．

Bs(ρ∗Hc0
3 ⊗RC) = φだから，正則写像 ψ : (Xc0

d )C −→ (Xc0
d )C が存在す

る．Q′ := Φ̃c0
d (E1), L′i := Φ̃c0

d (Ei) (i = 2, 3)とおくと，ψ(L′i) = Li である．
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Li∩Xc0
3 = {Q}なので L′i∩Xc0

d = {Q′}である．よって，Φc0
d (1 : 1 : 1) = Q

である．

Qは (Xc0
3 )C = P2

C の非特異点だから，その原像である Q′ も (Xc0
d )C の

非特異点である．

定理 6.5.7. G := Z/3Zとし，π : P2
R → P2

R/Gは自然な全射とする．Φc
d

と Φc0
d を

Φc
d : P2

R
π−→ P2

R/G
Ψd−→ Xc

d, Φc0
d : P2

R
π−→ P2

R/G
Ψc0

d−→ Xc0
d

と分解する．また，ϕd : Xc
d · · · → Xc0

d は包含写像 Hc0
3,d

⊂−→ Hc
3,d から誘

導される正射影とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) d = 3 または d = 5 ならば，Ψc0
d : P2

R/G −→ Xc0
d と ϕd : Xc

d −→ Xc0
d

は双有理写像で，ユークリッド位相に関して連続写像で，全単射である．

(2) d = 3 ならば，Φc0
d (1 : 1 : 1) は Xc0

d の内部の点である．

証明. A = P2
R − {(1 : 1 : 1)}, W c

d := Φc
d(A), W c0

d := Φc0
d (A) とおく．

d = 3 のとき (1), (2)が成立することは，本節の前半で確認した．しかも，

Ψc0
3 : A/G −→ W c0

3 と ϕ3 : W c
3 −→ W c0

3 は同型写像であった．

d = 6 の場合を考える．Hc0
6 = Hc

3 ·Hc0
3 なので，Bs Hc0

6 = φ である．

Ψc0
3 は双有理な連続写像で全単射であり，Φc0

3 : P2
R/G

Ψc0
6−→ Xc0

6 −→ Xc0
3 と

分解することができる．したがって ϕ6 : W c
6 −→ W c0

6 は同型写像であり，

ϕ6 : Xc
6 · · · → Xc0

6 は連続写像で全単射である．

d = 5 または d = 7 の場合を考える．S2 倍写像 Hc
d−2

×S2−→ Hc
d を考える

と，Bs Hc0
d = φがわかる．e = 3 または e = 6に対して，双有理連続全単

射 Φc0
e : P2

R/G
Ψc0

d−→ Xc0
d −→ Xc0

e が存在する．よって，ϕd : W c
d −→ W c0

d

は同型写像であり，ϕd : Xc
d · · · → Xc0

d は双有理連続全単射である．

(2) Ψc0
3 : P2

+/G −→ Xc0+
3 は Ψc0

d : P2
+/G −→ Xc0+

d と Xc0+
d → Xc0+

3

の合成写像であるから，Φc0
d (1 : 1 : 1) は Xc0

d の内点である．

系 6.5.8. Od := Φc0
d (0 : 0 : 1), L :=

{
(0 : s : 1) ∈ P2

+

∣∣ s > 0
}
,

Cd := Φc0
d (L) とおく．すると，以下が成り立つ．



102 6.6 　３変数４次斉次巡回不等式

(1) d = 3ならば，Xc0+
d

∼= Xc0+
3 であり．∆0(Xc0+

d ) = {Od}, ∆1(Xc0+
d ) =

{Cd}, ∆2(Xc0+
d ) = {Reg(Xc0+

d )} である．
(2) dが 3以上の奇数ならば，Xc0

d
∼= P2

Rであり，∆0(Xc0
d ) = ∆1(Xc0

d ) = φ,

∆2(Xc0
d ) = {Xc0

d } である．

6.6. ３変数４次斉次巡回不等式

6.6.1. Pc0
4 の構造

今まで通り Hc0
4 :=

{
f ∈ Hc

4

∣∣ f(1, 1, 1) = 0
}
とおく．Pc0

4 := P(P2
R,

Hc0
4 ) の研究から始める．同時に Pc0+

4 := P(P2
R, Hc0

4 )についても，並行し

て部分的にしらべておく．

アルゴリズム 6.2.25のステップ 1～ 4を実行してみよう．

ステップ 1. 特性多様体 Xc0
4 := X(P2

R, Hc0
4 ) と ∆(Xc0

4 ) を求める．

s0 := S4 − US1, s1 := S3,1 − US1, s2 := S1,3 − US1, s3 := S2,2 − US1

を Hc0
4 の基底をして選び，s0,. . ., s3 と s4 := US1 を Hc

4 の基底として

選ぶ．

定理 6.6.1. 上記の記号のもと，以下が成り立つ．

(1) Xc0
4 は P3

R 内で次の多項式 F c0
4 の零点として定まる 2 次曲面である．

F c0
4 := (x1 + x2)2 + 3(x1 − x2)2 + (x0 − 2x3)2 − x2

0

また，∆0(Xc0
4 ) = ∆1(Xc0

4 ) = φ, ∆2(Xc0
4 ) = {Xc0

4 } であり，∂Pc0
4 は

唯一の面成分 F(Xc0
4 ) から成る．

(2) Xc
4 は P4

R 内で，F c0
4 = 0かつ F c

4 = 0によって定まる曲面である．こ

こで，

F c
4 := (x1 + x2 + 3x4)2 − (x0 + 2x3 + 3x4)(x3 + 3x4)

である．

(3) 包含写像 Hc0
4

⊂−→ Hc
4 から誘導される有理写像 ϕc

4 : Xc
4 · · · → Xc0

4 は

双有理連続写像であり全単射である．
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図 6.6.1

C4
Xc

4

Xc+
4

P4 = (1 : 1 : 1 : 1 : 1)

証明. (1), (2)は xi = si から a, b, c を計算機を使って消去すると得ら

れる．

(3) ϕc
4 は ϕ(x0 : x1 : x2 : x3 : x4) = (x0 : x1 : x2 : x3) で定義さ

れることに注意する．F c
4 を展開すると x4 について 1 次式になるので，

ϕc
4 : Xc

4 −→ Xc0
4 は連続な全単射であり，よって双有理写像である．

ステップ 2. 双対多様体と局所錐を求める．

Pc
4, Pc0

4 の点 (s : t : 1) ∈ P2
R における局所錐をそれぞれ Lc

s,t, Lc0
s,t と

書くことにする．定理 6.2.29(1)より，任意の点 (s, t) ∈ R2 ⊂ P2
R に対し

dimLc
s,t = 2, dimLc0

s,t = 1である．Hc0
4 の元を p0s0 + p1s1 + p2s2 と表し

ておく．s0, s1, s2, s3 から a, b, c を計算機を使って消去すると，Pc0
4 の主

判別式

discc0
4 = 3(p0p3 + p2

0)− (p2
1 + p1p2 + p2

2)

が得られる．∆(Xc0
4 ) = {Xc0

4 } だったので，∂Pc0
4 は discc0

4 = 0 で定まる

2次曲面である．また，1次元凸錐 (すなわち，半直線) Lc0
s,t は，次の多項

式 gA
s,t で生成される．ただし，gA

s,t は結構複雑な多項式である．

gX
p,q(a, b, c) := S4 + pS3,1 + qS1,3

+
(

p2 + pq + q2

3
− 1

)
S2,2 −

(
p + q +

p2 + pq + q2

3

)
US1

gX
∞(a, b, c) := S2,2 − US1,

p(s, t) := − 2S3,1(s, t, 1)− S1,3(s, t, 1)− S2,1,1(s, t, 1)
S2,2(s, t, 1)− S2,1,1(s, t, 1)

gA
s,t(a, b, c) := gX

p(s,t),p(t,s)(a, b, c)
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ただし，p(1, 1) := −2, p(0, 0) = ∞ ∈ P1
R, gA

0,0 := gX
∞ とする．p(s, t) =

p(1/t, s/t) = p(t/s, 1/s)であることに注意しよう．Pc0
4 が単純なのでステッ

プ 3, 4は必要でなく，以下の定理が得られた．

定理 6.6.2. 4次元の PSD錐 Pc0
4 について以下が成り立つ．

(1) f = p0S4 + p1S3,1 + p2S1,3 + p3S2,2− 3(p0 + p1 + p2 + P3)US1 ∈ Hc0
4

に対し，f ∈ Pc0
4 となるための必要十分条件は discc0

4 (p0, p1, p2, p3) = 0

である．

(2) Lc0
s,t = R+ · gA

s,t である．

(3) Pc0
4 の端元は，gX

p,q または gX
∞ の正の定数倍である．

6.6.2. Pc0+
4 の構造

ステップ 1. Xc0+
4 := X(P2

+, Hc0
4 ) ⊂ Xc0

4 の構造を調べる．

O4 := Φc0
4 (0 : 0 : 1) = (1 : 0 : 0 : 0), C4 :=

{
Φc0

4 (0 : s : 1)
∣∣

s > 0
}
とおく．系 6.5.8 より，∆0(Xc0+

4 ) = {O4}, ∆1(Xc0+
4 ) = {Cd},

∆2(Xc0+
4 ) = {Reg(Xc0+

4 )} である．

ステップ 2. 相対定理 Aより，Pc0+
4 と discc0

4 の主判別式は一致し，前

項で述べた discc0
4 になる．公式 6.2.20(3)より disc(O4) = p0 である．

定理 6.4.7より，Pc0+
4 と Pc+

4 の端判別式は一致し，
discc+

4 = D4(p0, p1, p2, p3, p0)

= 256p6
0 − 27p2

0p
4
1 − 192p4

0p1p2 − 6p2
0p

2
1p

2
2 − 4p3

1p
3
2 − 27p2

0p
4
2

+ 144p3
0p

2
1p3 + 18p0p

3
1p2p3 + 144p3

0p
2
2p3 + 18p0p1p

3
2p3 − 128p4

0p
2
3

− 80p2
0p1p2p

2
3 + p2

1p
2
2p

2
3 − 4p0p

2
1p

3
3 − 4p0p

2
2p

3
3 + 16p2

0p
4
3

である．他方， 1©を pi について解くと，以下の多項式 hs が Zar(Lc0+
0,s )

の元として見つかる．
hs := S3,1 + s2S1,3 − 2sS2,2 − (s− 1)2US1

h∞ := S1,3 − US1

なお，h0 = S3,1 − US1, gA
0,0 = gX

∞ = S2,2 − US1 であることに注意する．

形式的に gA
0,+∞ := gX

∞ とおく．また，Pc+
4 , Pc0+

d の点 (s : t : 1) ∈ P2
R に

おける局所錐をそれぞれ Lc+
s,t , Lc0+

s,t と書くことにする．
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定理 6.6.3. 4次元の PSD錐 Pc0+
4 について以下が成り立つ．

(1) s > 0, t > 0 のとき Lc0+
s,t = Lc0

s,t = R+ · gA
s,t であり，以下が成り立つ．

Fc0+
4 = R+ ·

({
gX

p,q

∣∣ 9(p + q)2 − (p− q)2 = 62, p + q 5 0
} ∪ {

gX
∞

})

(2) s > 0 のとき Lc0+
0,s = R+ · gA

0,s + R · hs である．

(3) Pc0+
4 の端元は gA

s,t (s, t ∈ R+) または hs (s ∈ [0,∞])の正の定数倍で

ある．

証明. (1) s > 0, t > 0 のとき，dimLc0+
s,t = 1 で Lc0+

s,t ⊃ Lc0
s,t 6= 0 なの

で，Lc0+
s,t = Lc0

s,t となる．特に，gA
s,t は Pc0+

4 の端元である．

(2) s > 0 のとき dimLc0+
0,s 5 2 であった．a, b, c ∈ R+，s > 0 のとき，

hs(a, b, c) = ab(a− sb− c + sc)2 + bc(b− sc− a + sa)2

+ ca(c− sa− b + sb)2 = 0

である．また，hs(1, 1, 1) = hs(0, s, 1) = hs(0, 0, 1) = 0も容易に確かめられ

る．したがって，hs ∈ Lc0+
0,s ∩Lc0+

0,0 ⊂ ∂Pc0+
4 である．dim

(
Lc0+

0,s ∩Lc0+
0,0

)
5 1

なので，Lc0+
0,s ∩Lc0+

0,0 = R+ · hs であることがわかる．したがって，hs は

Pc0+
4 の端元である．gA

s,t も端元なので，Lc0+
0,s = R+ · gA

0,s +R · hs である．

(3) は (1), (2)からすぐわかる．

ステップ 3～ 4. これは，定理 2.3.6を証明することである．

定理 2.3.6の証明. 一般に，部分ベクトル空間 V ⊂ Hc0
4 に対し，V 内

のモニック多項式全体の集合を V̆ と書くことにする．

f(a, b, c) = S4 + xS3,1 + yS1,3 + zS2,2 − (1 + x + y + z)US1 ∈ H̆c0
4 と

(x, y, z) ∈ R3 を同一視することにより，H̆c0
4 = R3 と考える．今までに述

べたように，

F̆c0+
4 =

{
(x, y, z) ∈ H̆c0

4

∣∣∣∣∣
x2 + xy + y2 = 3z + 3,

9(x + y)2 − (x− y)2 = 62, x + y 5 0

}
.

である．

S :=
{
(x, y, z) ∈ H̆c0

4

∣∣ discc0+
4 (x, y, z) = 0

}
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とおくと，S は H̆c0
4 内の 6次代数曲面であり，Ĕc0+

4 のザリスキー閉包で

ある．

H̆c0
4 における曲面 ∂P̆c0+

4 を観察するために，z = r で定まる H̆c0
4 内の

平面

Vr :=
{
(x, y, z) ∈ H̆c0

4

∣∣ z = r
}

を考え，Pr := Pc0+
4 ∩Vr, Cr := (∂Pc0+

4 )∩Vr, Fr := (∂Pc0
4 )∩Vr = Fc0

4 ∩Vr,

F+
r := Fc0+

4 ∩Vr, Er := S∩Vrとおく．Frは 3(x+y)2+(x−y)2 = 12(r+1)

で定まる楕円で，
F+

r =
{
(x, y) ∈ F

∣∣ 9(x + y)2 − (x− y)2 = 62, x + y 5 0
}

である．Fr は r > 0 のとき楕円の弧であり，r > 0 のときその 2端点 P1,

P2 は

(x, y) =
(±3

√
r −√r + 4

2
,
∓3
√

r −√r + 4
2

)

である．E は 6 次曲線で，パラメータ表示

x =
1
2

(
1
s3
− r

s
− 3s

)
, y =

1
2

(
s3 − rs− 3

s

)
1©

を持つ．Er は r に依存しない既約 6次有理曲線で，以下のようなパラメー

タ表示を持つ．

図 6.6.2. r > 6
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6
y

Fr

F+
r

Cr

Er

Er

Er

Pr

−

+
+

−

−

+

+
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−

−

+
+

−

−

+

+

−

−
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x =
1
2

(
1
s3 − r

s
− 3s

)
, y =

1
2

(
s3 − rs− 3

s

)
s ∈ R− {0}

r > 0 のとき Er と Fr は 2点 P1, P2 で接し，この 2点が F+
r , Er の共通

端点になっている．さらに Pr は凸集合であることに注意して，r > 6 の場

合に Cr を図示すると，図 6.6.2のようなグラフになる．

既約 6次曲線 Er は原点と直線 x + y = 0 について対称な 2本の分枝に

分かれて見え，それぞれの分枝は s = ±
√

r ±
√

r2 − 36
6

において 2個の

尖点を持ち，x = y = ±2
√

r − 2 において 1 個の結節点を持ち．さらに 2

つの分枝の交点が Er の別の結節点になっている．直線 x + y = 0 上にある

Er の結節点の座標は (x, y) = (±2
√

r + 2, ∓2
√

r + 2 )である．Pr の境界

Cr は太線で図示した曲線である．Pr は太線より右上の部分である．この

Pr が (1), (2), (3), (4)または (5)を満たす領域として特徴づけられること

は容易にわかる．

0 5 r 5 6 の場合，グラフは図 6.6.3のようになる．r > 6 の場合にあっ

た Er の 4 個の尖点と 2 個の結節点は消滅する．しかし，Pr が (1), (2),

(3), (4)または (5)を満たす領域として特徴づけられることは同じである．

図 6.5.3. 0 ≤ r ≤ 6

-x

6
y

Er

Er

Fr

F+
r

Cr

Cr
Pr

+

+−

−

+

+ −
−

図 6.6.3. −1 ≤ r < 0

-x

6
y
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Pr

Er

−

−+

+
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−1 5 r < 0 の場合，グラフは右上の図 6.6.4のようになり，6次曲線 Er

と楕円 Fr が接しなくなる．よって，Cr = Er となる．この場合 Pr は (1),

(2), (3)または (4)を満たす領域として特徴づけられる．

−2 < r < −1 の場合，グラフは図 6.6.4のようになり，楕円 Fr は消滅

する．この場合，Pr は (1), (2), (3)または (4)を満たす領域として特徴づ

けられる．

r 5 −2 の場合，グラフは図 6.6.5のようになり，Pr は (6)を満たす領域

として特徴づけられる．

図 6.6.4. −2 < r < −1

-x

6
y

+

+

−

−
Pr

Cr

図 6.6.5. r < −2

-x

6
y

−

+

+

−
Pr

Cr

注意 6.6.4. discc+
4 (1, p, p, q) = (4r− p2− 8)2(r +2p+2)(r− 2p+2)で

あるので，p = q, 4r = p2 + 8 で定まる曲線は Pc0+
4 内の discc+

4 の零点集

合上にある．この曲線上の点に対応する不等式は (S2− tS1,1)2 = 0である．

6.6.3. Pc
4 の構造

ステップ 1～ 2. 特性多様体 Xc
4 = X(P2

R, Hc
4) の構造は，定理 6.4.2(1)

の通りであり，ステップ 1は完了している．ステップ 2に移る．定理 6.4.4

より，∂Pc
4 は丁度 2の面成分より成り，1 つは主成分 Fc

4 で，もう 1 つ

は Pc0
4 である．Hc

4 の基底として s0 = S4 − US1, s1 := S3,1 − US1,

s2 := S1,3 − US1, s3 := S2,2 − US1, s4 := US1 を選ぶ．主判別式は公式
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6.2.20(1)を利用すれば計算できるが，結果は長い多項式になる．斉次座標

で表現すると見難くなるので，Hc
4 の中のモニック多項式

f = s0 + ps1 + qs2 + rs3 + vs4 ∈ Hc
4

について，非斉次系で表す．

discc
4(1, p, q, r, v)

=
(
3(r + 1)− (p2 + pq + q2)

)
(2p + 2q + r + 5)3

− v
(
p4 + q4 + 34p3q + 34pq3 + 39p2q2

+ 2(p + q)(5p2 + 7pq + 5q2)r − (2p2 + pq + 2q2)r2

+ 86p3 + 86q3 − 12(v − 16)(p2q + pq2)− (v − 84)(p2 + q2)r

+ (v + 18)pqr − 22(p + q)r2 + 8r3 − 57(v − 2)(p2 + q2)

+ (v2 − 63v + 51)pq − 2(13v + 126)(p + q)r + 2(3v − 106)r2

+ 2(7v2 + 3v − 139)(p + q) + 8(19v − 70)r

− (v3 + 20v2 − 162v + 388)
)

また，局所錐は以下のようになる．

定理 6.6.5. For −1/2 5 k 5 1, let −1/2 5 k 5 1 に対して

eX
k (a, b, c) :=

(
k(a2 + b2 + c2)− (ab + bc + ca)

)2

= k2S4 − 2kT3,1 + (2k2 + 1)S2,2 − (2k − 2)US1,

k(s, t) =
S1,1(s, t, 1)
S2(s, t, 1)

=
st + s + t

s2 + t2 + 1
∈ [−1/2, 1],

eA
s,t(a, b, c) := eX

k(s,t,1)(a, b, c)

とおく．Pc
4 は 5 次元の PSD錐であって，以下が成立する．

(1) (s, t) ∈ R2 − {(1, 1)} に対し，

Lc
s,t =

{
αgA

s,t + βeA
s,t

∣∣ α, β ∈ R+

}

(2) s > 0, t > 0 かつ (s, t) 6= (1, 1) のとき，Lc+
s,t := Lc

s,t である．

(3) Pc
4 の端元は以下のいずれかの多項式の正の定数倍である．

gX
p,q, gX

∞, eX
k (−1/2 5 k 5 1)
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証明. (1), (2) 定理 6.2.29(1)より，(s, t) 6= (1, 1) のとき dimLc
s,t =

N − 2 = 2 である．また，s > 0, t > 0 のとき dimLc+
s,t = 2 であり，

Lc
s,t ⊂ Lc+

s,t である．

fs,t,α,β := αgA
s,t + βeA

s,t

とおく．gA
s,t ∈ Lc

s,t, eA
s,t ∈ Lc

s,t なので，α = 0 and β = 0 ならば fs,t,α,β ∈
Lc

s,t である．

fs,t,α,0 ∈ ∂Pc
4 なので，定理 6.2.37(1)より fs,t,α,−β /∈ Pc

4 である．また，

s > 0, t > 0 の場合は fs,t,α,−β /∈ Pc+
4 である．

α < 0 の場合を考える．(s, t) ∈ R2 のとき 関数 k(s, t) の値域は，

−1/2 5 k 5 1 であり，(s, t) ∈ R2
+ のとき k(s, t) の値域は，0 5 k 5 1

である．この値域の内点に属する k0 を 1つ取るとき，k(s, t) = k0 を満

たす (s, t) 全体の集合はある 2 次曲線の区間 K(k0) をなす．よって，(s,

t) 6= (s′, t′) ∈ K(k(s, t)) を取れば，eA
s,t(s

′, t′, 1) = 0 なので，

fs,t,α,1(s′, t′, 1) = αgA
s,t(s

′, t′, 1) < 0

となり， fs,t,α,1 /∈ Pc
4 (s > 0, t > 0 のときは fs,t,α,1 /∈ Pc+

4 )がわかる．

したがって，Lc
s,t と Lc+

s.t は gA
s,t, eA

s,t によって生成される凸錐である．

(3) は (1)からわかる．

以上でステップ 1～ 3は終了したが，最後のステップ 4が難しい．図形

的解析から，以下が予想されるが，厳密な証明は得られていない．

予想 6.6.6. f = S4 + pS3,1 + qS1,3 + rS2,2 + (v− 1− 2p− r)US1 ∈ Hc
4

が任意の a, b, c ∈ R に対し f(a, b, c) = 0 を満たすための必要十分条件は，

以下の (1), (2), (3)のいずれか 1つを満たすことである．

(1) v = 0 かつ discc0
4 (1, p, q, r) = 0.

(2) 0 < v 5 27 かつ discc
4(1, p, q, r, v) = 0 かつ 4r + 4(u + 2

√
3u + 1) =

(p + q)2.

(3) v > 27 かつ discc
4(1, p, p, r, v) = 0 かつ r = (p + q)2

16
+ 2.



第 6 章 　実代数幾何の応用 111

6.6.4. Pc+
4 の構造

定理 6.4.4(2)で証明したように，Pc+
4 := P(P2

+, Hc
4) は高々4 個の面成

分 Fc+
4 +, Ec+

4 , Pc0+
4 , F(O4)しか持たない．Pc0+

4 は既に研究したように

面成分である．次の定理のように，残りの 3 個の面成分である．

定理 6.6.7. 5次元の PSD錐 Pc+
4 について以下が成り立つ．

(1) Fc+
4 = Cls


 ⋃

(s,t)∈R2
+−{(1,1)}

Lc
s,t


 は面成分である．

(2) Ec+
4 =

{
α1e

A
0,s + α2g

A
0,s + α3hs + α4US1

∣∣ s = 0, αi = 0
}
は面成分で

ある．

(3) Pc∞+
4 = Lc+

0,0 = R+ · US1 + Pc0∞+
4 である．

(4) Fc+
4 の主判別式は discc

4 であり，Ec+
4 の端判別式 は discc0+

4 である．

証明. (1) 定理 6.6.5(2)より，s > 0, t > 0 のとき Lc+
s,t = Lc

s,t なので，

Fc+
4 は

⋃
s>0,t>0

Lc
s,t の閉包である．

(2) f = α1e
A
0,s + α2g

A
0,s + α3hs + α4US1 は f(0, s, 1) = 0 を満たすので，

s = 0, αi = 0 のとき f ∈ Lc+
0,s である．

逆に，s > 0 のとき dimLc+
0,s = 3 なので，Lc+

0,s の任意の元 f は，ある

α1, α2, α3, α4 ∈ Rにより，f = α1e
A
0,s +α2g

A
0,s +α3hs +α4US1 と表せる．

この表し方は一意的ではないが，α1, α2, α3, α4 ∈ R+ と選べることを示す．

(s2 + 1)2eA
0,s + 3shs = s2gA

0,s + 3(s2 − s + 1)2US1

に注意する．よって，f において，(i)「α2 = 0 かつ α4 = 0」または，(ii)

「α2 = 0 かつ α4 = 0」と仮定してもよい．

(i)の場合に，f = α1e
A
0,s + α2g0,s + α3hs が f ∈ Pc+

4 ならば，α1 = 0,

α3 = 0 であることを示す．

f(1, 1, 1) = α1e
A
0,s(1, 1, 1) だから，α1 = 0 でなければならない．

α1 = 0, α2 = 0 より α1e
A
0,s + α2g

A
0,s ∈ Fc+

4 であるが，hs /∈ Fc+
4 と定理

6.2.37(1)を用いると，α3 = 0がわかる．
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(ii)の場合に，f = α1e
A
0,s +α3hs +α4US1 ∈ Pc+

4 , α4 = 0ならば α1 = 0,

α3 = 0 であることを示す．

f(0, 0, 1) = α1e
A
0,s(0, 0, 1) だから，α1 = 0 でなければならない．

eA
0,s(0, 1/s, 1) = 0, US1(0, 1/s, 1) = 0

hs(0, 1/s, 1) =
(s− 1)2(s + 1)2

s3
6= 0

に注意すると，f(0, 1/s, 1) = α3hs(0, 1/s, 1) より，α3 = 0が得られる．

以上より，s > 0 のとき，

Lc+
0,s =

{
α1e

A
0,s + α2g

A
0,s + α3hs + α4US1

∣∣ αi = 0
}

が証明された．あとは簡単である．

(3) ∂Pc∞+
4 = (Fc+

4 ∪Ec+
4 ∪Pc0+

4 )∩Hc∞
4 である．Fc+

4 ∩Hc∞
4 = Lc0

0,0 ⊂
Lc0+

0,0 ⊂ Pc0∞+
4 , Pc0+

4 ∩Hc∞
4 = Lc0+

0,0 = Pc0∞+
4 である．

Ec+
4 ∩ Hc∞

4 を決定しよう．f = α1g
A
0,s + α2e0,s + α3hs + α4US1 ∈

Ec+
4 ∩Hc∞

4 をとる．gA
0,s, eA

0,s, hs, US1 の中で，S4 の項を持つのは gA
0,s と

e0,s だけなので，S4 の係数を比較して，α1(s2 + 1)2 + α2s2 = 0 でなけれ

ばならない．

(s2 + 1)2eA
0,s + 3shs = s2gA

0,s + 3(s2 − s + 1)2US1

であったから，

f =
(

α3 +
3α1

s

)
hs +

(
α4 − 3(s2 − s + 1)2

s2

)
US1

と書ける．そこで，最初から，f ∈ E+
4 ∩H∞

4 を，f = αhs + βUS1 の形に

書いておく．f(0, 1, 1) = αhs(0, 1, 1)で hs(0, 1, 1) > 0だから，α = 0であ

る．hs(0, 1, 1) ∈ Pc0+
4 , hs /∈ Pc0+

4 だから，定理 6.2.37(1)より β < 0 なら

ば f /∈ Pc+
4 である．

以上より，(3)がわかる．

(4) は相対定理からわかる．

以上でステップ 1・2は完了したが，ステップ 3については幾何学的考察

から予想はできるが，それを代数的に表現する方法がわからない．ステッ
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プ 4については，適当な基本半代数的集合への分割方法を式で表現できて

いない．

定理 6.6.8. 今までと同じ記号を用いる．

f(a, b, c) = S4 + pS3,1 + qS1,3 + rS2,2 + vUS1 ∈ H̆c
4

をとるとき，任意の a, b, c ∈ R+ に対して f(a, b, c) = 0が成り立つため

の必要十分条件は，以下の (1)～ (4)のいずれかが成立することである．

(1) αf = 0 かつ，ある x ∈ (−√3,
√

3 ) が存在して ϕf (x) = 0 が成り

立つ．

(2) p = q かつ p2 − 4p = 4r かつ p2 + 2p = 2v が成り立つ．

(3) 2s4 + ps3 − qs− 2 = 0 の実数解 s = 0 で，

γ3 := r + 3s2 + 2ps− 1
s2

δ3 := v + (2s + p)(s− 1)(s2 + 1) +
p

s

とおくとき，γ3 = 0, γ3 + δ3 = 0 を満たす sが存在する．

(4) 2s4 + ps3 − qs− 2 = 0 の実数解 s = 0 で，
t := 2s2 + ps

γ4 := r + 3s2 + 2ps− 1
s2

δ4 := v + (s− 1)2p +
2s5 − 3s4 + s2 − 2s + 1

s2

とおくとき，t = 1, γ4 = 0かつ γ4 = δ4 が成り立つようなものが存在する．

この s は (自動的に)

√
p2 + 8− p

4
5 s 5

√
q2 + 8 + q

2
を満たす．

証明. 必要条件であることを示す．f ∈ P̆c+
4 であると仮定する．∂Pc+

4 =

Fc+
4 ∪Ec+

4 ∪Pc0+
4 ∪Pc∞+

4 であった．点 f と点 gX
∞ = S2,2 −US1 ∈ ∂Pc+

4

を通る直線 ` をとり，` ∩ (∂Pc+
4 ) に属する gX

∞ 以外の点 f1 をとる．

f = uf1 + (1 − u)gX
∞ (0 < u 5 1)と書ける．f0 = uf1 とおくと f0 はモ

ニックである．f0 ∈ Fc+
4 または f0 ∈ Ec+

4 または f0 ∈ Pc0+
4 である．

(I) f0 ∈ Fc+
4 の場合を考える．すると，f0 ∈ Fc+

4 ⊂ Fc
4 ⊂ Pc

4, gX
∞ ∈ Pc

4

なので f ∈ Pc
4 となる．よって，条件 (1)または (2)が成立する．
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(II) f0 ∈ Ec+
4 の場合を考える．f0 = α1g

A
0,s + α2e

A
0,s + α3hs + α4US1

(∃s, αi ∈ R+)と書ける．ところで，

(s2 + 1)2eA
0,s + 3shs = s2gA

0,s + (s2 − s + 1)2US1

であった．この関係式を使うと f0 は次の 1© , 2©のいずれかの形に書ける．
f0 = αgA

0,s + βeA
0,s + γUS1, (∃s, α, β, γ ∈ R+) 1©

f0 = αgA
0,s + βhs + γUS1, (∃s, α, β, γ ∈ R+) 2©

(II-1) 1©の場合を考える． 1©の両辺の S4, S3,1, S1,3 の係数を比較す

ると，

1 = α + β
s2

(s2 + 1)2
,

p = α
1− 2s2

s
− 2βs

(s2 + 1)
, q = α

s2 − 2
s

− 2βs

(s2 + 1)

である．この 3式から α, β を消去すると，2s4 + ps3 − qs− 2 = 0が得ら

れる．この 4 次方程式のある実数解 s = 0 が 1©を満たす s と一致するは

ずである．その s を固定して考える．このとき，

α =
2s2 + ps + 2

3
, β = − (s2 + 1)2(2s2 + ps− 1)

3s2

が成り立つ．f に q = 2s3 + ps2 − 2/s を代入して q を消去した後に数式

処理ソフトで計算すると，

f =
2s2 + ps + 2

3
gA
0,s −

(s2 + 1)2(2s2 + ps− 1)
3s2

eA
0,s

+ γ3(S2,2 − US1) + (γ3 + δ3)US1 3©

が成り立つことがわかる．ここで，

f0 =
2s2 + ps + 2

3
gA
0,s −

(s2 + 1)2(2s2 + ps− 1)
3s2

eA
0,s + (γ3 + δ3)US1

で，γ3(S2,2 − US1) = γgX
∞ である．f = f0 + (1 − u)gX

∞ (0 < u 5 1)で

あったから， 1©とあわせて，γ3 = 0, γ3 + δ3 = 0 がわかる．よって，(3)

が成立する．
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(II-2) 2©の場合を考える．f0 はモニックなので，f0 = gA
0,s +βhs +γUS1

と書ける．この両辺の S3,1, S1,3 の係数を比較すると，

p =
1− 2s2

s
+ β, q =

s2 − 1
s

− βs2

である．この 2 式から β を消去すると，2s4 + ps3 − qs− 2 = 0が得られ

る．この 4次方程式の解の中に適切な sが存在するはずである．以下，そ

の適切な解 s について考える．

1− 2s2

s −p = β = 0であるから，s = 0に注意すると，s =
√

p2 + 8− p

4
でないといけない．また，

0 = 2s4 + ps3 − qs− 2 = (2s2 + ps)s2 − qs− 2 = s2 − qs− 2

であるから，s 5
√

q2 + 8 + q

2
である．ちょっと面倒な計算を頑張って行

うと，

f − gA
0,s − βhs = γ4S2,2 + δ4US1

が得られる．他方

f = gA
0,s + βhs + δUS1 + (1− u)gX

∞

(δ = 0, 0 < u 5 1)であったので，γ4 = 1− u = 0, δ4 − γ4 = δ = 0が成り

立つ．よって，(4)が得られる．

(III) f0 ∈ Pc0+
4 の場合を考える．gX

∞ ∈ Pc0+
4 より，gX

∞ と f1 ∈ Pc0+
4 を

通る直線 ` は ∂Pc0+
4 と gX

∞ 以外の点で交わる．よって，f0 ∈ ∂Pc0+
4 であ

る．∂Pc0+
4 ⊂ Fc+

4 ∪ Ec+
4 ∪Pc∞+

4 なので，上で扱った場合に帰着される．

十分条件であることは，上の証明から容易にわかる．

6.6.5. Ps
4 の構造

本項の目的は以下の定理を証明することである．証明は本項の最後に完

結する．

定理 6.6.9. f = S4 + pT3,1 + rS2,2 + (v − 1− 2p− r)US1 ∈ H̆4 につ

いて，任意の a, b, c ∈ R に対して f(a, b, c) = 0 が成り立つための必要十
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分条件は，v = 0であって，次の条件 (1)または (2)または (3)が成り立つ

ことである．

(1) v = 0 かつ r = p2 − 1.

(2) 0 < v 5 27 かつ discc
4(1, p, p, r, v) = 0 かつ r = p2 − (v + 2

√
3v + 1).

(3) v > 27 かつ discc
4(1, p, p, r, v) = 0 かつ r = p2

4
+ 2.

証明に先立って，記号の設定から始める．G := S3, Φs
d = ΦHs

d
, Φs0

d =

ΦHs0
d

, Ps
d = P(P2

R, Hs
d), Ps0

d = P(P2
R, Hs0

d ) とおく．Hs0
4 の基底として

s0 = S4 − US1, s1 = T3,1 − 2US1, s2 = S2,2 − US1 を選ぶ．また，Hs
4 の

基底として s0, s1, s2 and s3 = US1 を選ぶ．Ps
4 と並行して Ps0

4 を調べて

おく必要がある．

ステップ 1～ 2. Xs
4 := X(P2

R, Hs
4) と Xs0

4 := X(P2
R, Hs0

4 )，およびそ

の判別式を求める．

si 達から a, b, c を消去すると以下が得られる．

F s0
4 (x0, x1, x2) := x2

1 + (x0 − 2x2)2 − x2
0

Xs0
4 =

{
(x0 : x1 : x2) ∈ P2

R
∣∣ F s0

4 (x0, x1, x2) 5 0
}

F s
4 (x0, x1, x2, x3) := (x1 + 3x3)2 − (x0 + 2x2 + 3x3)(x2 + 3x3) = 0

Xs
4 =

{
(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3

R
∣∣ F s0

4 (x0, x1, x2) 5 0 and F s
4 (x0, x1, x2, x3) = 0

}

命題 6.4.9,命題 6.4.10と上の結果から，以下のことがわかる．∆0(Xs0
4 ) = φ,

∆1(Xs0
4 ) = {Φs0

4 (Lb
s)}, ∆2(Xs0

4 ) = {Φs0
4 (A◦s)} であり，また，∆0(Xs

4) =

{Φs0
4 (1)}, ∆1(Xs

4) = {Φs
4(L

b
s)}, ∆2(Xs

4) = {Φs
4(A

◦
s)} である．ここで，

1 = (1 : 1 : 1), Lb
s :=

{
(s : 1 : 1) ∈ P2

R
∣∣ s 6= 1

}
, and A◦s :=

{
(s : t : 1) ∈ P2

R∣∣ s+ t+1 > 0, s < t < 1
}
である．Xs0

4 は平面上の領域であり，Zar(Xs
4)は

線織面 (2次の錐)であるので，それらの双対多様体は退化して低い次元しか

持たない．よって，Ps0
4 と Ps

4 は主成分を持たない．次に，F(Φs0
4 (1)) = Ps0

4

であることに注意する．ここで Ps0
4 は唯一の面成分しか持たなかった．以

上より以下が得られた．

命題 6.6.10. Ps0
4 について以下が成り立つ．
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(1) f = pS4 + qT3,1 + rS2,2 − (p + 2q + r)US1 ∈ Hs0
4 に対し f ∈ Ps0

4 と

なるための必要十分条件は p = 0 かつ p(r + q) = r2 が成り立つこと

である．

(2) Ps0
4 に端元は gX

p,p (p ∈ R) または S2,2 − US1 の正の定数倍である．

次に，Φs
4(L

b
s) について考える．Fs

4 := F(Φs
4(L

b
s)) とおく．相対定理よ

り，Fs
4 の判別式は discc

4(p0, p1, p1, p2, p3) である．

Zar(Xs
4)の双対多様体は，8p2

0+p2
1−4p1p2 = 0かつ 3p0−3p1−3p2+p3 = 0

で定義される．よって，点 (s : t : 1) ∈ A = P2
R における端元は eA

s,t であ

る．以上より，Ps
4 のすべての端元が以下のように決定され，ステップ 1と

2は完了する．

命題 6.6.11. Ps
4 の点 (s : t : 1) ∈ A = P2

R における局所錐を Ls
s,t と書

くことにする．このとき，以下が成り立つ．

(1) s 6= 1, t 6= 1, s 6= t かつ s + t + 1 6= 0 のとき，Ls
s,t = R · eA

s,t である．

(2) s = 1 または t = 1 または s = t または s + t + 1 = 0 のとき．

Ls
s,t = R · gA

s,t + R · eA
s,t である．

ステップ 3～ 4. Ps
4 の形状は，以上の議論でほぼ分かっているが，それ

を半代数的集合として不等式で記述するという課題が残っている．そのた

めに，1つ補題を用意しておく．

命題 6.6.12.

g(x, t) := 108
√

3t3 + 36(10− 3x)t2 −
√

3(x + 2)2(4x + 47)t + 6(x + 2)4

h(x, v) = (4v + x2 − 44x + 52)2 + 128(x− 4)3

とおく．

(1) 0 < t < 3
√

3, x < 12 のとき g(x, t) > 0 である．

(2) v > 27 のとき，任意の x ∈ R に対して h(x, v) > 0 である．

証明. (1) g(x, t) を t についての 3次関数と考える．

∂g(x, t)
∂t

= 324
√

3t2 + 72(10− 3x)t−
√

3(x + 2)2(4x + 47)



118 6.6 　３変数４次斉次巡回不等式

なので，t についての 2 次方程式
∂g(x, t)

∂t
= 0 の小さくないほうの実数解

は，g1(x) := 12x3 + 225x2 + 372x + 964 として，

t1(x) :=

√
g1(x)− 2(10− 3x)

18
√

3

である．

Case 1: g1(x) < 0 の場合．g(x, t) の t3 の係数は正なので，t = 0 にお

いて g(x, t) > g(x, 0) = (x + 2)4 = 0 である．

Case 2: g1(x) = 0, x < 12の場合．g(x, t)の t3 の係数は正なので，t = 0

においては g(x, t) = max{g(x, t1), g(x, 0)}である．g(x, 0) = (x + 2)4 = 0

なので，g(x, t1) = 0 を示せばよい．g(x, y) を
∂g(x, t)

∂t
で割った余りを利

用して計算すると，

g(x, t1) =
1
81

(
g2(x)− g1(x)3/2

)

ただし g2(x) = 378x4 + 2331x3 + 13986x2 + 21636x + 32696

が得られる．

g2(x)2 − g1(x)3 = 108(12− x)3(x + 2)4(16x2 + 25x + 58)

なので，x < 12 のとき g(x, t1) > 0 である．

Case 3: 0 < t < 3
√

3, x = 12 の場合．

t1(x) :=

√
g1(x)− 2(10− 3x)

18
√

3

とするとき，x = −2 で t1(x) は単調増加なので，x = 12 のとき t1(x) =
t1(12) = 49

√
3

9 > 3
√

3 である．

g(x,
√

3) = 3(2x4 + 4x3 − 141x2 − 1520x11456) > 0

の確認は容易である．また，g(x, 0) > 0であった．g(x, t)は tに関する 3

次関数で t3 の係数は正で，極小値をとる点は t = t1(x) > 3
√

3 であるの

で，x > 12, 0 < t < 3
√

3 において g(x, t) > 0 となる．

(2) x > 4 であれば (x− 4)3 > 0 なので，h(x, v) > 0 である．x 5 4 の

ときは，
h(x, y)
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= (x− 4)2
(
(x + 24)2 + 512

)
+ 8(v − 27)

(
2(v − 27) + (x− 4)(x− 40)

)

= 16(v − 27)2 > 0

である．

定理 6.6.9の証明. 一般に，部分ベクトル空間 V ⊂ Hs
4 に対し，V 内の

モニック多項式全体の集合を V̆ と書く．

f(1, 1, 1) = 3v なので，v = 0 は f ∈ Ps
4 であるための必要条件である．

v = 0 のときは，(1)が必要十分条件であることは，定理 2.3.4から従う．

以下，v > 0 の場合を考える．

変数と定数を区別するため，H̆s
4 の座標系を (p, r, v) の代わりに (x, y,

z) を用いる．v > 0 を定数とし，H̆s
4 内で平面 z = v 定まる平面を Hv と

し，Tv := Ps
4 ∩Hv, Fv := Fs

4 ∩Hv とおく．また，discc
4(1, x, x, y, v) = 0

で定まる Hv 上の曲線を Cv とおくと，Fv ⊂ Cv であって，曲線 Cv は，

パラメーラ表示

x = t +
v(2t + 1)
(t + 2)3

, y = t2 − 1 +
v(−t3 + 2t2 + 3t + 2)

(t + 2)3

(t ∈ P1
R − {−2})で定まる有理曲線である．このパラメータ表示を用いて

Cv のグラフを描くと，下図のようになる．Tv の境界 Fv は，図の太線で

示した曲線である．v > 27 か 0 < v 5 27 によって，グラフの特徴が若干

異なる．

-

6

x

y

Pv

Qv

Tv

Fv Fv

Fv

図 6.5.6. v > 27

-

6

Pv

Tv

Fv Fv

x

y

図 6.6.7. 0 < v < 27
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v > 0 のとき，曲線 Cv は点

Pv : (x, y) =

(
−2

√
v

3
− 2,

v + 2
√

3v + 9
3

)

に結節点を持つ．さらに，v > 27 のとき

Qv : (x, y) =

(
2
√

v

3
− 2,

v − 2
√

3v + 9
3

)

も結節点である．Qv は 0 < v < 27 のとき Tv 内の孤立零点として現れる．

Pv, Qv はいずれも eX
k に対応する点である．

(2) 0 < v 5 27 の場合を考える．曲線 discc
4(1, x, x, y, v) = 0 と放物

線 y = x2 − (v + 2
√

3v + 1) の交点を求める．t :=
√

v > 0 とおく．

y = −(t2 + 2
√

3t + 1) を discc
4(1, x, x, y, t2) に代入すると，以下のように

なる．

discc
4

(
1, x, x,

(
x2 − (t2 + 2

√
3t + 1)

)
, t2

)
= −

√
3t

(
x +

2
√

3
3

t + 2

)2

g(x, t)

ただし

g(x, t) := 108
√

3t3 + 36(10− 3x)t2 −
√

3(x + 2)2(4x + 47)t + 6(x + 2)4

前補題より，0 < t < 3
√

3, x < 12 のとき g(x, t) > 0 であるので，

discc
4

(
1, x, x,

(
x2 − (t2 + 2

√
3t + 1)

)
, t2

)
= 0 ならば x = −2

√
3

3
t− 2であ

る．よって，放物線 y = x2− (v + 2
√

3v + 1)と曲線 discc
4(1, x, x, y, v) = 0

の交点は，点 Pv のみである．したがって，y = x2− (v +2
√

3v +1)によっ

て，discc
4(1, x, x, y, v) = 0で定まる領域から，Tv に属さない部分だけが切

り落とされていることがわかる．

(3) v > 27の場合を考える．放物線 y = x2/4 + 1は 2点 Pv, Qv を通る．

この放物線と discc
4(1, x, x, y, v) = 0 の交点は Pv, Qv の 2点のみであるこ

とを証明する．交点の x 座標は，

discc
4

(
1, x, x,

x2

4
+ 2, v

)
= −

(
3(x + 2)2 − 4v

)2
h(x, v)

256
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の根である．ここで，h(x, v)は前補題に登場した多項式である．h(x, v) > 0で

あったから，discc
4(1, x, x, x2/4+2, v) = 0の実数解は，3(x+2)2−4v = 0の

解，すなわち，x = ±2
√

v

3
−2のみであり，これは曲線 discc

4(1, x, x, y, v) = 0

の特異点 Pv および Qv であった．したがって，y = x2/4 + 1 によって，

discc
4(1, x, x, y, v) = 0で定まる領域から，Tv に属さない部分だけが切り落

とされていることがわかる．

6.6.6. Ps+
4 の構造

前項と同じように s0 := S4 −US1, s1 := T3,1 − 2US1, s2 := S2,2 −US1,

s3 := US1 を Hs
4 の基底として選ぶ.

定理 6.6.13. f(a, b, c) :=
3∑

i=0

pisi ∈ Hs
4 を取る．ここで p0 := 1 と仮

定しておく．4次方程式 f(x, 1, 1) = 0 の判別式を

d4(p1, p2, p3)

:= D4

(
1, 2p1, −1− 2p1 + p2 + p3, −2(1 + p1 + p2 − p3), 2 + 2p1 + p2

)

とおき，その最も次数の高い既約因子を

discs
4(p1, p2, p3) := d4(p1, p2, p3)/(16p3)

とおく．このとき，任意の a, b, c ∈ R+ に対して f(a, b, c) = 0 が成り立

つための必要十分条件は，以下の (1)～ (6)のいずれかが成立することで

ある．

(1) p3 = 0, p1 5 −1 かつ p2 = p2
1 − 1.

(2) 0 5 p3 5 3, −1− p3 5 p1 かつ p2 = −2− 2p1.

(3) 0 < p3 5 3, p1 5 −1 − p3, discs
4(p1, p2, p3) = 0 かつ p2 = p2

1 − (p3 +

2
√

3p3 + 1).

(4) 3 < p3, −4 5 p1 かつ p2 = −2− 2p1. 　

(5) 3 < p3, −2
√

p3/3− 2 5 p1 5 −4 かつ p2 = (8 + p2
1)/4.

(6) 3 < p3, p1 5 −2
√

p3/3−2, discs
4(p1, p2, p3) = 0かつ p2 = (8+p2

1)/4.
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この定理は本項の最後で完了する．以下，順を追って説明する．

X := Xs+
3,4 , Φ := ΦHs

4
: P2

+ → X とおく．命題 6.4.12より Ψ:P2
+/S3

−→ X は同型写像である．

Lb
F+ :=

{
(t: 1: 1) ∈ P2

R
∣∣ 0 < t < 1 or 1 < t < ∞}

L0
F+ :=

{
(0: t: 1) ∈ P2

R
∣∣ 0 < t < 1

}

Cb := Φ(Lb
F+), C0 := Φ(L0

F+)

P1 := Φ(0: 0: 1) = (1: 0: 0: 0), P2 := Φ(0: 1: 1) = (2: 2: 1: 0)

P3 := Φ(1: 1: 1) = (0: 0: 0: 1)

とおく．P2
+/S3 の危点分解から次の命題がわかる．

命題 6.6.14. ∆2(X) =
{
X◦}, ∆1(X) =

{
Cb, C0

}
, ∆0(X) =

{
P1, P2,

P3

}
である．

Hs
3,4

∼= R4 の座標系を (p0, · · · , p3) とするとき，公式 6.2.20(3) より，

disc(P1) = p0, disc(P2) = 2p0 + 2p1 + p2, disc(P3) = p3 である．F(P1)は

無限遠にあり， 　また F(P3) = Ps0+
4 であるから，これらはあまり気にす

る必要がない．また，定理 6.4.8より F(X◦)は面成分でない．以下 F(Cb)

と F(C0) を中心に考察しよう．Hs
3,4 上では，

gt(a, b, c) := gA
t,1(a, b, c) = s0 − (t + 1)s1 + (t2 + 2t)s2

eX
k (a, b, c) :=

(
S2 − 1

k
S1,1

)2

eA
s,t(a, b, c) := eX

k(s,t)(a, b, c) ただし k(s, t) :=
S1,1(s, t, 1)
S2(s, t, 1)

∈ [0, 1]

(s, t ∈ [0, ∞], k ∈ [0, 1])が端元として現れる．gt(t, 1, 1) = 0, eA
t,1(t, 1, 1) = 0

より，gt, eA
t,1 ∈ F(Cb)である．eA

0,t(0, t, 1) = 0, US1(0, t, 1) = 0 より，eA
0,t,

US1 ∈ F(C0) である．

命題 6.6.15. Ps+
4 の点 (s: t: 1) ∈ A = P2

+ における局所錐を Ls+
s,t と書

くことにする．

(1) もし 0 < s 6= 1, 0 < t 6= 1, s 6= t ならば，Ls+
s,t = R+ · eA

s,t である．

(2) もし If 0 < t 6= 1 ならば Ls+
t,1 = R+ · gt + R+ · eA

t,1 である．
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(3) もし 0 < t 6= 1 ならば Ls+
0,t = R+ · eA

0,t + R+ · US1 である．

(4) Ls+
0,1 = R+ ·(S4+US1−2S2,2)+R+ ·eA

0,1+R+ ·(T3,1−2S2,2)+R+ ·US1

である．

証明. (1) 0 < s 6= 1, t 6= 1, s 6= t, と仮定する．定理 6.2.29 より，

dimLs+
s,t 5 3− 2 = 1 である．他方 eA

s,t ∈ Ls+
s,t なので，(1)が成立する．

(2) that 0 < t 6= 1 と仮定する．定理 6.2.29より，dimLs+
t,1 5 3− 1 = 2

である．gA
t ∈ Ls+

t,1 ∩ Ls+
1,1

∼= R+ なので gA
t は端元である．他方，ある

a′ = (s′: t′: 1) ∈ P2
+が存在して eA

s′,t′ = eA
s,1かつ σ(a′) ∈ Int(P2

+/S3). Thus

es,t ∈ Ls+
t,1 ∩Ls+

s′,t′
∼= R+ を満たす．よって eA

s,t も端元であり，(2)を得る．

(3) that 0 < t 6= 1 と仮定する．定理 6.2.29より，dimLs+
0,t 5 3− 1 = 2

である．US1 ∈ Ls+
0,t ∩Ls+

0,0
∼= R+ であり，(2)と同様にして，ある (s′: t′:,

1) ∈ P2
+ を選べば e0,t ∈ Ls+

0,t ∩Ls+
s′,t′

∼= R+ が存在することがわかる．よっ

て，US1 と eA
0,t は端元であり，(3)を得る．

(4) Ls+
0,1 = F(P2) ⊂ V (2p0 + 2p1 + p2) であることに注意する．

∂Ls+
0,1 ⊂ F(P2) ∩

(
V (p0) ∪ V (p3) ∪F(Cb) ∪F(C0)

)

である．また，

F(P2) ∩F(Cb) = lim
t→0

Ls+
t,1

= R+ · g0 + R+ · eA
0,1

= R+ · (S4 + US1 − 2S2,2) + R+ · eA
0,1

F(P2) ∩F(C0) = lim
t→1

Ls+
0,t

= R+ · eA
0,1 + R+ · US1

である．よって，F(P2)∩V (p3) = R+ · g0 +R+ · (T3,1− 2S2,2)を得る．ま

た，F(P2)∩ V (p0) = R+ ·US1 +R+ · (T3,1− 2S2,2) も容易に分かる．よっ

て (4)を得る．

系 6.6.16. Ps+
3,4 の端元は，以下のいずれかの多項式の正の定数倍

である．eX
k (0 < k 5 1), gt (t = 0), s0 − 2s2 = S4 + US1 − 2S2,2,

s1 − 2s2 = T3,1 − 2S2,2, s3 = US1.
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系 6.6.17. f := s0 +
3∑

i=1

pisi ∈ H̆s
4
∼= R3 : (p1, p2, p3) という非斉次座

標系で表したとき，

disc(Cb) = discs
4(p1, p2, p3), disc(C0) = 4p2 − 8− p2

1

である．

証明. discs
4 は既約で，gt, eA

t,1 ∈ V (discs
4) (∀t ∈ R) なので，disc(Cb) =

discs
4である．また，US1, eA

0,t ∈ V (4p2−8−p2
1) (∀t ∈ R)なので，disc(C0) =

4p2 − 8− p2
1 である．

ここで，0 5 k 5 1/2 の場合に限って eX
k ∈ F(C0) ∩ F(Cb) となること

に注意しておく。1/2 < k 5 1 の場合には，eX
k ∈ F(Cb)−F(C0) となる。

定理 6.6.13の証明. x := p1, y := p2, z := p3 と書き換える．v を

定数として固定して (x, y, z)-空間 H̆s
4 内で z = v で定まる平面を Hv

とおく．Hv 上の凸集合 Pv := Ps
4 ∩ Hv を考える．(x, y)-平面 Hv 上で

discs
4(x, y, v) = 0 で定まる曲線 Cv とし，4y − 8− x2 = 0 で定まる曲線を

C とし，2 + 2x + y = 0 で定まる直線を L とする．Cb
v, C, L はそれぞれ

disc(Cb), disc(C0), disc(P2) の Hv での零点集合である．

(I) v = 0 の場合は discs
4(x, y, 0) = 3(y − x2 + 1)(4x + y + 5)3 となり，

定理 6.6.13の (1)か (2)が起きる．

(II) v > 0 の場合を考える．L(x = c) :=
{
(x, y) ∈ L

∣∣ x = c
}
とおく．

x = 0 の時，点 (x,−2x− 2) ∈ L は多項式 (S4 + US1 − 2S2,2) + x(T3,1 −
2S2,2) + vUS1 ∈ ∂P に対応する．よって L(x = 0) ⊂ ∂P である．

直線 L は曲線 Cv に点 (x, y) = (−v − 1, 2v)において重複度 2 で接し，

また，L は C 点 (−4, 6) で接する．0 5 v 5 3 の時，点 (−v − 1, 2v) は

多項式
v + 1

4
eX
1/2 +

3− v

4
(S4 + US1 − 2S2,2) +

v + 1
4

US1 ∈ ∂Pに対応

する．よって L(x = −v − 1) ⊂ ∂P である．v = 3 の時，点 (−4, 6) は

eX
1/2 + (v − 3)US1 ∈ ∂P に対応するので，L(x = −4) ⊂ ∂P である．これ

は，(2)または (4)の場合である．
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曲線 Cv は次の点 Pv で結節点を持つ．

Pv : (x, y) =

(
−2

√
v

3
− 2,

v + 2
√

3v + 9
3

)

k =
1√

v/3 + 1
, v = 3(k − 1)2/k2 (0 5 k 5 1)という対応の元で，この点

Pv は多項式 xtremal polynomials eX
k に対応する．さらに Pv, Qv ∈ C ∩Cv

である．

-

6

x

y
x = −v − 1

CvCv

Cv

Cv

L

L

sep

(2)

(3)
(2)

(2)

(2)

図 6.6.7. 0 < v 5 3 の場合

(III) 0 < v 5 3 の場合を考える．sep(x, y, v) := y− x2 + (v + 2
√

3v + 1)

を分割式として利用する．すると，図 6.6.7のように，定理の (2) または

(3)の場合となる．

-

6

x

y

−4−2
√

v
3 − 2

CC
Cv

Cv

Cv

Cv

L

L

(4)

(4)
(5)

(6)

図 6.6.8. 3 < v 5 27 の場合



126 6.7 　３変数５次斉次巡回不等式

(IV) v > 3 の場合を考える．

C[Pv,−4] :=
{
(x, y) ∈ C

∣∣ −2
√

v/3− 2 5 x 5 −4
}

とおく．多項式 f := eX
k +

(
v− 3(1/k− 1)2

)
US1 ∈ C を考える．f は点 (x,

y) = (−2/k, 1/k2 + 2) ∈ C に対応している．0 5 k 5 1/2 なので x 5 −4

である．v − 3(1/k − 1)2 = 0 と x = −2/k = −2(
√

v/3 + 1)は同値である

ことに注意すると，C[Pv,−4] ⊂ ∂P であることが分かる．図 6.6.8および

図 6.6.9のように，定理の (4), (5), (6)の場合となる．

-

6

x

y
Cv

Cv

Cv

Cv

C

C

L

L

−4−2
√

v
3 − 2

(6)

(5) (4)

(4)

図 6.6.9. v > 27 の場合

参考 6.6.18. 多項式 discs
4(p1, p2, p3) は 44 個の項から成り，書き下す

気にならないが，t0 := S4
1 , t1 := S2

1S1,1, t2 := S2
1,1, t3 := US1 を Hs

4 の基

底として選び，f を f =
3∑

i=0

qiti と表現して disc(Cb) を表すと，以下のよ

うに 14 個の項からなる多項式になる．

ds
4(q0, q1, q2, q3)

= 27q4
1q2 − 216q0q

2
1q2

2 + 432q2
0q3

2 + 36q3
1q2q3 − 144q0q1q

2
2q3 + 16q2

1q2
2q3

− 64q0q
3
2q3 + q3

1q2
3 − 36q0q1q2q

2
3 + 8q2

1q2q
2
3 − 48q0q

2
2q2

3 + q2
1q3

3

− 12q0q2q
3
3 − q0q

4
3

なお，discs
4(p, q, v) = ds

4(1, −4 + p, 2− 2p + q, 3− 3p− 3q + v) である．
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6.7. ３変数５次斉次巡回不等式

6.7.1. Ps0+
5 の構造

半代数的集号 Ps0+
5 を不等式で表すことは第 2 章で完了しているが，そ

の中のどれが判別式で，どういう性格の判別式であるか確認しておこう．ま

た，端元も決定しておこう．定石通り，アルゴリズム 6.2.25のステップ 1

から始める．

Hs0
5 の基底として s0 = S5−US1,1, s1 = T4,1−2US1,1, s2 = T3,2−US1,1,

s3 = US2−US1,1 を選ぶ．これらから a, b, cを消去すると Xs0+
5 := X(P2

+,

Hs0
5 ) のザリスキー閉包の定義多項式が以下の F50 であることわかり，P2

+

の境界の像を調べると，Xs0+
5 の境界が以下の F51 で与えられることがわ

かる．

F50(x0, x1, x2, x3) := x2
1 − x0x2 + x1x2 − x2

2 − 2x0x3 − 5x1x3 + 2x2x3 = 0,

F51(x0, x1, x2, x3) := x2
1 + x2

2 − 2x0x2 − 2x1x3 5 0

F51(s0, s1, s2, s3) = −(a−b)2(b−c)2(c−a)2(a+b+c)4 5 0であることに注

意する．∆2(Xs0+
5 ) =

{
Reg(Xs0+

5 )
}
, ∆1(Xs0+

5 ) =
{
Φs0

5 (Lb
s+), Φs0

5 (L0
s+)

}
,

∆0(Xs0+
5 ) =

{
Φs0

5 (0 : 0 : 1), Φs0
5 (0 : 1 : 1)

}
であることは既に証明されて

いる．

次に，ステップ 2を実行する．Φs0
5 (0 : 0 : 1) = (1 : 0 : 0) なので

F(Φs0
5 (0 : 0 : 1)) は気にしなくてよい．定理 6.4.8より Ps+

5 は主成分を持

たないが，以下も成り立つ．

命題 6.7.1. Ps0+
5 は主成分を持たない．

証明. 一般に，g ∈ Hs
5 に対し

M(g) := max
{
g(a)

∣∣ a ∈ ∂As

}
, m(g) := min

{
g(a)

∣∣ a ∈ ∂As

}

とする．∂As =
{
(u : 1 : 1) ∈ P2

+

∣∣ 0 5 u 5 1
} ∪ {

(1 : 1 : u) ∈ P2
+

∣∣
u = 1

} ∪ {
(0 : u : 1) ∈ P2

+

∣∣ 0 5 u 5 1
}
である．f /∈ Ls+

0,u, f /∈ Ls+
u,1

より，m(g) > 0 である．また，M(S5) < +∞ である．よって，十分

小さい 0 < ε ¿ 1 に対し，m(f − εS5) > 0 である．よって ε が十
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分小さければ f − εS5 ∈ Ps0+
5 となるはずである．しかし，実際には

f(s, t, 1)− εS5(s, t, 1) < 0 であり，矛盾する．

E(Xs0+
5 )が面成分であると仮定して矛盾を導く．

0 6= f , g ∈ Int(E(Xs0+
5 )) を，以下の条件を満たすようにとれる．

(a) ある 0 < s1 < t1 < 1, 0 < s2 < t2 < 1 が存在して，(s1, t1) 6= (s2,

t2), f ∈ Ls0+
s1,t1 , g /∈ Ls0+

s1,t1 , f /∈ Ls0+
s2,t2 , g ∈ Ls0+

s2,t2 .

(b) どの u = 0 に対しても f , g /∈ Ls0+
0,u .

(c) どの u = 0, u 6= 1 に対しても f , g /∈ Ls0+
u,1 .

このとき，m(f/g) > 0 または m(g/f) > 0 の少なくとも一方が成り立

つ．m(f/g) > 0 と仮定してよい．0 < ε < m(f/g) となる定数 ε を取れ

ば，f −mg ∈∈ Ps0+
5 である．しかし，f(s1, t1, 1)− εg(s1, t1, 1) < 0 であ

り，矛盾する．

定理 6.7.2. 定理 2.4.3, 命題 6.4.10の記号を用いる．また，O := Φs0
5 (0 :

0 : 1) = (1 : 0 : 0 : 0) とおく．

(1) P := Φs0
5 (0 : 1 : 1) = (1 : 1 : 1 : 0) とおくと，以下が成り立つ．

F̆(P ) = A′
1 ∪A′

2

A′
1 :=

{
(p, q, r) ∈ H̆s0

5

∣∣ p + q + 1 = 0, −3 5 p 5 −1, r = p2
}

A′
2 :=

{
(p, q, r) ∈ H̆s0

5

∣∣ p + q + 1 = 0, −1 5 p, 2p + r + 1 = 0
}

(2) C1 := Φs0
5 (Lb

s+) =
{
Φs0

5 (s : 1 : 1)
∣∣ s > 0

}
とおくと，以下が成り立つ．

F̆(C1) =
{

(p, q, r) ∈ H̆s0
5

∣∣ 4q = (p + 1)2 + 4, p 5 −3, d5(p, q, r) = 0
}

(3) C2 := Φs0
5 (L0

s+) =
{
Φs0

5 (0 : s : 1)
∣∣ s > 0

}
とおくと，以下が成り立つ．

F(C1) = B′
1 ∪B′

2 ∪B′
3

B′
1 :=

{
(p, q, r) ∈ H̆s0

5

∣∣ d5(p, q, r) = 0, p < −3, 4q = (p + 1)2 + 4
}

B′
2 :=

{
(p, q, r) ∈ H̆s0

5

∣∣∣∣
d5(p, q, r) = 0, −3 5 p 5 −1,

p + q + 1 = 0, (q, r) 6= (−p− 1, −2p− 1)

}

B′
3 :=

{
(p, q, r) ∈ H̆s0

5

∣∣∣∣
d5(p, q, r) = 0, −1 5 p,

p + q + 1 = 0, 2p + r + 1 5 0

}

(4) Ps0+
5 の面成分は，E(C1), E(C2), E(P ), E(O) の 4つである．
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(5) d5(p, q, r) = disc(C2)であり，4q− (p+1)2− 4 = disc(C1)である．ま

た，p + q + 1 = disc(P ), p0 = disc(O) である．

証明. 定理 2.4.3の証明と対比して考えれば，すぐわかる．

系 6.7.3. Ps0+
5 の端元については，以下が成り立つ．

(1) F(C1) の端元は以下の fs と gs の正の定数倍である．

fs(a, b, c) := S5 + (s3 + s2 − 1)T3,2

− (2s3 + 5s2 + 4s + 1)US2 + (3s2 + 4s + 2)US1,1

gs(a, b, c) := T4,1 + (s2 − 1)T3,2 − 2(s + 1)2US2 + (4s + 2)US1,1

ただし「t < −3かつ (t + 3)2 5 4s2(s + t + 1)」または「−3 5 t 5 −1

かつ s + t + 1 = 0」または「t = −1 かつ s = 0」である．s = 0 のと

き fs(s, 1, 1) = 0, gs(s, 1, 1) = 0 であることに注意する．

(2) F(C2) の端元でるようなモニック多項式は以下の hp,v である．

hp,v = S5+pT4,1+
p2 + 2p + 5

4
T3,2− p2 + 6p− 2v + 7

2
US2−vUS1,1

ここで，(p, v) は以下の不等式を満たすものとする．

32p3 + 51p2 + 114p + 203− 36pv − 36v = 4(4p2 + 2p− 3v − 2)3/2

s > 0, p = −(2s2− s+2)/sのとき hp,v(0, s, 1) = 0であることに注意する．

6.7.2. Pc+
5 の構造

s0 := S5 − US2, s1 := S4,1 − US2, s2 := S3,2 − US2, s3 := S2,3 − US2,

s4 := S1,4 − US2, s5 := US2 − US1,1 を Hc0
5 の基底として選び，Hc

5

の基底を上の s0,. . ., s5 に加えて s6 := US1,1 と選ぶ．後で分かるが，

S5−US1,1 を s0 として選ぶより，上の選び方のほうが優れているようであ

る．Xc0+
5 := Φc0

5 (P2
+), C = ∂(Xc0+

5 )とおく．∆2(Xc0+
5 ) =

{
Reg(Xc0+

5 )
}
,

∆1(Xc0+
5 ) =

{
Reg(C)

}
, ∆0(Xc0+

5 ) =
{

Sing(C)
}
である．したがって

∂Pc0+
5 の面成分は，主成分 Fc0+

5 , 端成分 Ec0+
5 , 無限遠成分 Lc0+

0,0 の 3つ

である．主成分 Fc0+
5 については，またよくわかっていない．以下, 端成分
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Ec0+
5 について研究する．定理 6.7.6, 定理 6.7.5等で述べた不等式に対応す

る以下の多項式を定義する．

Hc0
0,s :=

{
f ∈ Hc0

5

∣∣ f(0, s, 1) = 0
}

F1,s(a, b, c) := 3s4s0 − (4s5 − 1)s1 + (s8 − 4s3)s4

F2,s(a, b, c) := 2s1 − 3ss2 + s3s4

F3,s(a, b, c) := s1 − 3s2s3 + 2s3s4

F4,s(a, b, c) := s5

これらが，Fi,s(0, s, 1) = 0, Fi,s(1, 1, 1) = 0 という等号成立条件を満たす

ことは容易にわかる．Fi,s ∈ Pc0+
5 であることは後で証明する．

命題 6.7.4. s > 0 のとき，F1,s, F2,s, F3,s, F4,s は Hc0
0,s の基底である．

証明. F1,s, F2,s, F3,s, F4,s が線形独立であることはすぐわかる．また，

Fi,s(0, s, 1) = 0 も計算ですぐ確かめられる．dimHc0
0,s = dimHc0

5 − 2 = 4

なので，F1,s, F2,s, F3,s, F4,s は Hc0
0,s の基底である．

Mathematica 等を用いて，
{(

F2.s(x, y, 1)
F1,s(x, y, 1)

,
F3,s(x, y, 1)
F1,s(x, y, 1)

,
F4,s(x, y, 1)
F1,s(x, y, 1)

) ∣∣∣∣
0 5 x 5 1

0 5 y 5 1

}

で定まる代数的集合を描いてもらうと，それが Xc0
s,t := X

(
P2

+, Lc0
s,t

)
で，

∆i(X0
s,t) を求めて，各 D ∈ ∆i(Xc0

s,t) に対して E(D) を計算すれば，Lc0
s,t

が決定できる．必死に頑張れば出来そうなレベルではあるが，まだ計算で

きていない．数学の専門雑誌に投稿できる程度の結果になるので，気力の

ある人はトライしてみてほしい．

F4,s ∈ Pc0+
5 であることは自明であるが，F1,s, F2,s, F3,s ∈ Pc0+

5 の証明

は，かなり厄介である．F2,s ∈∈ Pc0+
5 の証明から始める．

定理 6.7.5. F2,s ∈ Lc0+
0,s ⊂ Ec0+

5 ⊂ Pc0+
5 である．つまり，a = 0, b = 0,

c = 0, s = 0 のとき，次の不等式が成り立つ．

2S4,1 + s3S1,4 − 3sS3,2 − (s3 − 3s + 2)US2 = 0
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なお，a = b = c や, (a : b : c) = (1 : 0 : 0), (s : 1 : 0) の巡回置換のとき等

号が成立する．

証明. F (a, b, c, s) = (与式の左辺) とするとき，s3F (a, b, c, 1/s) =

2s3S4,1 + S1,4 − 3s2S3,2 − (1− 3s2 + 2s3)US2 なので，この式の右辺が非

負であることを証明する．

p := S4,1 −US2, q := S3,2 −US2, r := S1,4 −US2 とおく．p = 0, r = 0

である．しかし q = 0 とは限らない．
f(s) := 2s3S4,1 + S1,4 − 3s2S3,2 − (1− 3s2 + 2s3)US2

= 2ps3 − 3qs2 + r

とおく．f(s) の s = 0 における最小値を考える．f ′(s) = 6s(ps− q) だか

ら，初歩的な微分の考察からわかるように，q = 0の場合は f(s)は s = q/p

で最小値 f(q/p) = (p2r − q3)/p2 をとる．また，q < 0 の場合は s = 0 で

最小値 f(0) = r = 0をとる．したがって，q = 0 の場合に p2r− q3 = 0で

あることを証明すれば，目的の不等式は証明される．

p2r − q3 = (S4,1 − US2)2(S1,4 − US2)− (S3,2 − US2)3

= U(S2 − S1,1)
{

S9,1 − S7,3 + S6,4 + 2S4,6

− US7 + 2US6,1 − US1,6 − 3US5,2 − 2US2,5 + US4,3 − 2US3,4

− U2S4 − U2S3,1 + 5U2S1,3 − 2U2S2,2 + 2U3S1

}

なので，上式の { } 内を

g(a, b, c) :=
p2r − q3

U(S2 − S1,1)

とおく．g(a, b, c) は a, b, c の巡回多項式なので，0 5 a 5 1, 0 5 b 5 1,

c = 1 と仮定してよい．

Case 1: 1− a 5 1− b の場合に，g = 0 を証明する．k = (1− a)/(1− b)

とおく．0 5 k 5 1 である．数式計算処理ソフトを使うと，次の等式は容

易に確認できる．

g(a, 1− k(1− a), 1) = (1− a)4
6∑

i=0

ϕi(k)ai
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ただし，

ϕ0(k) := (1− k)4(3− 4k + 8k2 − 9k3 + 5k4 − k5)

ϕ1(k) := 6− 24k + 44k2 − 31k3 − 42k4 + 142k5

− 173k6 + 111k7 − 37k8 + 5k9

ϕ2(k) := 7− 13k + 2k2 + 37k3 − 57k4 − 3k5

+ 104k6 − 122k7 + 58k8 − 10k9

ϕ3(k) := 6− 5k − 3k2 + 17k3 − 3k4 − 21k5

− 3k6 + 50k7 − 42k8 + 10k9

ϕ4(k) := 3 + 3k − 6k2 + 3k3 + 18k4 − 17k5

− 2k6 − 3k7 + 13k8 − 5k9

ϕ5(k) := 1 + 2k − k2 + k4 + 10k5 − 6k6 − k7 − k8 + k9

ϕ6(k) := k(1− k2 + k3 + 2k5)

手間はかかるが，初歩的な不等式や微分を使った計算で，0 5 k 5 1 のと

き ϕi(k) = 0 (i = 0, 1,. . ., 6)が成り立つことが確認できる．よって，g = 0

である．

Case 2: 1− a > 1− b の場合に，g = 0 を証明する．k = (1− b)/(1− a)

とおく．0 5 k 5 1 である．

g(1− k(1− b), b, 1) = (1− b)4
6∑

i=0

ψi(k)bi

ただし，

ψ0(k) := (1− k)(3− 11k + 22k2 − 21k3 + 10k4 − 2k5)

ψ1(k) := 6− 12k + 2k2 + 23k3 − 18k4 − 23k5

+ 43k6 − 27k7 + 8k8 − k9

ψ2(k) := 7− 13k + 32k2 − 68k3 + 78k4 − 6k5

− 79k6 + 79k7 − 32k8 + 5k9

ψ3(k) := 6− 9k + 9k2 + 27k3 − 83k4 + 81k5

+ 11k6 − 74k7 + 48k8 − 10k9

ψ4(k) := 3− 3k + 3k2 + 3k3 + 18k4 − 47k5

+ 34k6 + 18k7 − 32k8 + 10k9

ψ5(k) := 1− k − k2 + 6k3 − 2k4 + 7k5
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− 12k6 + 5k7 + 8k8 − 5k9

ψ6(k) := k4(2 + k2 − k3 + k5)

が成り立つ．また，0 5 k 5 1 のとき ψi(k) = 0 (i = 0, 1,. . ., 6)が成り立

つことが確認できる．したがって，g = 0 である．

次は，定理 6.7.6の不等式を証明する．この証明は，泥臭くてちょっと

長い．

定理 6.7.7. F1,s ∈ Lc0+
0,s ⊂ Ec0+

5 ⊂ Pc0+
5 である．つまり，a = 0, b = 0,

c = 0, s = 0 のとき，次の不等式が成り立つ．

3s4S5− (4s5− 1)S4,1 + (s8− 4s3)S1,4− (s8− 4s5 + 3s4− 4s3 + 1)US2 = 0

また，a = b = c や, (a : b : c) = (s : 1 : 0) とその巡回置換のとき，等号が

成立する．

証明. 与式の左辺を f̃(a, b, c, s) とし，

F (a, b, c, s) := (s8−4s3)(S4,1−US2)+(1−4s5)(S1,4−US2)+3s4(S5−US2)

とおく．s8f̃(a, b, c, 1/s) = F (a, b, c, s) なので，F = 0 を証明すればよ

い．s8F (b, a, c, 1/s) = F (a, b, c, s)であるから，0 5 s 5 1 と仮定しても

よい．また，F は a, b, c の斉次巡回多項式だから，0 5 a 5 1, 0 5 b 5 1,

c = 1 と仮定してよい．

Step 1. 1− a 5 1− b の場合に F = 0 を証明する．k = (1− a)/(1− b)

とおく．0 5 k 5 1 である．

F (a, 1− k(1− a), 1, s) = (1− a)2
3∑

i=0

Ci(k, s)ai

ただし，

C0(k, s) := (1− s + ks)2(1− k + 2s− 4ks + 2k2s + 3s2 − 9ks2

+ 9k2s2 − 3k3s2 + 3s4 + 2s5 − 2ks5 + s6 − 2ks6 + k2s6)

C1(k, s) := 1− k + 3k2 − 3k3 + k4 − 4s3 + 12k2s3 − 20k3s3 + 8k4s3

+ 6s4 − 3ks4 − 9k2s4 + 33k3s4 − 30k4s4 + 9k5s4

− 4s5 + 4ks5 − 12k2s5 + 12k3s5 − 4k4s5



134 6.7 　３変数５次斉次巡回不等式

+ s8 − 3k2s8 + 5k3s8 − 2k4s8

C2(k, s) := 1− k + 3k3 − 2k4 − 4s3 + 4k3s3 − 4k4s3

+ 6s4 − 3ks4 − 3k3s4 + 15k4s4 − 9k5s4

− 4s5 + 4ks5 − 12k3s5 + 8k4s5 + s8 − k3s8 + k4s8

C3(k, s) := (k − s)2(k2 + 2ks + 3s2 + 3k3s4 + 2k2s5 + ks6)

である．以下，0 5 k 5 1, 0 5 s 5 1 を Ci(k, s) の定義域として考える．

まず，C3(k, s) = 0 はすぐわかる．また，

C0(1− k, s) = (1− ks)2(k + 2k2s + 3k3s2 + 3s4 + 2ks5 + k2s6) = 0

だから，C0(k, s) = 0 である．

Ai(k, s) :=
i∑

j=0

Cj(k, s)

とおく．

3∑

i=0

Ci(k, s)ai =
2∑

i=0

Ai(k, s)ai(1− a) + A3(k, s)a3

であり，C3(k, s) = 0 より A2(k, s) 5 A3(k, s) だから，A1(k, s) = 0,

A2(k, s) = 0 を証明すれば，F = 0が証明される．

Step 1-1. k + s 5 1, k = 0, s = 0 の場合に A1(k, s) = 0 を証明する.

x = k/(1− s) とおくと，0 5 x 5 1 である．

1
(1− s)2

A1((1− s)x, s) =
4∑

i=0

ai(s)(1− x)xi + a5(s)x5

ただし，

a0(s) := 2 + 4s + 6s2 + 6s4 + 4s5 + 2s6

a1(s) := 2s(1 + 2s + 7s2 + s3 + 4s4 + 3s5 + 2s6)

a2(s) := 3 + 2s + 4s2 + 2s3 + 23s4 − 4s5 + 6s6 + 4s7 + 3s8

a3(s) := s(5 + 4s− 2s2 + 30s3 + 5s4 − 6s5 + 4s6 + 4s7 − s8)

a4(s) := 1 + 3s + 5s2 + 2s3 + 7s4 + 35s5 − 13s6 + 3s8 + s9 − s10

a5(s) := 1 + 3s + 5s2 + 2s3 + 13s4 + 17s5 + 5s6 − 6s7 + 3s8 + s9 − s10
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である．一般に，多項式 h(s) :=
n∑

i=0

αis
i において，βi :=

i∑

j=0

αi とおくと

き β0 = 0,. . ., βn = 0が成り立つならば，0 5 s 5 1 において h(s) = 0が

成り立つ．したがって，0 5 s 5 1 において ai(s) = 0 (i = 0,. . ., 5) であ

る．したがって, k + s 5 1 のとき A1(k, s) = 0 である．

Step 1-2. k + s > 1, k 5 1, s 5 1 の場合に A1(k, s) = 0 を証明する.

x = (1− s)/k とおくと 0 5 x 5 1 である．さらに，m = 1− k とおく．
1
k2

A1(k, 1− kx) =
1

(1−m)2
A1((1−m), 1− (1−m)x)

=
9∑

i=0

bi(x)(1−m)mi + b10(x)m10

ただし，

b0(x) := 3− 12x + 30x2 − 48x3 + 59x4 − 52x5 + 28x6 − 8x7 + x8

b1(x) := 6 + 4x− 44x2 + 104x3 − 152x4 + 164x5 − 112x6 + 40x7 − 6x8

b2(x) := 9 + 20x− 44x2 + 93x4 − 172x5 + 168x6 − 80x7 + 15x8

b3(x) := 3 + 40x + 26x2 − 184x3 + 227x4 − 112x5 − 28x6 + 56x7 − 17x8

b4(x) := 3 + 16x + 60x2 + 32x3 − 302x4 + 404x5 − 252x6 + 64x7 − x8

b5(x) := 3 + 16x + 24x2 + 24x3 + 69x4 − 292x5 + 336x6 − 168x7 + 29x8

b6(x) := 3 + 16x + 24x2 + 6x4 + 60x5 − 168x6 + 144x7 − 39x8

b7(x) := 3 + 16x + 24x2 + 28x6 − 56x7 + 25x8

b8(x) := 3 + 16x + 24x2 + 8x7 − 8x8

b9(x) := 3 + 16x + 24x2 + x8

b10(x) := 3 + 16x + 24x2

となる．解析的な丁寧な考察をすれば，0 5 x 5 1 で bi(x) = 0 (i = 0,. . .,

10) であることが証明できる．以上で A1(k, s) = 0が証明された．

Step 1-3. k + s 5 1, k = 0, s = 0 の場合に A2(k, s) = 0 を証明する.

x = k/(1− s) とおくと，0 5 x 5 1 である．

1
(1− s)2

A2((1− s)x, s) =
4∑

i=0

ci(s)(1− x)xi + c5(s)xi

ただし，
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c0(s) := 3(1 + 2s + 3s2 + 3s4 + 2s5 + s6)

c1(s) := s(3 + 6s + 13s2 + s3 + 10s4 + 7s5 + 4s6)

c2(s) := 3 + 3s + 6s2 + s3 + 22s4 − 2s5 + 7s6 + 4s7 + 3s8

c3(s) := c2(s)

c4(s) := 2 + 5s + 5s2 + s3 + 22s4 + 2s5 − s6 + 8s7 + 3s8

c5(s) := 2 + 5s + 5s2 + s3 + 19s4 + 11s5 − 10s6 + 11s7 + 3s8

である．Step 1-1と同じ論法で，0 5 s 5 1 のとき ci(s) = 0 (i = 0,. . ., 5)

であることが結論される．したがって，k + s 5 1 のとき A2(k, s) = 0 で

ある．

Step 1-4. k + s > 1, k 5 1, s 5 1 の場合に A2(k, s) = 0 を証明する.

x = (1− s)/k, m = 1− k とおく．

1
(1−m)2

A2((1−m), 1− (1−m)x) =
7∑

i=0

di(x)(1−m)mi + d8(x)m8

ただし，

d0(x) := 3− 12x + 42x2 − 84x3 + 115x4 − 104x5 + 56x6 − 16x7 + 2x8

d1(x) := 6 + 12x− 66x2 + 168x3 − 281x4 + 324x5 − 224x6 + 80x7 − 12x8

d2(x) := 24x + 48x2 − 240x3 + 427x4 − 516x5 + 420x6 − 184x7 + 33x8

d3(x) := 3− 4x + 68x2 + 40x3 − 311x4 + 492x5 − 476x6 + 256x7 − 55x8

d4(x) := 3 + 8x + 18x2 + 20x3 + 55x4 − 216x5 + 308x6 − 224x7 + 60x8

d5(x) := 3 + 8x + 36x2 − 12x3 − 2x4 + 24x5 − 84x6 + 112x7 − 42x8

d6(x) := 3 + 8x + 36x2 − 3x4 − 4x5 − 24x7 + 17x8

d7(x) := 3 + 8x + 36x2 − 3x8

d8(x) := 3 + 8x + 36x2

である．解析的に慎重に考察すれば，0 5 x 5 1のとき di(x) = 0 (i = 0,. . .,

8)であることが証明できる．したがって，A2(k, s) = 0であり，1−a 5 1−b

のとき F = 0 であることが証明された．

Step 2. 1− a > 1− b の場合に F = 0 を証明する．k = (1− b)/(1− a)
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とおく．0 5 k < 1, 0 5 s 5 1 である．Step 1の場合と同様に，

F (1− k(1− b), b, 1, s) = (1− b)2
(

2∑

i=0

Bi(k, s)bi(1− b) + B3(k, s)b3

)

と表示しよう．まず，

B0(1− k, s) = (k − s)2(k2 + 2ks + 3s2 + 3k3s4 + 2k2s5 + ks6) = 0

である．また，

B3(k, s)−B2(k, s) = (1− ks)2(k + 2k2s + 3k3s2 + 3s4 + 2ks5 + k2s6) = 0

なので，B1(k, s) = 0と B2(k, s) = 0を示せば，証明が完結する．ここで，

B1(k, s) = 2− 4k + 3k2 + k3 − k4

− 8s3 + 8ks3 − 12k2s3 + 12k3s3 − 4k4s3

+ 12s4 − 18ks4 + 21k2s4 + 3k3s4 − 15k4s4

+ 6k5s4 − 8s5 + 16ks5 − 12k2s5 − 4k3s5 + 4k4s5

+ 2s8 − 2ks8 + 3k2s8 − 3k3s8 + k4s8

B2(k, s) = 3− 4k + 3k2 − 12s3 + 12ks3 − 12k2s3 + 4k4s3

+ 18s4 − 21ks4 + 21k2s4 − 3k5s4 − 12s5 + 16ks5 − 12k2s5

+ 3s8 − 3ks8 + 3k2s8 − k4s8

である．

Step 2-1. k + s 5 1, k = 0, s = 0 の場合に B1(k, s) = 0 を証明する.

x = k/(1− s) とおくと，0 5 x 5 1 である．

1
(1− s)2

B1((1− s)x, s) =
10∑

i=0

ei(x)si

ただし，

e0(x) := 2− 4x + 3x2 + x3 − x4

e1(x) := 4− 4x− x3 + 2x4

e2(x) := 6− 4x− x4

e3(x) := 4x− 12x2 + 12x3 − 4x4

e4(x) := 6− 14x + 21x2 − 9x3 − 7x4 + 6x5

e5(x) := 4 + 2x− 12x2 − 7x3 + 30x4 − 18x5
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e6(x) := 2 + 2x + 4x3 − 23x4 + 18x5

e7(x) := 2x + 4x4 − 6x5

e8(x) := 3x2 − 3x3 + x4

e9(x) := 3x3 − 2x4

e10(x) := x4

と書ける．i 6= 5 に対しては 0 5 x 5 1 のとき ei(x) = 0 である．また，

e0(x) + e5(x) = 0 なので，k + s 5 1 のとき B1(k, s) = 0 である．

Step 2-2. k + s > 1, k 5 1, s 5 1 の場合に B1(k, s) = 0 を証明する.

Step 1-2 と同様に，x = (1− s)/k, m = 1− k とおく．

1
(1−m)2

B1((1−m), 1− (1−m)x) =
9∑

i=0

fi(x)(1−m)mi + f10(x)m10

と変形する．ここで，

f0(x) := 3− 12x + 30x2 − 48x3 + 59x4 − 52x5 + 28x6 − 8x7 + x8

f1(x) := 6− 28x + 68x2 − 80x3 + 28x4 + 44x5 − 56x6 + 24x7 − 4x8

f2(x) := 9− 44x + 68x2 − 87x4 + 68x5 − 16x7 + 5x8

f3(x) := 3 + 8x− 86x2 + 184x3 − 133x4 + 8x5 + 28x6 − 8x7 − x8

f4(x) := 3− 16x + 60x2 − 152x3 + 238x4 − 196x5 + 84x6 − 16x7 + x8

f5(x) := 3− 16x + 24x2 + 24x3 − 111x4 + 188x5 − 168x6 + 72x7 − 11x8

f6(x) := 3− 16x + 24x2 + 6x4 − 60x5 + 112x6 − 80x7 + 19x8

f7(x) := 3− 16x + 24x2 − 28x6 + 40x7 − 15x8

f8(x) := 3− 16x + 24x2 − 8x7 + 6x8

f9(x) := 3− 16x + 24x2 − x8

f10(x) := 3− 16x + 24x2

である．解析的な考察から，0 5 x 5 1 のとき fi(x) = 0 であることが証

明でき，B1(k, s) = 0 であることが証明される．

Step 2-3. k + s 5 1, k = 0, s = 0 の場合に B2(k, s) = 0 を証明する.

x = k/(1− s) とおくと，0 5 x 5 1 である．

1
(1− s)2

B2((1− s)x, s) =
10∑

i=0

gi(x)si
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ただし，

g0(x) := 3− 4x + 3x2

g1(x) := 6− 4x

g2(x) := 9− 4x

g3(x) := 8x− 12x2 + 4x4

g4(x) := 9− 13x + 21x2 − 8x4 − 3x5

g5(x) := 6 + 3x− 12x2 + 4x4 + 9x5

g6(x) := 3 + 3x− 9x5

g7(x) := 3x + 3x5

g8(x) := 3x2 − x4

g9(x) := 2x4

g10(x) := −x4

である．i 6= 6, 10に対し 0 5 x 5 1のとき gi(x) = 0であり，g5(x)+g6(x) =
0, g9(x) + g10(x) = 0 なので，k + s 5 1 のとき B2(k, s) = 0 である．

Step 2-4. k + s > 1, k 5 1, s 5 1 の場合に B2(k, s) = 0 を証明する.

x = (1− s)/k, m = 1− k とおく．

1
(1−m)2

B2((1−m), 1− (1−m)x) =
9∑

i=0

hi(x)(1−m)mi + h10(x)m10

ただし，

h0(x) := 3− 12x + 42x2 − 84x3 + 115x4 − 104x5 + 56x6 − 16x7 + 2x8

h1(x) := 6− 36x + 102x2 − 108x3 − 11x4 + 144x5 − 140x6 + 56x7 − 9x8

h2(x) := 24x− 120x2 + 312x3 − 383x4 + 204x5 − 40x7 + 12x8

h3(x) := 3− 20x + 124x2 − 328x3 + 589x4

− 648x5 + 392x6 − 112x7 + 9x8

h4(x) := 3− 8x + 18x2 + 112x3 − 395x4

+ 684x5 − 644x6 + 296x7 − 51x8

h5(x) := 3− 8x + 36x2 − 12x3 + 88x4 − 336x5 + 504x6 − 328x7 + 78x8

h6(x) := 3− 8x + 36x2 − 3x4 + 56x5 − 196x6 + 200x7 − 66x8

h7(x) := 3− 8x + 36x2 + 28x6 − 64x7 + 33x8

h8(x) := 3− 8x + 36x2 + 8x7 − 9x8
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h9(x) := 3− 8x + 36x2 + x8

h10(x) := 3− 8x + 36x2

である．0 5 x 5 1 において hi(x) = 0 であるので，B2(k,s) = 0 であ

る．

6.8. ３変数６次斉次巡回不等式

6.8.1. 端判別式

Hc0
6 の基底として，s0 := S6 − 3U2, s1 := S5,1 − 3U2, s2 := S1,5 − 3U2,

s3 := S4,2 − 3U2, s4 := S2,4 − 3U2, s5 := S3,3 − 3U2, s6 := US3 − 3U2,

s7 := US2,1 − 3U2, s8 := US1,2 − 3U2 を選ぶ．

Hc0
0,s =

{
f ∈ Hc0

6

∣∣ f(0, s, 1) = 0
}

G1,s(a, b, c) := s4s0 − (2s6 − 1)s3 + (s8 − 2s2)s4

G2,s(a, b, c) := 2s1 − 3ss3 + s3s4

G3,s(a, b, c) := 2s3s2 + s3 − 3ss4

G4,s(a, b, c) := s3 + s2s4 − 2ss5

G5(a, b, c) := s6 − s7

G6(a, b, c) := s6 − s8

G7(a, b, c) := s6

とおく．G1,s,. . ., G7 は Hc0
0,s の基底である．

補題 6.8.1. G2,s ∈ Pc0+
6 である．つまり，任意の a = 0, b = 0, c = 0

に対して，

2S5,1 − 3sS4,2 + s3S2,4 − 3(s− 1)2(s + 2)U2 = 0

が成り立つ．

証明. 与式の左辺を f̃(a, b, c, s) とするとき，

s3f̃(a, b, c, 1/s) = 2s3S5,1 − 3s2S4,2 + S2,4 − 3(1− s)2(1 + 2s)U2

なので，この右辺が非負であることを証明すればよい．
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P := S5,1 − 3U2, Q := S4,2 − 3U2, R := S2,4 − 3U2 とおく．P = 0,

Q = 0, R = 0 である．

F3(s) := 2s3S5,1 − 3s2S4,2 + S2,4 − (1− 3s2 + 2s3)3U2

= 2s3P − 3s2Q + R

と変形できる．
d

ds
F3(s) = 6s(sP −Q) なので，s = 0 において，

F3(s) = F3(Q/P ) =
P 2R−Q3

P 2

である．したがって，P 2R−Q3 = 0 を示せば，(3)が証明される．

G(a, b, c) := (P 2R−Q3)/U

= 2S6,9 + US12 + 9US8,4 + 2U2S6,3 + 18U3S5,1 + 27U3S2,4

− 27U3S4,2 + 2U4S3 − 3US10,2 − 6US7,5 − 3US6,6

− 6U2S4,5 − 6U2S1,8 − 2U3S6 − 6U4S1,2 − 6U5

とおく．G は巡回多項式だから，0 5 a 5 1, 0 5 b 5 1, c = 1 と仮定して，

G = 0 を証明すればよい．

まず，1− b 5 1− a の場合に G(a, b, c) = 0 を証明する．k =
1− b

1− a
と

おく．0 5 k 5 1 である．

ϕ1(k) := 11− 42k + 84k2 − 142k3 + 252k4 − 396k5 + 501k6 − 498k7

+ 369k8 − 190k9 + 63k10 − 12k11 + k12

ϕ2(k) := 26− 107k + 272k2 − 544k3 + 808k4 − 724k5 + 50k6 + 983k7

− 1732k8 + 1677k9 − 1012k10 + 375k11 − 78k12 + 7k13

ϕ3(k) := 36− 128k + 311k2 − 437k3 + 160k4 + 572k5 − 1113k6 + 691k7

+ 593k8 − 1615k9 + 1512k10 − 750k11 + 195k12 − 21k13

ϕ4(k) := 32− 86k + 134k2 + 59k3 − 446k4 + 536k5 + 14k6 − 677k7

+ 542k8 + 373k9 − 988k10 + 750k11 − 260k12 + 35k13

ϕ5(k) := 18− 22k − 30k2 + 206k3 − 227k4 + 11k5 + 183k6 − 25k7

− 270k8 + 186k9 + 217k10 − 375k11 + 195k12 − 35k13

ϕ6(k) := 6 + 6k − 42k2 + 70k3 + 28k4 − 115k5 + 126k6 − 39k7

+ 18k8 − 64k9 + 24k10 + 75k11 − 78k12 + 21k13

ϕ7(k) := 1 + 5k − 9k2 − 9k3 + 45k4 − 25k5 − 21k6 + 69k7
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− 36k8 + 6k9 − 6k10 + 13k12 − 7k13

ϕ8(k) := 1− 3k2 + 9k4 − 6k5 − 3k6 + 18k7 − 6k8 + k12

とおく．0 5 k 5 1 のとき ϕi(k) > 0 (i = 1,. . ., 7)であることの確認は，

ちょっと面倒ではあるが，初歩的な解析学で簡単にできる．また，数式処

理ソフトを使って頑張って計算すれば，

G(a, 1− k(1− a), 1)

= (1− a)6

×
(

2(1− k)6 + (1− k)ϕ1(k)a +
7∑

i=2

ϕi(k)ai + kϕ8(k)a8 + 2k9a9

)

であることが確認できる．したがって，0 5 a 5 1, 0 5 b 5 1, c = 1,

1− a 5 1− b のとき G(a, b, c) = 0 である．

最後に，1− b = 1− a の場合に G(a, b, c) = 0 を証明する．k =
1− a

1− b

とおく．0 5 k 5 1 である．

ψ1(k) := 11− 72k + 222k2 − 430k3 + 639k4 − 810k5 + 879k6 − 762k7

+ 489k8 − 220k9 + 66k10 − 12k11 + k12

ψ2(k) := 26− 143k + 368k2 − 542k3 + 426k4 + 187k5 − 1302k6 + 2439k7

− 2826k8 + 2199k9 − 1150k10 + 390k11 − 78k12 + 7k13

ψ3(k) := 36− 122k + 152k2 + 80k3 − 631k4 + 1285k5 − 1365k6 + 309k7

+ 1314k8 − 2156k9 + 1707k10 − 777k11 + 195k12 − 21k13

ψ4(k) := 32− 50k − 28k2 + 248k3 − 446k4 + 271k5 + 512k6 − 1181k7

+ 774k8 + 394k9 − 1048k10 + 765k11 − 260k12 + 35k13

ψ5(k) := 18 + 2k − 48k2 + 96k3 + 32k4 − 402k5 + 623k6 − 167k7

− 466k8 + 432k9 + 112k10 − 360k11 + 195k12 − 35k13

ψ6(k) := 6 + 12k − 18k2 + 20k3 + 60k4 − 60k5 − 168k6 + 361k7

− 54k8 − 140k9 + 126k10 + 48k11 − 78k12 + 21k13,

ψ7(k) := 1 + 5k − 6k3 + 30k4 + 12k5 − 27k6 − 45k7

+ 95k8 − 27k9 − 33k10 + 15k11 + 13k12 − 7k13

ψ8(k) := 1 + 12k4 − 3k6 − 6k7 + 9k8 − 3k10 + k12

とおく．0 5 k 5 1 のとき ψi(k) > 0 (i = 1,. . ., 7)であることは，長い初
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等的計算によって確認できる．

G(1− k(1− b), b, 1)

= (−1 + b)6

×
(

2(1− k)9 + (1− k)ψ1(k)b +
7∑

i=2

ψi(k)bi + kψ8(k)b8 + 2k6b9

)

である．したがって，0 5 a 5 1, 0 5 b 5 1, c = 1, 1− a = 1− b のときも

G(a, b, c) = 0 である．

6.9. ４変数４次斉次対称不等式

4変数 3次巡回不等式についても PSD錐 Pc0+
4,3 の構造は決定できている

が，最終的な定理の記述する時に登場する不等式や定数が繁雑で，実用上

使いにく定理である．本書では，その解説は割愛して，4 変数 4 次対称不

等式について，最終的な結果が簡明な Ps0
4,4 と Ps0+

4,4 に関する定理だけを照

会する．

6.9.1. P3
R/S3 の構造

Pn−1
R 上の d次斉次式全体 (0を含む)のなすベクトル空間を Hn,d とし，

その中の巡回多項式，対称多項式全体のなす部分ベクトル空間をそれぞれ

Hc
n,d, Hs

n,d と書く．Hc
n,d, Hs

n,d の中で f(1,. . ., 1) = 0 を満たすもの全体

のなす部分ベクトル空間を Hc0
n,d, Hs0

n,d と書く．これらをまとめて Hb
a と

表すとき，Hb
a 内の Pn−1

R , Pn−1
+ 上の PSD錐をそれぞれ Pb

a, Pb+
a と書く．

例えば，Ps0+
4,4 = P(P3

+, Hs0
4,4) である．

4 変数対称不等式を扱う場合 P3
R/S4 の構造が重要になる．ここで，Sn

は n 次対称群である．まず，複素代数幾何の復習から始める．

X0,. . ., Xn−1 の k 次基本対称式を σk とするとき，C[X0,. . ., Xn−1] 内

の対称多項式は σk (k ∈ N)の複素数係数多項式で表せるので，

C[X0, X1, . . . , Xn−1]Sn ∼= C[σ1, σ2, . . . , σn]

である．Proj(C[σ1, σ2, . . . , σn]) = PC(1, 2, · · · , n)であり，右辺は重み付き
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射影空間である．したがって，

Pn−1
C /Sn

∼= PC(1, 2, . . . , n)

である．PC(1, 2, . . . , n) 内の R-値点全体の集合は実代数多様体の構造を持

ち，それを PR(1, 2, . . . , n) と書く．Pn−1
R /Sn ⊂ PR(1, 2, . . . , n) であるが，

= ではない．

命題 6.9.1. n ∈ N, 0 := (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn とし，

A :=
{

(a1, . . . , an) ∈ R
∣∣∣∣
xn − a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ (−1)nan = 0

の解はすべて実数である

}

とおき，A0 := A−{0}とおく．このとき，PR(1, 2, · · · , n) 内で半代数的部

分集合 Pn−1
R /Sn を定義する不等式系は，Rn − {0} 内の半代数的部分集合

A0 を定める．特に，n 次方程式の判別式は Zar(∂(Pn−1
R /Sn)) の定義方程

式である．

証明. P := PR(1, 2, · · · , n), X := Pn−1
R /Sn, R0 := Rn−{0}と略記する．

a = (a1,. . ., an) ∈ Rn に対し，fa(x) := xn − a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · · +
(−1)nan = 0と書くことにする．λ := (λ1,. . ., λn) ∈ R0に対し，ak = σk(λ)

(1 5 k 5 n)で a ∈ Rn を定めると，fa(x) = 0 の解が λ なので a ∈ A0 で

ある．ρ:R0 −→ Pn−1
R を自然な全射とする．σk(cλ) = ckσk(λ) = ckak な

ので，λ ∈ Rn に対し a ∈ Aを対応させる写像から，ϕ:Pn−1
R −→ Pが誘導

され，ϕ(Pn−1
R ) = Pn−1

R /Sn である．また，ϕは自然な全射 π:Pn−1
R −→ P

と一致する．

Xは P 内の基本的半代数的集合とは限らないので，X = X1∪· · ·∪Xrと基本

的半代数的閉部分集合 Xi 達の和集合に分解する．Ai := (ρ◦ϕ)−1(Xi)∩R0 ⊂
R0 とおけば，P 内で Xi を定義する不等式系は R0 内で Ai を定義する．

A0 = A1 ∪ · · · ∪Ar であるので，定理が得られた．

命題 6.9.2. 半代数多様体 Aに有限群Gが作用しているとし，π:A → A/G

を自然な全射とする．A0 ⊂ A が半代数的閉集合で π(A0) = A/G かつ

π : Int(A0) −→ π(Int(AO))が同型写像であるとき，A0 は A/G の基本領

域であるという．
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例 6.9.3. (1) A = Pn
R, G = Z/(n+1)Zとするとき，以下の Ac は A/G

の基本領域である．

Ac :=
{

(s0 : · · · : sn−1 : 1) ∈ Pn
R

∣∣∣∣
s0 + s1 + · · ·+ sn−1 + 1 = 0

s0 5 1, s1 5 1,. . ., sn−1 5 1

}

(2) A = Pn
+, G = Z/(n + 1)Zとするとき，以下の A+

c は A/G の基本領

域である．

A+
c :=

{
(s0 : · · · : sn−1 : 1) ∈ Pn

R
∣∣ 0 5 s0 5 1,. . ., 0 5 sn−1 5 1

}

(3) A = Pn
R, G = Sn+1 とするとき，以下の As は A/G の基本領域で

ある．

As :=
{

(s0 : · · · : sn−1 : 1) ∈ Pn
R

∣∣∣∣
s0 + s1 + · · ·+ sn−1 + 1 = 0

s0 5 s1 5 · · · 5 sn−1 5 1

}

(4) A = Pn
+, G = Sn+1 とするとき，以下の A+

s は A/G の基本領域で

ある．

A+
s :=

{
(s0 : · · · : sn−1 : 1) ∈ Pn

R
∣∣ 0 5 s0 5 s1 5 · · · 5 sn−1 5 1

}

命題 6.9.4. π:P3
R −→ P3

R/S4
⊂−→ PR(1, 2, 3, 4) を π(a) =

(
S1(a) :

S1,1(a) : S1,1,1(a) : U(a)
)
で定めるとき．以下が成り立つ．

(1) P3
C/S4

∼= PC(1, 2, 3, 4) の特異点は 3 点 Q0 := (0, 1, 0, 0), Q′0 :=

(0, 0, 1, 0), Q′′0 := (0, 0, 0, 1) であり，この 3 点は巡回型商特異点で

ある．π−1(Q′0) ∩ P3
R = φ, π−1(Q′′0) ∩ P3

R = φ であり．

π−1(Q0) ∩ P3
R =

{
σ(−1 : 0 : 0 : 1) ∈ P3

R
∣∣ σ ∈ S4

}

である．

(2) ∆2(P3
R/S4) =

{
D1

}
, ∆1(P3

R/S4) =
{
C1, C2

}
, ∆0(P3

R/S4) =
{
Q0,

Q1, Q6

}
である．ここで，D1, Ci, Qi は以下の通りである．

D1 :=
{
π(s : t : 1 : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ s + t + 2 > 0, s < t
}

C1 :=
{
π(s : 1 : 1 : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ s 6= −3, 1
}

C2 :=
{
π(s : s : 1 : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ −1 < s < 1
}

Q1 := π(1 : 1 : 1 : 1) = (4, 6, 4, 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

Q2 := π(−1 : −1 : 1 : 1) = (0,−2, 0, 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)
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(3) ∆2(P3
+/S4) =

{
D+

1 , D0

}
, ∆1(P3

+/S4) =
{
C+

1 , C3, C4

}
, ∆0(P3

+/S4)

=
{
Q1, Q3, Q4, Q5

}
である．ここで，D+

1 , D0, C ′1, Ci and Qi は以

下の通りである．
D+

1 :=
{
π(s : t : 1 : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ 0 < s < t, s 6= 1, t 6= 1
}

D0 :=
{
π(0 : s : t : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ 0 < s < t < 1
}

C+
1 :=

{
π(s : 1 : 1 : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ 0 < s < 1 or s > 1
}

C3 :=
{
π(0 : s : 1 : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ 0 < s < 1 or 1 < s
}
,

C4 :=
{
π(0 : 0 : s : 1) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

∣∣ 0 < s < 1
}

Q3 := π(0 : 1 : 1 : 1) = (3, 3, 1, 0) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

Q4 := π(0 : 0 : 1 : 1) = (2, 1, 0, 0) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

Q5 := π(0 : 0 : 0 : 1) = (1, 0, 0, 0) ∈ PR(1, 2, 3, 4)

(4) Zar(D1) の定義方程式は以下の判別式 F である．また，C1 ∪ C2 ⊂
Sing(V (F )) である．

F (s1, s2, s3, s4) :=
∑

05i<j53

(ai − aj)2

= 256s3
4 − 192s1s3s

2
4 − 128s2

2s
2
4 + 144s2s

2
3s4 − 27s4

3

+ 144s2
1s2s

2
4 − 6s2

1s
2
3s4 − 80s1s

2
2s3s4 + 18s1s2s

3
3 + 16s4

2s4

− 4s3
2s

2
3 − 27s4

1s
2
4 + 18s3

1s2s3s4 − 4s3
1s

3
3 − 4s2

1s
3
2s4 + s2

1s
2
2s

2
3

ここで si = σi である．

(5) C1 は点 Q1 で尖点を持ち，P2
R 上のある 3次曲線と同型である．

(6) C2 は開線分 (Q1Q2) と同型である．

(7) P3
R/S4 は PR(1 : 2 : 3 : 4) 内で，以下の不等式で定まる基本的半代数的

閉集合である．F (s1, s2, s3, s4) = 0, 8s2 5 3s2
1, 64s4−16s2

2 +16s2
1s2−

16s1s3 − 3s4
1 5 0.

証明. (1)～ (6)は基本領域を危点集合に分解して，各成分の像を考察す

ればすぐわかる．(7)は 4 次方程式がのすべての解が実数である条件から

わかる．

6.9.2. Ps0
4,4 の構造

Ps0
4,4 := P(P3

R, Hs0
4,4) の構造を考察する．A = P3

R または A = P3
+ の斉次
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座標系を (a0 : a1 : a2 : a3) で表す．形式的に a4n+i = ai (n ∈ Z)とおき，

S4 :=
3∑

i=0

a4
i , T3,1 :=

3∑

i=0

a3
i (ai+1 + ai+2 + ai+3), S2,2 :=

∑

05i<j53

a2
i a

2
j

T2,1,1 :=
3∑

i=0

a2
i (ai+1ai+2 + ai+1ai+3 + ai+2ai+3), U := a0a1a2a3

とおく．本項の主定理は次の定値である．

定理 6.9.5.

f = S4 + pT3,1 + qS2,2 + rT2,1,1 − (4 + 12p + 6q + 12r)U ∈ H̆s0
4,4

が任意の実数 a0, a1, a2, a3 に対して f(a0, a1, a2, a3) = 0 を満たすための

必要十分条件は，

p + r = 0 かつ − 9p2 + 12p + 12q + 12r + 8 = 0

である．また，Ps0
4,4 の端元は，gt (t ∈ P1

R) または S2,2 + 6U − T2,1,1 の正

の定数倍である．ここで，

gt(a0, a1, a2, a3) := 3(S4 − 4U)

− 2(t + 1)(T3,1 − T2,1,1) + (t2 + 2t− 1)(S2,2 − 6U),

g∞(a0, a1, a2, a3) := S2,2 − 6U

である．

上の定理の証明は本項の最後で完結する．まず，s0 := S4 − 4U , s1 :=

T3,1− 12U , s2 := S2,2− 6U , s3 := T2,1,1− 12U を Hs0
4,4 の基底として選び，

Φs0
4 (a) =

(
s0(a) : s1(a) : s2(s) : s3(a)

)
により Φs0

4 : P3
R · · · → P3

R を定める．

Bs Hs0
4,4 = {(1 : 1 : 1 : 1)} なので Φs0

4 : P3
R · · · → P3

R は 1 := (1 : 1 : 1 : 1)

で正則でないが，bvf1 で連続写像であり，Φs0
4 (1 : 1 : 1 : 1) = (2 : 3 : 1 :

1) =: P1 である．Xs0
4 := Φs0

4 (P3
R) の構造を調べる．点 Q ∈ P3

R における

Ps0
4,4 の局所錐を Ls0

Q と書く事にする．

補題 6.9.6. Zar(∂Xs0
4 ) = V (G5) である．ここで，G5 は以下の多項式

である．

G5(x0, x1, x2, x3) := −3x0x
4
1 + 4x5

1 + 6x2
0x

2
1x2 − 24x0x

3
1x2 + 14x4

1x2
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− 3x3
0x

2
2 + 20x2

0x1x
2
2 − 48x0x

2
1x

2
2 + 16x3

1x
2
2 + 34x2

0x
3
2 + 16x0x1x

3
2

+ 8x2
1x

3
2 + 44x0x

4
2 − 48x1x

4
2 − 72x5

2 + 12x2
0x

2
1x3 + 12x0x

3
1x3

− 36x4
1x3 − 12x3

0x2x3 + 20x2
0x1x2x3 + 120x0x

2
1x2x3 − 56x3

1x2x3

− 76x2
0x

2
2x3 − 32x0x1x

2
2x3 − 64x2

1x
2
2x3 − 32x0x

3
2x3 + 112x1x

3
2x3

+ 144x4
2x3 − 12x3

0x
2
3 − 40x2

0x1x
2
3 − 112x1x

3
2x3 + 144x4

2x3 − 12x3
0x

2
3

− 40x2
0x1x

2
3 − 18x0x

2
1x

2
3 + 104x3

1x
2
3 + 14x2

0x2x
2
3 − 104x0x1x2x

2
3

+ 84x2
1x2x

2
3 + 64x0x

2
2x

2
3 + 16x1x

2
2x

2
3 − 152x3

2x
2
3 + 28x2

0x
3
3

+ 12x0x1x
3
3 − 136x2

1x
3
3 + 8x0x2x

3
3 − 56x1x2x

3
3 + 32x2

2x
3
3

− 3x0x
4
3 + 84x1x

4
3 + 14x2x

4
3 − 20x5

3

証明. G5 は既約多項式で，

G5(s0, s1, s2, s3) = 16(a0 + a1 + a2 + a3)4
∏

i<j

(ai − aj)2
∑

i<j

(ai − aj)2

を満たす．よって，∂aXs0
4 = V (G5) ⊂ P3

R : (x0 : x1 : x2 : x3) である．

双有理連続写像 P 3
R/Q4 −→ Xs0

4 が存在するので，C1, L1, L2 ⊂ Xs0
4 を

以下のように定める．まず，

G2(x0, x1, x2, x3) := (x1 − x3)2 + 2x2
2 − 3x2x0

C1 :=
{
Φs0

4 (t : 1 : 1 : 1)
∣∣ t ∈ R}

=
{
(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3

R
∣∣ x2 = x3, G2(x0, x1, x2, x3) = 0

}

L1 :=
{
Φs0

4 (t : t : 1 : 1)
∣∣ t ∈ R}

=
{

(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3
R

∣∣∣∣
x0 = 2x2, x1 − 2x2 − x3 = 0

(x2/x0) = 1/3

}

P2 := (0 : 1 : 0 : 1) = (0 : −1 : 0 : −1)

= lim
u→−∞

(2 : u : 1 : u) = Φs0
4 (−1 : −1 : 1 : 1)

とおく．L1 は 2点 P1, P2 を端点とする線分である．最後に，

L2 :=
{

(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3
R

∣∣∣∣
x0 = 2x2, x1 + 2x2 − x3 = 0

(x2/x0) = 1/2

}

とおく．L2 は P2 と (2 : −1 : 1 : 1) を端点とする線分であり，P3
R : (a0 :

a1 : a2 : a3) 内で a0 +a1 +a2 +a3 = 0で定義される平面の像になっている．
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補題 6.9.7. s2 − s3 ∈ Ls0
(t:1:1:1) ⊂ E(C1) ⊂ ∂Ps0

4,4 である．

証明. b2 :=
1
2
(
(a1− a2)2 + (a2− a3)2 + (a3− a1)2

)
, b3 := a2

1a2 + a1a
2
2 +

a2
2a3 + a2a

2
3 + a2

3a1 + a3a
2
1 − 6a1a2a3 とおく．すると，

s2 − s3 = b2

(
a0 − b3

2b2

)2

+
3(a1 − a2)2(a2 − a3)2(a3 − a1)2

4b2
= 0

である．したがって，s2 − s3 ∈ Ls0
(t:1:1:1) である．

上の補題は Xs0
4 は (x2 − x3)/x0 = 0 で定まる半空間の部分集合である

ことを意味する．ここで，C1 ⊂ Xs0
4 は平面 x2 − x3 = 0 上の曲線である

ことに注意する．

補題 6.9.8. Xs0
4 の凸包は以下の Y である．

Y :=
{
(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3

R
∣∣ G2(x0, x1, x2, x3) 5 0, (x2 − x3)/x0 = 0

}

証明. E := V (G2) とおく．G2(x0, x1, x2, x3) = 0 のとき x0 =

x2
1 + 2x2

2 − 2x1x3 + x2
3

3x2
である．この x0 を G5(x0, x1, x2, x3) = 0 に代

入すると次を得る．

G5

(
x2

1 + 2x2
2 − 2x1x3 + x2

3

3x2
, x1, x2, x3

)

= − 4(x2 − x3)2(x1 − 2x2 − x3)2(x1 + 2x2 − x3)4

9x3
2

このことは E ∩ ∂Xs0
4 ⊂ C1 ∪ L1 ∪ L2 であることを意味する．前項のよ

うな P3
R/S4 の基本領域 As ⊂ P3

R を取り，Φs0
4 の定義域を制限して ϕ :=

Φs0
4 |As

: As −→ Xs0
4 とする．すると，ϕ−1(C1) ⊂ ∂As, ϕ−1(L1) ⊂ ∂As,

ϕ−1(L2) ⊂ ∂As である．このときは，∂Xs0
4 と E は C1, L1 あるいは L2

において交わらないことを意味する．Xs0
4 ∩ Int(Y ) 6= φ なので，Xs0

4 ⊂ Y

であることがわかる．C1 ∪ {P2} ⊂ Xs0
4 であることに注意する．C1 ∪ {P2}

の凸包は Y であるので，Y は Xs0
4 の凸包である．
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∆i(Xs0
4 ) を求めるのは易しくないが，∆i(Y ) を求めるのは簡単であり，

この問題では ∆i(Y ) のほうを利用して Ps0
4,4 を決定すればよい．つまり，

∂Ps0
4,4 = ∪{

E(D)
∣∣ D ∈ ∆i(Y ) (0 5 i 5 3)

}

である．

補題 6.9.9. ∆2(Y ) = {E0, E1}, ∆1(Y ) = {C1}, ∆0(Y ) = {P2} であ
る．ここで，E1, E2 は以下の半代数曲面である．

E0 :=
{
(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3

R
∣∣ G2(x0, x1, x2, x3) = 0, (x2 − x3)/x0 > 0

}

E1 :=
{
(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3

R
∣∣ G2(x0, x1, x2, x3) < 0, x2 = x3

}

証明. Y は C1 を底とし P2 を頂点とする錐体の表面であった．

E1 は平面上の領域であるので E(E1) は Ps0
4,4 の面成分ではない．E =

Zar(E0) は線織面であるので，E(E2) も面成分ではない．したがって，次

が得られた．

補題 6.9.10. ∂Ps0
4,4 = E(C1) ∪ E(P2).

E(C1) を求めよう．点 Pt := Φs0
4 (t : 1 : 1 : 1) ∈ C1 における E の接平

面は

TE,Pt
:= {(x0 : · · · : x3) ∈ P3

R
∣∣ 3x0−2(t+1)(x1−x3)+(t2+2t−1)x2 = 0

}

である．次に，点 Pt における端元を求める．
gt(a0, a1, a2, a3) := 3s0 − 2(t + 1)(s1 − s3) + (t2 + 2t− 1)s2,

g∞(a0, a1, a2, a3) := s2

とおく．gt ∈ Zar(Ls0
(t:1:1:1)) である．Φs0

4 (−1 : −1 : 1 : 1) = P2 なので

gt(−1,−1, 1, 1) = 0である．g1 に対応する平面 3x0− 4x1 + 2x2 + 4x3 = 0

は，L1 において ∂Xs0
4 に接する．よって，任意の t ∈ P1

R に対して g1(t :

t : 1 : 1) = 0 である．g−3 に対応する平面 3x0 + 4x1 + 2x2 − 4x3 = 0

は，L2 において Xs0
4 に接する．よって，a0 + a1 + a2 + a3 = 0 のとき

g−3(a0 : a1 : a2 : a3) = 0 である．任意の P ∈ C1 に対して dimLs0
P 5 2

であるので，次の補題が得られる．
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補題 6.9.11. Ps0
4,4 対して以下が成り立つ．
Ls0

(t:1:1:1) = R+ · gt + R+ · (s2 − s3)

E(C1) =
⋃

t∈P1R

Ls0
(t:1:1:1)

また，f = s0 + ps1 + qs2 + rs3 ∈ H̆s0
4,4 と表示するとき E(C1) is の判別

式は

disc1(p, q, r) := −9p2 + 12p + 12q + 12r + 8

である．よって，E(C1) は以下のように表せる．

E(C1) =

{
3∑

i=0

pisi ∈ Hs0
4,4

∣∣∣∣∣ p2
0 disc1

(
p1

p0
,
p2

p0
,
p3

p0

)
= 0

}

証明. モニックな f ∈ Ls0
(t:1:1:1) は以下の形に書ける．

f = s0 − 2(t + 1)
3

(s1 − s3) +
t2 + 2t− 1

3
s2 + α(s2 − s3)

p = −2(t + 1)/3, q = α + (t2 + 2t− 1)/3, r = −α + 2(t + 1)/3から tと α

を消去すると disc1(p, q, r) = 0が得られる．

定理 6.9.5 の証明. E(0 : −1 : 0 : −1) は
{
gt

∣∣ t ∈ P1
R
}
で生成さ

れる閉凸錐である．f = p0s0 + p1s1 + p2s2 + p3s3 ∈ E(P2) を取る．

Zar(E(0 : −1 : 0 : −1)) は p1 + p3 = 0 で定まる平面である．よって，

E(P2) =

{
3∑

i=0

pisi ∈ Hs0
4,4

∣∣∣∣∣ p1 + p3 = 0, −9p2
1 + 12p0p2 + 8p2

0 = 0

}

である．したがって，Ps0
4,4 の端元は，gt (t ∈ P1

R) または s2 − s3 の正の定

数倍である．

f = s0 + ps1 + qs2 + rs3 ∈ Hs0
4,4 とモニックな非斉次形に表すとき，任

意の a ∈ P3
R に対し f(a) = 0 となるための必要十分条件は，p + r = 0 か

つ −9p2 + 12p + 12q + 12r + 8 = 0 である．

6.9.3. Ps0+
4,4 の構造

Ps0+
4,4 := P(P+, Hs0

4,4) の構造を考察する．前項と同じ記号を用いる．本

項の主定理は次の定理である．
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定理 6.9.12. Hs0
4,4 内のモニック多項式

f = S4 + pT3,1 + qS2,2 + rT2,1,1 − (4 + 12p + 6q + 12r)U ∈ Hs0
4,4

について，任意の a0 = 0, a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0に対して f(a0, a1, a2, a3) =
0が成り立つための必要十分条件は，以下の「(1)または (2)」かつ「(3)ま

たは (4)」が成り立つことである．

(1) p 5 −4 かつ p2 5 4q − 8.

(2) p = −4 かつ 2p + q + 2 = 0.

(3) p 5 −2/3 かつ 9p2 5 12p + 12q + 12r + 8.

(4) p = −2/3 かつ 3q + 3r = 1.

また，Ps0+
4,4 の端元は，fab

t (0 5 t 5 5), fct (t = 5), S2,2 + 6U − T2,1,1,

T3,1 − 2S2,2, または T2,1,1 − 12U の正の定数倍である．ここで，

fab
t (a0, a1, a2, a3) := 3S4 − 2(t + 1)T3,1 + 2(2t− 1)S2,2

+ (t2 + 3)T2,1,1 − 12(t2 + 1)U

fct(a0, a1, a2, a3) := 9S4 − 6(t + 1)T3,1 + (t2 + 2t + 19)S2,2

+ 2(t2 + 5t− 8)T2,1,1 − 6(5t2 + 10t− 19)U

である．

この定理の証明は本項の最後で完結する．A := P3
+ の座標系を (a0 : a1 :

a2 : a3)とし，Xs0+
4 := Φs0

4 (P3
+)とおく．実は，Xs0+

4 の構造は結構複雑で

記述も繁雑になる．ただ，幸いにも最終的な結果は上の定理のように簡明

になる．Hs0
4,4 の基底 s0, s1, s2, s3 は前項と同じとする．∆(Xs0+

4 ) を記述

するために，

P3 := (1 : 2 : 1 : 1) = Φs0
4 (0 : 1 : 1 : 1)

P4 := (2 : 2 : 1 : 0) = Φs0
4 (0 : 0 : 1 : 1)

P5 := (1 : 0 : 0 : 0) = Φs0
4 (0 : 0 : 0 : 1)

C1 :=
{
Φs0

4 (t, 1, 1, 1)
∣∣ t > 0

}

C3 :=
{
Φs0

4 (0, t, 1, 1)
∣∣ 0 < t < 1 or t > 1

}

C4 :=
{
Φs0

4 (0, 0, t, 1)
∣∣ 0 < t < 1

}

(PiPj) :=
{
tPi + (1− t)Pj

∣∣ 0 < t < 1
}
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とおく．添え字は 6.9.1項の記号に対応している．さらに，C1 を 0 < t < 1,

1 < t < 5, 5 < t の 3つの開区間に分割して順に Ca
1 , Cb

1, Cc
1 と書く．また，

Cab
1 = Ca

1 ∪ {Φs0
4 (1 : 1 : 1 : 1)} ∪ Cb

1 とおく．一般に (PQ) は開線分 PQ

を表し，閉線分は [PQ] = (PQ)∪ {P , Q}で表す．単に PQ と書いたら直

線 PQ を表すものとする．

補題 6.9.13. 上で定義した C1, C3, C4 に対して以下が成り立つ．

(1) Zar(C1)は平面 V (x2−x3) 上で以下の方程式で定まる 2次曲線である．

x2
1 − 2x1x2 − 3x0x2 + 3x2

2 = 0

特に，Zar(C1)は非特異である．また，C1の端点は Φs0
4 (0 : 1 : 1 : 1) = P3

と Φs0
4 (∞ : 1 : 1 : 1) = P5 である．

(2) Zar(C3)の特異点は Φs0
4 (0, 1, 1, 1) = P3 のみである．また，C3 の端点

は Φs0
4 (0 : 0 : 1 : 1) = P4 と Φs0

4 (0 : ∞ : 1 : 1) = P5 である．

(3) Zar(C4) は平面 V (x3) 上で以下の方程式で定まる 2 次曲線である．

x2
1 − 2x2

2 − x0x2 = 0

また，C4 の端点は Φs0
4 (0 : 0 : 1 : 1) = P4 と Φs0

4 (0 : 0 : 1 : 0) = P5 で

ある．

証明. Ci の定義から消去法を実行すればすぐわかる．

補題 6.9.14. 今までの記号に加えて，

G3(x0, x1, x2, x3) := (x1 + x3)2 − (x2 + 2x3)(x0 + 2x2)

G4(x0, x1, x2, x3) := (x1 − 2x3)2 − (x0 − x3)2 + (x0 − 2x2 + x3)2

D :=
{
x ∈ P3

R
∣∣ G3(x) = 0 and G4(x) 5 0

}

とおく．すると ∂Xs0+
4 ⊂ D ∪ V (G5) である．

証明. 以下の半代数曲面を考える．

D1 :=
{
Φs0

4 (a : b : 1 : 1)
∣∣ a, b ∈ R ∪ {∞}}

D∞ :=
{
Φs0

4 (0 : a : b : 1)
∣∣ 0 5 a 5 b 5 1

}
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とおく．D1 ⊂ V (G5)である．G3(Φ(0 : a : b : 1)) = 0なので，D∞ ⊂ V (G3)

である．

G4(Φ(0, a, b, c)) = −3(a− b)2(a− c)2(b− c)2(a + b + c)2 5 0

であるので，D1 ⊂ D である．第 1 項のような基本領域 A+
s を取る．

Φs0
4 : Int(A+

s ) −→ Int(Xs0+
4 ) は同型写像であるので，

∂Xs0+
4 = Φs0

4 (∂A+
s ) = D1 ∪D∞ ⊂ D ∪ V (G5)

であることがわかる．

補題 6.9.15. 実数 0 5 u 5 1 に対して Ru := Φs0
4 (0 : 0 : u : 1) ∈ C4 と

おく．さらに，

P6 := Φs0
4 (5 : 1 : 1 : 1) = (38 : 21 : 3 : 3)

t1(u) := (3u2 − u + 3)/u

F4 :=
⋃

0<u<1

(Q(t1(u))Ru)

f4(x0, x1, x2, x3) := 3x0x2 − 3x2
1 + 6x2

2 + 6x0x3 + 6x1x3 + 4x2x3 − 19x2
3

とおく．このとき以下が成り立つ．

(1) F4 ⊂ V (f4).

(2) V (f4) は点 P7 := (20 : 3 : −6 : 3) を頂点とする 2 次曲線の上の錐で

ある．

(3) x ∈ Xs0+
4 ならば f4(x) = 0 である．

(4) F4 は 2 次曲面 V (f4) 上の半代数的集合で，∂F4 = C4 ∪ Cc
1 ∪ [P4P6]

である．

(5) V (f4) ∩Xs0+
4 = C1 ∪ C4 ∪ {P3, P4, P5}.

証明. (1) と (2) は次の関係式と，3 点 Q(t1(u)), Ru, P7 が同一直線上

にあることからわかる．

f4

(
Φs0

4 (t, 1, 1, 1) + vP7

)
= 0, f4

(
Φs0

4 (0, 0, u, 1) + vP7

)
= 0

(3) 今，
g(a0, a1, a2, a3) := 2a2(3a0 + a3)(a0 − a1)2(a0 − a2)2(a1 − a3)2

+
20
3

a2
3(a0 − a1)2(a0 − a2)2(a1 − a2)2.
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とおくと，f4(s0, s1, s2, s3) =
∑

σ∈S4

g(aσ(0), aσ(1), aσ(2), aσ(3)) = 0 である．

(4) と (5) は上の事実から導かれる．

補題 6.9.16. t = 0 に対して Q(t) := Φs0
4 (t : 1 : 1 : 1) ∈ C1 とおく．さ

らに，

(Q(t)P4) :=
{
uQ(t) + (1− u)P4 ∈ P3

R
∣∣ 0 < u < 1

}

F a
5 :=

⋃
0<t<1

(Q(t)P4) F b
5 :=

⋃
1<t<5

(Q(t)P4) F5 := F a
5 ∪ (P1P4) ∪ F b

5

f5(x0, x1, x2, x3) := 3x0x3 − x2
1 + 4x1x2 − 4x2

2 − 2x1x3 − 2x2x3 + 3x2
3

とおく．このとき以下が成り立つ．

(1) F5 ⊂ V (f5).

(2) (P1P4) ⊂ ∂Xs0+
4 .

(3) 任意の t ∈ [0, 1) ∪ (1, 5] に対して Q(t)P4 ∩ ∂Xs0+
4 = φ.

(4) F a
5 ∩Xs0+

4 = φ.

(5) F b
5 ∩Xs0+

4 = φ.

(6) ∂F5 = Cab
1 ∪ [Q(0)P4] ∪ [Q(5)P4].

証明. (1) は f5

(
vQ(t) + (1− v)P4

)
= 0 からわかる．

(2) (P1P4) =
{
Φs0

4 (v : v : 1 : 1)
∣∣ 0 < v < 1

}
なので，(P1P2) ⊂ ∂Xs0+

4

である．

(3) V (f2)は P4 を頂点とし 2次曲線を底とする錐である．また，開線

分 (Q(t)P4) は 2次曲面 V (f2) 上にある．数式処理ソフトで計算すると

G5

(
vQ(t) + (1− v)P4

)
= −(t− 1)6(1− v)2v2

(
vα(t) + 16(9− t)(3 + 5t)

)

が得られる．ここで α(t) := 243 − 402t − 1603t2 − 252t3 + 1101t4 −
114t5 + 3t6 である．β(t) := −16(9 − t)(3 + 5t)/α(t) とおく．1 − β(t) =

3(t− 1)2(t2 − 18t− 15)2

α(t)
なので，α(t) > 0かつ 0 5 t 5 5ならば β(t) = 1

であり，α(t) < 0かつ 0 5 t 5 5ならば β(t) 5 0である．これより，t ∈ [0,

1) ∪ (1, 5] ならば (Q(t)P4) ∩ V (G5) = φ である．

G3

(
vQ(t) + (1− v)P4

)
= −(1− t)3v((9− t) + v(−9− 35t + 36t2))
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なので，開線分 (Q(t)P4)と V (G4)は v = (t− 9)/(36t2 − 35t− 9) のとき

交わる．この交点を Q′t とおく．また，v0(t) := (t− 9)/(36t2 − 35t− 9),

f(v, t) := G4

(
vQ(t) + (1− v)P4

)
= t(1− t)3v(4(1− v) + 9tv(1− t))

とおく．すると，

f
(
t, v0(t)

)
=

9(25− t)(9− t)(1− t)4t2

(36t2 − 35t− 9)2
> 0

であるので，t ∈ [0, 1) ∪ (1, 5] のとき Q′t /∈ D であることがわかる．した

がって，Q(t)P4 ∩ ∂Xs0+
4 = φ である．

(4) (2)より F a
5 ∩Xs0+

4 = φまたは F a
5 ⊂ Xs0+

4 である．0 < t < 1のと

き 0 < v0(t) < 1, Q′t ∈ (Q(t)P4)である．Q′t /∈ Xs0+
4 なので F a

5 ∩Xs0+
4 = φ

である．

(5) 前補題より (Q(5)P4) ∩Xs0+
4 = φであるので．F b

5 ∩Xs0+
4 = φで

ある．

(6) は自明．

補題 6.9.17. Y + は Xs0+
4 ⊂ P3

+ の凸包とする．このとき，∆0(Y +) ={
P3, P4, P5}, ∆1(Y +) =

{
C1, C4, (P3P4), (P4P5), (P5P3)}, ∆2(Y +) ={

F1,. . ., F5} である．ここで，F1, F2, F3 は以下のように定義される．

(1) F1 は平面 V (x3) 上で線分 [P4P5] と弧 C4 で囲まれる半代数的開集合

である．また，Y + は x3 = 0 で定まる半空間に含まれる．

(2) F2 は平面 V (x2 − x3) 上で線分 [P3P5] と弧 C1 で囲まれる半代数的

開集合である．また，Y + は x2 = x3 で定まる半空間に含まれる．

(3) F3 は平面 V (x1 − 2x2) 上で 3本の線分 [P3P4], [P4P5], [P5P3]で囲ま

れる三角形の内部である．また，Y + は x1 = 2x2 で定まる半空間に

含まれる．

証明. 任意の a ∈ P3
+ に対し s3(a) = 0 であり，P4, P5 ∈ Y + ∩ V (x3)

なので，Y + のいずれかの面成分 (それを F ′1 とおく)は Zar(F ′1) = V (x3)

を満たす．任意の a ∈ P3
R に対して s2(a) = s3(a) であり，P3, P5 ∈

Y + ∩ V (x2 − x3) であるのｔ Y + のいずれかの面成分 (それを F ′2 とおく)
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は Zar(F ′2) = V (x2 − x3) を満たす．a = (a0, a1, a2, a3) ∈ P3
+ に対し，

s1(a)− 2s2(a) =
∑

i<j

aiaj(ai − aj)2 = 0

である．また，P3, P4, P5 ∈ Y + ∩ V (x1 − 2x2) である．したがって，Y +

のいずれかの面成分 (それを F ′3 とおく)は Zar(F ′3) = V (x1 − 2x2) を満た

す．V (x1 − 2x2) ∩ V (x3) = P4P5, V (x1 − 2x2) ∩ V (x2 − x3) = P3P5 であ

ることに注意しよう．前補題より，F ′3 = F3 でなければならない．すると，

F ′2 = F2, F ′1 = F1 もわかる．

∆(Y +) は 13 個の元から成るが，その 13 個の D ∈ ∆(Y +) に対して

E(D)を求める必要がある．以下，その作業が延々と続く．まず，F4 と F5

の端元を調べる．

補題 6.9.18. a = (a0 : a1 : a2 : a3) ∈ P3
+ に対して

fab
t (a) := 3s0(a)− 2(t + 1)s1(a) + 2(2t− 1)s2(a) + (t2 + 3)s3(a)

fct(a) := 9s0(a)− 6(t + 1)s1(a)

+ (t2 + 2t + 19)s2(a) + 2(t2 + 5t− 8)s3(a)

gc
u(a) := 3u2s0(a)− 6u(u2 + 1)s1(a)

+ 3(u4 + 4u2 + 1)s2(a) + 2(3u4 + 3u3 + 2u2 + 3u + 3)s3(a)

とおく．このとき，以下が成り立つ．

(1) 0 5 t 5 5, a ∈ P3
+ に対し fab

t (a) = 0 である．

(2) t = 5, a ∈ P3
+ に対し fct(a) = 0 である．

(3) 0 5 u 5 1, a ∈ P3
+ に対し gc

u(a) = 0 である．

(4) t1(u) := (3u2− u + 3)/uとおく．すると 3gc
u(a) = u2fct1(u)(a)である．

(5) fab
t (t, 1, 1, 1) = 0, fab

t (0, 0, 1, 1) = 0, fct(t, 1, 1, 1) = 0, gc
u(0, 0, u, 1) = 0

が成り立つ．

証明. (1), (2), (3) 公式 6.2.20のアルゴリズムで計算すると，

TZar(F5),Q(t) = R+ · fab
t (0 5 t 5 5 のとき)

TZar(F4),Q(t) = R+ · fct (t = 5 のとき)

TZar(F4),Ru
= R+ · gc

u (0 5 u 5 1 のとき)
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が得られる．

(4), (5) は直接計算するだけ．

fct = 3fab
t + (t− 5)2(s2 − s3), fc5 = 3fab

5 = 3(3s0 − 12s1 + 18s2 + 28s3)

という関係式があることに注意する．上の議論から，

E(F1) = R+ · s3, E(F2) = R+ · (s2 − s3), E(F3) = R+ · (s1 − 2s2)

であることがわかる．E(F4) =
⋃

0<t<5

Ls0+
(t:1:1:1), E(F5) =

⋃
t>5

Ls0+
(t:1:1:1) であ

るので，次の補題が得られる．

補題 6.9.19. 0 < t 5 5 のとき，P = Φs0
4 (t : 1 : 1 : 1) ∈ C1 とおけば，

Ls0+
(t:1:1:1) = R+ · fab

t + R+ · (s2 − s3)

である．また，t = 5 のときは，

Ls0+
(t:1:1:1) = R+ · fct + R+ · (s2 − s3)

である．

証明. t > 0 に対して P = Φs0
4 (t : 1 : 1 : 1) ∈ C1 とおく．t = 5 のとき

は F2 と F4 は点 P で接する．よって，Ls0+
(t:1:1:1) = R+ · fct +R+ · (s2 − s3)

である．0 < t 5 5 のときは，F2 と F5 が点 P で接する．よって，

Ls0+
(t:1:1:1) = R+ · fab

t + R+ · (s2 − s3) である．

注意 6.9.20. (1) 0 < t < 1 または 1 < t のとき，Ls0
(t:1:1:1) $ Ls0+

(t:1:1:1)

である．

(2) ∆2(Y +) の 5 個の元 Fi (i = 1,. . ., 5)に対しては，どの E(Fi) も

Ps0+
4,4 の面成分ではないことがわかった．

補題 6.9.21. ∆1(Y +) の 5個の元については以下が成り立つ．

(1) E
(
(P4P5)

)
= R+ · (s1 − 2s2) +R+ · s3 であり，これは Ps0+

4,4 の面成分

ではない．

(2) E
(
(P3P5)

)
= R+ · (s2 − s3) + R+ · s3 であり，これは Ps0+

4,4 の面成分

ではない．
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(3) E
(
(P3P4)

)
= R+ · fab

0 + R+ · (s1 − 2s2) であり，これは Ps0+
4,4 の面成

分ではない．

(4) E(C4) = R+ · s3 +
⋃

05u51

R+ · gc
u であり．これは Ps0+

4,4 の面成分であ

る．f = s0 + ps1 + qs2 + rs2 ∈ H̆s0
4,4 と表示するとき E(C4) の判別式

は以下の通りである．

discC4(p, q, r) := −p2 + 4q − 8, (p 5 −4)

(5) E(C1) = R+ · (s2−s3)+


 ⋃

05t55

R+ · fab
t ∪

⋃

55t5∞
R+ · fct


であり，こ

れは Ps0+
4,4 の面成分である．E(C1) の判別式は以下の通りである．

discC1(p, q, r) := −9p2 + 12p + 12q + 12r + 8, (p 5 −2/3)

証明. (1) F1 と F3 は開線分 (P4P5) で接するので，E
(
(P4P5)

)
=

R+ · (s1 − 2s2) + R+ · s3 である．

(2), (3) も (1) と同様にしてわかる．

(4) 前補題より，E(C4) = R+ · s3 +
⋃

05u51

R+ · gc
u がわかる．

p = −6u(u2 + 1)/(3u2), q = (u4 + 4u2 + 1)/u2,

r = 2(3u4 + 3u3 + 2u2 + 3u + 3)/(3u2) + v

から u, v を消去すると discC4(p, q, r) = 0が得られる．ここで，0 < u 5 1

のとき p = −6u(u2 + 1)/(3u2) 5 −4 である．

(5) も (4) と同様にして証明できる．

補題 6.9.22. ∆0(Y +) の 3 個の元については以下が成り立つ．

(1) E(P5) = R+ · (s2− s3)+R+ · (s1−2s2)+R+ · s3 であり，これは Ps0+
4,4

の面成分であり，無限遠平面上にある．

(2) E(P3) = R+ · fab
0 + R+ · (s2 − s3) + R+ · (s1 − 2s2) であり，これは

Ps0+
4,4 の面成分で，平面 V (2p + q + r + 1) 上の領域である．
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(3) E(P4) = R+ · (s1−2s2)+R+ · s3 +
⋃

05t55

R+ · fab
t であり．これは Ps0+

4,4

の面成分で，平面 V (2p + q + 2) 上の領域である．

証明. 簡単に証明できる．

結局 ∆(Y +) の元 D の中で E(D) が Ps0+
4,4 の面成分になるものは，

D = C1, C4, P3, P4, P5 の 5個であり，

∂Ps0+
4,4 = E(C1) ∪ E(C4) ∪ E(P3) ∪ E(P4) ∪ E(P5)

であることがわかった．

補題 6.9.23. t = 5, 0 5 u 5 1 のとき，fct と gc
u は E(F4) に属する

Ps0+
4,4 の単元である．0 5 t 5 5 のとき fab

t は E(F5) に属する Ss0+
4,4 の単元

である．また，s2 − s3, s1 − 2s2, s3 も Ps0+
4,4 の単元である．Ps0+

4,4 の単元

は，以上に述べた 5 種類の正の定数倍以外には存在しない．

証明. ここまでに述べた通りである．

定理 6.9.12の証明は，ちょっと議論の流れが分かりにくかったかもし

れないが，以上で完了している．

6.10. SOS問題

6.10.1. 定理 1.3.10の証明

n, d ∈ N に対し，
Pn,2d := P(Pn−1

R ,Hn,2d)

Σn,2d :=

{
r∑

i=1

g2
i

∣∣∣∣∣ r ∈ N. g1,. . ., gr ∈ Hn,d

}

とおく．Σn,2d も閉凸錐であって，Σn,2d ⊂ Pn,2d である．定理 1.3.10は以

下のように言い替えられる．

定理 6.10.1. Σn,2d = Pn,2d が成り立つための必要十分条件は，n 5 2 ま

たは d = 1 または (n, d) = (3, 2) である．
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証明は長いので，段階を分けて行う．以下，f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn)

について，任意の a1,. . ., xn ∈ R に対して f(a1, . . . , an) = g(a1, . . . , an)

が成り立つとき，単に f = g と書く．f > g も同様．また，

命題 6.10.2. 任意の n ∈ N に対して Σn,2 = Pn,2 である．

証明. 初歩的な 2次形式の定理であるが，一応証明を書いておく．

勝手な f ∈ Pn,2 を取る．f ∈ Σn,2 を示せばよい．

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj

(aij ∈ R)とおく．必要なら (aij + aji)/2 を新たな aij とおくことにより，

aji = aij が成り立つと仮定してよい．aij を (i, j)-成分とする n 次正方

行列を A とする．A は対称行列なので，ある実直行行列 P により対角化

できる．x1,. . ., xn を縦に並べた列ベクトルに左から P−1 を掛けてでき

る x1,. . ., xn の 1 次式を上から順に y1,. . ., yn とする．P−1AP の対角成

分を左上から順に b1,. . ., bn とすると，f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

biy
2
i である．

f ∈ Pn,2 だから bi = 0 (i = 1,. . ., n)である．そこで，gi =
√

bi yi とおけ

ば，f = g2
1 + · · ·+ g2

n である．

命題 6.10.3. n 5 2 ならば，任意の d ∈ N に対して Σn,2d = Pn,2d で

ある．

証明. Σ1,2d = P1,2d =
{
ax2d

1

∣∣ a = 0
}
は自明なので，n = 2 場合を考

える．

勝手な f ∈ P2,2d を取る．f ∈ Σ2,2d を示せばよい．dに関する帰納法

で証明する．d = 1 の場合は前命題．d = 2 とする．

(1) f(a, 1) = 0 を満たす a ∈ Rが存在する場合．
f(x, 1) = (x − a)rg1(x) (g1(a) 6= 0)と書ける．もし r が奇数だと

x = a の前後で f(x, 1) の符号が変わるから r は偶数で r = 2m と書ける．

g(x, y) = y2d−2mg1(x/y)とおくと g(x, y) ∈ P2,2d−2m である．帰納法の仮
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定から，g(x, y) ∈ Σ2,d−m で g = h2
1 + · · ·+ h2

r と書ける．よって，

f(x, y) =
r∑

i=1

(
(x− ay)mhi(x, y)

)2 ∈ Σ2,2d

である．

(2) f(a, 1) = 0 を満たす a ∈ Rが存在しない場合．
すると，任意の x ∈ Rに対して f(x, 1) > 0である．f(x, 1)は多項式

だから ε := min
x∈R

f(x, 1)が存在し，ε > 0である．f1(x, y) = f(x, y)− εy2d

とおくと，f1(x, y) ∈ P2,2d である．min
x∈R

f1(x, 1) = 0 だから，f1(a, 1) = 0

を満たす a ∈ Rが存在する．(1)の結果から f1 = h2
1 + · · ·+ h2

r と書ける．

f =
(√

ε yd
)2 + h2

1 + · · ·+ h2
r である．

補題 6.10.4. (Choi-Lam) f(x, y, z) ∈ P3,4 とする．すると，ある 0 6=
g(x, y, z) ∈ H3,2 で，f(x, y, z) − g(x, y, z)2 ∈ P3,4 を満たすものが存在

する．

証明. もし，f(x, y, z) が 2 変数以下の関数ならば前命題の場合だから，

f(x, y, z) には x, y, z がすべて現れると仮定する．

V (f) :=
{
(a : b : c) ∈ P2

R
∣∣ f(a, b, c) = 0

}
とおく．

(1) V (f) = φ の場合．

h(x, y, z) :=
f(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)2
はコンパクト集合 P2

R 上の R-値連続関

数なので，P2
R 上で最小値 ε を取る．h(x, y, z) は P2

R 上で零点を持たない

ので，ε > 0である．そこで，g(x, y, z) =
√

ε(x2 + y2 + z2)とおけばよい．

(2) V (f) = {P} (1点) の場合．

適当に P2
Rの射影変換 (座標変換)を行うことにより P = (1 : 0 : 0)である

と仮定してよい．もし f が x4 の項 ax4 (a 6= 0)を持つと，0 = f(1, 0, 0) = a

となって矛盾するから，degx f(x, y, z) 5 3である．もし，f が (ay + bz)x3

という項を持つと，適当に y, z を固定して x → ±∞ とすると，f は

正にも負にもなり得る．degx f = 1 の場合も同様に排除できる．よって
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degx f(x, y, z) = 2 である．そこで，

f(x, y, z) = x2h1(y, z) + 2xh2(y, z) + h3(y, z) 1©

とおく．変形すると

fh1 = (xh1 + h2)2 + (h1h3 − h2
2) 2©

である． 1©の判別式を D(y, z) := h2(y, z)2 − h1(y, z)h3(y, z) とおく．(y,

z) を固定して fh1 を x の 2次関数と考えたとき，f = 0 なので， 1© , 2©
より，h1 = 0, h3 = 0, D 5 0 でなければならない．

(2-1) (y, z) 6= (0, 0) =⇒ h1(y, z) 6= 0 の場合．

(y, z) 6= (0, 0) を固定したとき，任意の x ∈ R に対し f(x, y, z) > 0

なので，D < 0 である．h(y, z) := −D(y, z)/h1(y, z)3 はコンパクト集合

P1
R の実数値連続関数だから，その最小値を ε とおくと，

ε > 0で，h1h3−h2
2 = εh3

1が成り立つ．すると，fh1 = (xh1)2+(h1h3−
h2

2) = εh3
1 であるので，f = εh2

1 となる．そこで，g(x, y, z) =
√

εh1(y, z)

とおけばよい．

り，結論を得る．

(2-2) ある (y, z) 6= (0, 0) に対し h1(y, z) = 0 となる場合．

h1 は 2 次式だから，h1(y, z) = (c1y + c2z)2 (∃c1, c2 ∈ R) と書け

る．(c1y + c2z)2h3(y, z) − h2(y, z)2 = −D = 0 より，(y, z) に (c2,−c1)

を代入すると，−h2(c2,−c1)2 = 0 となり，h2(c2,−c1) = 0 が得られ，

h2(y, z) = (c1y + c2z)h4(y, z) (h4(y, z) はある 2 次斉次多項式)と書ける．

すると， 2©と D 5 0 より，

(c1y + c2z)2f = fh1 = (xh1 + h2)2 = (c1y + c2z)2(x(c1y + c2z) + h4)2

となる．そこで，g(x, y, z) = x(c1y + c2z) + h4 とおけばよい．

(3) V (f)が 2点以上を含むの場合．

適当に P2
R の射影変換 (座標変換)を行うことにより (1 : 0 : 0),

(0 : 1 : 0) ∈ V (f) であると仮定してよい．すると，(2)と同様な議論

で degx f(x, y, z) = 0, degy f(x, y, z) = 0 となる． 1©のように表すと
き，degy h2(y, z) = 2, deg h2(y, z) = 3 だから h2(y, z) は z で割り切れ，
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degy h3(y, z) = 2, deg h3(y, z) = 4だから h3(y, z)は z2 で割り切れる．そ

こで，

f(x, y, z) = x2h1(y, z) + 2xzh5(y, z) + z2h6(y, z) 3©
と表す．これを変形すると，

f(x, y, z)h1(y, z) = (xh1 + zh5)2 + z2(h1h6 − h2
5) 4©

となる．ここで，h1, h5, h6 は 2次斉次多項式で，h1h6 − h5 = 0 である．

もし，ある (y, z) 6= (0, 0) に対し h1(y, z) = 0 となる場合は，(2-2)

と同様にして証明できる．もし，ある (y, z) 6= (0, 0) に対し h6(y, z) = 0

となる場合は，fh5 = (zh5 + zh4)2 + x2(h1h6 − h2
5) と変形して考えれば，

やはり (2-2)と同様にして証明できる．

残ったのは，任意の (y, z) 6= (0, 0)に対し h1(y, z) > 0かつ h6(y, z) > 0

が成り立つ場合である．D2(y, z) := h1(y, z)h6(y, z)− h5(y, z)2 とおく．

(3-1) D2(b, c) = 0, (b, c) 6= (0, 0) を満たす b, c ∈ Rが存在する場合．
a := −h5(b, c)/h6(b, c), h7(y, z) := h1(y, z) + 2ah5(y, z) + a2h6(y, z)

とおき，

f2(x, y, z) := f2(x + az, y, z)

= x2h1(y, z) + 2xz
(
h5(y, z) + ah1(y, z)

)
+ z2h7(y, z)

とおく．h7(b, c) = 0 だから，上に述べた場合に帰着される．

(3-2) 任意の (y, z) 6= (0, 0) に対して D2(y, z) 6= 0 の場合．

任意の (y, z) 6= (0, 0)に対して D2(y, z) > 0で，D2(y, z)は 4 次斉次

多項式である．
D2(y, z)

(y2 + z2)h1(y, z)
の P1

R における最小値を ε > 0とおけば，

fh1 = z2D2 = εz2(y2 + z2)h1

だから，f = εz2(y2 + z2) = εz4 が得られる．そこで，g(x, y, z) =
√

εz2

とおけばよい．

定理 6.10.5. P3,4 = Σ3,4 である．

証明. 勝手な 0 6= f ∈ P3,4 を取る．f ∈ Σ3,4 を示せばよい．H3,4 は有限

次元ベクトル空間なので，有限個の P3,4 の端元 f1,. . ., fr をうまく選んで
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f = f1 + · · ·+ fr と書ける．fi ∈ Σ3,4 (∀i = 1,. . ., n)を示せば，f ∈ Σ3,4

も示される．そこで，f は最初から P3,4 の端元であると仮定してよい．

前補題より，ある 0 6= g ∈ H3,2 で，f − g2 ∈ P3,4 を満たすものが存

在する．h = f − g2 とおく．f = g2 + h, g2, h ∈ P3,4 で，f は P3,4 の端

元なので，ある 0 5 a 5 1 が存在して，g2 = af , h = (1− a)f と書ける．

g 6= 0 だから a 6= 0 で，a > 0 である．すると f =
(
g/
√

a
)2 ∈ Σ3,4 とな

る．

上の証明からわかるように，Σn,2d の単元 f は，ある g ∈ Hn,d によ

り f = g2 と書ける．しかし，g2 という形の元が Σn,2d の端元になるとは

限らない．例えは，(x2 + y2)2 = x4 + 2x2y2 + y4 は Σ2,4 の端元ではない．

命題 6.10.6. (Choi-Lam) 「n = 4 かつ d = 2」または「n = 3 かつ

d = 6」ならば Pn,2d 6= Σn,2 である．

証明. (1) P4,4 6= Σ4,4 を示す．x = x1, y = x2, z = x3, w = x4 とし，

f(x, y, z, w) := w4 + x2y2 + y2z2 + z2x2 − 4xwz

を考える．n = 4とする．AM-GM不等式より f ∈ Pn,4 である．f /∈ Σn,4

を示そう．f = f2
1 + · · · + f2

r と書けたと仮定する．f は x4, y4, z4 の

項を含まないから，f1,. . ., fr は x2, y2, z2 の項を含まない．f は x2w2,

y2w2, z2w2 の項を含まないから，f1,. . ., fr は xw, yw, zw の項を含まな

い．よって，

fi = ci1xy + ci2yz + ci3xz + ci4w
2 (∃cij ∈ R)

と書ける．よって，f2
i は xyzw の項を持たない．これは矛盾である．

(2) n = 4, d = 2 のときは，上の f を用いると，x2d−4f ∈ Pn,d,

x2d−4f /∈ Σn,d となる．

(3) P3,6 6= Σ3,6 を示す．

g(x, y, z) := z6 + x4y2 + x2y4 − 3x2y2z2

を考える．AM-GM 不等式より g ∈ P3,6 である．g /∈ Σ3,6 を示そう．

g = g2
1 + · · · + g2

r と書けたと仮定する．g は x6, y6 の項を含まないから，
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g1,. . ., gr は x3, y3 の項を含まない．g は x4z2, y4z2 の項を含まないから，

g1,. . ., gr は x2z, y2z の項を含まない．さらに，g は x2z4, y2z4 の項を含

まないから，g1,. . ., gr は xz2, yz2 の項を含まない．よって，

gi = ci,1xy2 + ci,2x
2y + ci,3z

2 + ci,4xyz (∃ci,j ∈ R)

と書ける．g = g2
1 + · · · + g2

r の両辺の x2y2z2 の係数を比較すると，

−3 = c2
1,4 + c2

2,4 + · · ·+ cr,4 = 4 となり矛盾する．

(4) n = 3, d = 3 のときは，上の g を用いると，x2d−6g ∈ Pn,d,

x2d−6g /∈ Σn,d となる．

以上で，定理 6.10.1, すなわち定理 1.3.10の証明が完了した．なお，

上の命題の f は P4,4 の端元であり，g は P3,5 の端元であることが知

られている．V (f) = {(1 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0),

(1 : −1 : −1 : 1), (−1 : 1 : −1 : 1), (−1 : −1 : 1 : 1), (1 : 1 : 1 : 1)} で
あり，V (g) = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (1 : 1 : 1), (−1 : 1 : 1), (1 : −1 : 1),

(1 : 1 : −1)} である．


