
線形代数学Ｂ１講義ノート 安藤哲哉

注意: (1) 校正をあまりきちんとしていないので，誤植等に注意して利用して下さい．
(2) 講義中に配布した演習問題と解答は含まれていません．

1. 集合と写像

★ 基本的な記号や用語.
集合の要素のことを元 (element)ともいい，aが集合 A の元であるとき a ∈ A とか A 3 a と書き，a

が A の元でないとき a /∈ A とか A 63 a と書く．
等号 a = b は，「a と b は等しい」という意味と，「a を b として定義する」の 2つの意味で用いられ

る．後者は「a に b を代入する」というのと実質的には同じである．前者を「条件 (式)の等号」，後者
を「代入の等号」という．

a := b とか b =: a
という記号は後者の「a を b として定義する」という代入の等号として用いられる．例えば「a := 1 と
おく」というように使う．ただ，= を前者の「条件の等号」と「代入の等号」の両方に意味で使うこと
は結構あって，そこは文脈で判断してほしい．

(差集合) 集合 A, B はある全体集合の部分集合とする．A に属していて B には属さない元全体の集
合を

A−B :=
{
x ∈ A

∣∣ x 6∈ B
}

と書き，A から B を取り除いた差集合という．

(直積集合) 集合 A1, A2,. . ., An は集合とする．A1, A2,. . ., An からそれぞれ 1つずつ元 x1 ∈ A1,
x2 ∈ A2,. . ., xn ∈ An を取り，それを並べた順列 (x1, x2,. . ., xn) 全体の集合を

A1 ×A2 × · · · ×An :=
{
(x1, x2, . . . , xn)

∣∣ x1 ∈ A1, x2 ∈ A2,. . ., xn ∈ An

}

を A1, A2,. . ., An の直積集合という．また，

An := A×A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
n 個

と書く．An の元は (x1, x2,. . ., xn) という行ベクトルの形で表わしているが，行列を扱うときは，列ベ
クトルの形に表すことが多いので注意してほしい．

★ 基本的な論理記号.
Aが集合で，A の元 a に関する命題 P (a)があるとする．「A のすべての (任意の)元 a ∈ A に対して

命題 P (a)が成り立つ」ことを，
「∀a ∈ A P (a)」とか「P (a) (∀a ∈ A)」

と書く．∀ は Allの Aを上下逆にした文字である．
また，「少なくとも 1つの元 a ∈ Aに対して命題 P (a)が成り立つ」，言い換えると「P (a)が成り立つ

ような a ∈ Aが (少なくとも 1つ)存在する」とき，
「∃a ∈ A P (a)」とか「P (a) (∃a ∈ A)」

と書く．∃ は Exist (Exists)の Eを上下逆にした文字である．
「すべての a ∈ A に対して P (a)が成り立つ」の否定は「P (a)が成り立たないような a ∈ Aが存在
する」なので，否定を「Not」で表わせば，

Not「∀a ∈ A P (a)」⇐⇒「∃a ∈ A Not P (a)」
である．同様に，

Not「∃a ∈ A P (a)」⇐⇒「∀a ∈ A Not P (a)」
である．このあたりの論理が無意識のうちに展開できないと，数学の理解が無茶苦茶になってしまう．

★ 数の集合等の記号.
1 以上の整数を自然数 (natural number)というが，自然数全体の集合を N と書く．整数全体の集合

は Z と書くが，これはドイツ語の Zahlの先頭の文字である．整数の分数で表せる数を有理数というが，
有理数全体の集合を Q と書く．イタリア語の Quoziente の先頭の文字で，英語の Quotient に対応し，
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整数の商という気持ちを表わしている．実数 (real number)全体の集合を R と書き，複素数 (complex
number)全体の集合を C と書く．この講義では，自然数 n に対し，実数，あるいは，複素数を成分と
する n行の列ベクトル全体の集合を

Rn =








x1

x2
...

xn




∣∣∣∣∣∣∣∣
x1, x2,. . ., xn ∈ R





, Cn =








x1

x2
...

xn




∣∣∣∣∣∣∣∣
x1, x2,. . ., xn ∈ C





と書く．列ベクトルに比べて行ベクトルは少ししか用いない．解析のほうでは，n列からなる行ベクトル
全体の集合のほうを Rn とか Cn と書くので注意してほしい．後でだんだん分かってくると思うが，行
列を扱うときは，行ベクトルより列ベクトルのほうが便利である．
実数のみを成分とするベクトルを実ベクトルとか R-ベクトルといい，複素数を成分とするベクトルを
複素ベクトルとか C-ベクトルという．有理ベクトル, 整数ベクトルという言葉もある．一般に，集合 K
があって，K の元のみを成分とするベクトルを K-ベクトルという．n 行からなる K-ベクトル (列ベク
トル)全体の集合を Kn と書く．
線形代数 B1の範囲では，ベクトルや行列の成分を実数で考えても複素数で考えても，あまり違いは

ないが，線形代数 B2で内積や固有値を学習する頃になると，実数と複素数でかなり異なってくる．ベク
トルには和とスカラー倍が定義されていて，




x1

x2
...

xn


 +




y1

y2
...

yn


 =




x1 + y1

x2 + y2
...

xn + yn


 , a




x1

x2
...

xn


 =




ax1

ax2
...

axn




である．ここで，a は数であって，ベクトルに対して普通の数をスカラーとも言う．

★ 写像.
関数と似た概念に「写像」というものがある．A, B は集合で，A の元 xに対し B の元 (それを f(x)

としよう)を対応させる規則を f :A → B と書き，A から B への写像という．x ∈ A に y ∈ B が対応
するとき

y = f(x) とか f(x) = y
と書く．ひとつの x ∈ Aに B の 2つ以上の元が対応することは許されない．また，対応する B の元が
ないような x ∈ A があってはいけない．A を f の定義域, B を f の終域という．f :A → B を A

f−→
B と書くこともある．
関数という用語は若干曖昧に使われるが，写像 f の終域 B が数の集合 (R や C の部分集合)である
場合に，写像 f を関数と呼ぶ場合が多い．ただし，下記のように「関数」については定義域が A に一
致することが必ずしも要求されない場合がある．

例えば A = B = R の場合を考える．f(x) =
1
x
という規則は 0 ∈ A に対して対応する B の元がな

いので f :A → B という写像にはならない．もっとも，この場合は A := R − {0} と定義域を制限すれ
ば，f :A → B は写像になる．f(x) = 1/x を関数と考える場合には，定義域を気にしないで「R 上の関
数」と考えてしまうことも多いが，このように必ずしも f(x)が定義されていないが定義域を含み f を
考察している集合のことを，f の始域という．f(x) = 1/x の場合 Rが始域，R = {0}が定義域である．
今，A, B は一般の集合で，f :A → B は写像とする．また，C ⊂ A, D ⊂ B は部分集合とする．

f(C) :=
{
f(x) ∈ B

∣∣ x ∈ C
} ⊂ B

f−1(D) :=
{
x ∈ A

∣∣ f(x) ∈ D
} ⊂ A

と定義し，f(C) を f による C の像といい，f−1(D) を f による D の逆像とか原像という．f(C) や
f−1(D) は集合であって，f(x) のように 1つの元を表すわけではない．

f(A)を f の値域という．終域 B と値域 f(A)は一致するとは限らないことに注意しよう．(このあた
りの用語は，高校までは混乱しているので，ここで修正しておいてほしい.)

ここから，重要な概念の定義になるので，強調して見出しをつけておく．

定義 1.1. A, B は一般の集合で，f :A → B は写像とする．
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(1) x, y ∈ A, x 6= y ならば f(x) 6= f(y) を満たすとき，f は単射 (injection)であるという．対偶命題
で書けば，「x, y ∈ A, f(x) = f(y) ならば x = y を満たすとき f を単射という」と言ってもよい．

(2) f(A) = B を満たすとき，f は全射 (surjection)であるという．
(3) f :A → B が単射かつ全射のとき，f は全単射 (bijection)であるという．
(4) f :A → B は全単射であると仮定する．すると，各 y ∈ B に対して f(x) = y を満たす x ∈ A が

1つだけ存在する (数学では「一意的に存在する」という言い方をする)．そこで，y ∈ B に対して
f(x) = y を満たす x ∈ A を対応させる写像を f−1(y) = x, f−1:B → A と書き，f−1 を f の逆写
像という．

2. 行列の定義と和

集合 K は実数全体の集合 R か，複素数全体の集合 C などであるとする．もっと一般に，K 上に和
(足し算)と積 (掛け算)が定義されていて，結合法則，交換法則，分配法則など一定の条件を満たせば何
でもかまわないが，このあたりのことは，また後で説明する．

n個の K の元を表すとき x1, x2,. . ., xn のように添え字 1, 2,. . ., n を利用することが多いが，K の
元を縦横に並べて表 (ひょう)の様に表すときは，xi,j のように添え字 iと j を 2つ並べて表すと便利で
ある．誤解の恐れがないときは，xi,j のコンマを省略して xij と書くことが多い．ただし，ij が (i, j)
の意味ではなく，積 (掛け算) ij だと誤解される恐れのある場面では，xi,j とか x(i,j) のように書くべき
である．

m, n は自然数 (1以上の整数)とし，各 1 5 ∀i 5 m と 1 5 ∀j 5 n に対して ai,j は K の元であると
し，それを以下のように縦m行，横 n列に並べて，それを括弧でくくって A を作る．

A :=




a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

...
am,1 am,2 · · · am,n


 =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


 1©

点点点の部分や中央の空白部分は適当に推測せよ，という不親切な書き方であるが，直感的にはこう書
いたほうが目に印象強く飛び込んでくる．このような A を (K 上の) m 行 n 列の行列とか，(m, n)-型
行列という．(m, n) を行列 A のサイズとか型という．K = R のとき A を実行列, K = C のとき A を
複素行列という．A の第 i行第 j列の成分 ai,j を A の (i, j)-成分という．「行」と「列」は上のように厳
密に使い分けるので注意してほしい．横方向に伸びるのが行で，縦方向に伸びるのが列であって，日常
用語のように曖昧に使ってはならない．

K の元を成分とする m 行 n 列の行列全体の集合を

Mmn(K)

と書く．行列 A を書くとき，毎回 1©のように書くのは大変面倒で，紙面を浪費するので，誤解の恐れ
がなければシンプルに

A = (aij) とか A := (ai,j) ∈ Mmn(K)
などと略記する．

1行 n列の行列が (n列の)行ベクトルで，m行 1列の行列が (m行の)列ベクトルである．このよう
に，行ベクトルや列ベクトルも行列の一種と考える．ただ，スカラー a と，(a) という 1行 1列の行列
は区別して考える場合が多い．

m = n の場合には A を n 次の正方行列という．K の元を成分とする n 次正方行列全体の集合を

Mn(K) := Mnn(K)

と書く．

定義 2.1.(行列の和とスカラー倍) K は同上とし，c ∈ K で，A = (aij) と B = (bij) は同じサイズの
m行 n列の行列で，各成分は K の元とする．そのとき，

A + B =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


 +




b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn
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:=




a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
...

...
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn




cA := c




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


 =




ca11 ca12 · · · ca1n

ca21 ca22 · · · ca2n
...

...
...

cam1 cam2 · · · camn




として，行列の和 (加法, 足し算) A + B と，A の c によるスカラー倍 cA を定義する．(−1)A を −A
とも書く．
また，すべての成分が 0である行列をゼロ行列といい O 等で表す．m行 n列のゼロ行列の場合は Omn

などと書いてサイズを明記する．

命題 2.2. A, B, C ∈ Mmn(K); α, β ∈ K とするとき，以下が成り立つ．
(1) (結合法則) (A + B) + C = A + (B + C)
(2) A + Omn = A, Omn + A = A
(3) A + (−A) = Omn, (−A) + A = Omn

(4) (交換法則) A + B = B + A
(5) (スカラー倍の結合法則) (αβ)A = α(βA)
(6) (スカラー倍の分配法則) (α + β)A = αA + βA, α(A + B) = αA + αB
(7) 1 ∈ K に対して 1A = A (ただし，この場合 1A を 1 ·A と書くことが多い.)

証明は自明なので省略する．結合法則 (A + B) + C = A + (B + C) のおかげで，これを A + B + C
と書いてよいし，(αβ)A = α(βA) なので αβA と書いても矛盾しない．4個以上の行列の和についても
同様である．A1, A2,. . ., Ar ∈ Mmn(K) のとき，

r∑

k=1

Ak := A1 + A2 + · · ·+ Ar

として総和記号を定める．
今後，上の命題のような演算規則に関する法則がよく登場するので，「群」(ぐん, group)という用語を

導入しておく．演算は + 以外に × とか，それ以外の演算の場合も考えるので，仮想的に ∗ という記号
で表わされる演算があるとして定義を述べる．a + b とか a × b のように，K の 2つの元 a, b に対し，
a + b や a× b のような K の元が 1つ対応するとき，+ や × のようなものを (二項)演算という．上で
登場したスカラー倍は二項演算ではなく「作用」と呼ばれる別種の演算である．

定義 2.3. (I) 集合 G 上に (二項)演算 ∗が定められていて，また，e ∈ G であるとする．さらに，以
下の法則が成立していると仮定する．
(0) (G は ∗について閉じている) x, y ∈ G ならば x ∗ y ∈ G.
(1) (結合法則) x, y, z ∈ G ならば (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)
(2) (e は単位元) x ∈ G ならば e ∗ x = x, x ∗ e = x.
(3) (逆元の存在) x ∈ G ならば，ある y ∈ Gが存在して，x ∗ y = e, y ∗ x = e.
このときとき，G は演算 ∗ について e を単位元とする群 (group)であるという．(3)において，y を ∗
に関する x の逆元という．Gが ∗ について群であって，
(4) (交換法則) x, y ∈ G ならば x ∗ y = y ∗ x.
が成り立つとき，G は Abel群であるという．

この言葉を使うと「Mmn(K)は行列の和 +について，Omn を単位元とするアーベル群になっていて，
A ∈ Mmn(K) の + に関する逆元は −A である」と記述することができる．
なお，命題 2.2の (5), (6), (7)の規則 (法則)が成り立つとき，「K が Mmn(K) にスカラー倍によって
作用している」と言い表す．

定義 2.4. (II) 集合 K に和 + と積 (掛け算) × (x× y は x · y とか xy とも書く)が与えられていて，
(1) K は加法 + について 0 を単位元とする Abel群である．
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(2) K× :=
{
x ∈ K

∣∣ x 6= 0
}
とおくとき，K× は積について 1 を単位元とする Abel群である．また，

0 6= 1 である．
(3) (分配法則) x, y, z ∈ K ならば (x + y)z = xz + yz.
を満たすとき，K は体 (たい，field)であるという．

例えば，実数全体の集合 R, 複素数全体の集合 C, 有理数全体の集合 Q はいずれも体である．体の意
味がよくわからない人は，この授業では，R と Cが体であると思って聞いてもらっても構わない．「体」
という用語を導入しておくと，いろいろ記述が簡単になる．

★ 記号の約束.

本講義では，列ベクトルを表すとき a =




a1

a2
...

an


 のように，b, x のようなボールド体を用いることが

多い．Kn の中で，1つの成分だけが 1 で，他の成分が 0 であるベクトルを，

e1 :=




1
0
...
0


 , e2 :=




0
1
...
0


 , . . . , en :=




0
0
...
1




と書き，e1,. . ., en を基本ベクトルと呼ぶ．第 i番目の ei を第 i基本ベクトルとか，第 i単位ベクトル
というが，こちらの用語は滅多に使わない．上の a は，

a =
n∑

i=1

aiei = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen

と表すことができることに注意する．

3. 行列の積

K は体 (R や C)であるとする．

定義 3.1.(行列の積) l, m, n ∈ N (自然数)とし，A ∈ Mlm(K), B ∈ Mmn とする．A の列の個数と B
の行の個数が一致していないといけないことを強調しておく．A, B の (i, j)-成分を aij = ai,j , bij = bi,j

とする．このとき，
ai,1b1,j + ai,2b2,j + ai,3b3,j + · · ·+ ai,mbm,j

を (i, j)-成分とする l 行 n 列の行列を

AB :=




m∑

k=1

a1,kbk,1

m∑

k=1

a1,kbk,2 · · ·
n∑

k=1

a1,kbk,n

m∑

k=1

a2,kbk,1

m∑

k=1

a2,kbk,2 · · ·
n∑

k=1

a2,kbk,n

...
...

...
m∑

k=1

al,kbk,1

m∑

k=1

al,kbk,2 · · ·
n∑

k=1

al,kbk,n




と定義し，A と B の積という．
なお，行列とベクトルの積や，ベクトルとベクトルの積も，ベクトルを行列の一種と考えて，上の定
義によって定義する．(サイズが上の条件を満たす時のみ積が定義できる.)
また，Aが正方行列の場合には，自然数 r に対し

Ar := AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
r 個

として A の r 乗を定める．
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上の定義で，l 6= n のときは，積 BAは定義できない．また，仮に l = m であっても，後で例示する
ように交換法則 BA = AB は一般には成立しない．

定理 3.2. K は体とし，l, m, n, p は自然数とする．このとき，以下が成り立つ．
(1) A ∈ Mlm(K), B ∈ Mmn(K), C ∈ Mnp(K) のとき，

(AB)C = A(BC)

(2) A ∈ Mlm(K); B, C ∈ Mmn(K) のとき，

A(B + C) = AB + AC

(3) A, B ∈ Mlm(K), C ∈ Mmn(K) のとき，

(A + B)C = AC + BC

(4) A ∈ Mlm(K), B ∈ Mmn(K), α ∈ K のとき，

(αA)B = A(αB) = α(AB)

証明. (1) A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j) とする．1 5 i 5 l, 1 5 t 5 n とし，AB の (i, t)-成分を

di,t とすると，di,t =
m∑

s=1

ai,sbs,t である．よって，(AB)C の (i, j)-成分 (1 5 j 5 p)は，

n∑
t=1

di,tct,j =
n∑

t=1

(
m∑

s=1

ai,sbs,t

)
ct,j =

m∑
s=1

n∑
t=1

ai,sbs,tct,j 1©

である．同様に，BC の (s, j)-成分を es,j (1 5 s 5 m)とすると，es,j =
n∑

t=1

bs,tct,j である．よって，

A(BC) の (i, j)-成分は，
m∑

s=1

ai,ses,j =
m∑

s=1

ai,s

n∑
t=1

bs,tct,j =
m∑

s=1

n∑
t=1

ai,sbs,tct,j

となり， 1©と一致する．よって，(AB)C = A(BC)が成り立つ．

(2) 両辺の (i, j)-成分は
m∑

k=1

ai,k(bk,j + ck,j) =
m∑

k=1

ai,kbk,j +
m∑

k=1

ai,k + ck,j

なので，A(B + C) = AB + AC である．

(3) は (2)と同様に証明できる．(4)はもっと簡単.

例 3.3. A =
(

0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
とし，O = O22 は 2行 2列のゼロ行列とする．

AB =
(

0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
, BA =

(
0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)

なので，AB 6= BA である．また，

A2 = AA =
(

0 1
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
= O

となる．これは，ゼロ行列でない 2つの行列の積がゼロ行列になることがあることを意味している．つ
いでに，B2 = O である．
そのため，AB = AC, A 6= Oであっても B 6= C となることもある．例えば，上の例で，A2 = O = AO

であるが，A 6= O である．
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命題 3.4. A = (aij) ∈ Mlm(K), B = (bij) ∈ Mmn(K) とし，A, B の第 j 列目の列ベクトルを

aj =




a1,j

a2,j

...
al,j


 ∈ Kl (1 5 j 5 m), bj =




b1,j

b2,j

...
bm,j


 ∈ Km (1 5 j 5 n)とする．また，e1, e2,. . ., em ∈ Km

を m行からなる基本ベクトルとする．行列 A は列ベクトル a1,. . ., am を並べたものだと考えることが
でき，その意味で，

A = (a1, a2, . . . , am)
とも書く．この時，以下が成り立つ．
(1) Aej = aj (1 5 ∀j 5 m)である．
(2) AB の第 j 列は Abj (1 5 ∀j 5 n)であり，

AB = (Ab1, Ab2, . . . , Abn)

と書ける．

上の命題は定義に従って計算してみれば自明な事実を書いただけで，特に証明を要するところはない．
ただ，上の事実はよく使う．

定義 3.5.(合成写像) X, Y , Z は集合で，f :X → Y と g:Y → Z は写像とする．今 x ∈ X に対し
g(f(x)) ∈ Z を対応させる写像を g ◦ f :X −→ Z と書き，g ◦ f を f と g の合成写像という．
写像としては，x ∈ X に先に f を作用させて y = f(x) を作ってから，次に g を作用させて g(y) =

g(f(x)) = (g ◦ f)(x) を作るので「f と g の合成写像」と言うのであるが，記号で g ◦ f と書くときは，
g が先で f が後になるので注意してほしい．合成関数の場合と同様である．

定理 3.6.(行列が定める写像) A ∈ Mlm(K) で x ∈ Km は列ベクトルとする．このとき，積 Axが定
まり Ax ∈ Kl で l 行の列ベクトルになる．今，fA(x) = Axにより写像 fA:Km → Kl を定める．この
fA を行列 Aが定める (線形)写像という．同様にして B ∈ Mmn(K) に対し fB(y) = By (y ∈ Kn)で
写像 fB :Kn → Km を定める．また，積 AB から同様にして写像 f(AB):Kn → Kl を定める．このとき，

f(AB) = fA ◦ fB

が成り立つ．つまり，AB が定める写像は，fB が定める写像と fA が定める写像の合成写像である．

上の定理は結合法則 (AB)y = A(By)を言い換えただけで，自明なことを述べたにすぎない．しかし，
行列の積は写像の合成に対応しているという事実は大切なことである．

4. 逆行列

定義 4.1.(トレース) 一般に，n次正方行列 A = (ai,j)に対し，i = j を満たす成分 a1,1, a2,2, a3,3,. . .,
an,n の対角 (線)成分という．また，A の対角成分の和を

trA := a1,1 + a2,2 + a3,3 + · · ·+ an,n

という記号で表し，trA を A のトレースという．

定義 4.2.(単位行列)
整数 i, j に対し，i = j ならば δi,j := 1, i 6= j ならば δi,j := 0 として δi,j を定める．δi,j をクロ

ネッカーのデルタという．今，n を自然数とし，n次正方行列 A = (ai,j) が ai,j = δi,j (1 5 ∀i 5 n,
1 5 ∀j 5 n)を満たすとき，Aを (n次の)単位行列といい，Aを In とか I とか E とか En という記号
で表す．この講義では In と I を用いる．単位行列は，対角成分がすべて 1 で，それ以外の成分がすべ
て 0 であるような正方行列，と言ってもよい．

命題 4.3. K は体，In は n 次の単位行列，A ∈ Mmn(K), B ∈ Mnl(K) とする．すると，

AIn = A, InB = B

が成り立つ．また，ベクトル x ∈ Kn に対して Inx = x である．
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証明. 行列の積の定義に戻って計算してみれば，すぐわかる．

定義 4.4. X は空でない集合とする．写像 f :X → X が任意の x ∈ X に対して f(x) = x を満たすと
き，f は恒等写像であるといい，f を idX とか id などと書く．K が体のとき，単位行列 In が定める
写像 fIn

:Kn → Kn は恒等写像 id である．

命題 4.5. A, B, C, D は集合で，f :A → B, g:B → C, h:C → D は写像とする．このとき結合法則

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

が成り立つ．

証明. x ∈ A に対し，

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h
(
g(f(x))

)
= h

(
(g ◦ f)(x)

)
= (h ◦ (g ◦ f)(x)

なので，(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) である．

命題 4.6. X は空でない集合とし，f :X → X, g:X → X, h:X → X は写像とする．今，

f ◦ g = idX , h ◦ f = idX

が成り立つと仮定する．すると，f は全単射で，

g = h = f−1

が成り立つ．

証明. 一般に，任意の写像 ϕ:X → X に対して，idX ◦ ϕ = ϕ, ϕ ◦ idX = ϕ である．前命題より，

g = idX ◦ g = (h ◦ f) ◦ g = h ◦ (f ◦ g) = h ◦ idX = h

である．f(x) = y (x ∈ X)のとき，g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = idX(x) = x なので，g = f−1 であ
る．

正確に言うと，f ◦ g = idX となる g が存在すると f が全射であることがわかり，h ◦ f = idX となる
h が存在すると f が単射であることがわかる．f ◦ g = idX だけだと f の単射性が保障されないので，
g = f−1 とは言えない．

定義 4.7. K は体 (R や C)であるとし，n次正方行列 A, B ∈ Mn(K) は，

AB = In, BA = In

を満たすとする．このとき B を A−1 と書き，A の逆行列という．Aが逆行列を持つための必要十分条
件は A が定める写像 fA:Kn −→ Kn が全単射であることであり，このとき A−1 は fA の逆写像 f−1

A

を定める行列である．特に，行列 A の逆行列 A−1 が存在すれば，A−1 は A に対して 1つしか存在し
ない (「一意的である」という言い方をする)．
正方行列 Aが逆行列 A−1 を持つとき，Aは可逆行列であるとか正則行列である．Aが可逆行列の場

合には，自然数 r に対し，
A0 = In, A−r := (A−1)r = (Ar)−1

と，0 や負の整数に対する A の累乗も定める．

なお，n次正方行列 Aに対しては，n次正方行列 B が BA = In または AB = In の一方を満たせば，
B = A−1 となり，他方も満たすのであるが，それは後の定理 8.6で行列式を用いて証明される．また，
具体的な A−1 の計算方法は，掃き出し法を使う方法や，行列式を使う方法などがあるが，いずれも後の
回の講義で解説する．

定理 4.8. A と B は n次正方行列で，いずれも逆行列を持つとする．すると，AB や A−1 も逆行列
を持ち，

(AB)−1 = (B−1)(A−1), (A−1)−1 = A
が成り立つ．
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証明. (AB)((B−1)(A−1)) = A(BB−1)A−1 = AInA−1 = AA−1 = In, ((B−1)(A−1))(AB) =
B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In なので，(AB)−1 = (B−1)(A−1) である．AA−1 = In,
A−1A = In なので，(A−1)−1 = A である．

定理&定義 4.9. A = (ai,j) ∈ Mmn(K) (m行 n列行列)とする．bi,j := aj,i (iと j の順番に注意せよ．
1 5 i 5 n, 1 5 j 5 m)として n行m列の行列 B = (bi,j) ∈ Mnm(K) を作る．この B を tA という記
号で表し，A の転置行列という．転置行列 tA を「A の行と列を入れ替えてできる行列」というような
言い方をすることも多い．A の j 列目の列ベクトルは tA の j 行目の行ベクトルになる．
例えば，

t

(
a b c
x y z

)
=




a x
b y
c z




である．

定理 4.10. K は体とする．
(1) A ∈ Mlm(K), B ∈ Mmn(K) のとき，

t(AB) = (tB)(tA)

(2) Aが正方行列で逆行列 A−1 を持つ場合は，tA も逆行列を持ち，

(tA)−1 = t(A−1)

が成り立つ．

証明. (1) A = (ai,j), B = (bi,j) とおく．AB の (j, i)-成分は
m∑

k=1

aj,kbk,i で，これが t(AB) の (i, j)-

成分である．

他方，tB, tA の (i, j)-成分は bj,i, aj,i なので，(tB)(tA) の (i, j)-成分は，
m∑

k=1

bk,iaj,k で，これは

t(AB) の (i, j)-成分と一致する．よって，t(AB) = (tB)(tA) である．

(2) In = AA−1 より，In = tIn = t(AA−1) =
(
t(A−1)

)
(tA), In = tIn = t(A−1A) = (tA)

(
t(A−1)

)
な

ので，(tA)−1 = t(A−1) である．

5. 置換

定義 5.1. n を自然数とし，一時的に Xn = {1, 2,. . ., n} (n以下の自然数全体の集合)とおく．全単射
f :Xn → Xn を n次の置換とか，1,. . ., n の置換という．後者の言い方をする場合，1,. . ., n の部分は別
の n個のものに変わる場合も多い．置換はギリシャ文字の小文字 σ (シグマ. 大文字は Σ), τ (タウ), ρ
(ロー)などを用いて表すことが多い．n次の置換は全部で n! 個ある．n次の置換はすべての集合を

Sn =
{
σ:Xn → Xn

∣∣ σ は全単射
}

と書く．Sはドイツ亀の甲文字の S の大文字であるが，書きにくいので手で書くときは Sn と書いてお
くとよい．Sn の代わりに Sn と書いてある文献も多いが，Sn をいう記号はいろいろな意味で用いるの
で，Sn と書いておくと誤認が少ない．

σ, τ ∈ Sn とする．σ と τ は Xn から Xn への写像なので，その合成写像 σ ◦ τ :Xn → Xn (つまり
k ∈ Xn に対して (σ ◦ τ)(k) = σ(τ(k)))を考えると，σ ◦ τ も全単射で，σ ◦ τ ∈ Sn となる．合成写像の
記号 ◦ を書くのを省略して，単に στ と書くことが多い．στ を置換の積という．なお，k ∈ N に対し，

σk = σσ · · ·σ︸ ︷︷ ︸
k 個

と書く．
また，σ:Xn → Xn は全単射なので，逆写像 σ−1:Xn → Xn が存在し，σ−1 も全単射である．よって，

σ−1 ∈ Sn である．σ−1 を σ の逆置換ともいう．
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Xn から Xn への恒等写像を id, idn, idXn , ιn などと書き，(n次の)恒等置換という．つまり，任意の
k ∈ Xn に対し idn(k) = k である．

σσ−1 = idn, σ−1σ = idn であることに注意する．また，σ0 = idn と約束し，n ∈ N に対し，
σ−n = (σ−1)n

と定める．容易にわかるように，σ−n = (σ−1)n = (σn)−1 が成立する．

命題 5.2. n 次の置換全体の集合 Sn は積 (写像の合成)を演算として群になる．単位元は恒等置換 idn

で，σ ∈ Sn の逆元は逆置換 σ−1 である．この意味で，Sn を n次対称群という．なお，n = 2 のとき，
Sn では交換法則 στ = τσ は一般には成立せず，Sn はアーベル群ではない．

証明. 群の定義の中の結合法則だけ示してなかったが，そでは写像の合成が結合法則を満たすことか
らわかる．

n = 2 のとき，Xn の中から相異なる 2つの元 i, j を選び，i と j だけを交換する置換 f :Xn → Xn

を考える．つまり，k ∈ Xn に対して，

f(k) =





k (k 6= i, j のとき)
j (k = i のとき)
i (k = i のとき)

と定める．この f を i と j の互換といい，f = (i, j) と書く．(i, j) という記号はいろいろな意味で用
いるので，少し判別しにくい記号である．i と j を互換して，もう一度 i と j を互換すると最初の状態
に戻るので，(i, j) ◦ (i, j) = idn である．(i, j)−1 = (i, j) とも言い替えられる．

定理 5.3. n = 2 のとき，任意の置換 σ ∈ Sn は何個かの互換の積として表すことができる．つまり，
ある自然数 r ∈ N と，互換 τk = (ik, jk) (ik, jk ∈ Xn; k = 1, 2,. . ., r) が存在して，σ = τ1τ2 · · · τn と
なる．

証明. nに関する帰納法で証明する．n = 2のときは，S2 = {id2, (1, 2)}であって，id2 = (1, 2)2 = (1,
2) ◦ (1, 2) なので，定理は成立する．
今 n = 3 とし Sn−1 の元は互換の積で書けると仮定する．f ∈ Sn−1 は f(n) = n と約束することに

よって f ∈ Sn と考えることができる．この約束で Sn−1 ⊂ Sn と考える．Sn−1 内の互換 (i, j) も，i
と j を互換する Sn 内の互換と考えることができる．
さて，勝手な σ ∈ Sn を取る．もし σ(n) = n ならば，σ は 1,. . ., n − 1 の置換になっているので

σ ∈ Sn−1 と考えることができる．帰納法の仮定から σ は何個かの互換の積で表せる．
以下，σ(n) 6= n の場合を考える．m := σ(n) < n とし，τ = (m, n) (m と n の互換)とする．

τσ(n) = τ(σ(n)) = τ(m) = n なので，τσ(n)は 1,. . ., n− 1 の置換になっている．帰納法の仮定から何
個かの互換 τ1,. . ., τr により，τσ = τ1τ2 · · · τr と書ける．τ2 = idn に注意して，上の等式の左から τ を
掛けると，

σ = idnσ = τ2σ = ττσ = ττ1τ2 · · · τr

となる．上式の右辺は互換の積である．

なお，上の証明を注意して分析すると，n次の置換 σ ∈ Sn は，(n− 1)個以下の互換の積として表せ
ることがわかる．

定義 5.4. n は 2以上の整数とし，x1,. . ., xn を変数とする次のような多項式 ∆n(x1,. . ., xn) を考え

る．1 5 i < j 5 n を満たす整数の組 (i, j) (これは互換ではない)は全部で
n(n− 1)

2
個存在するが，

そのすべての (i, j) に対して (xi − xj) を掛けて得られる多項式を

∆n(x1, . . . , xn) =
∏

15i<j5n

(xi − xj)
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と書く．ここで，
∏

15i<j5n

は 1 5 i < j 5 n を満たすすべての (i, j) について，その後に書かれている

式の積を取ることを表す記号で，相乗記号と呼ばれる．誤解の恐れがなければ単に
∏

i<j

とも書く．この

∆n(x1,. . ., xn) を，x1,. . ., xn の差積とか基本交代式という．
σ ∈ Sn のとき，

σ(∆n(x1, . . . , xn)) =
∏

15i<j5n

(
xσ(i) − xσ(j)

)

と約束する．

定理 5.5. 記号は上の通りとする．
(1) σ(∆n(x1,. . ., xn)) = ±∆n(x1,. . ., xn)である．ここで，±は +か −か，いずれか一方について等
式が成立することを意味する．

(2) τ ∈ Sn が互換ならば，τ(∆n(x1,. . ., xn)) = −∆n(x1,. . ., xn) である．

証明. (1)プラスマイナスの符号を気にしないで (xj − xi) も (xi − xj) も同じ因子と考えれば，因子(
xσ(i) − xσ(j)

)
(1 5 i < j 5 n)全体は，因子 (xi − xj) 全体と一致する．よって (1)が成立する．

(2) 上の考察において，
(
xσ(i) − xσ(j)

)
と (xi − xj) で符号が反転するものが何個あるか考える．符号

が反転する (i, j) 全体の集合を M とし，符号が変わらない (i, j) 全体の集合を P とする．M の元の
個数が奇数であることを確認すればよい．τ = (k, l) (1 5 k < l 5 n)としておく．
{i, j} ∩ {k, l} = ∅ ならば，τ(xi − xj) = (xi − xj) なので (i, j) ∈ P である．
{i, j} ∩ {k, l} 6= ∅ の場合を考える．i < j, k < l なので，i, j, k, l の大小関係は，以下の 7通りがあ

り得る．(i) i = k < j < l, (ii) i = k < j = l, (iii) i = k < l < j, (iv) i < k = j < l, (v) i < k < j = l,
(vi) k < i < j = l, (vii) k < i = l < j.

(i, j)が (i)～ (vii)のどの場合も，τ(xi − xj) = (xj − xi) = −(xi − xj) となるので，(i, j) ∈ M であ
る．M の元は (i)～ (vii)以外にない．(i)の (i, j) は (l − k − 1) 個である．(ii)の (i, j) は (i, j) = (k,
l) の 1 個である．以下同様，(iii)の (i, j) は (n − l − 1) 個，(iv)の (i, j) は (k − 1) 個，(v)の (i, j)
も (k − 1) 個，(vi)の (i, j) は (l − k − 1) 個，(vii)の (i, j) は (n− l − 1) 個である．全部あわせると
M の元は，2(l− k − 1) + 2(n− l− 1) + 2(k − 1) + 1 個で，奇数個である．よって，(2)がわかる．

定義 5.6. σ ∈ Xn に対し，
σ(∆n(x1,. . ., xn)) = ∆n(x1,. . ., xn) であるとき sign(σ) = 1,
σ(∆n(x1,. . ., xn)) = −∆n(x1,. . ., xn) であるとき sign(σ) = −1

と定める．言い換えると，

σ(∆n(x1, . . . , xn)) = sign(σ)∆n(x1, . . . , xn)

である．sign(σ) を σ の符号という．sign(σ) を ε(σ) などとも書く．sign(σ) = 1 のとき σ を偶置換と
いい，sign(σ) = −1 のとき σ を奇置換という．
前定理より，互換は奇置換である．
なお，写像 σ:Xn → Xn が全単射でないとき (つまり σ /∈ Sn のとき)，sign(σ) = 0 と約束しておく

と，後で行列式の計算で利用するとき便利になる．

定理 5.7. σ, τ ∈ Sn とする．すると，sign(στ) = sign(σ) sign(τ)が成り立つ．

証明.

(στ)(∆n(x1, . . . , xn)) =
∏

15i<j5n

(
xστ(i) − xστ(j)

)

= σ


 ∏

15i<j5n

(
xτ(i) − xτ(j)

)



= σ
(
τ(∆n(x1, . . . , xn))

)

= σ(sign(τ)∆n(x1, . . . , xn))
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= sign(τ)σ(∆n(x1, . . . , xn))
= sign(τ) sign(σ)∆n(x1, . . . , xn)
= sign(στ)∆n(x1, . . . , xn)

とい，sign(στ) = sign(σ) sign(τ) である．

互換は奇置換であり，上の定理から σ が r 個の互換の積で表わせるならば sign(σ) = (−1)r である．
これより，次の定理が得られる．

定理 5.8. σ が偶数個の互換の積で表わせるならば σ は偶置換であり，σ が奇数個の互換の積で表わ
せるならば σ は奇数換である．逆に，τ1,. . ., τr が互換で σ = τ1τ2 · · · τr のとき，σ が偶置換ならば r は
偶数で，σ が奇置換ならば r は奇数である．

6. 行列式の定義

K は実数全体の集合 R か，複素数全体の集合 C か，有理数全体の集合 Q か，または一般の体とす
る．毎回そう書くのは面倒なので，単に「K は体とする」と書くが，あまり気にしないで，K = R か
K = Cだと思って読んでもらえばいい．ただ，K = C の場合もあるので，K の元に対しては不等号は
使えない．線形代数 B2で内積を導入するとき，K = Rか K = Cかで違いが発生するが，線形代数 B1
の範囲では，それが問題になることはほとんどない．

定義 6.1. n は自然数，K は体とし，K の元を成分とする n 次正方行列

A =




a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 ∈ Mn(K)

を取る．Xn = {1, 2,. . ., n} とする．i1, i2,. . ., in ∈ Xn (同じ数が 2度以上登場してもよい)に対して，
i = (i1,. . ., in) とおき，σi(k) = ik (1 5 ∀k 5 n)で定まる写像 (置換) σi:Xn → Xn を，

σi =
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)

と書くことにする．行列と同じ記号で書いているが，行列ではない．もし，σiが 1,. . ., nの置換のときは，

sign(σi)は置換 σiの符号とし，σi /∈ Snときは，sign(σi) = 0とする．sign(σi)は sign
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)

とも書かれる．今，

det A =
n∑

i1=1

n∑

i2=1

· · ·
n∑

in=1

sign
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
ai1,1ai2,2 · · · ain,n 1©

と定義し，detA を A の行列式という．det A を |A| とか，
∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣
2©

とも書く．ただ，|A| は別の目的 (行列 A のノルムなど)でも用いるので，この講義では detA か 2©の
書き方を用いる．σi /∈ Sn の場合，sign(σi) = 0 なのでその項は足さなくでよいから，

det A =
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n

と書くこともできる．ここで，
∑

σ∈Sn

はすべての Sn の元 σ について，シグマ記号の後に続く式の和を

取ることを表す総和記号である．その流儀で書くと， 1©は，
det A =

∑

(i1,...,in)∈Xn
n

sign
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
ai1,1ai2,2 · · · ain,n
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とも書ける．また，

ai1,1ai2,2 · · · ain,n =
n∏

k=1

aik,k, aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n =
n∏

k=1

aσ(k),k

と書き直してもよい．

行列 A の第 j列を aj =




a1,j

a2,j

...
an,j


とおいて，行列 Aを A = (a1, a2,. . ., an)と書くと便利なことが多

い．この場合，det A は
det(a1, a2, . . . , an)

と書かれる．

行列式 det A を上の定義式を用いて計算することは希で，これから説明する様々な公式を用いて計算
するのが普通である．

例 6.2. n = 1 で A = (a11) のときは det A = a11 である．n = 2 のときは，S2 =
{
id2, (1, 2)

}
な

ので， ∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc

である．n = 3 のときは，∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 − a31a22a31 − a12a21a33 − a11a32a23

である．

定理 6.3. 正方行列 A や，関連する諸記号は上の定義の中のものと同じとする．そのとき，以下が成
り立つ．
(1) 1 5 j 5 nをひとつ固定して，A の第 j列目が，aj = βb + γc (β, γ ∈ K; b, c ∈ Kn と 2つのベク
トルの線形結合で表せるとき，次の等式が成り立つ．

det(a1, . . . , aj−1, βb + γc, aj+1, . . . , an)
= β det(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an) + γ det(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an)

(2) 上と同様に，aj =
r∑

k=1

βkbk (βl ∈ K, bk ∈ Kn と線形結合で表せるとき，次の等式が成り立つ．

det

(
a1, . . . , aj−1,

r∑

k=1

βkbk, aj+1, . . . , an

)
=

r∑

k=1

βk det(a1, . . . , aj−1, bk, aj+1, . . . , an)

(3) τ ∈ Sn に対し，次の等式が成り立つ．

det(aτ(1), aτ(2), . . . , aτ(n)) = sign(τ) det(a1, . . . , an)

証明. (1) b, c の i行目の成分を bi, ci とする．ai,j = βbi + γci である．よって，

det A =
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · · · aσ(j),j · · · aσ(n),n

=
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · · · (βbσ(j) + γcσ(j)) · · · aσ(n),n

= β
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · · · bσ(j) · · · aσ(n),n + γ
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · · · cσ(j) · · · aσ(n),n

= β det(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an) + γ det(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an)

である．
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(2) は (1)を用いて，r に関する帰納法ですぐわかる．

(3) det(aτ(1), . . . , aτ(n)) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),τ(1) · · · aσ(n),τ(n) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

aσ(i),τ(i) である．と

ころで，順列 τ(1),. . ., τ(n) は順列 1,. . ., n を置換 τ で並び変えたこのだから，j = τ(i) とおくと
i = τ−1(j) で，

n∏

i=1

aσ(i),τ(i) =
n∏

j=1

aσ(τ−1(j)),j =
n∏

j=1

a(στ−1)(j),j 1©

が成り立つ．今，ρ = στ−1 とおく．σ が Sn 全体を動くとき，ρ も Sn 全体を動く．また，σ = ρτ で
ある．よって，

det(aτ(1), . . . , aτ(n)) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

j=1

a(στ−1)(j),j

=
∑

ρ∈Sn

sign(ρτ)
n∏

j=1

aρ(j),j

= sign(τ)
∑

ρ∈Sn

sign(ρ)
n∏

j=1

aρ(j),j

= sign(τ) det A

である．

7. 行列式の性質

前回と同じく，n は自然数，K は体とし，K の元を成分とする n 次正方行列

A =




a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 ∈ Mn(K)

を取る．Aの (i, j)-成分を aij = ai,j とし，Aの第 j列の列ベクトルを aj =




a1,j

a2,j

...
an,j


とおいて，A = (a1,

a2,. . ., an) とも書く．

定理 7.1. ある 1 5 k < l 5 nを満たす 1組の整数 k, l に対して ak = al (つまり，A の k 列目と l 列
目が同じ)が成り立てば，detA = 0 である．

証明. 今，K においては −1 6= 1, つまり 1 + 1 = 2 6= 0であると仮定する．k と l の互換を τ = (k, l)
とする．Aの k 列目と l 列目を交換して得られる行列を B とする．定理 6.3より，detB = sign(τ) det A
が成り立つ．sign(τ) = −1で，B = Aであるので，det A = −det Aとなる．すると，2 det A = 0とな
る．2 6= 0 だから detA = 0 である．
実は −1 = 1 を満たす体もあって，その場合，上の証明は使えないので，別の証明を与える必要があ

るが，話が長くなるので割愛する．

K = {0, 1} とし，掛け算 × は普通の掛け算で，足し算は 1 + 1 = 0 と定める以外は普通の足し算と
同じ，と約束しておくと，この K は体になる．1 + 1 = 0 より −1 = 1, 2 = 0 であって，上の証明の最
後で言及した −1 = 1 を満たす体の 1例になる．標数 2の素体と呼ばれ，K = F2 と書かれる．情報科
学で頻繁に使われる体である．F2 の元を成分とする行列式でも，上の定理は成立する．

上の定理と定理 6.3を組み合わせると，次の定理が得られる．
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定理 7.2. k, l は相異なる n 以下の自然数で，c ∈ K とする．n 次正方行列 A の k列目を c 倍して A
の l列目に加えた (または，l 列目から引いた)行列を B とする．このとき，

detB = det A

である．

証明. 引く場合は c の代わりに −c を使えばいいので，B の l 列目は (al + cak) であるとする．あと
は，定理 6.3(1)の公式を B に適用して，上の定理を使えばよい．

aj,i を (i, j)-成分とする n 次正方行列を tA と書き，A の転置行列といった．

定理 7.3. A ∈ Mn(K) のとき，det(tA) = det Aが成り立つ．

証明. bi,j = aj,i とおくと，tA = (bi,j) と書ける．

det(tA) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

bσ(i),i =
∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

ai,σ(i)

である．
n∏

i=1

ai,σ(i) の因子 a1,σ(1), a2,σ(2),. . ., an,σ(n) を並べ替えて 2つ目の添え字が 1, 2,. . ., n の順

に並ぶようにするには，σ−1 によってこれらを並び変えればよく，そのように並び替えると，aσ−1(1),1,
aσ−1(2),2,. . ., aσ−1(n),n となる．よって，

a1,σ(1)a2,σ(1) · · · an,σ(n) = aσ−1(1),1aσ−1(2),2 · · · aσ−1(n),n

となる．また，σ が Sn の元全体を動くことと，σ−1 が Sn の元全体を動くこととは同値である．さら
に，sign(σ) sign(σ−1) = sign(σσ−1) = sign(idn) = 1 なので，sign(σ−1) = sign(σ) である．よって，

det tA =
∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

ai,σ(i) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

aσ−1(i),i

=
∑

σ−1∈Sn

sign(σ−1)
n∏

i=1

aσ−1(i),i =
∑

τ∈Sn

sign(τ)
n∏

i=1

aτ(i),i = det A

である．上で最後の式変形は σ−1 を τ と書き換えたものである．

上の定理から，行列式については，列について成り立つ性質は行についても成り立つことに注意する．
例えば，A の 2つの行が等しければ det A = 0である．また，A のある 1つの行ベクトルを c 倍して得
られる行列を B とすると，detB = cdetA である．

定理 7.4. A, B ∈ Mn(K) に対して，

det(AB) = (det A)(detB)

が成り立つ．

証明. A, B の (i, j)-成分を ai,j , bi,j とし，A, B の第 j 列目の列ベクトルを aj , bj とする．また，

e1 =




1
0
...
0


, e2 =




0
1
...
0


,. . ., en =




0
0
...
1


 とおく．bj =

n∑

i=1

bi,jei である．AB の第 j 列目は Abj であ

ることに注意する．cj := Abj とおく．

cj = A
n∑

i=1

bi,jei =
n∑

i=1

bi,jAei =
n∑

i=1

bi,jai
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である．よって，

det(AB) = det(c1, c2, . . . , cn) = det

(
n∑

i1=1

bi1,1ai1 ,
n∑

i2=1

bi2,2ai2 , . . . ,
n∑

in=1

bin,nain

)

=
n∑

i1=1

n∑

i2=1

· · ·
n∑

in=1

bi1,1bi2,2 · · · bin,n det(ai1 , ai2 , . . . , ain
)

となる．σ(k) = ik で定まる写像を σ =
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
とする．σ が置換でないときは，σ は単射

でないから，ある k 6= l ∈ Xk で ik = σ(k) = σ(l) = il となるものがある．このとき，aik
= ail

なので，
det(ai1 , ai2 ,. . ., ain

) = 0 である．また，σ ∈ Sn のときは，

det(ai1 , ai2 , . . . , ain
) = det(aσ(1), aσ(2), . . . , aσ(n))

= sign(σ) det(a1, a2, . . . , an) = sign(σ) det A

となる．前に書いたように，σ /∈ Sn のときは sign(σ) = 0 と約束しておけば，σ /∈ Sn でも上の等式は
成り立つ．よって，

det(AB) =
n∑

i1=1

n∑

i2=1

· · ·
n∑

in=1

bi1,1bi2,2 · · · bin,n sign
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
det A

= (det A)
n∑

i1=1

n∑

i2=1

· · ·
n∑

in=1

sign
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
bi1,1bi2,2 · · · bin,n

= (det A)
n∑

i1=1

n∑

i2=1

· · ·
n∑

in=1

sign
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
bi1,1bi2,2 · · · bin,n

= (det A)(detB)

である．

8. 行列式の展開公式

前回までと同じく，n は自然数，K は体とし，K の元を成分とする n 次正方行列

A =




a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 ∈ Mn(K)

を考える．A の (i, j)-成分を aij = ai,j とし，A の第 j 列の列ベクトルを aj =




a1,j

a2,j

...
an,j


 とおいて，

A = (a1, a2,. . ., an) とも書く．また，e1 =




1
0
...
0


, e2 =




0
1
...
0


,. . ., en =




0
0
...
1


 とおく．

展開公式の証明のための準備から始める．

補題 8.1. (n + 1) 次正方行列 B = (bij) (bij は B の (i, j)-成分)を次のように定める．i 5 n かつ
j 5 n のときは bij = aij とする．bn+1,n+1 = 1 とする．1 5 i 5 n のとき bi,n+1 = 0 とする．それ以外
の成分は何でもかまわない．つまり，

B =




a1,1 · · · a1,n 0
...

...
...

an,1 · · · an,n 0
bn+1,1 · · · bn+1,n 1
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とおく．すると，
detB = det A

が成り立つ．

証明. detB =
∑

σ∈Sn+1

sign(σ)
n+1∏

i=1

bσ(i),i である．もし σ(n + 1) 6= n + 1 ならば bσ(n+1),n+1 = 0 なの

で，σ(n + 1) = n + 1 を満たす σ ∈ Sn+1 についてのみ和 (
∑

)を取ればよい．σ(n + 1) = n + 1 を満た
す σ は σ ∈ Sn と考えることができる．そのとき bσ(n+1),n+1 = bn+1,n+1 = 1 である．よって，

det B =
∑

σ∈Sn

sign(σ)

(
n∏

i=1

bσ(i),i

)
· bn+1,n+1 =

∑

σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

aσ(i),i = det A

である．

補題 8.2. n = 2 とし，整数 1 5 k 5 n と 1 5 l 5 n を固定する．A ∈ Mn(K) の第 l列目の列ベクト
ル al のところを ek で置き換えてできる n次正方行列を Bk,l とおく．つまり，

Bk,l = (a1, . . . , al−1, ek, al+1, . . . , an)

である．また，A の k行目と l列目を取り除いてできる (n− 1) 次の行列を Ak,l とおく (取り除いた行
や列の間は詰める．Ak,l を A の小行列という)．このとき，

detAk,l = (−1)k+l det Bk,l

が成り立つ．Ak,l を Akl と書くことも多い．

証明. 整数 1 5 m < n に対し，

σm :=
(

1 2 · · · m− 1 m m + 1 m + 2 · · · n
1 2 · · · m− 1 n m m + 1 · · · n− 1

)

という置換 σm ∈ Sn を考える．ただし，σn = idn とする．σ は σ = (m, n)(m + 1, n) · · · (n − 2,
n)(n− 1, n)と (n−m− 1) 個の互換の積で表すことができる．よって，sign(σm) = (−1)n−m−1 である．
今，Bk,l の列ベクトルを置換 σk で並び替え，その後，行ベクトルを置換 σl で並べ替えで得られる n
次正方行列を C とする．

detC = (−1)n−k−1(−1)n−l−1 detBk,l = (−1)k+l detBk,l

である．C の (i, j)-成分を ci,j とする．i 5 n− 1かつ j 5 n− 1 ならば ci,j は Ak,l の (i, j)-成分と一
致している．また，C の n 列目は en である．よって，前補題から，detAk,l = det C が成り立つ．よっ
て，det Ak,l = (−1)k+l detBk,l である．

定理 8.3.(展開公式) 前補題のように，A ∈ Mn(K) の k行目と l列目を取り除いてできる (n − 1) 次
の小行列を Ak,l とする．また，A の (i, j)-成分を ai,j とする．このとき以下が成り立つ．

(1) det A =
n∑

i=1

(−1)i+lai,l detAi,l

(2) det A =
n∑

j=1

(−1)k+jak,j det Ak,j

なお，(1)を detA を第 l 列で展開するといい，(2)を detA を第 k 行目で展開するという．

証明. (1) Bk,l は前定理と同じとする．al =
n∑

i=1

ai,lei なので，

det A = det

(
a1, . . . , al−1,

n∑

i=1

ai,lei, al+1, . . . , an

)

=
n∑

i=1

ai,l det(a1, . . . , al−1, ei, al+1, . . . , an)

17



=
n∑

i=1

ai,l det Bi,l =
n∑

i=1

(−1)i+lai,l det Ai,l

である．
(2) は両辺の転置行列を考えれば，(1)に帰着される．

系 8.4. 単位行列 In については det In = 1 である．

証明. 上の展開公式を用いて，n に関する帰納法ですぐわかる．

定義 8.5.(余因子行列) n次正方行列 A ∈ Mn(K) に対し，A の j 行目と i列目を取り除いてできる
(n− 1) 次の小行列を Aj,i とする．(1 5 i 5 n, 1 5 j 5 n) そして，

bi,j = (−1)i+j detAj,i

とおく．bi,j と Aj,i で添え字 i と j の順序が反対になることを注意せよ．そして，このように bi,j を
(i, j)-成分とする n 次正方行列を B とする．この B を A の余因子行列といい，bi,j を A の余因子と
いう．この B は Ã などと書かれることが多いが，余因子行列を表す記号は特に定まっていない．

定理 8.6.(逆行列の公式) A ∈ Mn(K) の余因子行列を Ãとする．また，In は n 次の単位行列とする．
このとき，次が成り立つ．

ÃA = (det A)In, AÃ = (det A)In 1©
したがって，det A 6= 0 ならば A は逆行列を持ち，

A−1 =
1

det A
Ã 2©

が成り立つ．逆に，Aが逆行列を持つならば detA 6= 0 である．また，

det(A−1) =
1

det A
3©

である．

証明. Ãの (i, j)-成分を bi,j = (−1)i+j detAj,i とする．また，ÃAの (i, j)-成分を ci,j とする．i = j
のときは，

ci,i =
n∑

k=1

bi,kak,i =
n∑

k=1

(−1)i+kak,i detAk,i = det A

である．
i 6= j の場合を考える．A の j 列目を ai で置換えた行列を D とする．dk,j = ak,i で l 6= j のとき

dk,l = ak,l である．D の i 列目と j 列目はともに ai で等しいので，detD = 0 である．D の j 列目以
外は A と同じだから det D を j 列目で展開すると，

0 = det D =
n∑

k=1

(−1)k+jdk,j det Ak,j =
n∑

k=1

(−1)k+jak,i detAk,j

=
n∑

k=1

bj,kak,i = cj,i

よって，ÃA = (det A)In である．
AÃ = (det A)In は，行列式の列による展開公式の代わりに，行による展開公式を使って，上と同様に

証明できる．
したがって，det A 6= 0 ならば 2©が成立する．
A−1 が存在すれば

1 = det In = det(AA−1) = (det A)(detA−1)
なので，detA 6= 0 で 3©が成り立つ．

定理 8.7. n 次正方行列 A, B ∈ Mn(K) が AB = In または BA = In のいずれか一方を満たせば A
は可逆行列 (逆行列を持つ行列)で，B = A−1, A = B−1 である．
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証明. AB = Inとすると，上で述べたように (detA)(detB) = det I = 1だから，det A 6= 0, det B 6= 0
で A も B も逆行列を持つ．逆行列の一意性から B = A−1, A = B−1 である．

BA = In の場合も同様である．

9. 展開公式の応用

定義 9.1.(上半三角行列) K は体，A = (ai,j) ∈ Mn(K) は n次正方行列とする．もし，i < j のとき
ai,j = 0 であるならば A は上半三角行列であるという．反対に，i > j のとき ai,j = 0 であるならば A
は下半三角行列であるという．例えば，n = 3 の時の上半三角行列 A と下半三角行列 B は以下の形で
ある．

A =




a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33


 , B =




b11 0 0
b21 b22 0
b31 b32 a33




定理 9.2. n次正方行列 A = (ai,j) ∈ Mn(K)が上半三角行列であるか，または，下半三角行列である
ならば，

detA = a1,1a2,2a3,3 · · · an,n

と，detA は A の対角成分の積になる．

証明. Aが上三角行列の場合に，nに関する帰納法で証明する．n = 1ならば A = (a1,1) ∈ M1(K)だ
から，detA = a1,1 である．

n = 2 とし，A の n行目と n列目を取り除いてできる (n − 1) 次の小行列を Ann とする．detA を
n行目で展開すると，A の n行目は (0, 0,. . ., 0, ann)だから，detA = (−1)n+nann det Ann となる．帰
納法の仮定から，detAnn = a11a22 · · · an−1,n−1 である．よって，detA = a11a22 · · · ann である．
下半三角行列の場合は，転置行列を取れば上半三角行列になるので，上の結果に帰着される．

次に以下のような連立方程式を解くことを考える．




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

ここで，各 aij と bi は体 K に属する与えられた定数で，x1,. . ., xn は未知数で，これを求めるのが目
標である．

A :=




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


 ∈ Mn(K), x =




x1

x2
...

xn


 , b =




b1

b2
...

bn




とおけば，上の連立方程式は，

Ax = b

とシンプルに書き直せる．今回は detA 6= 0 の場合のみを考え，detA = 0 の場合は，後の回で掃き出
し法を用いて解法を考える．

det A 6= 0 の場合は，Ã を A の余因子行列とすると，A−1 =
1

detA
Ã であるので，

x =
1

det A
Ãb

となる．これでもいいのだが，以下の公式も有名である．
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定理 9.3. (クラメルの公式) 記号は上と同じとし，detA 6= 0 を仮定する．A の第 i列 ai のところを
列ベクトル b に置き換えてできる n 次正方行列を Ai とする (1 5 i 5 n)．すると，

xi =
detAi

det A
=

∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1,n

...
...

...
...

...
an,1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 · · · a1,i−1 a1,i a1,i+1 · · · a1,n

...
...

...
...

...
an,1 · · · an,i−1 an,i an,i+1 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣

(1 5 i 5 n)

である．

証明. Aの j行目と i列目を取り除いてできる (n− 1) 次の小行列を Aj,i とし，ci,j = (−1)i+j detAj,i

とするとき，Ã = (ci,j) であった．x = (1/ det A)Ãb なので，この等式の k行目を比較すると，

xk = (1/ detA)
n∑

j=1

ck,jbj = (1/ det A)
n∑

j=1

(−1)k+j(detAj,k)bj 1©

である．他方，detAk を第 k列で展開すると，Aの (i, k)-成分は bk で，第 i列以外は Aと同じなので，

detAi =
n∑

i=1

(−1)i+kbj detAi,k =
n∑

j=1

(−1)k+j detAj,kbj

となる，よって，xk = (det Ak)/(detA) である．

10. 掃き出し法 (1)

以下のような連立方程式を解くことを考える．




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

ただし，m = n は仮定せず，m < n や m > n の場合も含めて考える．中学で習った数学の範囲で解こ
うとすると，以下の操作を繰り返して行って，未知数 xi の前の係数が，できるだけ沢山 0 になるよう
に変形する．以下の操作のうち (L3)は意味がないが，後の説明のために書いてある．

(L1) ある方程式の両辺に，ある数 c を掛け，それを他の方程式の両辺に足す (または引く)．
(L2) ある方程式の両辺に，0 でないある数 c を書ける (または c で割る)．
(L3) m個の方程式の中から 2つを選んで，その書いてある行を入れ替える．
このような操作を掃き出しという．(L1)で「引く」という部分は cの代わりに −cを考えると「足す」
操作になるので，考えなくてよい．(L2)でも，cで「割る」のは 1/cを「掛ける」のと同じだから，考え
なくてよい．ところで，この計算の途中で何回も x1,. . ., xn を書くのは面倒なので，係数 ai,j と bj だ
けを抜き出して

A′ := (A,b) :=




a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn bn




という行列を作って，この行列に対して以下の操作を行っても，実質的に上の操作と同じである．
(L1) A′ の第 i行に定数 c を掛け，それを第 j 行目に足す (1 5 i 5 m, 1 5 j 5 m, i 6= j)．
(L2) A′ の第 i行に定数 c 6= 0 を掛ける．
(L3) A′ の第 i行と第 j 列を交換する．
この 3種類の操作を行列に対する行基本操作とか行基本変形という．なお，(A, b) を拡大行列とも
いう．
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命題 10.1. 上の操作 (L3)「i行と第 j 列を交換する」は，(L1)「第 i行に 1 を掛け第 j 行目に足す」，
(L1)「第 j 行に (−1) を掛け第 i行目に足す」，(L1)「第 i行に 1 を掛け第 j 行目に足す」，(L2)「第 i
行に −1 を掛ける」という操作を順に行うことによって得られる．

記号設定 10.2. 掃き出し法のために持ちいる特別な行列に対して記号を設定しておく．一般的な記号
ではなく，ここだけの一時的な記号である．
(1) k, l を固定した自然数とし，(k, l)-成分だけが 1で，それ以外の成分が 0である行列を Ek,l と書く
ことにする．それが m行 n列行列のときは E

(m,n)
k,l とも書くことにし，n次正方行列のときは E

(n)
k,l

とも書く．一般に A = (ai,j) ∈ Mmn(K) に対し，

A =
m∑

i=1

n∑

j=1

ai,jE
(m,n)
i,j

である．
(2) k, l は固定した自然数で k 6= l とする．また c ∈ K とする．

Λk,l(c) = Λ
(n)
k,l (c) := In + cE

(n)
k,l

と定める．
(3) 1 5 k 5 n は固定した自然数で，0 6= c ∈ K とする．単位行列 In の (k, k)-成分だけを c でおきか
えた行列を

Mk(c) = M
(n)
k (c) := In + (c− 1)E(n)

k,k

とおく．

命題 10.3. A′ = (A, b) は上の行基本操作の説明のところと同じとする．
(1) A′ に (L1)「第 i行に定数 cを掛け第 j行目に足す」ことによって行列 B′ が得られたとする．この
とき，

B′ = (Λ(n)
j,i (c))A′

が成り立つ．
(2) A′ に (L2)「第 i行に定数 c 6= 0 を掛ける」ことによって行列 B′ が得られたとする．このとき，

B′ = (M (n)
i (c))A′

が成り立つ．

証明は，実際に上の掛け算を実行してみればわかる．言いたいことは「行基本変形は Λ
(n)
j,i (c)やM

(n)
i (c)

とういう形の行列を左から掛けることによって得られる」ということである．また，

(Λ(n)
j,i (c))−1 = Λ

(n)
j,i (−c), (M (n)

i (c))−1 = M
(n)
i (1/c), detΛ(n)

j,i (c) = 1, det M
(n)
i (c) = c

である．また，上の等式は，掃き出し (行基本変形)は，それを逆に実行して元に戻すことができること
を意味していて，それが同値変形であることを保障している．
掃き出し法の 1つの目的は，行列 A′ に行基本変形を上手に繰り返して行って，以下のような階段行

列に変形することである．掃き出しは連立方程式を解く以外に，行列式の計算や逆行列の計算など，複
数の用途があるので，A′ = (A, b)から離れて，以下，m行 n列の行列 Aに対する掃き出し法を説明す
る．そのほうが，b を別に書かなくてもいいので，説明しやすい．目的によっては，必ずしも階段行列
になるところまで計算しなくてもよいが，それは後で個別に説明する．

定義 10.4. (階段行列) B = (bi,j) ∈ Mmn(K) は以下の条件を満たすとき階段行列であるという．な
お，B の第 j 列の列ベクトルを bj とする．
(1) 1 5 r 5 mを満たす自然数 rがある．また，1 5 s1 < s2 < · · · < sr 5 nを満たす自然数 s1, s2,. . .,

sr がある．
(2) bs1 = e1, bs2 = e2, . . ., bsr

= er (基本ベクトル)である．bi,si
= 1 の箇所を i番目の階段という．

(3) j < s1 ならば bj = 0 である．

(4) 1 5 k < r で sk < j < sk+1 ならば，i > k のとき bi,j = 0である．つまり，bj =
k∑

i=1

bi,jei である．

(5) j > sr ならば，i > sr のとき bi,j = 0 である．
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この r を階段行列 B のランクまたは階数といい，r = rankB という記号で表す．定まった用語は決
まっていないが，後の説明の便宜上，bsi = ei を i段目の段の列ベクトルと呼ぶことにする．
例えば，次の B は階段行列である．

B =




0 1 b13 0 b15 b16 0 0 b19

0 0 0 1 b25 b26 0 0 b29

0 0 0 0 0 0 1 0 b39

0 0 0 0 0 0 0 1 b49

0 0 0 0 0 0 0 0 0




この例の場合，rankB = r = 4で，s1 = 2, s2 = 4, s3 = 7, s4 = 8である．bij と書いてある部分は，そ
こにどんな数があっても構わない．(特に 0 であってもよい.)

定理 10.5. (階段行列の一意性) B ∈ Mmn(K)と C ∈ Mmn(K)はいずれも階段行列で，ある可逆行列
P ∈ Mm(K)により C = PB が成立すると仮定する．すると，B = C である．(P = Im とは限らない)

証明. B について，r と 1 5 s1 < s2 < · · · < sr 5 n は上の定義の通りの自然数であるとする．
C = (cij) の j列目の列ベクトルを cj とする．C = PB より cj = Pbj (1 5 ∀j 5 n)である．すべての
j に対して cj = bj が成り立つことを示せばよい．

(1) j < s1 のとき bj = 0 だから，cj = 0 である．
(2) cs1 = Pbs1 = Pe1, e1 = bs1 = P−1cs1 だから，cs1 6= 0である．Bは階段行列だから，Bの 1段目

の階段は cs1 のところにくるしかない．よって，cs1 = e1 = bs1 である．また，Pe1 = Pbs1 = cs1 = e1

が成り立つ．P は可逆なので，P−1e1 = e1 である．

(3) さて，いま，帰納的に j 5 sk のとき cj = bj で，1 5 ∀i 5 k に対し csi
= ei = bsi

, Pei = ei,
P−1ei = ei が成り立つことが証明されたとする．(4) sk < j < sk+1 ならば cj = bj であること (ただ
し，形式的に sr+1 = n + 1 と考える)と，(5) k < r ならば，csk+1 = ek+1 = bsk+1 , Pek+1 = ek+1,
P−1ek+1 = ek+1 が成り立つことを証明する．

(4) sk < j < sk+1 とする．定義 10.4(4)より bj =
k∑

i=1

bi,jei である．したがって，

cj = Pbj =
k∑

i=1

bi,jPei =
k∑

i=1

bi,jei = bj

である．

(5) k < r とする．csk+1 = Pbsk+1 = Pek+1 である．もし csk+1 =
k∑

i=1

bi,sk+1ei と i段の高さだった

とすると，

P−1csk+1 =
k∑

i=1

ci,sk+1P
−1ei =

k∑

i=1

ci,sk+1ei 6= ek+1

となって矛盾する．よって，csk+1 は始めて登場する (k + 1)段以上の列ベクトである．階段行列の定
義からここが (k + 1) 段目の階段で csk+1 = ek+1 である．よって，csk+1 = ek+1 = bsk+1 , Pek+1 =
Pbsk+1 = csk+1 = ek+1, P−1ek+1 = ek+1 である．

以上より B = C が証明された．

11. 掃き出し法 (2)

アルゴリズム 11.1. 行列 A0 = A = (ai,j) ∈ Mmn(K)から始めて，行基本変形を繰り返して階段行列
に変形するアルゴリズムを述べる．行列 Ar ∈ Mmn(K) の (i, j)-成分を a

(r)
i,j と書くことにする．以下の

アルゴリズムはインデントして書いてある．

(1) r = 0, k = 1, l = 1 から始めて k 5 m, l 5 n である限り，以下の操作を繰り返す．
(2) a

(r)
k,l = 0 ならば (3)に移動する．a

(r)
k,l 6= 0 ならば (4)に移動する．
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(3) k + 1 5 i 5 m の中で a
(r)
i,l 6= 0 となるような i をさがし，そのような i があれば，Ar

の i 行目と k 行目を交換した行列を Ar+1 とおき，r の値を 1 大きくして (4)に移動する．
a
(r)
k,l = a

(r)
k+1,l = a

(r)
k+2,l = · · · = a

(r)
m,l = 0 の場合には，l の値を 1 大きくし，l 5 n だったら (2)

に移動する．l > n だったら (9)に移動する．
(4) ここに到着したときは a

(r)
k,l 6= 0 なので，Ar の第 k行を 1/a

(r)
k,l 倍して得られる行列を Ar+1 と

し，r の値を 1 大きくした後，次の (5)に移動する．
(5) i = 1, 2,. . ., k − 1, k + 1,. . ., m (つまり i = k 以外のすべての 1 5 i 5 m)に対して次の (6)の
操作を行う．
(6) Ar の第 k行に (−a

(r)
i,l ) を掛け i 行目に加えた行列を Ar+1 とおく．a

(r+1)
i,l = 0 であるこ

とに注意する．そして r の値を 1 大きくする．
(7) この段階では a(r)

l = ek となることに注意する．k の値を 1 大きくし，l の値も 1 大きくして，
k 5 m かつ l 5 n だったら (2)に移動する．

(9) ここに到達したときには Ar は階段行列になっている．

C + + で上のアルゴリズムのコーディングすると下記のようになる．ただ，実数だと計算誤算の関係
で ak,l = 0 かどうかの判定がうまくいかないので，有理数を成分とする行列で書いてある．また，配列
A[i][j] の添え字は C + + では 0 5 i < m, 0 5 j < n の範囲を動くので，−1 ずれることに注意する．

/* mと nは定数の整数として定義されているとする */
rational A[m][n]; /* 誤算がでないように A は有理数を成分とする行列とする */
rational x; /* 作業用変数 */
int i, j, k, l;
/* 掃き出し法を実行する */
for(k=l=0; k<m && l<n; ){

if(A[k][l]==0){ /* 階段成分が 0 の場合. 実数の場合は誤差に注意 */
for(i=k+1; A[i][l]==0 && i<m; i++);
if(i==m){l++; continue;} /* 階段が横に長くなる */
/* Aの第 i行と第 k行を入れ替える */
for(j=l; j<n; j++){x=A[i][j]; A[i][j]=A[k][j]; A[k][j]=x;}

}
/* Aの第 k行を A[k][l] で割る */
x=A[k][l]; A[k][l]=1;
for(j=l+1; j<n; j++) A[k][j]=A[k][j]/x;
for(i=0; i<m; i++){

if(i==k) continue;
/* 第 i行から第 k行を a[i][l] 倍して引く */
x=A[i][l];
for(j=l; j<n; j++) A[i][j]=A[i][j]-x*A[k][j];

}
k++; l++;

}
/* 以上で Aは階段行列になる */

この計算は人間が手計算で行うと計算ミスが多く，計算機に任せたほうがよいが，試験のときだけは
諦めてほしい．

定理 11.2. A ∈ Mmn から掃き出し法によって階段行列 B が得られたとする．
(1) ある可逆な m次正方行列 P により，B = PA と書ける．
(2) A から掃き出し法で得られる階段行列 B は，計算の手順に依存せずに一定である．そこで，短く

B を A の階段行列と呼ぶ．

証明. (1) 掃き出しの過程は Λi,j(c), Mi(c) (c 6= 0)という形の行列を左から掛けることであったから，
それらの積を P とすればよい．
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(2) B1, B2 が A から得られる階段行列とする．ある可逆行列 P1, P2 ∈ Mm(K) により，B1 = P1A,
B2 = P2A と書ける．B2 = (P2P

−1
1 )B1 である．定理 10.5より B1 = B2 となる．

階段行列が計算できたとき，何がわかるかを定理として書いておく．連立方程式より，行列式や行列
式の計算のほうが簡明なので，先に説明する．

定理 11.3.(行列式の計算) n 次正方行列 A ∈ Mn(K) に対して上のアルゴリズムを実行する過程で次
の操作を行う．最初 d = 1 としておく．掃き出し法の過程で 2つの行を交換する操作を行ったら，その
たびに d を (−1) 倍する．また，ある行を c 倍する操作を行ったら d を c で割る．最後に A の階段行
列 B が得られたとき，B = In (単位行列)であれば det A = d である．B 6= In のときは det A = 0 で
ある．なお，上のアルゴリズムの (2)の段階で k 6= l となることが起きたら det A = 0 である．

証明. Ar の 2つの行を交換した行列を Ar+1 の場合，det Ar+1 = −det Ar である．また，Ar のある
行を c 倍した行列を Ar+1 とする操作を行った場合，det Ar+1 = cdetAr である．他方，Ar のある行
を c 倍して他の行に足す操作を行って得られた行列が Ar+1 である場合は，detAr+1 = det Ar である．
B 6= In のときは，B の対角線上に 0が登場するので detB = 0 である．このことから，上の定理がわ
かる．

行列式を手計算で計算する場合は，Aを階段行列まで変形しなくても，上の掃き出し法の精神を生かし
ながら，あまり分数が登場しないように工夫しながら，上半三角行列になるところまで変形すればよい．

定理 11.4.(逆行列の計算) n 次正方行列 A ∈ Mn(K) に対し，A と単位行列 In を並べてできる n 行
2n 列の行列を (A, In)と書くことにする．(A, In)に掃き出し法を実行して得られた階段行列を (B, C)
とする．ここで，B, C は n次正方行列とする．A が可逆行列であるための必要十分条件は B = In と
なることで，B = In のとき C = A−1 となる．

証明. 前定理のように Aに掃き出し法を行って得られる階段行列は Bと一致する．B = Inと detA 6= 0
は同値であった．これは Aが可逆であることと同値である．

C = A−1 を証明する．ある可逆行列 P ∈ Mn(K)により，(B, C) = P (A, In)と書ける．行列の積の
定義から，B = PA, C = PIn = P である．B = In だから P = A−1 であり，C = A−1 がわかる．

12. 連立方程式の解集合

K は体，A ∈ Mmn(K) と b ∈ Km は与えられた行列とベクトルで，x ∈ Kn は未知数を縦に並べた
列ベクトルとし，連立方程式

Ax = b
を解くことを考える．そもそも，m < n や m > n の場合も含めて考えているので，解は 1通りとは限
らず沢山あるかもしれないし，1つもない (解なし)かもしれない．解の集合

W :=
{
x ∈ Kn

∣∣ Ax = b
}

を Ax = b の解集合とか解空間という．「空間」という単語がついているが，3次元の空間という意味で
はない．この解集合の構造を述べるため，少し用語を導入しておく．

定義 12.1. Kn の部分集合 V が次の (1), (2)を満たすとき，V は Kn の部分ベクトル空間であると
いう．
(1) x ∈ V , y ∈ V ならば x + y ∈ V .
(2) x ∈ V , a ∈ K ならば ax ∈ V .

W が Kn の部分集合で，Kn のある部分ベクトル空間 V と，あるベクトル c ∈ Kn が存在して，

W =
{
x + c

∣∣ x ∈ V
}

と書けるとき，W はアフィン空間 (affine space)であるという．上の W を W = V + cとか W = c+V
とも書き，V をベクトル c で平行移動して得られるアフィン空間であるという．
なお，c = 0 の場合を考えれば，部分ベクトル空間はアフィン空間である．また，アフィン空間 W が

ゼロベクトル 0 を含めば，c = 0 と選べるので，W は部分ベクトル空間になる．
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また，
KerA :=

{
x ∈ Kn

∣∣ Ax = 0
}

という記号を導入し，KerA を A のカーネル (kenel)とか核という．

命題 12.2. A ∈ Mmn(K) に対し，KerA は Kn の部分ベクトル空間である．0 ∈ KerA なので，
KerA 6= ∅ である．

証明. x, y ∈ KerA ならば Ax = 0, Ay = 0 である．よって A(x + y) = Ax + Ay = 0 + 0 = 0 であ
り，A(x + y) ∈ KerA となる．また，a ∈ K ならば A(ax) = a(Ax) = a0 = 0 となるので ax ∈ KerA
である．KerA は上の定義の (1), (2)を満たすので Kn の部分ベクトル空間である．

命題 12.3. A, x, b は本章の最初のほうで書いた通りとし，連立方程式 Ax = b の解の集合

W :=
{
x ∈ Kn

∣∣ Ax = b
}

を考える．もし，W が空集合でなければ，随意に x0 ∈ W を選ぶと，

W = x0 + (KerA)

となり，W はアフィン空間になる．x0 を Ax = b の特殊解と呼ぶことにすると，それに対して W の
一般の元は一般解と呼ばれる．

証明. W 6= ∅ とし，x0 ∈ W を固定する．

V :=
{
x− x0

∣∣ x ∈ W
}

とおく．W = V − x0, V = W + x0 である．y ∈ V を取ると，ある x ∈ W により，y = x − x0 と書
ける．

Ay = A(x− x0) = Ax−Ax0 = b− b = 0
である．よって，V ⊂ KerAである．逆に z ∈ KerAとする．Az = 0であるので，x := z + x0 とおく
と，Ax := Az + Ax0 = 0 + b = b となる．よって，x ∈ W である．z = x− x0 なので z ∈ V である．
したがって，KerA ⊂ V である．KerA ⊃ V かつ KerA ⊂ V なので KerA = V である．前命題より
V は Kn の部分ベクトル空間なので，W = V + x0 はアフィン空間である．

定義 12.4. 行列 A ∈ Mmn(K) の階段行列を B とする．B のゼロベクトルでない行ベクトルの個数
が rankB であった．B は A から一意的に定まるから，rankA := rankB として A のランク (または
階数)を定義する．

命題 12.5. m行 n列の行列 A ∈ Mmn(K) に対して，rankA 5 m かつ rankA 5 n である．

証明. A の階段行列を B とする．rankA は B のゼロベクトルでない行の個数なので，rankA 5 m
である．また，r = rankB = rankA のとき，B の列ベクトルの中には基本ベクトル e1,. . ., er が含ま
れるので，r 5 n である．

定理 12.6. n 次正方行列 A ∈ Mn(K)に対し，Aが可逆行列であるための必要十分条件は rankA = n
が成り立つことである．

証明. B を A の階段行列とする．定理 11.3より，A−1 が存在することと det A 6= 0 と B = In は同
値であった．また rank In = n である．逆に rankB = n となるような n次正方階段行列は B = In し
かない．

次は連立方程式 Ax = b の解法の説明の前半部分である．記号の設定を定理の中で書くと長くて定
理が読みづらくなるので，ここに書く．A の階段行列を B = (bi,j) = (b1.. . ., bn) ∈ Mmn(K) とす
る．r = rankB = rankA とし，定義 10.4のような 1 5 s1 < s2 < · · · < sr 5 n を選び，bsi

= ei

(1 5 ∀i 5 r), j < s1 ならば bj = 0, sk < j < sk+1 (形式的に sr+1 = n + 1 とおく) ならば，

bj =
k∑

i=1

bi,jei であるとする．また， c ∈ Kmが登場したとき，その i行目の成分を ci とする．xsi := ci
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(1 5 ∀i 5 r) で，i ∈ {1,. . ., m} − {s1,. . ., sr} のとき xi := 0 として定めた xi を i行目の成分とする列
ベクトルを x0 ∈ Kn とおく．例えば，定義 10.4のところで例示した B については，

x0 =




0
c1

0
c2

0
0
c3

c4

0




, Bx0 =




0 1 b13 0 b15 b16 0 0 b19

0 0 0 1 b25 b26 0 0 b29

0 0 0 0 0 0 1 0 b39

0 0 0 0 0 0 0 1 b49

0 0 0 0 0 0 0 0 0







0
c1

0
c2

0
0
c3

c4

0




=




c1

c2

c3

c4

0




である．

定理 12.7. (連立方程式の特殊解) A ∈ Mmn(K), b ∈ Km で x ∈ Kn は未知数を縦に並べた列ベク
トルとする．(A, b) は A と b を並べて書いた m行 (n + 1)列行列とする．また，(A, b) の階段行列
を (B, c)とする．ただし，B ∈ Mmn(K), c ∈ Km とする．それ以外の設定は定理の直前の通りとする．
このとき，以下が成り立つ．
(1) Ax = b と Bx = c は同値である．
(2) rankA 5 rank(A, b) である．
(3) r = rankB = rankAとするとき，すべての r < i 5 mに対して ci = 0が成り立つならば，Ax0 = b
が成り立つ．つまり，x0 は Ax = b の特殊解である．

(4) 連立方程式 Ax = bが解を持つための必要十分条件は

rankA = rank(A, b)

が成り立つことである．逆に，Ax = b が「解なし」になる必要十分条件は rankA < rank(A, b)
である．

証明. (1) ある可逆行列 P ∈ Mm(K) により (B, c) = P (A, b) と書ける．B = PA, c = Pb である．
Ax = bのとき Bx = PAx = Pb = cである．逆に Bx = cのとき Ax = P−1Bx = P−1c = bである．

(2) B は A の階段行列である．階段行列のランクはゼロベクトルでない行の個数だから，rankB 5
rank(B, c) である．よって，rankA 5 rank(A, b) である．

(3) Bx0 = cは自明な等式である．例えば，定理の直前の例で確認してほしい．(2)の結果から Ax0 = b
である．

(4) r = rankA = rank(A, b) ならば r = rankB = rank(B, c) なので，すべての r < i 5 mに対して
ci = 0 である．(3)より Ax0 = b で解を持つ．

r := rankA 6= rank(A, b) ならば，(1)より rankB < rank(B, c) となる．これは，cr+1 6= 0 を意味
する．B の (r + 1) 行目はゼロベクトルなので，Bx = c の (r + 1)行目の等式は 0 = cr+1 となり，矛
盾する．

13. KerA

K は体，A ∈ Mmn(K) と b ∈ Km は与えられた行列とベクトルで，x ∈ Kn は未知数を縦に並べた
列ベクトルとし，連立方程式

Ax = b
の解が存在するための条件と，存在した場合の特殊解 x = x0 の求め方を前章で解説した．Ax = b の
解集合は x0 + Ker A であった．そこで，本章では KerA を決定する方法について考察する．まず，定
理 12.7(1)より，次の命題が成り立つ．

命題 13.1. 記号は上の通りとし，行列 A の階段行列を B とする．すると，

KerA = Ker B

である．(これは，集合として等しいという意味である.)
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したがって，Ax = 0 を解くには，A の階段行列 B について Bx = 0 の解をすべて求めればよい．定
義 10.4のように B の記号を設定する．

B = (bi,j) = (b1.. . ., bn) ∈ Mmn(K), r = rankB = rankA とし，定義 10.4のような 1 5 s1 <
s2 < · · · < sr 5 n を選び，bsi

= ei (1 5 ∀i 5 r), j < s1 ならば bj = 0, sk < j < sk+1 (形式的に

sr+1 = n + 1 とおく)ならば，bj =
k∑

i=1

bi,jei であるとする．N := {1, 2,. . ., n} における S := {s1,

s2,. . ., sr} の補集合を T = {t1, t2,. . ., tn−r} := N − S とする．ただし，1 5 t1 < t2 < · · · < tn−r 5 n

と並べておく．各 t ∈ T に対して，ベクトル xt =




x1,t

...
xn,t


 を以下の (1), (2), (3)のように定める．

(1) xt,t := 1
(2) i ∈ S ならば，xi,t := −bi,t とおく．ただし，i > t のときは階段行列の定義から xi,t = −bi,t = 0
である．

(3) i 6= t かつ i /∈ S ならば，xi,t := 0
このとき，次の定理が成り立つ．

定理 13.2. 記号は直前の説明のとおりとする．
(1) もし r = n ならば，Ax = 0 の解は，x = 0 以外に存在しない．
(2) r < n の場合，各 t ∈ {t1,. . ., tn−r} に対し，ct ∈ K を自由変数 (任意の値を取れる変数)とし，

x =
∑

t∈T

ctxt

とおくと，Ax = 0 であり，

KerA =

{∑

t∈T

ctxt

∣∣∣∣∣ ct ∈ K (∀t ∈ T )

}

である．

証明. (1) r = nのときは，Bx = 0の第 i行目は xi = 0という方程式になっている．iは 1 5 i 5 r = n
の範囲を動くので，x = 0 である．

(2) ct を xt と書き直すと，
Bx = x−

∑

t∈T

xtxt

となる．これより，結論が得られる．

例えば，定義 10.4のところで例示した B については，

Bx =




0 1 b13 0 b15 b16 0 0 b19

0 0 0 1 b25 b26 0 0 b29

0 0 0 0 0 0 1 0 b39

0 0 0 0 0 0 0 1 b49

0 0 0 0 0 0 0 0 0







x1

x2
...

x9


 =




0
0
...
0




の解は，S = {2, 4, 7, 8}, T = {1, 3, 5, 6, 9} なので，



x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9




= c1




1
0
0
0
0
0
0
0
0




+ c3




0
−b13

1
0
0
0
0
0
0




+ c5




0
−b15

0
−b25

1
0
0
0
0




+ c6




0
−b16

0
−b26

0
1
0
0
0




+ c9




0
−b19

0
−b29

0
0

−b39

−b49

1







t1行目
s1行目
t2行目
s2行目
t3行目
t4行目
s3行目
s4行目
t6行目
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(c1, c3, c5, c6, c9 は勝手な K の元)である．

一般のベクトル空間における 1次独立の概念は「線形代数学 B2」で学習するが，ここでは最低限必要
な数ベクトルの 1次独立の話をしておく．

定義 13.3.(1次独立) K は体とし，x1,. . ., xm ∈ Kn とする．あるスカラー a1,. . ., am ∈ K で
(1) a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm = 0
(2) a1, a2,. . ., am の中に 0 でないものが，少なくとも 1つは存在する．
を満たすとき，x1, x2,. . ., xm は (K上)1次従属であるとか線形従属であるという．(1)を x1,. . ., xm の
間の線形関係という．x1, x2,. . ., xm が 1次従属でないとき，x1, x2,. . ., xm は (K 上)1次独立であると
か線形独立であるという．言い換えると，(1)を満たす a1,. . ., am ∈ K が a1 = · · · = am = 0 以外に存
在しないとき，x1, x2,. . ., xm は 1次独立である．

定理 13.4. 定理 13.2において KerA に属するベクトル xt1 , xt2 , . . ., xtn−r は 1次独立である．

証明. a1xt1 + a2xt2 + · · ·+ an−1xtn−r = 0— 1© (a1, a2,. . ., an−r ∈ K)であるとする． 1©の両辺の ti
行目 (1 5 i 5 n− r)の成分を比較する．xtj

の ti 行目の成分は j = i のとき 1で，j 6= i のとき 0であ
る．よって， 1©の左辺のベクトルの和の ti 行目は ai である．これが， 1©の右辺の ti 行目の 0に等し
いから，ai = 0 (0 5 ∀i 5 n− r)である．よって，xt1 ,. . ., xtn−r

は 1次独立である．

上の定理は，

KerA =

{∑

t∈T

ctxt

∣∣∣∣∣ ct ∈ K (∀t ∈ T )

}

という解空間の表わし方において，xt 達の中のどれも取り除けないことを意味している．

定理 13.5. K は体，x1,. . ., xm ∈ Kn は 1次独立であると仮定する．a1,. . ., am, b1,. . ., bm ∈ K,

a1x1 + · · ·+ amxm = b1x1 + · · ·+ bmxn

ならば，a1 = b1,. . ., am = bm である．

証明. (a1− b1)x1 + · · ·+ (am− bm)xn = 0だから，1次独立の定義から a1− b1 = 0,. . ., am− bm = 0
となる．

定理 13.6. K は体，x1,. . ., xm ∈ Kn とする．一般に，この m 個の列ベクトル x1,. . ., xm を左から
右に並べてできる n 行 m 列の行列を (x1,. . ., xm) と書く．今，A = (x1,. . ., xm) とする．
(1) x1,. . ., xm が 1次独立であるための必要十分条件は rankA = mが成り立つことである．
(2) 特に m = n の場合には，x1,. . ., xn が 1次独立であるための必要十分条件は detA 6= 0が成り立つ
ことである．これは，A の逆行列 A−1 が存在することと同値である．

証明. (1-1) 定理 11.2より，ある可逆な m次正方行列 P により B = PA と書ける．また，階段行列
B = (bi,j) ∈ Mmn(K) は以下の条件を満たす．

(i) 1 5 r 5 m を満たす自然数 r と，1 5 s1 < s2 < · · · < sr 5 n を満たす自然数 s1, s2,. . ., sr が
存在し，bs1 = e1, bs2 = e2, . . ., bsr = er である．

(ii) j < s1 ならば bj = 0 である．

(iii) 1 5 k < r で sk < j < sk+1 ならば，i > k のとき bi,j = 0である．つまり，bj =
k∑

i=1

bi,jei で

ある．
(iv) j > sr ならば，i > sr のとき bi,j = 0 である．

(1-2) したがって，r = rankB = rankA = m ならば，s1 = 1, s2 = 2,. . ., sm = m で，b1 = e1,
b2 = e2, . . ., bm = em である．a1b1 + · · ·+ ambm = 0 (a1,. . ., am ∈ K)とすると，ei = bi = Pxi だ
から，a1e1 + · · ·+ amem = P (a1x1 + · · ·+ amxm) = P0 = 0なので，a1 = · · · = am = 0となる．よっ
て，x1,. . ., xm は 1次独立である．
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(1-3)逆に，x1,. . ., xm は 1次独立であると仮定する．a1b1 + · · ·+ambm = 0 (a1,. . ., am ∈ K)とする
と，xi = P−1xi だから，a1x1 + · · ·+amxm = P−1(a1b1 + · · ·+ambm) = 0なので，a1 = · · ·+am = 0
となる．よって，b1,. . ., bm は 1次独立である．このとき，bi = ei (1 5 ∀i 5 m)であることを i に関
する帰納法で示す．b1 6= 0 と (ii)より s1 = 1 で，(i)より b1 = e1 である．

2 5 i 5 m とし，1 5 j < i のとき bj = ej と仮定する．もし si > i とすると，(iii)より b1,. . ., bi

は 1次従属になってしまう．よって，si = i で (i)より bi = ei である．
以上より，rankA = rankB = m である．

(2) x1,. . ., xn が 1次独立ならば，上の議論から，B は単位行列 I になる．このとき PA = B = I だ
から P は A の逆行列である．
逆に，A−1 が存在すると仮定する．A−1A = I だから A−1xi = ei である．a1,. . ., an ∈ K, a1x1 +

· · ·+ anxn = 0が成り立つとする．

0 = A−1
(
a1x1 + · · ·+ anxn

)
= a1A

−1x1 + · · ·+ anA−1xn = a1e1 + · · ·+ anen

で，e1,. . ., en は 1次独立だから，a1 = · · · = an = 0 となる．よって x1,. . ., xn は 1次独立である．

14. 解空間の次元

定義 14.1. K は体とし，x1,. . ., xm ∈ Kn とする．

V :=

{
m∑

i=1

aixi

∣∣∣∣∣ a1,. . ., am ∈ K

}

とおく．すると V は Knの部分空間になる．この V を Kx1+· · ·+Kxmとか
m∑

i=1

Kxiとか 〈x1, . . . ,xm〉

と書き，x1,. . ., xm によって生成される V の部分空間という．また，組 (集合) x1,. . ., xm は V の生成
系であるとか，生成元であるという．

x1,. . ., xm ∈ V が 1次独立であって，かつ，V の生成系であるとき，組 (集合) x1,. . ., xm は V の (K
上の)基底 (base)であるという．

例 14.2. V = Kn の場合には，基本ベクトルを e1 :=




1
0
...
0


, e2 :=




0
1
...
0


 ,. . ., en :=




0
0
...
1


 とおく

と，e1, e2,. . ., en は Kn の基底になる．これを Kn の標準基底という．

定理 14.3. K は体，x1,. . ., xm ∈ Kn とする．A = (x1,. . ., xm)とする．r = rankAとし，Aから作
られる階段行列を B とする．B の j 列目の列ベクトルを bj とする．rankB = r だから，B の列ベク
トルの中に基本ベクトル e1,. . ., er が現れるが，いま bs1 = e1,. . ., bsr

= er であるとする．このとき，
以下が成り立つ．
(1) A の列の列ベクトル xs1 ,. . ., xsr

は 1次独立である．
(2) B の (i, j)-成分を bij とするとき，

xk = b1,kxs1 + · · ·+ br,kxsr

が成り立つ．
(3) xs1 ,. . ., xsr は Im A の基底である

証明. ある可逆行列 P ∈ Mm(K) により，B = PA と書けるすると，bj = Pxj , xj = P−1bj

(j = 1,. . ., m)である．

(1) xs1 ,. . ., xsr
が 1次独立であることを示す．
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a1,. . ., ar ∈ K, a1xs1 + · · ·+ arxsr = 0 であるとする．P を左から書けると，

0 = P
(
a1xs1 + · · ·+arxsr

)
= a1Pxs1 + · · ·+arPxsr

= a1bs1 + · · ·+arbsr
= a1e1+ · · ·+arer =




a1
...

ar

0
...
0




となる．よって，a1 = · · · = ar = 0 となり，xs1 ,. . ., xsr
は 1次独立である．

(2) xk = b1,kxs1 + · · ·+ br,kxsr
を証明する．

bk =




b1,k

...
br,k

0
...
0




= b1,ke1 + · · ·+ br,ker = b1,kbs1 + · · ·+ br,kbsr

である．左から P−1 を掛けると，

xk = P−1bk = b1,kP−1bs1 + · · ·+ br,kP−1bsr = b1,kxs1 + · · ·+ br,kxsr

となる．
(3) 定義から，Im Aは x1,. . ., xm で生成される．(2)より，xs1 ,. . ., xsr は Im Aの生成系である．(1)

とあわせると (3)を得る．

定理 14.4. x1,. . ., xr ∈ Kr は 1次独立で，y1,. . ., ys ∈ Kr も 1次独立と仮定する．さらに，

Kx1 + · · ·+ Kxr = Ky1 + · · ·+ Kys

が成立すると仮定すると，r = s である．

証明. r 6= s と仮定して矛盾を導く．議論は対称だから r < s と仮定してよい．Kx1 + · · · + Kxr =

Ky1 + · · ·+ Kys より，yj =
r∑

i=1

aijxi を満たす aij ∈ K が存在する (1 5 ∀j 5 s)．aij を (i, j)-成分と

する r行 s列の行列 A = (aij) ∈ Mrs(K) を作る．b1y1 + · · ·+ bsys = 0 を満たす b1,. . ., bs ∈ K を考
える．

0 =
s∑

j=1

bjyj =
s∑

j=1

bj

(
r∑

i=1

aijxi

)
=

r∑

i=1




s∑

j=1

aijbj


xi

であるが，x1,. . ., xr ∈ Kr は 1次独立なので，
s∑

j=1

aijbj = 0が各 i = 1,. . ., r に対して成り立つ．これ

を行列とベクトルで表すと，b :=




b1
...
bs


 として，Ab = 0 と書ける．A の階段行列は r 個以下の行し

か持たないから，rankA 5 r である．s > r だから，Ab = 0, b 6= 0 を満たす b ∈ Ks が存在する．こ
のとき，b1y1 + · · ·+ bsys = 0 という等式は，y1,. . ., ys ∈ Kr が 1次独立でないことを表わし，矛盾す
る．

定義 14.5. K は体，V は Kn の部分ベクトル空間とする．V が m のベクトルからなる基底 x1,. . .,
xm を持つとき，m を V の次元といい，dimV = m とか dimK V = m と書く．また，ある x0 ∈ Kn

によって W = V + x0 と書けるアフィン空間 W に対しては，dimW := dimV として W の次元を定
義する．

定理 14.6. K は体，A ∈ Mmn(K), rankA = r とすると，以下が成り立つ．
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(1) dim(Im A) = r
(2) dim(Ker A) = n− r

証明. (1) は定理 14.3からわかる．
(2) は定理 13.2と定理 13.4からわかる．

定理 14.7. K は体，V は Kn の部分ベクトル空間とする．また，x1,. . ., xm ∈ V とする．これらの
列ベクトルを並べてできる行列を A = (x1,. . ., xm) とする．このとき，x1,. . ., xm が V の生成系であ
るための必要十分条件は，rankA = dim V が成り立つことである．特に，m = rankA = dim V ならば，
x1,. . ., xm は V の基底である．

証明. x1,. . ., xm で生成される Kn の部分ベクトル空間を W とする．W ⊂ V である．A = (x1,. . .,
xm), r = rankA とし，A から作られる階段行列を B とする．bs1 = e1,. . ., bsr = er であるとすると，
xs1 ,. . ., xsr

は 1次独立である．xk = b1,kxs1 + · · ·+ br,kxsr
が成り立つから，xs1 ,. . ., xsr

は W の基底
である．特に，dimW = r である．

(1) x1,. . ., xm が V の生成系ならば，W = V であるから，dimV = r = rankA である．
(2) 逆に，dimV = rankA ならは，W = V となるから，xs1 ,. . ., xsr は V の基底である．よって，

x1,. . ., xm は V の生成系である．
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