
代数学 II講義ノート 安藤哲哉

注意: (1) 校正をあまりきちんとしていないので，誤植等に注意して利用して下さい．
(2) 90分× 15回で全部の内容を全部証明を付けて講義するのは，時間的にきびしいです．

1. 可換環と加群の定義

定義 1.1.(可換環，整域，体) 集合 R に 2種類の和 + と積 ×が定義されていて以下 (1)～ (3)を満た
すとき Rを可換環 (commutative ring)という．ただし，積 a× bは通号 abと書き，時に a · bとも書く．
(1) R は和 + について 0 を単位元とするアーベル群である．
(2) R は積について閉じていて，結合法則，交換法則を満たし，1 を単位元とする．つまり，a, b ∈ R
ならば ab ∈ R で，(ab)c = a(bc), ab = ba, 1a = a (∀a, ∀b, ∀c ∈ R) を満たす．

(3) 分配法則 (a + b)c = ac + bc (∀a, ∀b, ∀c ∈ R)を満たす．
以上の定義から，0a = 0 (なぜなら (0a + 0a = (0 + 0)a = 0a), a(b + c) = ab + acが導かれることに
注意する．ところで，可換環 R の定義の中で 0 6= 1は仮定しなかったが，もし 0 = 1であれば R = {0}
である．実際，a ∈ R ならば a = 1a = 0a = 0 である．可換環 {0} を単に 0 とも書く．
今，R は可換環で R 6= 0 とする．a ∈ R に対し ab = 1 を満たす b ∈ R が存在するとき，この b を

b = a−1 とか b =
1
a
と書き，a の逆元という．aが逆元を持つとき a は可逆 (invertible)元であるとか，

単元 (unit)であるという．
また，a ∈ R に対し，ab = 0, b 6= 0 を満たす b ∈ R が存在するとき，a は零因子とかゼロ因子 (zero

dividor)であるという．aが零因子でないとき非零因子とか正則元 (regular)という．
環 Rにおいて，1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n 個

= 0となることがある (後の例 1.2(3)参照)．この場合，この条件を満

たす最小の自然数 n を R の標数 (characteristic)という．何個 1 を足しても 0 にならないとき，R の
標数は 0 であると約束する．
可換環 Rが以下の (4), (5)を満たすとき，R は整域 (integral domain)であるという．

(4) 0 6= 1 である．
(5) 0 以外に零因子は存在しない．つまり，a, b ∈ R, ab = 0 ならば a = 0 または b = 0 である．対偶
で書けば，a 6= 0, b 6= 0 ならば ab 6= 0 である．

可換環 Rが上の (4)と以下の (6)を満たすとき，R は (可換)体 (field)であるという．
(6) R の 0 でない元は R の中に逆元を持つ．つまり，0 6= a ∈ R ならば，a−1 ∈ R.
容易にわかるように，体は整域である．
可換環 R の部分集合 S ⊂ Rが和と積について閉じていて，a ∈ S であるとき，S は R の部分環であ

るという．S が整域のとき S は R の部分整域，S が体のとき S は R の部分体であるという．

例 1.2. (1) 整数全体の集合 Z は体でない整域である．
(2) 有理数全体の集合 Q, 実数全体の集合 R, 複素数全体の集合 C はいずれも体である．
(3) 自然数 n を法とする剰余系 Z/nZは可換環である．nが合成数 (2つ以上の素数の積)であるとき

Z/nZ は整域でない可換環である．実際 n = pq (p = 2, q = 2)のとき，その n を法とする剰余類は，
0 = n = p q, 0 6= p, 0 6= q である．
逆に，nが素数 p の場合，Z/pZ は体になる (証明してみよ)．この体 Z/pZ を Fp と書き，標数 p の
素体という．

定義 1.3.(形式的巾級数環) R を可換環とする．

f(X) =
∞∑

i=0

aiX
i (a0, a1,. . ., an,. . . ∈ R) 1©

を X を変数とする R 係数形式的巾級数 (formal power series)式といい，こういう形の元全体の集合を
R[[X]] と書く．「巾」は「羃」(べき)と書くのが正しいが，画数が多く面倒なので「巾」と略記する．な
お，a ∈ R に対し，a0 = a で i = 1 のとき ai = 0 であるような 1©の形の形式的巾級数と同一視するこ
とにより，R ⊂ R[[X]] とみなす．
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g(X) =
∞∑

i=0

biX
i ∈ R[[X]] に対し，

f(X) + g(X) =
∞∑

i=0

(ai + bi)Xi, f(X)g(X) =
∞∑

i=0




i∑

j=0

aj + bi−j


 Xi

として和と積を定めると R[[X]] は可換環になり R はその部分環になる．R[[X]] を R 上の (X を変数
とする)1変数形式的巾級数環という．
なお， 1©の形の形式的巾級数 f(X) に対し，i < n ならば ai = 0 を満たす最小の非負整数 n を，

ord f(X), ordX f(X), ord f などと書き，f のオーダー (order) という．ただし，f(X) = 0 (すべての
ai が 0)のときは，ord f(X) = +∞ と約束する．a0 6= 0 のときは ord f(X) = 0 である．

R[[X, Y ]] := (R[[X]])[[Y ]] を 2変数形式的巾級数環，R[[X, Y, Z]] := (R[[X, Y ]])[[Z]] を 3変数形式的
巾級数環といい，以下帰納的に，R[[X1, X2, . . . , Xn]] := (R[[X1, . . . , Xn−1]])[[Xn]]を n変数形式的巾級
数環という．R[[X1, X2, . . . , Xn]] の元は，

f(X1, . . . , Xn) =
∞∑

i1=0

∞∑

i2=0

· · ·
∞∑

in=0

ai0,i1,···,inXi1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n

(ai0,i1,···,in
∈ R)という形に書ける．ただ，添え字や指数を書くのが面倒なので，N = N ∪ {0}, i = (i1,

i2,. . ., in) ∈ Nn
とし，X i = Xi1

1 Xi2
2 · · ·Xin

n と略記して，f(X) =
∑

i∈Nn

aiX
i と書くと，すこし簡略化さ

れる．こういう書き方を多重指数表示という．

定義 1.4.(多項式環) R を可換環とする．

f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a2X

2 + a1X + a0 (n ∈ N), a0, a1,. . ., an ∈ R) 2©
を X を変数とする R 係数多項式といい，こういう形の元全体の集合を R[X] と書く．i > n のとき

ai = 0 として， 2©の f(X) を
∞∑

i=0

aiX
i ∈ R[[X]] と同一視することにより R ⊂ R[X] ⊂ R[[X]] と考え

ることができる．このとき，R[X] は R[[X]] の部分環になる．R[X] を (X を変数とする) R 上の 1変
数多項式環 (polynomial ring) という．

an 6= 0 のとき，n を deg f(X), degX f(X), deg f などと書き，f の次数 (degree)という．ただし，
n = 0 で a0 = 0 のとき，f(X) をゼロ多項式といい，deg 0 = −∞ と約束する．他方，n = 0 で a0 6= 0
のときは，f(X) を定数多項式といい，deg f(X) = 0 である．また，最高次の係数 an が an = 1 を満
たす多項式をモニック多項式 (monic)という．
帰納的に，R[X1, . . . , Xn] = (R[X1, . . . , Xn−1])[Xn] と定義し，R[X1, . . . , Xn] を R 上の n変数多項
式環という．

問題 1.5. R は整域とする．
(1) f(X), g(X) ∈ R[[X]] に対し ord(f(X)g(X)) = ord f(X) + ord g(X) であることを証明せよ．こ

れともとに，K[[X]] は整域であることを示せ．
(2) f(X), g(X) ∈ R[X] に対し deg(f(X)g(X)) = deg f(X) + deg g(X) であることを証明せよ．
(3) R[[X1,. . ., Xn]], R[X1,. . ., Xn] は整域であることを証明せよ．

定義 1.6.(R-加群，R-代数) R は可換環とし，R の 0, 1 を一時的に 0R, 1R と書く．M は加法 + に
ついて 0M を単元とするアーベル群であるとする．さらに，任意の a ∈ R, x ∈ M に対して R の作用と
呼ばれる演算 axが定義されていて ax ∈ M であると仮定する．さらに以下の (1)～ (3)を満たすとき，
M は R-加群 (R-module)であるという．
(1) (結合法則) (ab)x = a(bx) (∀a ∈ R, ∀b ∈ R, ∀x ∈ M)
(2) (1 の自明な作用) 1Rx = x (∀x ∈ M)
(3) (分配法則) (a + b)x = ax + bx, a(x + y) = ax + ay (∀a, ∀b ∈ R; ∀x, ∀y ∈ M)

R が体のとき，R-加群を R-ベクトル空間とか R-線形空間とも言う．法則 0Rx = 0M , a0M = 0M，
a(−x) = (−a)x は上の定義から簡単に導くことができる．
今，R-加群 M が環 (積に関する交換法則は仮定しないこともある)であって，以下の (4)を満たすと

き，M は R-代数 (R-algebra)とか R-多元環であるという．
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(4) a(xy) = (ax)y (∀a ∈ R; ∀x, ∀y ∈ M)
例えば，多項式環 R[X1,. . ., Xn], 形式的巾級数環 R[[X1,. . ., Xn]]は R-代数である．一般に，S が R

の部分環のとき，R は S-代数である．
M は R-加群とする．部分集合 N ⊂ M が以下の (5), (6)を満たすとき，N も R-加群になる．この

とき，N は M の R-部分加群であるとか，部分 R-加群であると言う．
(5) x, y ∈ N ならば x + y ∈ N .
(6) a ∈ R, x ∈ N ならば ax ∈ N .

M は R-加群，N は M の R-部分加群とする．このとき剰余加群 M/N は自然に R-加群の構造を持
つ．M/N を R-剰余加群という．

M は R-加群，Ni ⊂ M (i = 1,. . ., n)は R-部分加群とする．

N1 + N2 + · · ·+ Nn =

{
n∑

i=1

xi

∣∣∣∣∣ xi ∈ Ni

}

も R-部分加群である．これを，N1,. . ., Nr の和という．N1 + N2 + · · ·+ Nn は
n∑

i=1

Ni とも書く．

M は R-加群，x1, x2,. . ., xn ∈ M とする．このとき，

N =

{
n∑

i=1

aixn

∣∣∣∣∣ a1, a2,. . ., an ∈ R

}

は M の R-部分加群になる．この N を Rx1 + Rx2 + · · · + Rxn とか
n∑

i=1

Rxi などと書き，x1,. . ., xn

によって生成される M の R-部分加群という．
逆に，一般に R-部分加群M に対し，M = Rx1+Rx2+· · ·+Rxnとなるような x1, x2,. . ., xn ∈ M が存

在するとき，M は有限生成 (finitely generated)であるといい，x1, x2,. . ., xn を M の生成系 (generator)
とか生成元という．

定義 1.7.(イデアル) R は可換環とする．R の部分集合 I が R の R-部分加群であるとき，I は R の
イデアル (idel)であるという．しつこく書くと，次の (1), (2)が成り立つことがイデアルの定義である．
(1) x, y ∈ I ならば x + y ∈ I.
(2) a ∈ R, x ∈ I ならば ax ∈ I.

I1,. . ., In が R のイデアルのとき，I1 + · · ·+ In は R-加群だから，R のイデアルになる．
x1, x2,. . ., xn ∈ R によって生成される R の R-部分加群 I = Rx1 + Rx2 + · · · + Rxn は R のイデ

アルであるが，この I を (x1, x2,. . ., xn) とか，x1R + x2R + · · ·+ xnR とか，
n∑

i=1

xiR などとも書き，

x1,. . ., xn によって生成される R のイデアルという．
一般に，R のイデアル I に対し，I = (x1, x2,. . ., xn) となるような x1, x2,. . ., xn ∈ R が存在する

とき，I は有限生成であるといい，x1,. . ., xn ∈ R をその生成系とか生成元という．特に n = 1 のとき，
I = (x) = Rx = xR を単項イデアル (principal ideal)という．

I が R のイデアルのとき R/I は R-加群であるが，ab = ab (a, b ∈ R でオーバーラインは I を法と
する同値類)によって定義すると，R/I は R-代数の構造を持ち，特に可換環になる．

R をその部分環 S (S 6= R)で割った R/S は環の構造を持たないことを注意する．つまり，1 ∈ S な
ので，1 = 0 となってしまう．

命題 1.8. R は可換環，I は R のイデアル，x ∈ R は可逆元とする．もし，x ∈ I ならば I = R で
ある．

証明. x−1 ∈ R である．勝手な a ∈ R を取ると，(ax−1) ∈ R, x ∈ I より，a = (ax−1)x ∈ I となる．
よって，R ⊂ I である．I ⊂ R は明らかなので，I = R である．

命題 1.9. 可換環 Rが体であるための必要十分条件は，Rのイデアルが (0)と Rの丁度 2個 ((0) 6= R)
であることである．
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証明. 一般に可換環 R において，(0) = R0, R = R1 = (1) はイデアルである (この 2つを自明なイデ
アルという.)

Rは体とし，I はイデアルで I 6= (0)とする．0 6= x ∈ I が存在するが，xは可逆元なので，前命題に
より I = R である．
逆に，R が体でないとすると，R の中に逆元を持たないような 0 6= x ∈ R が存在する．I = Rx (こ

れはイデアル)とおく．I 6= (0) である．もし，I = R であると，1 ∈ R = I =
{
ax

∣∣ a ∈ R
}
なので，

ax = 1 を満たす a ∈ Rが存在し，xが可逆元でないことに反する．よって，I 6= R である．

2. 準同型写像，素イデアル・極大イデアル

定義 2.1.(準同型写像) R, S は可換環とする．写像 f :R → S が以下の (1), (2)を満たすとき，f は
(可換環としての)準同型 (写像) (homomorphism)であるという．
(1) f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) (a, b ∈ R)
(2) f(1R) = 1S

上の定義から，f(0R) = 0S も導かれる．また，a ∈ Rが R の可逆元ならば f(a−1) = f(a)−1 なので，
f(a) は S の可逆元である．整域や体の準同型写像は可換環の準同型写像のことを言う．
環の準同型写像 f :R → S を 1つ固定するとき，a ∈ R, x ∈ S に対して ax = f(a)x と定義すること

により，S は R-代数の構造を持つ．
準同型写像 f :R → S が全単射であるとき，f−1:S → R も準同型写像でり，このとき f は同型 (写

像)であるといい，f :R
∼=−→ S とか R ∼= S と書く．

M , N は R-加群とする．写像 f :M → N が以下の (1), (2)を満たすとき，f は (R-加群としての)準
同型 (写像)であるとか，R-準同型 (写像)であるという．
(1) f(x + y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ M)
(2) f(ax) = af(x) (a ∈ R, x ∈ M)
特に，Rが体のとき R-加群としての準同型写像を，線形写像とか 1次変換とも言う．
準同型写像 f :M → N に対し，

Ker f = f−1(0) =
{
a ∈ R

∣∣ f(a) = 0
}
, Im f = f(M), Coker f = N/ Im f

と書く．Ker f は M の R-部分加群, Im f は N の R-部分加群である．f が全単射のとき，f は同型写
像であるといい，f :M

∼=−→ N とか M ∼= N と書く．
群の準同型定理より，アーベル群として Coim f := M/ Ker f ∼= Im f であるが，これは R-加群として

の同型であるので，Coim f を用いる必要はない．(次数付き加群などでは，上の同型が成り立たないの
で Coim f が必要になる.)

A, B は R-加群とする．写像 f :A → B が可換環としての準同型であって，かつ R-加群としての準同
型であるとき，f は R-代数としての準同型 (写像)であると言う．

定理 2.2.(準同型定理, etc.) R, S は可換環，f :R → S は準同型写像とする．このとき，以下が成り
立つ．
(1) f(R) は S の部分環である．
(2) Ker f は R のイデアルである．
(3) J が S のイデアルならば f−1(J) は R のイデアルである．
(4) f が全射で J が S のイデアルならば，f

(
f−1(J)

)
= J が成り立つ．特に，J1, J2 が S のイデアル

で J1 $ J2 ならば，f−1(J1) $ f−1(J2)が成り立つ．
(5) f が全射で I が R のイデアルならば，f(I) は S のイデアルである．(注意．f が全射でないと成
立しない.)

(6) f は全射，I1, I2 は R のイデアルで，Ker f ⊂ I1 $ I2 を満たすとする．すると，f(I1) $ f(I2)が
成り立つ．

(7) R/(Ker f) ∼= f(R) (可換環として同型)である．

証明. (1)～ (6)は簡単なので，練習問題とする．
(7) 群の準同型定理から，f から誘導される写像 f :R/(Ker f) −→ f(R)はアーベル群としての同型写
像である．これが，積の構造を保つことは容易に確認できるので，可換環としても同型である．
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なお f(R) = Im f は S の部分環であるが，R 6= 0, S 6= 0 ならば，f(R) は S のイデアルにはなら
ない．

定義 2.3.(素イデアル，極大イデアル) R は可換環 I はイデアルとする．
(1) a, b ∈ R, ab ∈ I ならば a ∈ I または b ∈ I が成り立つとき，I は R の素イデアル (prime ideal)で
あるという．対偶を書けば，a, b /∈ I ならば ab /∈ I である．

(2) I $ J $ R を満たすイデアル J が存在しないとき，I は R の極大イデアル (maximal idel)である
という．

命題 2.4. R は可換環，I はイデアルとする．
(1) I が R の素イデアルであるための必要十分条件は，R/I が整域であることである．
(2) I が R の極大イデアルであるための必要十分条件は，R/I が体であることである．
(3) R の極大イデアルは R の素イデアルである．
(4) Rが整域であるための必要十分条件は，(0)が R の素イデアルであることである．

証明. 一般に a ∈ R に対し，I を法とする a の剰余類を a ∈ R/I と書くことにする．
(1) I は R の素イデアルとする．R/I の 0 でない 2元 a, b ∈ R/I (a, b ∈ R) を取る．0 でないので

a /∈ I, b /∈ I である．I は素イデアルなので ab /∈ I である．よって，ab 6= 0 で，R/I は整域である．
逆に，イデアル I ⊂ R が素イデアルでなければ，a /∈ I, b /∈ I, ab ∈ I となる a, b ∈ R が存在する．

R/I の 0でない 2元 a, b ∈ R/I (a, b ∈ R) このとき，a 6= 0, b 6= 0, ab = 0 となり，R/I は 0でないゼ
ロ因子を持つので R/I は整域でない．

(2) R/I が体であるとする．自然な全射 f :R → R/I を考える．もし，I $ J $ R となるイデアル J
が存在すれば，f(J) は R/I のイデアルである．R/I のイデアルは (0) と R/I しかない．f(J) = 0 な
らば J = I, f(J) = R/I ならば J = R となり矛盾する．
もし，R/I が体でなければ，0 以外の非可逆元 a ∈ R/I (a ∈ R)が存在する．J = I + Ra は I のイ

デアルで，a /∈ I だから I $ J である．しかし，もし J = R ならば 1 = x + ra を満たす x ∈ I, r ∈ R
があり，ra = 1 となり，aが非可逆元であることに矛盾する．よって，I $ J $ R で I は極大イデアル
でない．

(3) 体は整域であることと，(1), (2)よりわかる．

(4) Rは整域とする．a, b ∈ R, ab ∈ (0)ならば ab = 0であるが，Rは整域だから a = 0 または b = 0
であり，a ∈ (0) または b ∈ (0) となる．よって，(0) は素イデアルである．

Rが整域でないとすると，0 6= a /∈ (0), 0 6= b /∈ (0), 0 = ab ∈ (0) となる a, b ∈ Rがあるので，(0)は
素イデアルでない．

定理 2.5. R は可換環，R 6= I はイデアルとする．すると，I ⊂ m を満たす極大イデアル mが存在す
る．(ただし，複数個存在するかもしれない.)

証明. A =
{
J

∣∣ J は Rのイデアルで I ⊂ J $ R
}
とおく．包含関係を順序として Aを (半)順序集合

と考える．(全順序集合 (tatally orderd set)とは限らない順序集合を，全順序集合と区別するために半順序
集合 (partially orderd set)ともいう.) L ⊂ Aを任意の全順序部分集合とするとき，supL =

⋃

J∈L

J ∈ A

であることは容易に証明できる．よって，A は帰納的順序集合であり，Zornの補題により極大元 mが
存在する．m $ J $ R となるイデアル J があると，J は m より真に大きい A の元となって矛盾する
ので．m は極大イデアルである．

命題 2.6. 可換環 Z において，以下が成り立つ．
(1) Z のイデアル I は，ある非負整数 n により，I = (n) = nZ と表すことができる．
(2) (0) 以外の素イデアル I は，ある素数 p により，I = (p) と書ける．また，(p) は極大イデアルで
ある．

証明. (1) I を (0)でない Z のイデアルとする．x ∈ I ならば −x ∈ I だから，I はある自然数を含む．
I に含まれる最小の自然数を n とする．I = (n) を示す．勝手な x ∈ I を取る．x を n で割った商を q,
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あまりを r とする．0 5 r < n, r = x− nq ∈ I だから，n の最小性から r = 0 で，x = nq ∈ nZ = (n)
となる．よって，I ⊂ (n) である．(n) ⊂ I は自明なので，I = (n) である．

(2) pが素数ならば，Z/(p) = Fp は体だから，(p)は極大イデアルであり，特に素イデアルである．逆
に，nが合成数ならば Z/nZ は整域でなかった．

既約多項式の定義は次節で述べるが，高校までに使っていた「既約」と同じ意味である．

命題 2.7. K を体とし，1変数多項式環 K[X] を考える．以下が成り立つ．
(1) K[X] の (0) 以外のイデアル I は，あるモニック多項式 f(X) ∈ K[X]により，I = (f(X)) と表す
ことができる．

(2) (0) 以外の素イデアル I は，ある既約なモニック多項式 p(X)により，I = (p(X))と書ける．また，
(p(X)) は極大イデアルである．

証明. (1) I を (0) でない K[X] のイデアルとする．I に含まれる次数最小の多項式を f(X) とする．
f(X) の最高次の係数を an とすると，a−1

n ∈ K ⊂ K[X]だから a−1
n f(X) ∈ I である．よって，はじめ

から f(X) はモニック多項式であると仮定してよい．
I = (f(X)) を示す．勝手な g(X) ∈ I を取る．g(X) を f(X) で割った商を q(X), あまりを r(X) と

する．deg r(X) < deg f(X), r(X) = g(X)− f(X)q(X) ∈ I だから，deg f(X) の最小性から r(X) = 0
で，g(X) = f(X)g(X) ∈ (f(X)) となる．よって，I = (f(X)) である．

(2) Z の場合と同様である．

命題 2.8. R, S は可換環，f :R → S は準同型写像とする．
(1) J ⊂ S は素イデアルとする．もし，f−1(J) 6= R ならば f−1(J) は R の素イデアルである．
(2) f は全射，I ⊂ Rは素イデアルで，I ⊃ Ker f とする．すると，f(I) も S の素イデアルである．ま
た，I が極大イデアルならば f(I) も極大イデアルである．

証明. (1) 準同型定理より，単射準同型写像 R/f−1(J) −→ S/J が存在する．この単射準同型写像を
通して R/f−1(J) ⊂ S/J と考える．S/J は整域であって，R/f−1(J) 6= 0 なので，R/f−1(J) 6= 0 も整
域である．または，R/f−1(J) ∼= f(R)/(J ∩ f(R)) ⊂ S/J を利用してもよい．

(2) f から誘導される全射 g:R → S/f(I) について，Ker g = I となるので，準同型定理より R/I ∼=
S/f(I) である．これより結論を得る．

3. PIDと UFD

定義 3.1.(PID)可換環 Rにおいて，I = (a) = Ra (a ∈ R)という形のイデアルを単項イデアルという．
Rが整域であって，Rの任意のイデアルが単項イデアルであるとき，Rを単項イデアル整域 (Principal

Ideal Domain), 略して PIDという．

例えば，Zは命題 2.6より PIDであり，K が体のとき K 上の 1変数多項式環 K[X]は命題 2.7より
PIDである．

定義 3.2.(既約元，素元) R は整域，0 6= x ∈ R とする．
(1) xが R で既約 (irreducible)であるとは，「y, z ∈ R，x = yz ならば y または z が可逆元」が成り立
つことを言う．可逆元ででない y, z ∈ R により x = yz と書けるとき，x は可約 (reducible)であ
ると言う．

(2) x が R の素元 (prime)であるとは，x 6= 0 で，単項イデアル (x) が R の素イデアルであることを
言う．

(3) x, y ∈ Rが同伴であるとは，ある可逆元 u ∈ R により y = ux と書けることをいう．
(4) x = yz (y, z ∈ R)のとき，x は y の倍数 (multiple) または倍元, y は x の約数 (divisor)または約
元であると言い，y|x と書く．これは (x) ⊂ (y) と同値である．

(5) x = y1y2 · · · yn (y1, y2,. . ., yn は既約元)と書けるとき，これを x の既約元分解と言う．
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(6) x = y1y2 · · · yn = z1z2 · · · zm (y1,. . ., yn, z1,. . ., zm は既約元)と書けるたとする．もし，m = n で
あって，1, 2,. . ., n の置換 (並べ替え) i1, i2,. . ., in をうまく選ぶと，各 j = 1, 2,. . ., nに対し xj と
yij
が同伴になるとき，2つの既約元分解 x = y1y2 · · · yn = z1z2 · · · zm は本質的に同じであるとい

う．そうでないとき，本質的に異なるという．

問 3.3. R = Z[
√

5 ] =
{
a + b

√
5

∣∣ a, b ∈ Z}
とおく，R は Q の部分環なので整域である．

(1) x = a + b
√

5 ∈ R (a, b ∈ Z)が R の可逆元であるための必要十分条件は，a2 − 5b2 = ±1 であるこ
とを示せ．

(2) 2,
√

5 + 1,
√

5 − 1 は R の既約元であることを示せ．(ヒント: x = a + b
√

5 (a, b ∈ Z)に対し，
N(x) =

∣∣a2 − 5b2
∣∣ ∈ Z と定義し，N(xy) = N(x)N(y)が成り立つことを示して使うと簡単.)

(3) 4 = 2× 2 = (
√

5 + 1)(
√

5− 1) は本質的に異なる既約元分解であることを示せ．

命題 3.4. 整域 R において，素元は既約元である．

証明. p ∈ R を素元とし，p = xy (x, y ∈ R)とする．R/(p) での同値類を考えるとき，xy = p = 0
である．R/(p) は整域なので，x = 0 または y = 0 である．議論は対称なので，x = 0 とする．すると，
x ∈ (p) であり，x = pz (∃z ∈ R)と書ける．p = xy = pyz より p(yz − 1) = 0 である．p は非零因子な
ので yz = 1 である．よって，y は可逆元であり，p は既約元である．

定義3.5.(UFD) Rが整域で，次の条件 (1)を満たすととき，Rは素元分解整域 (Uniquely Factorization
Domain)，略して UFDと言う．
(1) x ∈ Rが可逆元でも 0でもなければ，ある有限個の素元 p1, p2,. . ., pn が存在して，x = p1p2 · · · pn

と書ける．これを x の素元分解という．
前命題により，素元分解は既約元分解である．

補題 3.6. R は可換環，p は R の素イデアルとする．a1,. . ., an ∈ R, a1a2 · · · an ∈ p であれば，ある
1 5 i 5 nが存在して ai ∈ p である．

証明. n に関する帰納法で簡単に証明できるので，練習問題とする．

定理 3.7. R は UFDとする．このとき次が成り立つ．
(1) R の既約元は素元である．
(2) pi, qj は R の素元，u は可逆元で，p1p2 · · · pn = uq1q2 · · · qm であるとする．すると，m = n で
あって，1, 2,. . ., n の置換 i1, i2,. . ., in をうまく選ぶと，各 j = 1, 2,. . ., nに対し pj と qij

は同伴
になる．

(1), (2)より，R における 2つの既約元分解 x = y1y2 · · · yn = z1z2 · · · zm は，本質的に同じである．
このことを，R において既約元分解の一意性が成り立つという．

証明. (1) xは既約元であるとする．x = p1p2 · · · pn を素元分解とする．もし，n = 2 ならば，既約元
の定義から p1 または (p2 · · · pn)が可逆元になる．p1 は素元だから可逆元でない．p2 · · · pn が可逆元な
らば，p2, p3,. . ., pn はすべて可逆元となり矛盾する．よって，x = p1 で x は素元である．

(2) m = n と仮定してよい (m < n なら q1 · · · qm = u−1p1 · · · pn)．n に関する帰納法で証明する．
n = 1とする．uq1 · · · qm = p1 ∈ (p1)である．(p1)は素イデアルなので，前補題により qi ∈ (p1)を満

たす iがある．q1,. . ., qm を並び変えて添え字を付け替え，q1 ∈ (p1)と仮定してよい．q1 = ap1 (∃a ∈ R)
と書ける．すると，p1 = p1(auq2q3 · · · qm)となる．p1 は非零因子なので，auq2q3 · · · qm = 1である．も
し，m = 2 なら qm は可逆元となり素元でない．よって，m = 1で au = 1である．q1 = ap1 で aは可
逆元なので，p1 と q1 は同伴である．

n = 2とし，n− 1 までの結果を仮定する．q1q2 · · · qm = u−1p1p2 · · · pn ∈ (p1)で，(p1)は素イデアル
なので，前補題により qi ∈ (p1)を満たす iがある．q1,. . ., qm を並び変えて添え字を付け替え，q1 ∈ (p1)
と仮定してよい．q1 = ap1 (∃a ∈ R)と書ける．n = 1 の場合の結果から，p1 と q1 は同伴であり，a は
可逆元である．また，p2p3 · · · pn = (au)q2q3 · · · qm で (au)は可逆元である．帰納法の仮定から，m = n
で q2,. . ., qn を適当に並びかえると，それぞれ p2,. . ., pn と同伴になる．
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定理 3.8. PIDは UFDである．

証明. R は PIDとし，0 6= x0 ∈ R は可逆元でないとする．x0 が有限個の素元の積に表せることを証
明すればよい．

(x0) が素イデアルなら x0 = x0 が素元分解だから，x0 は素元ないとする．定理 2.5より，(x0) を含
む極大イデアル m1 が存在する．R は PIDなので，m1 = (p1) (p1 は素元)と書ける．x0 ∈ (x0) ⊂ (p1)
なので，x0 = p1x1 (∃x1 ∈ R) と書ける．x0 は素元でないから，x1 は可逆元でも 0 でもない．
もし，x1 が素元でなければ，同様に，x1 = p2x2 (p2 は素元で，x2 は可逆元でも 0でもい)と書ける．
以下，帰納的に，xn−1 が素元でなければ，xn−1 = pnxn (pn は素元で，xn は可逆元でも 0 でもい)と
書ける．このとき，x0 = p1p2 · · · pnxn である．xn が素元なら，これが x0 の素元分解である．
そこで，任意の n ∈ Nに対し，xn は素元でないと仮定して矛盾を導く．xn−1 = pnxn ∈ (xn)だから，

(xn−1) ⊂ (xn) である．もし，(xn−1) = (xn) ならば xn ∈ (xn−1) だから，xn = bxn−1 (∃b ∈ R)と書
け，xn−1 = (bpn)xn−1, pn = b−1 となり pn が可逆元でないことに矛盾する．よって，(xn−1) $ (xn)で

ある．I =
∞⋃

n=0

(xn) とおく．I がイデアルであることはすぐわかる．I = (c) (∃c ∈ R)と書ける．I の定

義から，ある n ∈ N をとれば c ∈ (xn) となる．xn+1 ∈ I = (c) ⊂ (xn) なので，xn+1 = vxn (∃v ∈ R)
と書ける．すると，xn = pn+1xn+1 = (vpn+1)xn, pn+1 = v−1 となり pn+1 が可逆元でないことに矛盾
する．

定理 3.9. PIDにおいては，(0) でない素イデアルは極大イデアルである．

証明. R は PIDで，(0) 6= p $ R は素イデアルとする．p = (p) (p は R の素元)と書ける．p を
含む R の極大イデアル m が存在する．m = (m) (m は R の素元)と書ける．p ∈ (p) ⊂ (m) なので
p = am (∃a ∈ R)と書ける．Rは UFDなので，定理 3.9より pと mは同伴で aは可逆元である．よっ
て (p) = (m) となり，p = (p) は極大イデアルである．

定義 3.10. R は可換環とする．p0, p1,. . ., pd は R の素イデアルで，

p0 $ p1 $ p2 $ · · · $ pd 1©
を満たすとする． 1©を R の素イデアル列といい，d をその長さという．添え字は必ず 0 から始める
こと．たとえば，1個だけの素イデアルの列 p0 の長さは 0 である (1ではない)．R のすべての素イデ
アル列を考えるとき，その長さ d に最大値が存在すれば，その最大値を Krull dimR と書き，R のク
ルル次元 (Krull dimension)という．任意の d ∈ N に対し，長さ d の素イデアル列が存在する場合は
Krull dimR = ∞ と約束する．

命題 3.11. (1) K が体ならば Krull dimK = 0 である．
(2) Rが PIDならば Krull dimK = 1 である．

証明. (1) 体 K のイデアルは (0) と K の 2個しかなく，素イデアルは (0) だけである．よって，長
さ 0 の素イデアル列 (0)が，最大の長さを与える．

(2) PID R の (0) でない素イデアル (p) は極大イデアルなので，長さ 1の素イデアル列 (0) $ (p) が
長さ最大である．

参考 3.12. K は体 R = K[X1,. . ., Xn], pi = (X1, X2,. . ., Xi) ⊂ R とする．R/pi
∼= K[Xi+1,

Xi+2,. . ., Xn] でこれは整域なので，pi は R の素イデアルである．よって，長さ n の素イデアル列
(0) $ p1 $ p2 $ · · · $ pn が存在し，Krull dimK[X1,. . ., Xn] = nが分かる．実は，= n であるが，そ
の証明には多くの準備が必要で，ずっと後で学習する．

4. 多項式環

体 K 上の多項式環 K[X1,. . ., Xn]が UFDであることを証明したいが，少し準備が必要である．
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定義 4.1.(最大公約数, 最小公倍数) R は UFD, x1, x2,. . ., xn ∈ R はいずれも 0 でないとする．UFD
では素元分解の一意性が成立するので，x1,. . ., xn の素元分解に現れる素元を全部集めたものを p1,. . .,
pr とする．ただし，i 6= j のとき pi と pj は同伴でないとする．

xi = uip
ei,1
1 p

ei,2
2 · · · pei,r

r (ui は可逆元で，各 ei,j は非負整数)

と素元分解する．

mj = max{e1,j , e2,j , . . . , en,j}, lj = min{e1,j , e2,j , . . . , en,j}
として，

LCM(x1, . . . , xn) = pm1
1 pm2

2 · · · pmn
n , GCD(x1, . . . , xn) = pl1

1 pl2
2 · · · pln

n

と定める．LCM(x1,. . ., xn) と GCD(x1,. . ., xn) は同伴を除いて一意的に定まる．LCM(x1,. . ., xn) を
x1,. . ., xn) の最小公倍数とか最小公倍元 (Least Common Multiple)という．GCD(x1,. . ., xn)を x1,. . .,
xn) の最大公約数とか最大公約元 (Greatest Common Divisor)という．

R = K[X] (K は体)の場合には，最小公倍数，最大公約数は，いずれも最高次の項の係数で割ってお
いて，モニック多項式になるように選ぶ．

補題 4.2. R は整域とし，r ∈ R とする．このとき，

R[X]/rR[X] ∼= (R/rR)[X]

が成り立つ．特に，rR が R の素イデアルならば，rR[X] は R[X] の素イデアルである．つまり，r が
R の素元ならば r は R[X] の素元である．

証明. a ∈ R に対し，rR を法とする同値類を a ∈ R/rR と書く．

f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ R[X] 1©

に対し，f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ (R/rR)[X] を対応させる写像を ϕ : R[X] −→

(R/rR)[X] とおく．ϕ は全射準同型写像である．Kerϕ = rR[X] を証明すればよい．f(X) ∈ rR[X] な
らば f(X) = 0 なので，Kerϕ ⊃ rR[X] である．

Kerϕ ⊂ rR[X] を示す． 1©のような f(X) に対して f(X) = 0 ならば an = an−1 = · · · a1 = a0 = 0
なので，an = rbn, an−1 = rbn−1,. . ., a1 = rb1, a0 = rb0 (bn,. . ., b0 ∈ R)と書ける．g(X) = bnXn +
· · ·+ b1X + b0 ∈ R[X]とおけば，f(X) = rg(X)である．よって，Kerϕ ⊂ rR[X]である．したがって，
ϕ は同型写像 ϕ : R[X]/rR[X]

∼=−→ (R/rR)[X] を誘導する．
rRが Rの素イデアル (つまり rが Rの素元)のとき，R/pRは整域だから，R[X]/rR[X] ∼= (R/rR)[X]

も整域である．よって，rR[X] は R[X] の素イデアルで，r は R[X] の素元である．

Rが整域とは限らないときの分数の話は後でするが，さしあたって分数体だけ先に使う．

定義 4.3. R は整域とする．このとき，分数の集合

Q(R) :=
{ a

b

∣∣∣ a, b ∈ R, b 6= 0
}

は，通常の分数の和，積により体になる．Q(R) を R の分数体という．R の元 a と
a

1
∈ Q(R) を同一

視して R ⊂ Q(R) と考える．
正確な話は，後の局所化のところで話すが，整域でない可換環で分数を考えるためには細心の注意が
必要であるが，特に Rが UFDの場合の分数は高校までに扱ってきた分数の取り扱いと大差ない．

Q(R) は体なので Q(R)[X] は PIDであり UFDである．R[X] ⊂ Q(R)[X] なので，Q(R)[X] の素元
分解を利用して R[X] の既約元分解を考察する．

定理 4.4. Rが UFDならば R[X] も UFDである．

証明. 一般に，g(X) =
n∑

i=0

biX
i ∈ R[X] の係数が生成するイデアルが (b0,. . ., bn) = R を満たすとき，

g(X) は原始多項式であるという．
g(X)は原始多項式で，f(X) ∈ R[X]とする．K = Q(R)として，ある h(X) ∈ K[X]により f(X) =

g(X)h(X) と書けたと仮定する．このとき，h(X) ∈ R[X] であることを証明する．
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h(X)の係数の分母の最小公倍数を d1 とする．また d1h(X)の係数の最大公約数を d2 とする．このと
き，h0(X) = (d1/d2)h(X) とおくと h0(X) ∈ R[X]で，h0(X)は原始多項式である．いま，分数 d1/d2

を約分して，d1 と d2 は互いに素と仮定してよい．d1f(X) = d2g(X)h0(X) である．もし，d1 が R の
可逆元でないとすると，d1 の約数であるような R の素元 pが存在する．pR[X]は R[X] の素イデアル
で，d1f(X) = d2g(X)h0(X) ∈ pR[X] なので，d2, g(X), h0(X) のいずれかは pR[X] に属する. 仮定
から d2 は p の倍数でなく，g(X) と h0(X) は原始多項式なので p の倍数でない．これは矛盾である．
よって，d1 は R の可逆元である．したがって，h(X) = (d2/d1)h0(X) ∈ R[X] である．
これを利用して R[X]が UFDであることを証明する．R[X]内の 0でも可逆元でもない勝手な元 f(X)

をとる．f(X) の次数に関する帰納法で証明する．f(X) が 0次式ならば f(X) ∈ R なので，R の中で
素元分解すればそれが R[X] での素元分解になる．

f(X)は 1次以上と仮定する．K[X]は UFDなので，K[X]の中で f(X) = p1(X) · · · pr(X)と素元分
解する．p1(X)の係数の分母の最小公倍数を d1, 分母の最大公約数を e1 とし，q1(X) = (d1/e1)pi(X)と
する．q1(X)は R[X]の原始多項式である．h(X) = (e1/d1)p2(X) · · · pr(X) ∈ K[X]とおけば，f(X) =
q1(X)h(X) である．q1(X) が原始多項式だから，上に証明したように h(X) ∈ R[X] となる．q1(X),
h(X) の次数は f(X) の次数より小さいから，帰納法の仮定により q1(X), h(X) は R[X] の素元の積に
因数分解できる．

系 4.5. Rが UFDならば R 上の n変数多項式環 R[X1,. . ., Xn] も UFDである．

証明. n = 1 の時は前定理．n = 2 とし，帰納法で R[X1,. . ., Xn−1] が UFDならば，R[X1,. . .,
Xn] =

(
R[X1,. . ., Xn−1]

)
[Xn] も UFDである．

系 4.6. K が体ならば K[X1,. . ., Xn] は UFDである．

証明. K[X1] は UFDであった．

例 4.7. K は体とする．
(1) f(X) ∈ K[X] が 1次以上の既約多項式ならば，K[X]/(f) は体である．ここで，(f) = (f(X)) =

f(X)K[X] である．
(2) f(X) = aX + b, a 6= 0 ならば，K[X]/(f) ∼= K である．
(3) f(X)が R[X] の 2次既約多項式ならば，R[X]/(f) ∼= C である．

証明. (1) f(X) ∈ K[X] が既約元なら素元であるので，(f) は素イデアルである．K[X] は PIDなの
で (f) は極大イデアルで，K[X]/(f) は体である．

(2) 写像 ϕ : K[X] −→ K を ϕ(g(X)) = g(−b/a) ∈ K (g(X) ∈ K[X])によって定義する．ϕ が全
射準同型写像であることは，簡単に確認できる．ϕ(aX + b) = 0 なので (aX + b) ⊂ Kerϕ である．ま
た，g(X) ∈ Kerϕ ならば，高校の数学 IIで習った因数定理より，g(X)は (aX + b) の倍数であるので，
g(X) ∈ (aX + b)である．よって，Kerϕ = (aX + b)である．準同型定理より，K[X]/(aX + b) ∼= K で
ある．

(3) 2次方程式 f(X) = 0の 2つの複素数解を X = p± q
√−1 (p, q ∈ R)とする．ここで q 6= 0である．

一般に g(X) ∈ K[X] に対し g(X) を f(X) で割った商を g(X), あまりを r(X) = aX + b とする．
ϕ(g(X)) = g(a + b

√−1) = a(p + q
√−1) + b ∈ C により，写像 ϕ : R[X] −→ C を定める．ϕ が全射準

同型写像であることは，簡単に確認できる．
Kerϕ = (f) を示せばよい．ϕ(f) = 0 だから Kerϕ ⊃ (f) である．また，ϕ(g(X)) = 0 ならば

ap + b = 0, aq = 0, q 6= 0 より，a = 0, b = 0 となり，g(X) ∈ (f) となる，よって，Kerϕ = (f) で，
R[X]/(f) ∼= C である．

5. 中国剰余定理

定義 5.1.(直和) R1, R2,. . ., Rn は可換環とする．直積集合 R1 ×R2 × · · · ×Rn を (圏論の一般論に合
わせるために) R1 ⊕R2 ⊕ · · · ⊕Rn と書く．R1 ⊕R2 ⊕ · · · ⊕Rn の元は，a = (a1, a2,. . ., an) (a1 ∈ R1,
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a2 ∈ R2, . . ., an ∈ Rn)と表すことができる．また，b = (b1, b2,. . ., bn) (b1 ∈ R1, . . ., bn ∈ Rn)に対し，
和と積を

a + b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)
ab = (a1b1, a2b2, . . . , anbn)

と定める．すると，R1 ⊕R2 ⊕ · · · ⊕Rn は，(0, 0,. . ., 0) をゼロ，(1, 1,. . ., 1) を単位元とする可換環に

なる．R1 ⊕R2 ⊕ · · · ⊕Rn を R1,. . ., Rn の直和という．R1 ⊕ · · · ⊕Rn は
n⊕

i=1

Ri とも書く．

Rを可換環，M1, M2,. . ., Mn を R-加群とする．直積集合M1×M2×· · ·×Mn をM1⊕M2⊕· · ·⊕Mn

と書き，和と R の作用を，
(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
a(x1, . . . , xn) = (ax1, . . . , axn)

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ M1 ⊕ · · · ⊕Mn, a ∈ R)で定めると M1 ⊕ · · · ⊕Mn は R-加群になる．これ

を M1,. . ., Mn の直和といい，
n⊕

i=1

Mi とも書く．

R, S が整域であっても R⊕S は整域に決してならない．実際，(1, 0), (0, 1) ∈ R⊕S はゼロでないが，
(1, 0)(0, 1) = (0, 0) となり，ゼロでない零因子を持つ．

定義 5.2.(イデアルの積) R は可換環，I, J は R のイデアルとする．

IJ =

{
r∑

i=1

aibi

∣∣∣∣∣ r ∈ N で ai ∈ I, bi ∈ J (i = 1,. . ., r)

}

とおく．IJ が R のイデアルになることは容易にわかる．ここで，
{
ab

∣∣ a ∈ I, b ∈ J
}
は R のイデアル

になるとは限らず，これは IJ とは必ずしも一致しないことに注意する．
I1, I2,. . ., In が R のイデアルのとき，n に関する帰納的定義により，

I1I2 · · · In = (I1I2 · · · In−1)In

として，イデアルの積 I1I2 · · · In を定義する．
I2I1 = I1I2 は自明で，(I1I2)I3 = I1(I2I3) も簡単に証明できるので，帰納法で，I1I2 · · · In は上の定

義で括弧をつける位置や，積の順序に依存しないことがわかる．

問 5.3. R は可換環，I1, I2,. . ., In は R のイデアルとする．
(1) I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In は R のイデアルであることを示せ．
(2) I1I2 · · · In ⊂ I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In であることを示せ．
(3) R = Z において I = (6), J = (8) とおく．IJ = (48), I ∩ J = (24) であることを示せ．この場合，

IJ $ I ∩ J である．

定理 5.4.(中国剰余定理など) Rは可換環，I1, I2,. . ., In が R のイデアルとする．今，任意の 1 5 i <
j 5 n に対し Ii + Ij = R が成り立つと仮定する．このとき I1, I2,. . ., In は互いに素であると言う．こ
のとき，以下が成り立つ．
(1) I1 + (I2 ∩ I3 ∩ · · · ∩ In) = R である．
(2) I1I2 · · · In = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In が成り立つ．
(3) R/(I1I2 · · · In) ∼= (R/I1)⊕ (R/I2)⊕ · · · ⊕ (R/In)が成り立つ．

証明. (1) 2 5 j 5 n に対し I1 + Ij = R 3 1 だから，aj + bj = 1 を満たす aj ∈ I1, bj ∈ Ij が存在す
る．適当に cj ∈ R を取れば，

1 =
n∏

j=2

(aj + bj) = b2b3 · · · bn +
n∑

j=2

ajcj

という形に展開できる．ここで，b2b2 · · · bn ∈ I2 ∩ I3 ∩ · · · ∩ In,
n∑

j=2

ajcj ∈ I1 なので，1 ∈ I1 +(I2 ∩ I3 ∩

· · · ∩ In) であり，命題 1.8より (1)が得られる．

11



(2) n に関する帰納法で証明する．I1I2 = I1 ∩ I2 を示す．⊃ を示せばよい．a2 + b2 = 1, a2 ∈ I1,
b2 ∈ I2 であった．勝手な x ∈ I1 ∩ I2 を取る．a2 ∈ I1, x ∈ I2 なので a2x ∈ I1I2 である．また，x ∈ I1,
b2 ∈ I2 なので xb2 ∈ I1I2 である．よって，x = a2x + xb2 ∈ I1I2 である．よって，I1 ∩ I2 ⊂ I1I2 で
ある．

n = 3とする．帰納法の仮定から，I2I3 · · · In = I2∩I3∩· · ·∩In である．(1)より，I1 +I2I3 · · · In = R
である．n = 2 の場合の結果から，

I1I2 · · · In−1In = I1(I2 · · · In−1In) = I1 ∩ (I2 · · · In) = I1 ∩ (I2 ∩ · · · ∩ In)

となり，(2)を得る．
(3) I = I1I2 · · · In = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In とおく．a ∈ R に対し，Ij を法とする同値類を [a]j ∈ R/Ij

と書き，I を法とする同値類を a ∈ R/I と書くことにする．a ∈ R に対し ϕ(a) =
(
[a]1, [a]2,. . .,

[a]n
) ∈ (R/I1)⊕ (R/I2)⊕ · · · ⊕ (R/In) として，写像 ϕ : R −→ ((R/I1)⊕ · · · ⊕ (R/In)) を定める．ϕ

が環の準同型写像であることは容易にわかる．
ϕが全射であることを示す．勝手な (x1,. . ., xn) ∈ ((R/I1)⊕ · · · ⊕ (R/In))を取る．ある rj ∈ Rによ

り xj = [rj ]j と書ける．
Ik 以外の I1,. . ., In の共通部分を Jk =

⋂

j 6=k

Ij とおく．(1) より，ck + dk = 1 を満たす ck ∈ Ik,

dk ∈ Jk が存在する．[ck]k = 0なので [dk]k = 1である．他方，j 6= k のとき Jk ⊂ Ij なので，[dk]j = 0
である．r = r1d1 + r2d2 + · · · + rndn とおく．j 6= k のとき [rjdj ]k = 0 なので，今の考察から，
[r]k = [rkdk]k = [rk]k = xk となる．よって，ϕ(r) = (x1,. . ., xn) であり，ϕ は全射である．

Kerϕ = I を示す．r ∈ I ならば [r]j = 0 なので ϕ(r) = 0 であり，I ⊂ Kerϕ である．
逆に，b ∈ Rが ϕ(r) = 0を満たすとすると，[r]k = 0より r ∈ Ik である．よって，r ∈ I1∩· · ·∩In = I

であり，Kerϕ ⊂ I である．よって，Kerϕ = I であり，準同型定理から，(3)を得る．

系 5.5. R は PIDで，p1, p2,. . ., pn はどの 2つも互いに同伴でない素元とする．e1, e2,. . ., en ∈ N と
し，a = pe1

1 pe2
2 · · · pen

n とする．すると，

R/(a) ∼= (R/(pe1
1 ))⊕ (R/(pe2

2 ))⊕ · · · ⊕ (R/(pen
n ))

が成り立つ．

証明. Ik = (pek

k ) とおく．i 6= j のとき Ii + Ij = R であることを示せば，前定理から結論を得る．も
し，Ii + Ij $ R ならば，Ii + Ij を含む極大イデアル (q) (q は素元)が存在する．pei

i ∈ (q)で pi が素元
なので pi = q となる．同様に pj = q となり，pi と pj が同伴でないことに矛盾する．

例 5.6. (1) R[X]/(X2 − 1) ∼= R[X]/(X + 1)⊕ R[X]/(X − 1) ∼= R⊕ R
(2) C[X]/(X2 + 1) ∼= C[X]/(X +

√−1)⊕ C[X]/(X −√−1) ∼= C⊕ C

問題 5.7.(Q 上の 2次体) f(X) = X2 + aX + b ∈ Q[X]が Q[X]の元として既約であるとする．(f)は
Q[X] の極大イデアルであり，K = Q[X]/(f) は体になる．ところで，包含写像 Q ⊂ Q[X] と自然な全
射 Q[X] → K の合成写像 ϕ:Q→ K は単射であり，ϕ を通して Q ⊂ K と考えることができる．

f(X) = 0 の C における解の 1つは X =
a

2
+
√

a2 − 4b

2
であるが，

√
a2 − 4b

2
=

k

l

√
m (k と l は互

いに素な整数，m は素数の 2乗で割り切れないような整数) と表わしておく．このとき，

K ∼= Q[
√

m ] :=
{
x + y

√
m

∣∣ x, y ∈ Q}

であることを証明せよ．このような K を Q 上の 2次体という．

本題からそれるが，形式的巾級数環について補足をしておく．R が整域ならば R[[X]] は整域である．
しかし，Rが UFDでも R[[X]]が UFDかどうかはわかならい．K が体のとき K[[X]]が PIDであるこ
とは，以下の定理を使うと簡単に証明できる．

定理 5.8. R は可換環とし，f(X) =
∞∑

k=0

akXk ∈ R[[X]] (ak ∈ R)とする．f(X) が R[[X]] の可逆元

であるための必要十分条件は，a0 が R の可逆元であることである．
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証明. g(X) =
∞∑

k=0

bkXk ∈ R[[X]], f(X)g(X) = 1 であると仮定する．両辺の定数項を比較すると，

a0b0 = 1 なので，a0 は R の可逆元である．
逆に，a0 が R の可逆元であると仮定する．b0 = a−1

0 とおく．帰納的に，b0, . . ., bn ∈ R まで定まった

とき漸化式 bn+1 = − 1
a0

n∑

k=0

akbk によって bn+1 ∈ R を定める．このようにして得られた無限数列 {bn}

を利用して，g(X) =
∞∑

k=0

bkXk ∈ R[[X]] を定めると，f(X)g(X) = 1 が成り立つ．よって，f(X) は

R[[X]] の可逆元である．

系 5.9. K は体，Sn = K[[X1,. . ., Xn]] とする．f(X1,. . ., Xn) ∈ Sn の定数項を a ∈ K とする．
f(X1,. . ., Xn)が Sn の可逆元であるための必要十分条件は，a 6= 0 である．

証明. S0 = K, Sn = Sn−1[[Xn]] (n ∈ N)とする．前定理を利用して，nに関する帰納法ですぐ証明で
きる．

系 5.10. K が体ならば K[[X]] は PIDである．また，I が (0) でも K[[X]] でもない K[[X]] のイデ
アルならば，ある自然数 n により I = (Xn) と書ける．

証明. I は (0) でも K[[X]] でもない K[[X]] のイデアルとする．f(X) =
∞∑

n=0

anXn ∈ K[[X]],

f(X) 6= 0 に対し，an 6= 0 となる最小の n の値を ordX f(X) と表わし，f(X) のオーダーという．
ただし，ordX 0 = +∞ と約束しておく．I の元の中でオーダーが最小のものの 1 つを f(X) とし，
ordX f(X) = n とおく．以下，I = (Xn) であることをを証明する．

f(X) = Xnf1(X) (f1(X) ∈ K[[X]])と書け，f1(X) の定数項は 0でないから，f1(X)f2(X) = 1を満
たす f2(X) ∈ K[[X]]が存在する．すると，Xn = f(X)f2(X) ∈ I なので，(Xn) ⊂ I である．

I ⊂ (Xn) を示す．I の 0 以外の任意の元 g(X) は ordX g(X) = n を満たすから，g(X) = Xnh(X)
(h(X) ∈ K[[X]]) と書ける．よって，I ⊂ (Xn) である．

6. 局所化と局所環

Rが整域のとき分数体 Q(R) の定義をきちんと書いてみよう．
a

b
=

c

d
(a, b, c, d ∈ R, b 6= 0, d 6= 0で

あることは ad = bcによって定義されていた (書かなかったが高校まではそうであった)．さらに，
c

d
=

e

f

(e, f ∈ R, f 6= 0) のとき，
a

b
=

e

f
であることを証明しよう (高校までは，証明せずに自明の事実として

使っていた)．
c

d
=

e

f
より cf = de である．ad = bc より (af)d = (ad)f = (bc)f = (cf)b = (de)b = (be)d である．

よって，(af − be)d = 0 である．R は整域で d 6= 0 だから af − be = 0 で af = be となる．よって，
a

b
=

e

f
である．

R が整域でない可換環で，dが零因子だと，最後の段階で af − be = 0が導けない．そこで，以下の
ように，慎重な考察をしないといけない．

定義 6.1.(積閉集合 S と S−1R) R は可換環とし，S ⊂ R は部分集合とする．S が次の (1), (2)を満
たすとき，S は積閉集合であるという．
(1) x, y ∈ S ならば xy ∈ S.
(2) 1 ∈ S かつ 0 /∈ S.
ただし，条件 (2)が成立しなくても，命題 6.2まで問題は生じない．
集合 S ×R 上に関係 ∼ を，
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「(s1, r1) ∼ (s2, r2) ⇐⇒ ある t ∈ S が存在して (s1r2 − s2r2)t = 0」
によって定義する．ここで，s1, s2 ∈ S; r1, r2 ∈ Rである．この関係 ∼が同値関係であることは，命題
6.2で証明する．S−1R = (S × R)/ ∼ とおく．(s, r) の関係 ∼ による同値類を r

s
∈ S−1R と書くこと

にする．しつこいようだが，S−1R における
r1

s1
=

r2

s2
の定義は (s1r2 − s2r1)t = 0 (∃t ∈ S) であって，

s1r2 = s2r1 ではない．だから，約分も勝手にできるわけではない．S−1Rにおける和と積を次のように
定める．

r1

s1
+

r2

s2
=

s2r1 + s1r2

s1s2
,

r1

s1

r2

s2
=

r1r2

s1s2

この定義が well defined であることは次の命題で証明する．すると，S−1R は可換環になる．S−1R を
S による R の局所化 (localization)とか商環という．

命題 6.2. (1) 上の定義において ∼ は同値関係である．
(2) 上の定義の和と積は，矛盾なく定議されている．

証明. (1) 対称律「(s1, r1) ∼ (s2, r2) =⇒ (s2, r2) ∼ (s1, r1)」と，反射律「(s, r) ∼ (s, r)」を満たす
ことは自明である．推移律を示す．(s1, r1) ∼ (s2, r2), (s2, r2) ∼ (s3, r3) とする．ある t1, t2 ∈ S によ
り，(s1r2 − s2r1)t1 = 0, (s2r3 − s3r2)t2 = 0 となる．つまり，s1r2t1 = s2r1t1, s2r3t2 = s3r2t2 である．

(s1r3)(s2t1t2) = (s2r3t2)(s1t1) = (s3r2t2)(s1t1) = (s1r2t1)(s3t2) = (s2r1t1)(s3t2) = (s3r1)(s2t1t2)
であり，(s1r3 − s3r1)(s2t1t2) = 0 を得る．(s2t1t2) ∈ S だから，(s1, r1) ∼ (s3, r3)である．よって，∼
は同値関係である．

(2)
r1

s1
=

r′1
s′1

,
r2

s2
=

r′2
s′2
のとき，

s2r1 + s1r2

s1s2
=

s′2r
′
1 + s′1r

′
2

s′1s
′
2

,
r1r2

s1s2
=

r′1r
′
2

s′1s
′
2

を示せばよい．和のほうを

示す．ある t1, t2 ∈ S により，r1s
′
1t1 = r′1s1t1, r2s

′
2t2 = r′2s2t2 となる．

(s2r1 + s1r2)(s′1s
′
2)(t1t2) = (r1s

′
1t1)(s2s

′
2t2) + (r2s

′
2t2)(s1s

′
1t1)

= (r′1s1t1)(s2s
′
2t2) + (r′2s2t2)(s1s

′
1t1)

= (s′2r
′
1 + s′1r

′
2)(s1s2)(t1t2)

なので，
s2r1 + s1r2

s1s2
=

s′2r
′
1 + s′1r

′
2

s′1s
′
2

である．

積
r1r2

s1s2
=

r′1r
′
2

s′1s
′
2

の証明は簡単なので，練習問題とする．

ここまで，積閉集合の定義の条件 (2)はまったく使っていないことに注意する．
実は，0 ∈ S ならば S−1R = 0 となる．実際，任意の r/s と 0/s ∈ S−1R に対し，0 ∈ S をとれば

(rs− 0s)0 = 0だから，r/s = 0/s = 0であり，S−1R = {0}である．それを気にしなければ 0 ∈ S でも
構わない．

1 ∈ S という条件は，実際は不要である．もし 1 ∈ S ならば，ϕ:R −→ S−1R を ϕ(a) =
a

1
∈ S−1R

によって定義することができる．ϕ は環の準同型写像であるが，Rが整域の場合と異なり，一般の可換
環では ϕ は単射とは限らない．
しかし，1 /∈ S でも，勝手な s ∈ S を取り，ϕ(a) =

sa

s
∈ S−1R によって ϕ:R −→ S−1R を定義すれ

ば，前の ϕ と同じ写像になる．
要するに，1 ∈ S という条件は，

a

1
という簡明な分数が定義できるように付けただけの条件で，代わ

りに
as

s
という分数で我慢すれば，特になくてもよい条件である．

定義 6.3. Rは可換環，S は R の非零因子全体の集合とする．S は積閉集合なので S−1Rが定義でき
る．この S−1R を Q(R) と書き，R の全商環という．(R が整域の場合は，前に定義した分数体 Q(R)
と一致する.)

定義 6.4. R は可換環，p は R の素イデアルとし，S = R− p (差集合)とする．x, y ∈ S ならば，x,
y /∈ pであるが，pは素イデアルなので xy /∈ p となり，xy ∈ S となる．0 ∈ p なので 0 /∈ S, 1 /∈ p なの
で 1 ∈ S である．よって，S は積閉集合である．S−1R を Rp と書き，p による R の局所化という．
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定義 6.5. R は可換環で体でも 0 でもないとする．R がちょうど 1 個だけ極大イデアルを持つとき，
R は局所環 (local ring)であるという．R の唯一の極大イデアルを m とし，k = R/m とする．このと
き，(R, m) は局所環である，とか，(R, m, k) は局所環である，という書き方をする．

定理 6.6. R は体でない可換環で，p は R の素イデアルとする．このとき，Rp は，

pRp =
{ r

s

∣∣∣ r ∈ p, s ∈ R− p
}

を唯一の極大イデアルとする局所環である．

証明. pRp が Rp のイデアルであることの証明は簡単なので省略する (練習問題として解いてみよ)．
S = R− p とおく．

r/s ∈ Rp−pRpとする．定義から，r, s ∈ Sと仮定してよい．すると，s/r ∈ Rpであり，(r/s)(s/r) = 1
となる．よって，r/s は Rp の可逆元である．
さて，もし，pRp $ I $ Rp を満たす Rp にイデアル I が存在すれば，上の考察から I は Rp の可逆
元を 1個以上含む．すると，命題 1.8より，I = Rp となり矛盾する．よって，pRp は Rp の極大イデア
ルである．
また，pRp 以外の極大イデアル m が存在したと仮定すると，同様に，m は Rp の可逆元を 1個以上
含み，m = Rp となり矛盾する．

定理 6.7. A は体でない可換環で，S ⊂ A は積閉集合，B = S−1A とおく．ϕ:A → B を ϕ(a) = a/1
で定める．ϕ は準同型写像で，以下の性質を満たす．
(1) I が A のイデアルならば，IB =

{
a/s ∈ B

∣∣ a ∈ I, s ∈ S
}
も B のイデアルである．このとき，

IB 6= B であるための必要十分条件は，I ∩ S = ∅ である．
(2) I が A の素イデアルで I ∩ S = ∅ ならば，IB も B の素イデアルである．さらに，ϕ−1(IB) = I
が成り立ち，ϕ から誘導される準同型写像 ϕ : A/I −→ B/IB は単射である．

(3) B のイデアル J について，I = ϕ−1(J) とおくと，J = IB である．
(4) J が B の素イデアルならば，I = ϕ−1(J) は A の素イデアルである．
(5) I, J が A の素イデアルで J $ I, I ∩ S = ∅ ならば，JB $ IB である．
(6) I, J が B のイデアルで J $ I ならば，ϕ−1(J) $ ϕ−1(I) である．

証明. (1) a, b ∈ I; s, t ∈ S ならば，at + bs ∈ I, st ∈ S なので，a/s + b/t = (at + bs)/(st) ∈ IB で
ある．また，c ∈ A のとき，cb ∈ I なので，(c/s)(b/t) = (cb)/(st) ∈ IB である．よって，IB は B の
イデアルである．

J = IB とする．∃x ∈ I ∩ S 6= ∅ とすると，1/x ∈ B より，J = B となってしまう．したがって，
J $ B となるためには，I ∩ S = ∅が必要である．
逆に，I ∩ S = ∅ と仮定する．もし IB = B ならば，ある s ∈ S が存在して 1 = s/s ∈ IB である．

よって，IB $ B である．
(2) I は A の素イデアルとする．a, b ∈ A; s, t ∈ S, (a/s)(b/t) ∈ IB とする．ある c ∈ I; u, v ∈ S が
存在して (a/s)(b/t) = c/u, つまり，(abu − cst)v = 0 となる．0 ∈ I, v /∈ I だから abu − cst ∈ I であ
る．cst ∈ I だから，abu ∈ I である．u /∈ I だから ab ∈ I である．よって，a ∈ I または b ∈ I となる，
a/s ∈ IB または b/y ∈ IB である．よって，IB は B の素イデアルである．

ϕ−1(IB) = I を示す．勝手な a ∈ ϕ−1(IB) を取る．ϕ(a) = r/s ∈ IB ∩ ϕ(A) (∃r ∈ I, ∃s ∈ S)と書
ける．ある t ∈ S により (as− r)t = 0 となる．0 ∈ I, t /∈ I で I が素イデアルなので，as− r ∈ I であ
る．r ∈ I なので as ∈ I で，s /∈ I なので a ∈ I である．よって，ϕ−1(IB) ⊂ I である．

ϕ−1(IB) ⊃ I の証明は簡単 (各自考えよ)．よって，ϕ−1(IB) = I である．
ϕ が単射であることを示す．ψ:A → B/J を自然な写像とするとき，Kerψ = ϕ−1(J) = I であるの

で，準同型定理より，ϕ:A/I → B/J は単射である．
(3) ϕ(I) ⊂ J だから，IB = ϕ(I)B ⊂ JB = J である．逆に，x ∈ J は x = r/s (r ∈ A, s ∈ S)と書

け，ある t ∈ S により，rt/1 = rt = xst ∈ J となる．ϕ(rt) = rt/1 ∈ J だから rt ∈ ϕ−1(J) = I であ
る．すると，x = r/s = rt/st ∈ IB となり，J ⊂ IB である．よって J = IB である．

(4) J が素イデアルのとき I が素イデアルであることを示す．x, y ∈ A, xy ∈ I のとき，ϕ(xy) ∈ J
で，J は素イデアルだから ϕ(x) ∈ J または ϕ(y) ∈ J である．つまり，x ∈ ϕ−1(J) または y ∈ ϕ−1(J)
であり，I は素イデアルである．
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(5) I ∩ S = ∅ であるような A の素イデアル I と，B の素イデアル J が，J = IB, I = ϕ−1(J) とい
う対応によって 1対 1に対応することからわかる．

(6) は (3)からすぐわかる．

定義 6.8. 環 R の素イデアル I に対し，

p0 $ p1 $ p2 $ · · · $ ph−1 $ ph = I

を満たす素イデアル列の長さ h の最大値を ht I と書き，I の高さ (height)と言う．また，

p0 % p1 % p2 % · · · % pc−1 % pc = I

を満たす素イデアル列の長さ c の最大値を coht I と書き coheightと言う．

定理 6.9. R は体でない可換環で，p は R の素イデアルとする．このとき，以下が成り立つ．
(1) Krull dimR = ht p + coht p.
(2) ht p = Krull dimRp

(3) coht p = Krull dimR/p

証明. (1) 定義から明らか．

(2) p0 $ p1 $ · · · $ ph = p は R の素イデアル列とする．qi = piRp とおくと，前定理の (2), (6)よ
り，q0 $ q1 $ · · · $ qh = pRp で，これは Rp の素イデアル列になる．
逆に，q0 $ q1 $ · · · $ qm = pRp が Rp の素イデアル列であるとする．pi = ϕ−1(qi) とおくと，前定

理の (3), (7)より，p0 $ p1 $ · · · $ pm = p は R の素イデアル列になる．これより，結論を得る．

(3) ψ:R → R/pを自然な全射とする．p = p0 $ p1 $ · · · $ phは Rの素イデアル列とする．qi = ψ(pi)
とおくと，q0 $ q1 $ · · · $ qh = pRp で，これは R/p の素イデアル列になる．
逆に．(0) = q0 $ q1 $ · · · $ qm を R/p の素イデアル列とする．pi = ϕ−1(q)i とおくと，
p0 $ p1 $ · · · $ pm = p であり，これは R の素イデアル列である．pm+i = ψ−1(ri) とおくと，

p0 $ p1 $ · · · $ pm = p は R の素イデアル列になる．これより，結論を得る．

定理 6.10. K は体とする．このとき，n 変数形式的巾級数環 K[[X1,. . ., Xn]] は m = (X1, X2,. . .,
Xn) を唯一の極大イデアルとする局所環である．

証明. S = K[[X1,. . ., Xn]] とおく．S/m ∼= K なので，m は極大イデアルである．
今，m 以外の極大イデアル I が存在したと仮定して矛盾を導く．f = f(X1,. . ., Xn) ∈ I, f /∈ m を
満たす f の定数項 a を考える．もし，a = 0 ならば m の定義から f ∈ m となるので，a 6= 0 である．
a ∈ K だから，a−1 が存在する．上の系から f は S の可逆元である．すると I = S となり，I が極大
イデアルであることに矛盾する．

命題 6.11. R は可換環，S ⊂ R は積閉集合とする．
(1) Rが UFDならば，S−1R も UFDである．
(2) Rが PIDならば，S−1R も PIDである．

証明. どちらも簡単なので，練習問題にする．

7. 完全系列

定義 7.1. R は環で，I は Z 内の連続する整数からなる部分集合とし，各 i ∈ I に対し Mi は R-加群
で，i, i + 1 ∈ I のときに fi:Mi → Mi+1 は R-準同型写像であるとする．このとき，

· · · fi−2−−−→ Mi−1
fi−1−−−→ Mi

fi−−−→ Mi+1
fi+1−−−→ Mi+2

fi+2−−−→ · · · (∗)
などと書き，系列 (sequence)という．さらに，各 i, i + 1, i + 2 ∈ I に対し Im fi = Ker fi+1 が成り立
つとき，上の系列 (∗)は完全系列 (exact sequence)であるという．
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なお，Mi = 0 のとき，R-準同型写像 fi: 0 → Mi+1 はゼロ写像しか存在しないので，fi を省略して単
に 0 → Mi+1 と書く．同様に，準同型写像 fi:Mi → 0 もゼロ写像しか存在しないので，単に Mi → 0
と書く．
完全系列の中で，

0 −→ L
f−→ M

g−→ N −→ 0
という形のものが基本になる．この形の完全系列を短完全系列 (short exact sequence)という．

命題 7.2. R-加群 M , N に対し，以下が成り立つ．

(1) 0 −→ M
f−→ N が完全 ⇐⇒ f は単射．

(2) M
f−→ N −→ 0が完全 ⇐⇒ f は全射．

(3) 0 −→ M
f−→ N −→ 0が完全 ⇐⇒ f は同型写像．

証明. 簡単なので練習問題とする．

定理 7.3. K は体，M は有限次元 K-ベクトル空間とする．完全系列

0 −→ L
f−→ M

g−→ N −→ 0

が存在するならば，dimK M = dimK L + dimK N が成り立つ．

証明. L と f(L) は同型で，f(L) は有限次元ベクトル空間 M の部分空間だから，f(L) も有限次元
で，L も有限次元である．dimK L = l とし，x1,. . ., xl を L の基底とする．y1 = f(x1),. . ., yl = f(xl)
とおく．f は単射だから，y1,. . ., yl は 1 次独立である．dimK M = m とし，m − l 個の元 yl+1,. . .,
ym ∈ M をうまく選んで，y1,. . ., yl, yl+1,. . ., ym が M の基底になるようにできる．g は全射だから，
g(y1),. . ., g(ym) は N の生成系になる．ところが，1 5 i 5 l のとき g(yi) = g(f(xi)) = 0 だから，

g(yl+1),. . ., g(ym) が N の生成系になる．もし，これらの間に線形関係
m∑

j=l+1

ajg(yj) = 0 (ai ∈ K)が

あれば，
m∑

j=l+1

ajyj ∈ Ker g = Im f だから，
m∑

j=l+1

ajyj = f

(
l∑

i=1

aixi

)
(∃ai ∈ K)と書ける．しかし，

y1,. . ., ym は 1次独立だから，a1 = · · · = am = 0 でなければならない．したがって，g(yl+1),. . ., g(ym)
は N の基底になり，dimK N = m− l が得られる．

系 7.4. K は体で，M1,. . ., Mn は有限次元 K-ベクトル空間で，完全系列

0
f0−−−→ M1

f1−−−→ M2
f2−−−→ · · · fn−2−−−→ Mn−1

fn−1−−−→ Mn
fn−−−→ 0

が存在すると仮定する．このとき，
n∑

i=1

(−1)i dimK Mi = 0が成り立つ．

証明. 0 → Ker fi
⊂−→ Mi

fi−→ Im fi → 0 は完全系列だから，dimK Mi = dimK Ker fi + dimK Im fi

が成り立つ．Im fi = Ker fi+1 だから，
n∑

i=1

(−1)i dimK Mi = dimK Im f0 + (−1)n dimK Im fn = 0

が成り立つ．

定理 7.5. R-加群の完全系列
0 −→ L

f−→ M
g−→ N −→ 0

に対し，次の (1)～ (3)は同値である．
(1) ある R-準同型 h:M → Lが存在し，h ◦ f = idL を満たす．
(2) ある R-準同型 i:N → M が存在し，i ◦ g = idN を満たす．
(3) N と同型な部分 R-加群 N ′ ⊂ M が存在し，M = f(L) ⊕N ′, g(N ′) = N が成り立つ．このとき，

g|N ′ :N ′ → N は同型写像である．
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上のいずれかの条件が成立するとき，完全系列 0 → L → M → N → 0 は分解するとか分裂するとか
splitするという．

証明. (1) =⇒ (3)は，N ′ = Ker hとすれば容易に証明できる．(3) =⇒ (1)は，正射影 f(L)⊕N ′ →→
f(L) と f−1: f(L) → L の合成を h とすればよい．(2) =⇒ (3) は，N ′ = Im j とすれば証明でき，(3)
=⇒ (2) は，g:N ′ → N の逆写像から j:N → N ′ ⊂−→ M を作ればよい．

問 7.6. R は可換環，f :L → M が R-加群の準同型写像のとする．このとき，以下の完全系列が存在
することを示せ．

0 −→ Ker f
⊂−→ L

f−→ Im f −→ 0

0 −→ Im f
⊂−→ M −→ Coker f −→ 0

0 −→ Ker f
⊂−→ L

f−→ M −→ Coker f −→ 0

定義 7.7. Rが環，M , N が R-加群のとき，M から N への R-準同型写像全体の集合を

HomR(M, N) =
{
f :M → N

∣∣ f は R-準同型写像
}

と書く．f , g ∈ HomR(M , N)に対し，写像 f + g : M → N を，(f + g)(x) = f(x)+ g(x) (x ∈ M)と定
めると f + g も R-準同型写像になり，f + g ∈ HomR(M , N) となる．また，定数 a ∈ R に対し，写像
af : M → N を，(af)(x) = a(f(x)) (x ∈ M)と定めると，af も R-準同型写像になり，af ∈ HomR(M ,
N) となる．このように，HomR(M , N) に和と R の作用 (スカラー倍)を定めると，HomR(M , N) も
R-加群になる．

ϕ:L → M が R-準同型写像のとき，h ∈ HomR(M , N) に対し，h ◦ ϕ ∈ HomR(L, N) を対応させる
写像を，

ϕ∗: HomR(M, N) −→ HomR(L, N)
と書くことにする．また，g ∈ HomR(N , L) に対し，ϕ ◦ g ∈ HomR(N , M) を対応させる写像を，

ϕ∗: HomR(N, L) −→ HomR(N, M)

と書く．

問 7.8. R は環，L, M , N , A は R-加群で，f :L → M , g:M → N は R-線形写像とする．このとき，
次が成り立つことを示せ．

(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ : HomR(N, A) −→ Hom(L, A)
(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : HomR(A, L) −→ Hom(A, N)

定理 7.9. R は環で，L, M , N , A は R-加群とする．
(1) L

f−→ M
g−→ N −→ 0が完全系列ならば，

0 −→ HomR(N, A)
g∗−→ HomR(M, A)

f∗−→ HomR(L, A)

は完全系列である．
(2) 0 −→ L

f−→ M
g−→ N が完全系列ならば，

0 −→ HomR(A, L)
f∗−→ HomR(A, M)

g∗−→ HomR(A, N)

は完全系列である．

証明. (1) g∗ が単射であることを示す．h ∈ HomR(N , A) に対し，g∗(h) = h ◦ g = 0 であると仮定す
る．z ∈ N を勝手な元とするとき，g(y) = z を満たす y ∈ M が存在する．h(y) = (h ◦ g)(z) = 0 だか
ら，h は 0写像である．したがって，Ker g∗ = 0 で，g∗ は単射である．

Im g∗ = Ker f∗ を示す．f∗ ◦ g∗ = (g ◦ f)∗ = 0∗ = 0 より，Im g∗ ⊂ Ker f∗ である．逆に，h ∈ Ker f∗

をとる．任意の x ∈ L に対し，h(f(x)) = 0 である．Im f = Ker g だから，h(Ker g) = 0 である．した
がって，h:M → A から，h:M/ Ker g −→ A が誘導されるが，M/ Ker g ∼= N なので，h ∈ HomR(N ,
A) とみなせる．このとき，h = h ◦ g が成り立つので，Im g∗ = Ker f∗ である．
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(2) f∗ が単射であることを示す．h ∈ HomR(A, L) に対し，f∗(h) = f ◦ h = 0 ならば，任意の x ∈ A
に対し，f(h(x)) = 0 であるが，f は単射なので，h(x) = 0 で h = 0 となる．

Im f∗ = Ker g∗ を示す．g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = 0 より，Im f∗ ⊂ Ker g∗ である．逆に，勝手な h ∈ Ker g∗
をとる．任意の a ∈ A に対し，g(h(a)) = 0 で，h(a) ∈ Ker g である．Im f = Ker g より，ある x ∈ L
により，h(a) = f(x) と書ける．f は単射なので，この xは aから一意的に定まる．そこで，h′(a) = x
によって，h′ ∈ HomR(A, L) を定めることができ，h = f∗(h′) となる．

注意 7.10. 0 −→ L
f−→ M

g−→ N −→ 0が完全系列であっても，

0 −→ HomR(N, A)
g∗−→ HomR(M, A)

f∗−→ HomR(L, A) −→ 0 1©
0 −→ HomR(A, L)

f∗−→ HomR(A, M)
g∗−→ HomR(A, N) −→ 0 2©

はいずれも完全系列であるとは限らない．例えば，R = Z とし，Z-加群の完全系列

0 −→ Z f−→ Z g−→ Z/2Z −→ 0 (ただし，f(x) = 2x)

に対し，A = Z/2Z とすると， 1©の f∗ は全射でないし， 2©の g∗ は全射でない．

命題 7.11. R は環，M は R-加群とする．このとき，次が成り立つ．

HomR(R, M) ∼= M

証明. f ∈ HomR(R, M) に対し f(1) ∈ M を対応させ，逆に x ∈ M に対し f(a) = ax で定まる
f ∈ HomR(R, M) を対応させればよい．

定理 7.12.(蛇の補題, snake lemma) L1, M1, N1, L2, M2, N2 は R-加群で，以下の図式は可換 (つま
り，g ◦ϕ1 = ϕ2 ◦f , h◦ψ1 = ψ2 ◦g)であり，横の 2つの列 L1 → M1 → N1 → 0と 0 → L2 → M2 → N2

は完全系列であるとする．

L1
ϕ1−→ M1

ψ1−→ N1 −→ 0

f
y yg

yh

0 −→ L2
ϕ2−→ M2

ψ2−→ N2

このとき，以下の完全系列が存在する．

Ker f
ϕ0−→ Ker g

ψ0−→ Kerh
δ−→ Coker f

ϕ3−→ Coker g
ψ3−→ Cokerh

ここで，ϕ0, ψ0 は ϕ1, ψ1 の定義域と終域を制限して得られる写像であり，ϕ3 と ψ3 はそれぞれ ϕ2, ψ2

から自然に誘導される写像である．δ を連結写像という．
さらに，もし ϕ1 が単射であれば ϕ0 も単射であり，もし ψ2 が全射であれば ψ3 も全射である．

証明. (1) ϕ1(Ker f) ⊂ Ker g だから，ϕ0 = ϕ1|Ker f : Ker f −→ Ker g は矛盾なく定義できる．
ψ0 = ψ1|Ker g : Ker g −→ Kerh も同様である．

Im ϕ0 = ϕ1(Ker f) = Im ϕ1 ∩ Ker g = Ker ψ1 ∩ Ker g = Ker ψ0 なので，Ker f
ϕ0−→ Ker g

ψ0−→ Kerh
は完全である．また，ϕ0 の定義から，ϕ1 が単射ならば ϕ0 も単射である．

(2) πL:L2 →→ Coker f , πM :M2 →→ Coker g, πN :N2 →→ Cokerh を自然な全射とする．ϕ3, ψ3 の定義
から，πM ◦ ϕ2 = ϕ3 ◦ πL, πN ◦ ψ2 = ψ3 ◦ πM である．

Im ϕ3 = ϕ3(πL(L2)) = πM (ϕ2(L2)) = πM (Im ϕ2) = Im ϕ2/ Im g = Ker ψ2/ Im g = Ker ψ3 なので，

Coker f
ϕ3−→ Coker g

ψ3−→ Cokerhは完全である．また，ψ2 が全射ならば，それから誘導される ψ3 も全
射である．

(3) 連結写像 (connecting mophism)とよばれる写像 δ: Ker h −→ Coker f を構成する．
勝手な元 z ∈ Kerh ⊂ N1 をとる．このとき，ψ1(y) = z を満たす y ∈ M1 が存在する．ψ2(g(y)) =

h(ψ1(y)) = h(z) = 0 だから，g(y) ∈ Kerψ2 = Im ϕ2 である．そこで，この y に対し ϕ2(x) = g(y) を
満たす x ∈ L2 が一意的に存在する．
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πL(x)が y の選び方に依存しないことを示す．ψ1(y′) = z を満たす他の y′ ∈ M1 と，ϕ2(x′) = y′ を
満たす x′ ∈ L2 をとる．このとき，y− y′ ∈ Kerψ1 = Im ϕ1 なので，y− y′ = ϕ1(x1)を満たす x1 ∈ L1

が存在する．すると，ϕ2 の単射性から x− x′ = f(x1)となる．したがって，πL(x) = πL(x′ + f(x1)) =
πL(x) + πL(f(x1)) = πL(x′) となる．
そこで，δ(z) = πL(x) と定義することができる．
(4) 上の記号において，もし，ある y0 ∈ Ker g が存在して z = ψ0(y0)と書けているとすると，y = y0

と選ぶことができるので，ϕ2(x) = g(y) = 0であり，x = 0 となる．よって，δ(z) = πL(x) = 0である．
したがって，Im ψ0 ⊂ Ker δ である．
逆に，z ∈ Ker δとすると，πL(x) = 0だから，f(x1) = xを満たす x1 ∈ L1が存在する．g(y−ϕ1(x1)) =

ϕ2(x− x) = 0だから，y−ϕ1(x1) ∈ Ker g であり，z = ψ1(y) = ψ1(y−ϕ1(x1)) = ψ0(y−ϕ1(x1))なの

で，z ∈ Im ψ0 となる．したがって，Ker δ ⊂ Im ψ0 で，Ker g
ψ0−→ Kerh

δ−→ Coker f は完全である．

(5) 記号は (3)と同じとする．

ϕ3(δ(z)) = ϕ3(πL(x)) = πM (ϕ2(x)) = πM (g(y)) = 0

より，Im δ ⊂ Kerϕ3 である．
逆に，πL(x) ∈ Coker f が ϕ3(πL(x)) = 0 を満たしたとする．すると，ϕ2(x) ∈ KerπM = Im g だか

ら，g(y) = ϕ2(x) を満たす y ∈ M1 が存在する．h(ψ1(y)) = ψ2(g(y)) = 0 だから，ψ1(y) ∈ Kerh であ

る．このとき，δ(ψ1(y)) = πL(x) となるので，Kerϕ3 ⊂ Im δ である．したがって，Kerh
δ−→ Coker f

ϕ3−→ Coker g は完全である．

定理 7.13.(ファイブ・レンマ, 5-lemma) 下の図式は R-加群の可換図式で，横の 2行はいずれも完全
系列であるとする．

L1
f1−→ L2

f2−→ L3
f3−→ L4

f4−→ L5

h1

y h2

y yh3

yh4

yh5

M1
g1−→ M2

g2−→ M3
g3−→ M4

g4−→ M5

このとき，以下が成立する．
(1) h1 が全射，h2 と h4 が単射ならば，h3 も単射である．
(2) h5 が単射，h2 と h4 が全射ならば，h3 も全射である．

証明. (1) Ki = Kerhi とおく．i 5 4 に対し，hi+1(fi(Ki)) = fi+1(hi(Ki)) = fi+1(0) = 0 だから，
fi(Ki) ⊂ Ki+1 であり，f ′i = fi|Ki : Ki → Ki+1 が定義できる．2 5 i 5 4 に対し fi ◦ fi−1 = 0 だから，
f ′i ◦ f ′i−1 = 0 で，Im f ′i−1 ⊂ Ker f ′i である．

Ker f ′3 = 0 を示す．x3 ∈ Ker f ′3 ⊂ Ker f3 = Im f2 ⊂ L3 をとる．ある x2 ∈ L2 により，x3 = f2(x2)
と書ける．g2(h2(x2)) = h3(f2(x2)) = h3(x3) = 0だから，ある y1 ∈ M1 により，h2(x2) = g1(y1) と書
ける．h1 は全射だから，ある x1 ∈ L1 により，y1 = h1(x1) とかける．すると，

h2(f1(x1)) = g1(h1(x1)) = g1(y1) = h2(x2)

であるが，h2 は単射なので，x2 = f1(x1) であり，x3 = f2(f1(x1)) = 0 となる．すると，f ′3:K3
⊂−→

K4 = 0 だから，K3 = 0 で f3 は単射である．

(2) 上と同じ要領で証明できる．

8. テンソル積

定義 8.1.(無限個の加群の直積と直和) Rは可換環，Λは集合とし，各 λ ∈ Λに対し R-加群 Mλ が与
えられているとする．直積集合 M =

∏

λ∈Λ

Mλ を考える．M の元を (xλ)λ∈Λ とか，略して (xλ) ∈ M と

書くことにする．ここで，(xλ)λ∈Λ は各 λ ∈ Λ に対し，Mλ の元 xλ ∈ Mλ を 1個ずつ選んだものを表
す．(xλ)λ∈Λ ∈ M , (yλ)λ∈Λ ∈ M , と a ∈ R に対し，和と R の作用を，

(xλ)λ∈Λ + (yλ)λ∈Λ = (xλ + yλ)λ∈Λ ∈ M, a(xλ)λ∈Λ = (axλ)λ∈Λ ∈ M
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によって定義すれば，M は R-加群になる．この M =
∏

λ∈Λ

Mλ をMλ (λ ∈ Λ)の直積 (direct product)

と言う．また，
⊕

λ∈Λ

Mλ =

{
(xλ)λ∈Λ ∈

∏

λ∈Λ

Mλ

∣∣∣∣∣ xλ 6= 0 となる λ ∈ Λ は有限個しか存在しない

}

とおくと，N :=
⊕

λ∈Λ

Mλ は M の R-部分加群になる．N を Mλ (λ ∈ Λ) の直和 (direct sum)と言う．

Lを R-加群とし，任意の λ ∈ Λに対し Mλ = Lである場合，直積 M =
∏

λ∈Λ

Mλ を LΛ とも書き，直

和 N =
⊕

λ∈Λ

Mλ を L⊕Λ とも書く．

一般に，R-加群 L に対し，ある部分集合 X ⊂ Lが存在し，ϕ : R⊕X −→ L を，(ax)x∈X ∈ R⊕X に
対し ϕ((ax)x∈X) =

∑

x∈X

axx ∈ L で定める．ϕが単射ならば X は R 上 1次独立とか線形独立であると

いい，ϕ が全射ならば X は L の生成系であるという．ϕ が同型写像ならば，X は L の R 上の基底
(base)であるといい，L は R-自由加群 (free module)であるといい，

問 8.2. X が有限集合の場合，上の，1次独立，生成系，基底の定義は，ベクトル空間の場合の定義と
一致することを確かめよ．

定理 8.3. K が体のとき，任意の K-加群 (K-ベクトル空間) M 6= 0 は，K-自由加群である．

証明. A =
{
X ⊂ M

∣∣ X は R 上線形独立
}
とおく．0 ∈ x ∈ M を取るとき，{x} ∈ A だから，

A 6= ∅である．Aは集合の包含関係を順序として帰納的順序集合である．実際 Lが A の全順序部分集
合ならば，supL =

⋃

X∈L

X である．

Zornの補題により A の極大元 X が存在する．X は線形独立である．もし，X が M の生成系でな
ければ，X を含む M の最小の K-部分加群を N とするとき，N $M である．そこで，y ∈ M −N を
取り，Y = X ∪ {y} % X とすると，K が体であることから Y ∈ A が簡単に証明できて，X の極大性
に矛盾する．よって，X は M の基底で，M は K-自由加群である．

定義 8.4. R は可換環，L, M は R-加群とする．以下，L⊗R M を構成していく．
直積集合 L×M を基底とする自由 R-加群

U = R⊕L×M =
⊕

(x,y)∈L×M

R · (x, y)

を考える．以下の U の部分集合 X, Y を考える．

X =
{
(ax1 + bx2, y)− a(x1, y)− b(x2, y)

∣∣ x1, x2 ∈ L; y ∈ M ; a, b ∈ R
}

Y =
{
(x, ay1 + by2)− a(x, y1)− b(x, y2)

∣∣ x ∈ L; y1, y2 ∈ M ; a, b ∈ R
}

X ∪ Y を含む最小の U の R-部分加群を V とし，

L⊗R M = U/V

と定義し，これを L と M の R 上のテンソル積 (tensor product)という．また，(x, y) ∈ U の U/V =
L⊗R M における同値類を x⊗ y と書く．
上の定義から，

L⊗R M =

{
n∑

i=1

xi ⊗ yi

∣∣∣∣∣ n ∈ N, xi ∈ L, yi ∈ M

}

であり，V が X, Y を含むので，以下の関係式が成り立つ．

(ax1 + bx2)⊗ y = a(x1 ⊗ y) + b(x2 ⊗ y)
x⊗ (ay1 + by2) = a(x⊗ y1) + b(x⊗ y2)

(ただし，a, b ∈ R; x, x1, x2 ∈ L; y, y1, y2 ∈ M)
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定義 8.5. R を環，L, M , N を R-加群とする．写像 f :L×M −→ N が，
(1) 任意の x1, x2 ∈ L; a1, a2 ∈ R; y ∈ M に対し，

f(a1x1 + a2x2, y) = a1f(x1, y) + a2f(x2, y)

(2) 任意の x ∈ L; y1, y2 ∈ M ; b1, b2 ∈ R に対し，

f(x, b1y1 + b2y2) = b1f(x, y1) + b2f(x, y2)

を満たすとき，f は双線形写像 (bilinear map)であるという．

定理 8.6.(普遍性による特徴づけ) R を環，L, M , N を R-加群，f :L×M −→ N は双線形写像とす
る．また，ϕ:L×M −→ L⊗R M は，ϕ(x, y) = x⊗ y (x ∈ L, y ∈ M)で定まる写像とする．このとき，
R-準同型写像 g:L⊗R M −→ N で，f = g ◦ ϕ を満たすものが存在する．

L×M

U -

-

π

f

U/V = L⊗R M

N

´
´

3́Φ

?
6gι

証明. 定義 8.3の記号を用いる．(x, y) ∈ L×N (x ∈ L, y ∈ M)に対し，(x, y) ∈ U を対応させる自
然な単射を ι:L×M ⊂−→ U とする．また，(x, y) ∈ U (x ∈ L, y ∈ M)に対し，Φ(x, y) = f(x, y) と定
め，これを線形に拡張することによって，Φ:U −→ N を定義する．このとき，f = Φ ◦ ιが成り立つ．

π:U →→ U/V = L ⊗R M を自然な全射とする．f は双線形写像だから，f(X) = 0 を満たす．同様
に f(Y ) = 0 で，V は X ∪ Y で生成されるから，f(V ) = 0 である．したがって V ⊂ KerΦ で，こ
れより，ある R-準同型写像 g:L ⊗R M −→ N で，Φ = g ◦ π を満たすものが存在する．このとき，
f = Φ ◦ ι = g ◦ π ◦ ι = g ◦ ϕ である．

上の定理は，任意の x ∈ L と y ∈ M に対し，g(x ⊗ y) ∈ N を双線形性の条件を満たすように定め
れば，

g

(
n∑

i=1

ai(xi ⊗ yi)

)
=

n∑

i=1

aig(xi ⊗ yi)

を満たすような R-準同型写像 g: (L ⊗R M) −→ N が，矛盾なく (一意的に)定まることを保証してく
れる．

定理 8.7. R は環，L, M , L′, M ′ は R-加群，f :L → L′, g:M → M ′ は R-準同型写像とする．この
とき，f と g のテンソル積

f ⊗ g : (L⊗R M) −→ (L′ ⊗R M ′)

を
n∑

i=1

xi ⊗ yi (xi ∈ L, yi ∈ M) に対し，

(f ⊗ g)

(
n∑

i=1

xi ⊗ yi

)
=

n∑

i=1

f(xi)⊗ g(yi)

が成立するように矛盾なく定めることができる．

証明. L, M , U , V , X, Y の記号は今までと同様とする．また，L′, M ′ から同様の方法で，U ′, V ′, X ′,
Y ′を定める．U の生成元 (x, y) (x ∈ L, y ∈ M)に対し，Φ(x, y) =

(
f(x), g(y)

)
とし，これを線形に拡張

して，Φ:U → U ′ を定める．Φと自然な全射 U ′ →→ U ′/V ′ = L′⊗R M ′ を合成して，ϕ:U −→ L′⊗R M ′

を作る．
Φ(X) ⊂ X ′, Φ(Y ) ⊂ Y ′ は容易にわかるから，Φ(V ) ⊂ V ′ で，V ⊂ Kerϕ となる．これより，ϕ から

命題のような f が定義できる．

定理 8.8. R は環，L, M , N は R-加群とすると，次が成り立つ．
(1) R⊗R M ∼= M ⊗R R ∼= R
(2) L⊗R M ∼= M ⊗R L
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(3) (L⊗R M)⊗R N ∼= L⊗R (M ⊗R N)

証明. (1) R ⊗R M の元は，
r∑

i=1

ai(bi ⊗ xi) (ai, bi ∈ R, xi ∈ M)と書ける．x =
r∑

i=1

aibixi ∈ M とお

けば，
r∑

i=1

ai(bi ⊗ xi) = 1⊗
(

r∑

i=1

aibi ⊗ xi

)
= 1⊗ x

である．よって，R⊗R M の元は，1⊗ x (x ∈ M)という形に書ける．
ϕ:R ×M −→ R ⊗R M を ϕ(a, x) = a⊗ x で定まる写像とし，f :R ×M −→ M は f(a, x) = ax で
定まる双線形写像とする．定理 11.4より，R-準同型写像 g:R ⊗M R −→ M で，f = g ◦ ϕ を満たすも
のが存在する．構成法から，g(1⊗ x) = x である．

h:M −→ (R ⊗R M) を h(x) = 1⊗ x で定めれは，これらは R-準同型写像で，h ◦ g = id, g ◦ h = id
である．よって，g, h は同型写像で R⊗R M ∼= M である．

M ⊗R R ∼= R も同様．
(2) f (

∑
xi ⊗ yi) =

∑
yi ⊗ xi で定まる f :L⊗R M −→ M ⊗R L は同型写像である．

(3) (L⊗R M)⊗R N は (x⊗ y)⊗ z, L⊗ (M ⊗R N)は x⊗ (y⊗ z) (x ∈ L, y ∈ M , z ∈ N)という形の
元で生成され，

f((x⊗ y)⊗ z) = x⊗ (y ⊗ z)
を線形に拡張して得られる写像 f : (L⊗R M)⊗R N −→ L⊗ (M ⊗R N) は同型写像である．

定理 8.9. R は環，Mλ (λ ∈ Λ), N は R-加群とする．このとき次が成り立つ．
(⊕

λ∈Λ

Mλ

)
⊗R N ∼=

⊕

λ∈Λ

(Mλ ⊗R N)

証明. M =
⊕

λ∈Λ

Mλ とし，ιλ:Mλ
⊂−→ M を埋入写像，πλ:M →→ Mλ を正射影とする．

(πλ ⊗ idN ) ◦ (ιλ ⊗ idN ): (Mλ ⊗R N) −→ (M ⊗R N) −→ (Mλ ⊗R N)

は恒等写像であるから，ιλ ⊗ idN は単射，πλ ⊗ idN は全射である．これらの写像から，

ι:
⊕

λ∈Λ

(Mλ ⊗R N) −→ M ⊗R N, π:M ⊗R N −→ ⊕

λ∈Λ

(Mλ ⊗R N)

を自然に定めると，π ◦ ι, ι ◦ π は恒等写像になるので，これらは同型写像になる．

系 8.10. K は体，L = Km, M = Kn のとき，L×K M ∼= Kmn である．

定理 8.11. (右半完全性) R は環，L
f−→ M

g−→ N −→ 0 は R-加群の完全系列，A は R-加群とす
ると，

(L⊗R A)
f ′−→ (M ⊗R A)

g′−→ (N ⊗R A) −→ 0
(ただし，f ′ = f ⊗ idA, g′ = g ⊗ idA)は完全系列である．(f が単射でも f ′ は単射とは限らない．)

証明. (1) g′ が全射であることを示す．N ⊗R A の元は，z′ =
∑
i

zi ⊗ ai (zi ∈ N , ai ∈ A)という形を

している．g は全射だから，g(yi) = zi を満たす yi ∈ M が存在する．このとき，g′
(∑

i

yi ⊗ ai

)
= z′

となる．

(2) Im f ′ = Ker g′ を示す．g ◦ f = 0 より g′ ◦ f ′ = (g ◦ f)⊗ idA = 0 であり，Im f ′ ⊂ Ker g′ である．
Q = (M ⊗R A)/ Im f ′ とし，π:M ⊗R A →→ Qを自然な全射とする．N ⊗R Aは z⊗a (z ∈ N , a ∈ A)

という形の元で生成される．この z, a をしばらく固定する．
g(y) = zとなる y ∈ M をとる．g(y) = g(y′) = z のとき，y−y′ ∈ Ker g = Im f なので，y−y′ = f(x)

を満たす x ∈ Lが存在する．このとき，f ′(x⊗ a) = y ⊗ a− y′ ⊗ a だから，π(y ⊗ a) = π(y′ ⊗ a) とな
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る．そこで，h:N ⊗R A −→ Q を，h(z ⊗ a) = π(y ⊗ a)で定まる写像を線形に拡張することによって定
義できる．

h の定義から，π = h ◦ g′ を満たす．すると，Ker g′ ⊂ Ker(h ◦ g′) = Ker π = Im f ′ となる．

定理 8.12. R は環，L, M は R-加群で，L0 は L の部分 R-加群，M0 は M の部分 R-加群とする．
包含写像 ιL:L0

⊂−→ L に ⊗RM して作った写像 ιL ⊗ idM : (L0 ⊗R M) −→ (L⊗R M) (これは単射とは
限らない)の像を

N1 = Im
(
ιL ⊗ idM : (L0 ⊗R M) −→ (L⊗R M)

)

とおく．同様に，ιM :M0
⊂−→ M をとり，

N2 = Im
(
idL ⊗ ιM : (L⊗R M0) −→ (L⊗R M)

)

とおく．このとき，
(L/L0)⊗R (M/M0) ∼= (L⊗R M)/(N1 + N2)

が成り立つ．

証明. 0 → L0
⊂−→ L →→ L/L0 → 0 に ⊗RM すると，完全系列

L0 ⊗R M
f−→ L⊗R M −→ (L/L0)⊗R M −→ 0

(f = ιL ⊗ idM )が得られるので，

L/L0 ⊗R M ∼= (L⊗R M)/ Im f = (L⊗R M)/N1

である．
N ′

2 = Im
(
idL/L0 ⊗ ιM : (L/L0 ⊗R M0) −→ (L/L0 ⊗R M)

)
とおく．上の結果から，

L

L0
⊗R

M

M0

∼= L/L0 ⊗R M

N ′
2

∼= (L⊗R M)/N1

N ′
2

である．自然な全射

g: (L⊗R M) →→ (L⊗R M)/N1
∼= L/L0 ⊗R M

h: (L⊗R M)/N1 →→ (L⊗R M)/N1

N ′
2

∼= L/L0 ⊗R M/M0

を考える．g(N2) = N ′
2 だから，準同型定理より，

g−1(N ′
2) = N2 + Ker g = N2 + N1

が成り立つ．よって，Ker(h ◦ g) = N1 + N2 で，

L/L0 ⊗R M/M0
∼= (L⊗R M)/(N1 + N2)

が成り立つ．

例 8.13. m, n ∈ N で，m と n の最大公約数が d のとき，

(Z/mZ)⊗Z (Z/nZ) ∼= Z/dZ

である．これを使うと，0 −→ L
f−→ M

g−→ N −→ 0 が完全系列であっても，0 −→ (L ⊗R A)
f ′−→

(M ⊗R A)
g′−→ (N ⊗R A) −→ 0が完全系列にならない例が構成できる．例えば，

0 −→ Z f−→ Z −→ Z/2Z −→ 0 (ただし，f(x) = 2x)

に ⊗Z(Z/2Z) すると，完全系列 Z/2Z f ′−→ Z/2Z −→ Z/2Z −→ 0が得られるが，f ′ は 0写像であって，
単射ではない．

定義 8.14.(係数拡大) R は可換環，S は R-代数，M は R-加群とする．S は R-加群なので，R-加群
として S ⊗R M が定義できる．勝手な t ∈ S, x ∈ S ⊗R M を取る．ある n ∈ N; si ∈ S, mi ∈ M によ

り，x =
m∑

i=1

si ⊗mi と書ける．そこで，tx =
m∑

i=1

(tsi)⊗mi ∈ S ⊗R M によって S の S ⊗R M への作

用を定めると，S ⊗R M は S-加群になる．S ⊗R M を R-加群 M の S への係数拡大という．

24



例 8.15. R, S は体で R ⊂ S (部分環)，M = Rn (R 上のランク n の自由加群)とする．このとき，
S ⊗R M ∼= Sn である．

実際，M1 = · · · = Mn = R として，M = Rn =
n⊕

i=1

Mi であるので，

S ⊗R M = S ⊗R

(
n⊕

i=1

Mi

)
∼=

n⊕

i=1

S ⊗R Mi
∼=

n⊕

i=1

S ⊗R R ∼=
n⊕

i=1

S = Sn

である．

定義 8.16.(R-代数のテンソル積) R は可換環，S1, S2 は R-多元環とする．S1, S2 は R-加群である
ので，R-加群として S1 ⊗R S2 が定義できる．勝手な元 x, y ∈ S1 ⊗R S2 を取る．ある m, n ∈ N; ai,

a′j ∈ S1, bi, b′j ∈ S2 により，x =
m∑

i=1

ai ⊗ bi, y =
n∑

j=1

a′j ⊗ b′j と書ける．そのとき，

xy =
m∑

i=1

n∑

j=1

(aia
′
j)⊗ (bib

′
j) ∈ S1 ⊗R S2

によって，S1⊗RS2に積を矛盾なく定義できる (証明が必要だが，難しくないので省略)．すると，S1⊗RS2

も可換環になる (定義を確認するだけなので証明省略)．単位元は 1⊗1,ゼロ元は 0⊗0である．S1⊗R S2

を R-代数 S1, S2 のテンソル積という．S1 ⊗R S2 は R-代数，S1-代数，S2-代数の構造も持つ．

問 8.17. R は可換環，S1 = R[X1,. . ., Xm], S2 = R[Y1,. . ., Yn] とする．すると，

S1 ⊗R S2
∼= R[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]

であることを証明せよ．
ヒント: S1 は

{
Xi1

1 Xi2
2 · · ·Xim

m

∣∣ i1,. . ., im ∈ N∪ {0}}を基底とする自由加群であることと，定理 8.9
を用いよ．

9. ネーター環

定義 9.1. R-加群 M がネーター加群 (Noetherian module)であるとは，M の部分 R-加群 Ni の列
N1 ⊂ N2 ⊂ N3 ⊂ · · ·があれば，ある n ∈ Nが存在して，i = n ならば Ni = Nn となることをいう．
環 Rがネーター環であるとは，Rを R-加群を考えたときネーター加群であることをいう．つまり，R

のイデアルの列 I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·があれば，ある n ∈ Nが存在して，In = In+1 = In+2 = · · · となる
ことをいう．

Rは可換環，S は R-代数とする．S が R-加群として有限生成であるとき，有限 R-多元環であると言
う．他方，S ∼= R[X1,. . ., Xn]/I (I は R[X1,. . ., Xn] のあるイデアル)と書けるとき，S は有限生成 R-
多元環であるとか，R 上有限生成な環であると言う．有限 R-多元環は有限生成 R-多元環であるが，逆は
一般には正しくなく，例えば，多項式環 R[X]は有限生成 R-多元環であるが，有限 R-多元環ではない．

R-多元環の間の写像 f :S1 → S2 は，f が環の準同型写像であって，かつ R-加群の準同型写像である
とき，R-多元環の準同型写像であると言う．

定理 9.2. R-加群 M がネーター加群であるための必要十分条件は，M の任意の部分 R-加群が R 上
有限生成であることである．特に，Rがネーター環であるための必要十分条件は，R の任意のイデアル
が有限生成であることである．

証明. M はネーター加群で，N は M の部分 R-加群とする．N0 = {0} とし，帰納的に R-加群の
列が N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ni ⊂ N まで定まったとき，Ni 6= N であれば xi+1 ∈ N − Ni を選んで，
Ni+1 = Ni +Rxi とおく．M はネーター加群だから，ある n ∈ Nが存在し N = Nn = Rx1 + · · ·+Rxn

となる．よって，N は有限生成である．
逆に，M の任意の部分 R-加群 N が有限生成であるとする．M の部分 R-加群 Ni の列 N1 ⊂ N2 ⊂

N3 ⊂ · · · があるとする．
∞⋃

i=1

Ni は M の有限生成部分加群だから，その生成元を x1,. . ., xm とすれば，
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ある n ∈ Nが存在して，x1,. . ., xm ∈ Nn となる．よって，
∞⋃

i=1

Ni = Nn であり，i = nのとき Ni = Nn

となる．

定理 9.3. Rがネーター環のとき，有限生成 R-加群はネーター加群である．

証明. M = Rx1 + · · ·+Rxr (xi ∈ M)とし，生成元の個数 rに関する帰納法で証明する．r = 1のとき
は，ϕ:R → Rx1 = M を ϕ(a) = ax1 で定義される写像とする．R-部分加群の列が N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ M
があると，R のイデアルの列 ϕ−1(N0) ⊂ ϕ−1(N1) ⊂ · · · ができるが，R はネーター環なので，ある
n0 ∈ N が存在して任意の n = n0 に対し ϕ−1(Nn) = ϕ−1(Nn0) となる．したがって，Nn = Nn0 であ
り，M はネーター加群である．

r = 2 とし，r − 1 個以下の元で生成される R-加群については定理は正しいと仮定する．M1 = Rxr,
M2 = M/M1 とすると，M1, M2 は r − 1 個以下の元で生成されるのでネーター加群である．ϕ:M →→
M1 を自然な全射とする．R-部分加群の列が N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ M があると，M1 はネーター加群だか
ら，ある n1 ∈ N が存在して任意の n = n1 に対し Nn ∩ M1 = Nn1 ∩ M1 となり，M2 はネーター
加群だから，ある n2 ∈ N が存在して任意の n = n2 に対し，ϕ(Nn) = ϕ(Nn2) となる．したがって，
n = n0 = max{n1, n2} のとき，Nn = Nn0 となる．

系 9.4. (1) R がネーター環，M が有限生成 R-加群，N が M の部分 R-加群ならば，N は有限生
成なネーター加群である．

(2) R がネーター環，M が有限生成 R-加群，N が M の部分 R-加群ならば，M/N もネーター加
群である．

(3) Rがネーター環のとき，R/I もネーター環である．

定理 9.5. Rがネーター環ならな， R[X] もネーター環である．

証明. R[X] のイデアル I を取る．自然数 n に対し，I に属する n 次多項式の最高次 (n 次)の係
数全体の集合と {0} の合併集合を Jn とする．また，J0 = I ∩ R とする．Jn は R のイデアルで，
J0 ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ · · · である．R はネーター環だから，ある n ∈ Nが存在して，Jn = Jn+1 = Jn+2 = · · ·
となる．今，Jk は有限生成イデアルだから，Jk = (ak,1,. . ., ak,rk

) とし，ak,i を最高次 (k次)の項の係
数とする I に属する多項式を 1つ選んで，それを fk,i ∈ R[X] とする．

Fk = {fk,1,. . ., fk,rk
} とし，F0 ∪ F1 ∪ · · · ∪ Fn で生成される R[X] のイデアルを I ′ とする．定義か

ら，I ′ ⊂ I である．
逆に，任意の g ∈ I に対し，g ∈ I ′ となることを，k = degX g に関する帰納法で証明する．k = 0 な

ら，g ∈ R ∩ I = J0 = (f0,1,. . ., f0,r0) より，g ∈ I ′ である．
1 5 k 5 n とする．g の最高次の項の係数 b は Jk に属するから，ある b1,. . ., brk

∈ R が存在し，
b = b1ak,1+· · ·+brk

ak,rk
となる．したがって，h = g−(b1fk,1+· · ·+brk

fk,rk
)とおけば，degX h 5 k−1,

h ∈ I となる．帰納法の仮定から，h ∈ I ′ なので，g ∈ I ′ である．
k > n の場合は，Jk = Jn だから，同様に，ある b1,. . ., brn

∈ Rが存在し，h = g −Xk−n · (b1fn,1 +
· · · + brn

fn,rn
) とおけば，degX h 5 k − 1 となり，帰納法の仮定から，h ∈ I ′ なので，g ∈ I ′ となる．

したがって，I = I ′ で I は有限生成である．すなわち，R[X] はネーター環である．

定理 9.6.(ヒルベルト (Hilbert)の基底定理) Rはネーター環とする．このとき，R[X1,. . ., Xn]はネー
ター環であり，そのイデアル I による剰余環 R[X1,. . ., Xn]/I もネーター環である．したがって，ネー
ター環 R 上の有限生成多元環はネーター環である．

証明. R[X1,. . ., Xn] = (R[X1,. . ., Xn−1])[Xn] より，R がネーター環ならば，R[X1,. . ., Xn] もネー
ター環である．また，R[X1,. . ., Xn] の任意のイデアル I に対し，R[X1,. . ., Xn]/I もネーター環であ
る．

上の定理から，K が体のとき，K[X1,. . ., Xn] や K[X1,. . ., Xn]/I はネーター環である．

定理 9.7. R はネーター環，S ⊂ R は積閉集合とする．このとき，S−1R はネーター環である．
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証明. 定理 6.7の証明を思い出そう．S−1 のイデアルの列 J1 ⊂ J2 ⊂ J3 ⊂ · · · に対し，Ik = ϕ−1(Jk)
とおくと，I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·は R のイデアル列である．Rはネーター環だから，ある n ∈ Nが存在し
て，k > n のとき Ik = In となる．すると，Jk = Ik(S−1R) = In(S−1R) = Jn となる．

10. 準素イデアル

定理 10.1. R は可換環，R のイデアル I $ R に対し，
√

I :=
{
a ∈ R

∣∣ある n ∈ N に対して xn ∈ I
}

とおく．すると，
√

I は R のイデアルである．さらに，以下が成り立つ．
(1)

√
I は I を含む R のすべての素イデアルの共通部分に等しい．

(2) I, J が R のイデアルのとき，
√

I ∩ J =
√

I ∩√J である．

証明.
√

I がイデアルであることを示す．x, y ∈ √I とすると，ある n ∈ Nが存在し，xn ∈ I, yn ∈ I と
なる．このとき，二項定理により，(x+y)2n = xnf(x, y)+yng(x, y)という形に表せるので，x+y ∈ √I
である．
また，a ∈ R に対し，(ax)n ∈ I なので，ax ∈ √I である．

(1) I を含む Rのすべての素イデアルの共通部分を J とする．pが素イデアルで I ⊂ pならば，
√

I ⊂ p
であることはすぐわかる．よって，

√
I ⊂ J である．

逆に，x ∈ J , x /∈ √I を取る．S =
{
xn

∣∣ n ∈ N}
は積閉集合である．I(S−1R) を含む S−1R の極大

イデアルの R への引き戻しを p とする．p は I を含み，S と交わらない極大なイデアルである．また，
定理 6.7(4)より p は素イデアルである．x /∈ p なので，x /∈ J である．

(2)
√

I ∩ J ⊂ √
I ∩√J は自明である．勝手な x ∈ √I ∩√J を取る．ある n ∈ Nが存在して，xn ∈ I,

xn ∈ J となるので，xn ∈ I ∩ J となり，x ∈ √I ∩ J がわかる．

定理 10.2(中山の補題) R は可換環，M は有限生成 R-加群，N は M の部分 R-加群とする．また，
R のすべての極大イデアルの共通部分を J とする (J は Jacobson根基とよばれる)．このとき，もし，

JM + N = M

が成り立つならば，M = N である．

証明. L = M/N とおく．L 6= 0 と仮定して矛盾を導く．JM + N = M より，JL = L となる．L も
有限生成 R-加群なので，生成元を x1,. . ., xn ∈ L とする．JL = L より，各 1 5 i 5 n に対し，

xi =
n∑

j=1

aijxj , (∃aij ∈ J)

と書ける．aij を第 i行第 j 列の成分とする n次正方行列を A とする．また，x1,. . ., xn を縦に並べて
できる列ベクトルを x，n次の単位行列を In とすると，(In −A)x = 0 (0-ベクトル)なので，(In −A)
の余因子行列を B とし a = det(In −A) とおけば，ax = B(In −A)x = 0 である．他方，aij ∈ J なの
で，ある m ∈ J が存在して，a = det(In −A) = 1 + m /∈ J である．もし，aが可逆元でないとすると
(a) $ R だから，(a) ⊂ m $ R を満たす極大イデアルが存在する．m ∈ J ⊂ m だから 1 = a−m ∈ m.
よって，m = R となり矛盾する．よって，a−1 ∈ R で，x = a−10 = 0 となり矛盾する．したがって，
L = 0 で，M = N である．

系 10.3.(Krull の共通部分定理)

(1) (R, m)がネーター局所環ならば，
∞⋂

n=1

mn = (0) である．

(2) Rがネーター整域で，I 6= Rがそのイデアルのとき，
∞⋂

n=1

In = (0) である．
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証明. (1) M =
∞⋂

n=1

mnとする．mM ⊃ M を示す．m = (a1,. . ., ar)と書ける．多項式環 S = R[X1,. . .,

Xr] を考え，自然な準同型写像 ϕ:S → R を ϕ(Xi) = ai で定める．

Sn =
{
f ∈ S

∣∣ f は n 次斉次多項式
} ∪ {0},

Jn :=
{
f ∈ Sn

∣∣ ϕ(f) ∈ M
}

とし，
⋃

n∈N
Jn で生成される S のイデアルを J とする．J = (f1,. . ., fs)と書ける．J の定義から，各 fi

は斉次元であると仮定してよい．di = deg fi, n0 = max{d1,. . ., ds} とする．ϕ(Sn) = mn に注意する．
勝手な b ∈ M を取る．n = n0 + 1 とすると，b ∈ mn なので，ϕ(g) = b となる g ∈ Sn が存在する．

g = h1f1 + · · ·+ hsfs (hi ∈ S はある (n− di) 次斉次式)と書ける．

b = ϕ(g) =
s∑

i=1

ϕ(hi)ϕ(fi) ∈
s∑

i=1

mn−diM ⊂ mn−n0M ⊂ mM

となる．よって，mM ⊃ M を示す．⊂ は自明なので，mM = M である．
mM = M である．そこで，N = 0 として中山の補題を使うと，M = 0が得られる．

(2) I を含む極大イデアル m を取る．S = Rm, n = mRm とおく．R ⊂ S とみなしたとき，In ⊂ nn

である．(1)より，
∞⋂

n=1

In ⊂
∞⋂

n=1

nn = (0) である．

定義 10.4. R のイデアル I $ R が「a, b ∈ R, ab ∈ I, b /∈ I =⇒ ∃n ∈ N, an ∈ I」を満たすとき，I
は準素イデアル (primary ideal)であると言う．

例 10.5. R = Zにおいて，pが素数で n ∈ Nのとき，(pn)は準素イデアルである．一般に Rが UFD
で p ∈ Rが素元のとき，(pn) は準素イデアルである．

問 10.6. R は可換環とする．
(1) I ⊂ Rが準素イデアルならば，

√
I は R の素イデアルであることを示せ．

(2) m ⊂ Rが極大イデアルのとき，
√

(mn) = m で，mn は準素イデアルであることを示せ．

注意 10.7. pが極大ではない R の素イデアルのとき，
√

(pn) = p は成り立つが，pn が準素イデアル
になるとは限らない．例えば, R = C[X, Y , Z]/(X2 − Y Z) において，p = (X, Y ) は R の素イデアル
であるが，p2 は準素イデアルにならない．

定理 10.8. Rがネーター環で，I $ Rが R のイデアルのとき，有限個の準素イデアル q1,. . ., qn で，
以下の条件を満たすものがある．
(1) I = q1 ∩ · · · ∩ qn.
(2) i 6= j ならば

√
qi 6= √

qj .

(3) q1,. . ., qn から qi を除いた n− 1 個のイデアルの共通部分を ri =
⋂

j 6=i

qj とおくとき，I $ ri.

このような準素イデアル q1,. . ., qn を用いて，I を (1)のように表すことを，I の準素イデアル分解と言
う．また，素イデアル

√
qi を I の素因子と言う．I の準素イデアル分解 (1)において，素因子 pに対し，

q $ p を満たす I の素因子 qが存在する場合，p を埋没素因子 (embeded prime)とか非孤立素因子と言
う，このような素因子 qが存在しない場合，p を極小素因子と言う，
極小素因子全体の集合は，準素イデアル分解 (1)の取り方に依存せずに I から一意的に定まる．

証明. R のイデアル J が既約であるとは，R のイデアル J1, J2 が J = J1 ∩ J2 を満たせば，J = J1

または J = J2 が成り立つことをいう．
もし，I が既約でなければ，あるイデアル I1 6= I, I2 6= I により，I = I1 ∩ I2 と表せる．I1 や I2 が既
約でなければ，I1 あるいは I2 をこのように分解する．この操作を繰り返して，I = I1∩· · ·∩ In (Ik 6= I)
ができる．Rでは真に増大する無限イデアル列は存在しないから，このような分解はどこかで終わって，
すべての Ik は既約イデアルになる．
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Claim. 既約イデアルは準素イデアルである．
I は既約イデアルとする．I が準素イデアルでないと仮定すると，ある x, y ∈ R で，xy ∈ I, y /∈ I,

xi /∈ I (∀i ∈ N)となるものが存在する．
Jn =

{
a ∈ R

∣∣ axn ∈ I
}
とすると，J1 ⊂ J2 ⊂ · · · だから，ネーター環の性質より，ある n ∈ Nが存

在して，Jn = Jn+1 = · · · となる．I1 = I + xnR, I2 = I + yR とおくと，I1 6= I, I2 6= I, I ⊂ I1 ∩ I2

である．逆に，a ∈ I1 ∩ I2 を取ると，a = b1 + c1x
n = b2 + c2y (bi ∈ I, ci ∈ R)と書ける．すると，

c1x
n+1 = c2xy + (b2 − b1)x ∈ I となるので，c1 ∈ Jn+1 = Jn であり，a ∈ I となり，I = I1 ∩ I2 が得ら

れる．これは I が既約であることと矛盾するので，I は準素イデアルである．

以上より，I は (1)のように準素イデアルの共通部分として表せる．このとき，もし (3)が成立せず，
I = ri となる i があったら，qi を取り除いても (1)が成立するから，このような無駄な qi をすべて取
り除いて，(3)が成立するようにできる．
また，(2)が成立しないとする．例えば，

√
q1 =

√
q2 であるとする．すると，q = q1 ∩ q2 も準素イデ

アル (簡単なので証明してみよ)だから，(2)の表示から q1, q2 を取り除いて q を付け加える．このよう
な操作を繰り返すと (2)が成り立つようになる．
最後に，極小素因子の一意性を証明する．p1,. . ., pr を準素イデアル分解 (1)の極小素因子全体の集合

とする．また，I = q′1 ∩ · · · ∩ q′m を別の準素イデアル分解とし，p′1,. . ., p′s をその極小素因子全体の集合
とする．

pi ⊃
√

I =
√

q′1 ∩ · · · ∩
√

q′m = p′1 ∩ · · · ∩ p′s
より，ある j が存在し，pi ⊃ p′j となる．逆に，k が存在し，p′j ⊃ pk となるが，pi, pk は極小なので，
i = k となる．

注意 10.9. 上の準素イデアル分解は一意的とは限らない．

例 10.10. R = Z とし，n は 2以上の整数，n = pe1
1 pe2

2 · · · per
r をその素因数分解とする．定理 5.4(2)

より，
(n) = (pe1

1 )(pe2
2 ) · · · (per

r ) = (pe1
1 ) ∩ (pe2

2 ) ∩ · · · ∩ (per
r )

であるが，これがイデアル (n) = nZ の準素イデアル分解である (この場合は，この 1通りしかない)．
もともと，準素イデアル分解というのは，Zにおける素因数分解の一般化として考えられたものである．

11. 完備化と p 進整数環

射影的極限 (逆極限)の定義は，簡単のため添え字集合 I が (半)順序集合の場合についてのみ述べるが，
定義をかなり変更することにより I が有向グラフの場合 (例えば，サイクルを含んだり，写像 Mi → Mj

が複数存在する場合) にも定義することができる．ただ，「十分先で一致する」という余計な条件をつけ
て議論しないといけないので，この授業では扱わない．

定義 11.1. R は環，(Λ, 5)は半順序集合とし，各 λ ∈ Λに対し，R-加群 Mλ が与えられているとす
る．さらに，λ, µ ∈ Λが λ 5 µを満たす場合には R-準同型写像 fµλ:Mµ → Mλ が与えられていると仮
定する．これが，次の条件 (1), (2)を満たすとき，{Mλ, fµλ} は射影系とか逆系であるという．
(1) fλλ:Mλ → Mλ は恒等写像である (∀λ ∈ Λ)．
(2) λ, µ, ν ∈ Λが λ 5 µ 5 ν を満たせば，fνλ = fµλ ◦ fνµ が成り立つ．
なお，Λ = N の場合には，各 n ∈ Λに対し fn+1,n:Mn+1 → Mn を与えれば，それから自然に帰納系

が定まることに注意する．
上のような射影系 {Mλ, fµλ} に対し，その射影的極限 (逆極限) lim←−

λ

Mλ = lim
←−

Mλ を以下のように定

義する．

lim
←−

Mλ =

{
(xλ)λ∈Λ ∈

∏

λ∈Λ

Mλ

∣∣∣∣∣ λ, µ ∈ Λ, λ 5 µ ならば xλ = fµλ(xµ)

}

また，包含写像 lim
←−

Mλ
⊂−→ ∏

λ∈Λ

Mλ と正射影 πµ:
∏

λ∈Λ

Mλ →→ Mµ を合成して得られる写像を

f∞µ: lim
←−

Mλ −→ Mµ と書く．
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x ∈ lim
←−

Mλ に対し xλ = f∞λ(x) ∈ Mλ (λ ∈ Λ)とするとき，x = lim
←−

xλ と書き，x は Λ-列
{
xλ

}
の

極限であるという．

この講義では帰納的極限は使わないので，以下は授業では話さないが，一応紹介しておく．

定義 11.2. R は環，(Λ, 5)は半順序集合とし，各 λ ∈ Λに対し，R-加群 Mλ が与えられているとす
る．さらに，λ, µ ∈ Λが λ 5 µを満たす場合には R-準同型写像 fλµ:Mλ → Mµ が与えられていると仮
定する．これが，次の条件 (1), (2)を満たすとき，{Mλ, fλµ}は帰納系とか直系とか順系であるという．
(1) fλλ:Mλ → Mλ は恒等写像である (∀λ ∈ Λ)．
(2) λ, µ, ν ∈ Λが λ 5 µ 5 ν を満たせば，fλν = fµν ◦ fλµ が成り立つ．

上のような帰納系 {Mλ, fλµ} に対し，その帰納的極限 (直極限, 順極限) lim
−→

Mλ を次のように定義

する．
U =

⊕
λ∈Λ

Mλ とし，ιµ:Mµ
⊂−→ U を埋入写像とする．さらに，

X =
{
ιλ(x)− ιµ(fλµ(x)) ∈ U

∣∣ λ, µ ∈ Λ, λ 5 µ, x ∈ Mλ

}

とし，X で生成される U の部分 R-加群を V とおく．そして，

lim
−→

Mλ = U/V

定義する．lim
−→

Mλ を lim−→
λ

Mλ などとも書く．

また，ιµ:Mµ → U と自然な全射 U →→ U/V を合成して得られる写像を，fµ∞:Mµ −→ lim
−→

Mλ と書

くことにする．X の定義から，λ, µ ∈ Λ, λ 5 µ であるとき，fµ∞ ◦ fλµ = fλ∞ が成り立つ．
x ∈ lim

−→
Mλ を任意に選ぶとき，ある r ∈ N とある λ1,. . ., λr ∈ Λ により，x = fλ1∞(xλ1) + · · · +

fλr∞(xλr
) と表すことができる．さらに，Λが有向集合であれば，ある λ ∈ Λ とある xλ ∈ Mλ により，

x = fλ∞(xλ) と表すことができる．なお，Λ が有向集合であるとは，任意の λ, µ ∈ Λ に対し，λ 5 ν,
µ 5 ν を満たす ν ∈ Λ が存在することをいう．この場合，x = fλ1∞(xλ1) + · · · + fλr∞(xλr ) に対し，
λi 5 µ (∀i)となるような µ をとり yi = fλiµ(xλi), y = y1 + · · ·+ yr とおけば，x = fµ∞(y) となる．

帰納的極限，射影的極限の定義からわかるように，もし，添え字集合 Λが無順序集合 (任意の λ 6= µ ∈ Λ
が比較不可能である半順序集合)であれば，射影的極限は直積と一致し，帰納的極限は直和に一致する．
また, 射影系や，有向集合による帰納系において，もし，各 Mλ が R-多元環で fλµ が R-多元環の準
同型写像であるならば，lim

−→
Mλ も lim

←−
Mλ も R-多元環になる．

実際，1 = (1λ)λ∈Λ ∈ lim
←−

Mλ なので，lim
←−

Mλ は
∏

λ∈Λ

Mλ の部分環になる．また，Λ が有向集合の場

合は，λ, µ ∈ Λ に対し，λ 5 ν, µ 5 ν を満たす ν ∈ Λ を取ると，fλ∞(1λ) = fλ∞(1ν) = fµ∞(1µ) なの
で，これが lim

−→
Mλ の単位元になり，lim

−→
Mλ も環になる．

定義 11.3. R は可換環，a は R のイデアルとし，Λ = N を自然な順序で順序集合とする．n ∈ N に
対し，Mn = R/an とおく．m 5 n のとき fnm:R/an →→ R/am は自然な全射とする．すると，{R/an,
fnm}は N を添え字集合とする射影系になる．このとき，射影的極限 lim←−

n

R/an を R̂ などと書き，aに

よる R の完備化という．
特に，R = Z で a = (p) = pZ (p は素数)のとき，イデアル (p) による Z の完備化を Zp と書き，Zp

を p-進整数環という．

lim←−
n

R/(0)n ∼= R であることに注意する．

命題 11.4. {Mλ, fµλ}, {Nλ, gµλ}は同じ半順序集合 Λで添え字づけられた射影系とし，各 λ ∈ Λに対
し R-準同型写像 hλ:Mλ → Nλ が存在して，λ 5 µ (∈ Λ)ならば hλ ◦ fµλ = gµλ ◦ hµ が成り立つと仮定
する．すると，h∞: lim

←−
Mλ −→ lim

←−
Nλ が一意的に存在して，任意の λ ∈ Λに対し g∞λ ◦h∞ = hλ ◦ f∞λ
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が成り立つ．この h∞ を {hλ} の射影的極限といい，h∞ = lim
←−

hλ と書く．

Mµ
hµ−−→ Nµ lim

←−
Mλ

h∞−−→ lim
←−

Nλ

fµλ

y ygµλ

yfλ

ygλ

Mλ
hλ−−→ Nλ Mλ

hλ−−→ Nλ

証明. hλ:Mλ → Nλ から，h :
∏

λ∈Λ

Mλ −→
∏

λ∈Λ

Nλ が誘導される．

lim
←−

Mλ =

{
(xλ)λ∈Λ ∈

∏

λ∈Λ

Mλ

∣∣∣∣∣ λ, µ ∈ Λ, λ 5 µ ならば xλ = fµλ(xµ)

}
,

lim
←−

Nλ =

{
(yλ)λ∈Λ ∈

∏

λ∈Λ

Nλ

∣∣∣∣∣ λ, µ ∈ Λ, λ 5 µ ならば yλ = gµλ(yµ)

}

なので，h の定義域を制限することによって，求める h∞ が得られる．

I ⊂ J ⊂ Rがイデアルのとき，上の命題から，自然な全射 lim←−
n

R/In −→ lim←−
n

R/Jn が存在する．

命題 11.5. R はネーター環，m は R の極大イデアルとし，R̂ = lim←−
n

R/mn とおく．今，R は整域で

あるか，または，局所環であると仮定する．
(1) 自然な単射 ι:R → R̂が存在する．
(2) R̂ は mR̂ を唯一の極大イデアルとする局所環である．

証明. (1) hn:R → R/mn を自然な全射とする．前命題を，Λ = N, Mn = R, fmn = idR, Nn = R/mn,
gmn:R/mm −→ R/mn を自然な全射として適用すると，ι = h∞:R → R̂ が構成できる．構成方法から，

Ker ι =
∞⋂

n=1

mn であるが，Krullの共通部分定理より
∞⋂

n=1

mn = (0) であり，ι は単射である．

(2) K = R/m, Rn = R/mn と置く．Rn/mRn
∼= R/m = K なので，R̂/mR̂ = lim

←−
Rn/mRn = K であ

る．よって，mR̂ は R̂ の極大イデアルである．
次に，I は R̂ の極大イデアルとする．J = I ∩ R とおくと，準同型定理より R/J ⊂ R̂/I である．

1 /∈ J より R/J 6= 0 で R/J は整域で，J 6= R は R のイデアルである．よって，J ⊂ m で，I ⊂ m と
なる．I は極大だから，I = m となる．

命題 11.6. K は体，R = K[X1,. . ., Xr], m = (X1,. . ., Xr) とする．このとき，

lim←−
n

R/mn ∼= K[[X1, . . . , Xr]]

である．

証明. R̂ = lim←−
n

R/mn, S = K[[X1, . . . , Xr]], n = mS とする．S/nn ∼= R/mn である．S/nn の元は巾

級数 f =
∞∑

i1=1

· · ·
∞∑

ir=1

ai1···irX
i1
1 · · ·Xir

r に対し，その n 次以上の項を nn を法とすることにより無視し

たものであるから，n − 1 次以下の多項式 fn =
∑

i1+···+ir<n

ai1···irX
i1
1 · · ·Xir

r と同一視できる．よって，

Ŝ = lim←−
n

S/nn の元は f と同一視でき，自然な単射 S → Ŝ は全射であり，同型写像になる．そこで，

S = Ŝ と考える．
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命題 11.3より，{hn} から h:S → R̂ が誘導される．各 hn が全射なので，h は全射である．また，

Kerh =
∞⋂

n=1

mn = (0) なので，h は単射で，同型写像である．

命題 11.7. Rがネーター環ならば，R[[X1, . . . , Xn]] もネーター環である．

証明. R[[X1, . . . , Xn]] = (R[[X1, . . . , Xn−1]])[[Xn]]なので，Rをネーター環として R[[X]]もネーター

環であることを示せばよい．f(X) =
∞∑

k=d

akXk, ad 6= 0 に対し，adX
d を f(X) の先導項という．

I は R[[X]] のイデアルとする．I の元の先導項全体を I0 とし，I0 で生成される R[X] のイデアルを
J とする．R[X]はネーター環なので，J は有限個の元で生成される．その生成元は I0 の元から選べる．
つまり，J = (b1X

d1 ,. . ., brX
dr ) (bi ∈ R)と書ける．bjX

dj ∈ J を先導項とする I の元の 1つを fj と
する．

I = (fi,. . ., fr) であることを確かめる．⊃ は自明なので，⊂ を示す．勝手な f(X) ∈ I を取る．
d = ord f(X), k = max{d1,. . ., dr} とおく．
まず，gd−1(X) = 0 とおき，gd(X), gd+1(X),. . . を ordX

(
f(X)− gj(X)

)
> j を満たすように，以下

のように帰納的に構成する．
gj−1(X)が ordX

(
f(X)− gj−1(X)

)
= j を満たすように構成できたとする．ある cj,1,. . ., cj,r ∈ Rに

より，
ordX

(
f(X)− gj−1(X)− (

cj,1b1X
j + · · ·+ cj,rbrX

j
))

> j

となるようにできる．そこで，gj(X) := gj(X)+
r∑

i=1

cj,iX
j−difi(X)とおくと，ordX

(
f(X)− gj(X)

)
>

ordX

(
f(X)− gj−1(X)

)
= j となる．この操作を繰り返して cj,i ∈ R を定め，hi(X) :=

∞∑

j=d

cj,iX
j−k と

おけば，f(X) :=
r∑

i=1

hi(X)fi(X) となる．

参考. R が UFDならば R[[X]] も UFDである，という命題は，証明されていないし，恐らく正しく
ない (例えば，R が体上の無限変数多項式環の場合)．しかし，K が体のとき K[[X1,. . ., Xn]] は UFD
である，という命題は正しい．これは，正則局所環は UFDである，という定理を経由して証明するのが
簡明であるが，この講義の範囲を超えている．

命題 11.8. (R, m)がネーター局所環ならば，R̂ = lim←−
n

R/mn もネーター局所環である．

証明. m = (a1,. . ., ar) と書ける．S = R[X1,. . ., Xr], T = R[[X1,. . ., Xr]], a = (X1 − a1,. . .,
Xr − ar) ⊂ S, b = (X1 − a1,. . ., Xr − ar) ⊂ T とおく．S/a ∼= R である．n = (X1,. . ., Xr) ⊂ S とする
とき，S/nn →→ S/(nn + a) ∼= R/mn だから，自然な全射 ϕ : lim←−

n

S/nn −→ lim←−
n

R/mn が存在する．つま

り，全射 ϕ:T → R̂ が存在する．T がネーター環なので，R̂ もネーター環である．なお，Kerϕ = b で
ある．

Zp の元を具体的に表示する方法を考える．f∞n:Zp −→ Z/(pn)は自然な全射とする．x ∈ Zp を取る．

xn = f∞n(x) とおく．xn は yn =
n−1∑

i=0

an,ip
i ∈ Z (an,i ∈ {0, 1,. . ., p − 1})の pn を法とする同値類で

あるとする．m > n のとき fmn(xm) = xn だから，m > n > i のとき，am,i = an,i である．そこで，

ai = an,i (n > i)とおく．この ai ∈ {0, 1,. . ., p−1}は xから一意的に定まる．そこで x =
∞∑

i=0

aip
i ∈ Zp

と表示する．
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例えば，x = −1 ∈ Z ⊂ Zp のとき，a0 = a1 = a2 = · · · = p− 1 であり，−1 =
∞∑

i=0

(p− 1)pi である．

このことから，Zp では「正負」の概念は定義できないことがわかる．

R が整域でも R̂ は整域とは限らない．(例えば，R = C[X, Y ]/(Y 2 −X2(X + 1)), m = (X, Y ).) 特
に，Rが UFDでも R̂ は UFDとは限らない．

命題 11.9. (1) Zp は pZp を唯一の極大イデアルとする局所環である．
(2) Zp は整域である．
(3) Zp は PIDである．

証明. (1) p = pZとし pによる Zの局所化を S = Zp とおく．Z/pnZ ∼= S/pnS なので，lim←−
n

Z/pnZ ∼=
lim←−
n

S/pnS である．よって，前命題より，Zp はネーター局所環である．

(2) 系 10.3より，
⋂

n∈N
pnZp = (0) である．よって，0 6= x ∈ Zp に対し，x ∈ pnZp, x /∈ pn+1Zp を満

たす n ∈ N∪ {0}が存在する．この n を n = ordp xと書く．これは，Z の元についての ordp の定義と
一致する．
Zp は pZp を唯一の極大イデアルとする局所環だから，ordp x = 0 ならば x−1 ∈ Zp が存在する．

ordp x = n のとき，x ∈ pnZp だから x = pny を満たす y ∈ Zp が存在し，ordp y = 0 である．よっ
て，pn = y−1x である．これより，xZp = pnZp である．特に，x, y ∈ Zp − {0} に対し ordp(xy) =
ordp x + ordp y が成り立ち，xy 6= 0 である．

(3) 上の議論から，Zp のイデアルは，(0), Zp 以外には，pnZ (n ∈ N)しか存在しない．これらは，す
べて単項イデアルである．

p, q ∈ N を相異なる素数とし，a = pq とする．このとき，射影的極限 lim←−
n

Z/anZ は整域にならない．

定義 11.10. Zp の分数体を

Qp = Q(Zp) =
{

x

y

∣∣∣∣ x, y ∈ Zp, y 6= 0
}

と書き，p-進数体という．Z ⊂ Zp だから，Q ⊂ Qp である．ただし，Zp 6⊂ C だから Qp 6⊂ C である．

Qp の元を具体的に表示する方法を考える．x = a/b ∈ Qp (a, b ∈ Zp)を取る．上の (2)の証明のよう
に，ordp b = nとすると，ordp c = 0であるような c ∈ Zp が存在して，b = pncと書ける．c−1 ∈ Zp が

存在するから，x = (ac−1)/pn と書ける．ac−1 ∈ Zp だから，x =
∞∑

i=−n

aip
i, ai ∈ {0, 1,. . ., p− 1} と一

意的に表すことができる．

命題 11.11. p を素数とし，Z の極大イデアル (p) = pZ による局所化を Z(p) とする．すると
(1) 自然な単射 ι:Z(p) → Zp が存在する．
(2) Z(p) の pZ(p) による完備化は Zp と同型である．
(3) ι を通して Z ⊂ Z(p) ⊂ Zp ⊂ Qp と考えるとき，Zp ∩Q = Z(p) である．

証明. (1) Z(p) の 0でない元は y/x (x, y ∈ Zで，GCD(x, y) = 1, GCD(x, p) = 1)と書ける．GCD(x,
pn) = 1 だから，x の Z/pnZ における像 xn は逆元 yn を持つ．

m 5 n のとき，自然な全射を fnm:Z/pnZ −→ Z/pnZ とするとき fnm(xn) = xm である．よって，
x∞ = lim

←−
xn ∈ Zp と y∞ = lim

←−
yn ∈ Zp が存在する．xnyn = 1 なので，x∞y∞ = 1 である．なお，

Z ⊂ Zp と考えるとき，x∞ = x である．つまり，x は Zp で可逆である．よって，y/x ∈ Zp である．
y/x ∈ Z(p) に y/x ∈ Zp を対応させることにより，自然な単射 ι:Z(p) → Zp が得られる．

(2) Z/pnZ ∼= Z(p)/pnZ(p) だから，Z(p) に pZ(p) による完備化は Z の pZ による完備化と一致する．
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(3) Z(p) ⊂ Zp ∩Qは (1)からわかる．Z(p) ⊃ Zp ∩Qを示す．z ∈ Zp ∩Qは Qの元だから z = y/x (x,
y ∈ Z, GCD(x, y) = 1)と書ける．z ∈ Zp だから 0 5 ordp z = ordp y − ordp xである．もし ordp x > 0
だと GCD(x, y) = 1 だから ordp y = 0 で，ordp z < 0 となってしまう．よって，ordp x = 0 である．
x /∈ pZだから y/x ∈ Z(p) である．よって，Zp ∩Q = Z(p) である．

12. アルティン環

定義 12.1. Rは可換環とする．R-加群 M がアルティン加群 (Artinian module)であるとは，M の部
分 R-加群 Ni の列 N1 ⊃ N2 ⊃ N3 ⊃ · · ·があれば，ある n ∈ Nが存在して，i = n ならば Ni = Nn と
なることをいう．
環 R がアルティン環であるとは，R を R-加群を考えたときアルティン加群であることをいう．つま

り，R のイデアルの列 I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ · · ·があれば，ある n ∈ Nが存在して，In = In+1 = In+2 = · · ·
となることをいう．

補題 12.2. K は体，M は K-ベクトル空間とする．このとき，次の (1)～ (3)は同値．
(1) M は有限次元．
(2) M はネーター K-加群．
(3) M はアルティン K-加群．

証明. (1) =⇒ (2), (3)は自明．ネーター環上のネーター加群は有限生成なので，(2) =⇒ (1)が成り
立つ．

(3) =⇒ (1) を示す．dimK M = ∞ と仮定し，X を M の基底とする．x1, x2,· · · ∈ X を取り，
Xn = X−{x1,. . ., xn}とおく．Xnを基底とするM の部分ベクトル空間をMnとすれば，M1 %M2 % · · ·
となる．

定理 12.3. R はアルティン環とする．
(1) Rが整域ならば R は体である．
(2) Krull dimR = 0 である．
(3) R は有限個の極大イデアルしか持たない．
(4) J を R のすべての極大イデアルの共通部分をとする．すると，ある n ∈ Nが存在して Jn = (0)と
なる．

(5) R はネーター環である．

証明. (1) 0 6= a ∈ R を取る．(an) ⊃ (an+1) ⊃ · · · なので，ある n ∈ N が存在して，(an) = (an+1)
となる．よって，an ∈ (an+1) なので，ある b ∈ R により，an = an+1b と書ける．R は整域なので，
1 = ab である．よって，b = a−1 ∈ R となる．

(2) p ⊂ R は素イデアルとする．R/p もアルティン環であることは容易にわかる．(1)より R/p は体
で，p は極大イデアルである．

(3) Rが無限個の相異なる極大イデアル m1, m2,. . . を持ったとすると，m1 % m1m2 % m1m2m3 % · · ·
という無限降鎖ができ，矛盾する．

(4) ある n0 ∈ N が存在して n = n0 ならば Jn = Jn0 となる．J0 = Jn0 とおく．J0 6= (0) と仮定し
て矛盾を導く．IJ0 6= (0) を満たす R のイデアル I 全体の集合 Λ を考える．R はアルティン環だから
Λ には包含関係に関する極小元 I0 が存在する．I0J0 6= (0) なので aJ0 6= (0) を満たす a ∈ I0 が存在す
る．aJ2

0 = aJ0 6= (0) なので，abJ0 6= (0) となる b ∈ J0 が存在する．I0 の極小性から (ab) = I0 = (a)
でなければならない．すると，a = abc を満たす c ∈ R が存在する．x = bc とおくと x ∈ J0 である．
a = ax = (ax)x = ax2 = · · · = axm (∀m ∈ N)である．ところで，

√
0 = J であるので，ある m ∈ Nが

存在して xm = 0 となる．よって，a = 0 となり，矛盾する．
(5) m1, m2,. . ., mrは，相異なるとは限らない Rの極大イデアルとし，Mi = m1m2 · · ·mi−1 (M1 = R)と

おく．(4)より，Mr = 0となるように極大イデアルを選んでおくことができる．Mi ⊃ Mi+1で，Miはアル
ティン R-加群である．よって，Mi/Mi+iもアルティン R-加群である．mi(Mi/Mi+1) = (miMi)/Mi+1 = 0
だから，Mi/Mi+i もアルティン R/mi-加群である．Ki := R/mi は体だから，補題より Mi/Mi+i はネー
ター R-加群である．したがって，R = M1/Mr もネーター R-加群である．
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定理 12.4. Rがネーター環で Krull dimR = 0であることと，Rがアルティン環であることは，同値
である．

証明. 前定理から，アルティン環はクルル次元 0 のネーター環である．
今，Rはクルル次元 0のネーター環とする．イデアル (0) ⊂ Rの準素イデアル分解 (0) = q1 ∩ · · · ∩ qr

を取る．mi =
√

qi とおくと，Krull dimR = 0 より素イデアル mi は極大イデアルである．mi は有限生
成だから，ある n ∈ Nに対して mn

i ⊂ qi となる．Krull dimR = 0 より，i 6= j のとき mn
i + mn

j = Rと
なる．よって，i 6= j のとき qi + qj = R である．中国剰余定理より，R = R/(0) ∼= R/q1 ⊕ · · · ⊕R/qr

となる．各 R/qi がアルティン環ならば R もアルティン環である．それには，R/mn
i がアルティン環で

あればよい．S = R/mn
i , n = miS, Mj = nj−1/nj (ただし n0 = S)とおく．Mn = 0である．K = R/mi

とおくと，各 Mj はネーター K-加群なので，アルティン K-加群である．よって，S はアルティン環で
ある．

13. 整拡大

定義 13.1. R は整域，K = Q(R) は R の分数体, L は K を含む体とする．z ∈ L に対し，ある自然
数 n と a0, a1,. . ., an−1 ∈ Rが存在して

zn + an−1z
n−1 + an−2z

n−2 + · · ·+ a2z
2 + a1z + a0 = 0 1©

を満たすとき，zは R上整 (integral)であると言う．z ∈ Rならば zは R上整である (n = 1, a0 = −z ∈ R
とすればよい)．特に，Rが体のとき，R 上整な元を R 上代数的 (algebraic)と言い，R 上代数的でない
元を R 上超越的 (transcendental)と言う．R 上整な元 z に対し， 1©を満たす R 上のモニック多項式
のうち，2つの 1次以上の R 上のモニック多項式の積に表せない多項式を x の R 上の最小多項式と呼
ぶことにする．例えば，Rが UFDであれば z の最小多項式は一意的に定まるが，一般の整域 R では z
の最小多項式は必ずしも一意的でないことに注意する．

R を含む整域 S の各元が R 上整であるとき，S は R 上整であるとか，S は R の整拡大 (integral
extension)である言う．特に，R, S が体で，S が R 上整のとき，S は R 上代数的であるとか，S は R
の代数拡大であると言う．S が R 上代数的でないとき，S は R 上超越的であるとか，S は R の超越拡
大であると言う．

x1,. . ., xn ∈ S に対し，R-多元環として R[X1,. . ., Xn] ∼= R[x1,. . ., xn] (左辺は多項式環)であるとき，
x1,. . ., xn は R 上代数的独立であると言い，代数的独立でないとき代数的従属であると言う．

命題 13.2. 上の定義と同じ記号を用いる．z ∈ L とする．
(1) M 6= 0が R[z]-加群で，R-加群として有限生成ならば，z は R 上整である．
(2) z が R 上整であるための必要十分条件は，R[z]が有限生成 R-加群であることである．

証明. (1) M = Rx1 + · · ·+ Rxn とする．M は R[z]-加群だから，zxi ∈ M であり

zxi =
n∑

j=1

aijxj (aij ∈ R)

と書ける．aij を (i, j)-成分とする n次正方行列を A, n次の単位行列を I, f(z) = det(zI − A) とおく
と，体 Q(R[z]) の元を成分とする行列とベクトルとして，連立方程式 (zI −A)x = 0がゼロベクトル以
外の解を持つから，f(z) = 0である．f(z)は zn の係数が 1 の，z についての n 次多項式だから，z は
R 上整である．

(2) z が R 上整ならば 1©を満たすから，逆に，R[z] が有限生成 R-加群ならば，(1)を M = R[z] と
して用いれば z は R 上整となる．

命題 13.3. 定義 13.1と同じ記号を用いる．
(1) z ∈ Lが R 上整で，w ∈ Lが R[z] 上整ならば，w は R 上整である．
(2) x, y ∈ Lが R 上整ならば，x + y, xy も R 上整である．
(3) Rが体で，0 6= x ∈ Lが R 上代数的ならば，1/x は R 上代数的である．
(4) S が R の整拡大ならば，Q(S) は Q(R) の代数拡大である．
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(5) 整域 S が体 R 上整ならば S は体である．

証明. (1) w ∈ Lが R[z] 上整ならば，(R[z])[w] = R[z, w] も有限生成 R-加群だから，w は R 上整で
ある．

(2) R[x, y] は有限生成 R-加群だから，x + y, xy は R 上整である．
(3) xが R 上代数的ならば，xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0 (ai ∈ R)と書ける．a0 6= 0 と仮定してよ
い．すると，

1
xn

+
a1

a0
· 1
xn−1

+ · · ·+ an−1

a0
· 1
x

+
1
a0

= 0

なので，1/x は R 上代数的である．
(4)は明らかである．
(5) x ∈ S が (3)の証明のように表せるとき，

1
x

= − 1
a0

(xn−1 + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x + a1) ∈ S

なので，S は体である．

定義 13.4. 定義 13.1と同じ記号を使う．前命題より，

R′L :=
{
x ∈ L

∣∣ x は R 上整
}

とおくと，R′L は整域になる．R′L を Lにおける R の整閉包という．R′K = Rが成り立つとき，Rは整
閉 (integrally closed)であるという．R がネーター整域であって整閉であるとき，R は正規環であると
いう．

補題 13.5. R, S は可換環で，R ⊂ S とする．このとき，S の素イデアル q に対し，p = q ∩R は R
の素イデアルである．

証明. x, y ∈ R, xy ∈ p ⊂ q ならば，x ∈ q または y ∈ q だから，x ∈ p または y ∈ p となる．

定理 13.6.(Lying-over Theorem) R, S はネーター整域で，R ⊂ S かつ S は R 上整とする．このと
き，R の素イデアル p に対し，q ∩ R = p となる S の素イデアル q が存在する．また，R の素イデア
ル列 p0 % p1 % · · · % pr に対し，S の素イデアル列 q0 % q1 % · · · % qr で，qi ∩R = pi を満たすものが
存在する．
特に，Krull dimS = Krull dimR である．

証明. まず，p が R の極大イデアルの場合を考える．pS 6= S であることを示す．もし pS = S な
らば，1 = p1s1 + · · · + pksk (pi ∈ p, si ∈ S)と書ける．S′ = R[s1,. . ., sk] は有限生成 R-加群で，

S′ = Rx1 + · · ·+ Rxn (x1 = 1)と表せば，S′ = pS′ より，xi =
n∑

j=1

aijxj (aij ∈ p) と表せる．aij を (i,

j)-成分とする n 次正方行列を Aとし，I を単位行列として，b = det(I −A) ∈ 1 + pとすれば，bxi = 0
より b = 0 となり矛盾する．したがって，pS 6= S である．

S における pS の準素イデアル分解 pS = J1 ∩ · · · ∩ Jm を取る．I =
√

J1 ∩R とおけば，I は R の素
イデアルで，I ⊃ pである．pは極大イデアルだから，I = pである．そこで，q =

√
J1 とおく．S/qは

R/p 上整なので体であり，q は極大イデアルである．そして，q ∩R = p を満たす．
p が R の素イデアルの場合は，Sp = {x/y ∈ Q(S) | x ∈ S, y ∈ R− p} とおくと，Sp は Rp の整拡
大である．pRp は Rp の極大イデアルなので，上の議論から Sp の極大イデアル q̃ で q̃ ∩ Rp = pRp を
満たすものが存在する．そこで，q = q̃ ∩ S とおけば，q ∩R = pRp ∩R = p である．
さて，R の素イデアル列 p0 % p1 % · · · % pr に対し，S の素イデアル列 q1 % q2 % · · · % qr で

qi ∩ R = pi (1 5 i 5 r)を満たすものが存在することを帰納法の仮定として，q0 の存在を証明する．
S = S/q1 は R = R/p1 の整拡大である．上の議論から，S の素イデアル qで，q∩R = p0/p1 を満たす
ものが存在する．そこで，自然な全射 S → S による qの原像を q0 ⊂ S とすれば，q0 ∩R = p0, q0 % q1

となる．これより，Krull dimR 5 Krull dimS がわかる．
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また，q0 % q1 % · · · % qr が S の素イデアル列のとき，q0 ∩ R ⊃ q1 ∩ R ⊃ · · · ⊃ qr ∩ R は R
の素イデアル列であり，上の議論から，もし qi ∩ R = qi+1 ∩ R ならば qi = qi+1 である．よって，
Krull dimS 5 Krull dimR である．

補題 13.7. (1) K は体で無限個の要素を持つとする．f ∈ K[X1,. . ., Xn]−K ならば，c2,. . ., cn ∈ K
をうまく選んで，Yi = Xi + ciX1 (2 5 i 5 n)とおくと，K[X1,. . ., Xn]は K[f , Y2,. . ., Yn] 上整になる．

(2) K は標数 p の有限体とする．f ∈ K[X1,. . ., Xn]−K ならば，m2,. . ., mn ∈ N をうまく選んで，
Yi = Xi + Xpmi

1 (2 5 i 5 n)とおくと，K[X1,. . ., Xn] は K[f , Y2,. . ., Yn] 上整になる．

証明. (1) f の X1,. . ., Xn について i 次の部分を fi として，f = fd + fd−1 + · · ·+ f0 (fd 6= 0)とす
る．今，fd(1, −c2, −c3,. . ., −cn) 6= 0 となるように，c2,. . ., cn ∈ K を選んでおく．すると，f を X1,
Y2,. . ., Yn (Yi = Xi + ciX1) の多項式で表し，

f =
d∑

i=0

gi(Y2, . . . , Yn) ·Xi
1

としたとき，gd ∈ K かつ gd = fd(1, −c2,. . ., −cn) 6= 0 となる．上の等式を定数 gd で割ると

Xd
1 +

d−1∑

i=0

gi(Y2, . . . , Yn)
gd

·Xi − f

gd
= 0

という K[f , Y2,. . ., Yn] 上の X1 に関するモニック多項式が得られるので，X1 は K[f , Y2,. . ., Yn] 上整
である．

2 5 i 5 nに対し，Xi = Yi−ciX1 も K[f , Y2,. . ., Yn]上整であるから，K[X1,. . ., Xn]は K[f , Y2,. . .,
Yn] 上整である．

(2) の証明は，永田雅宜「可換環論」p.104を見よ．

定理 13.8. K は体，I は多項式環 S = K[X1,. . ., Xn] の高さ r の素イデアルとする．すると，ある
K 上代数的独立な f1,. . ., fn ∈ S が存在し，
(1) S は R = K[f1,. . ., fn] 上整．

(2) I ∩R =
r∑

i=1

Rfi.

が成り立つようにできる．

証明. r に関する帰納法で証明する．r = 0 のときは I = (0) だから主張は自明である．
r = 1とし，高さが r未満のイデアルについては主張は正しいと仮定する．J ⊂ I で htJ = r−1を満た

す素イデアル J を取る．帰納法の仮定から，代数的独立な Y1,. . ., Yn ∈ Sが存在し，S は R′ = K[Y1,. . .,

Yn] 上整，かつ，J ∩R′ =
r−1∑

i=1

R′Yi を満たす．

Lying-over Theoremより ht(I ∩ R′) = r である．Y1,. . ., Yr−1 ∈ J ∩ R′ ⊂ I に注意する．0 6= fr ∈
I ∩K[Yr, Yr+1,. . ., Yn]を取る．前補題から，ある fi = Yi + ciYr または fi = Yi +Y pmi

r (r +1 5 i 5 n)
が存在し，K[Yr,. . ., Yn] は K[fr, fr+1,. . ., fn] 上整になる．f1 = Y1,. . ., fr−1 = Yr−1 とおけば，S は
R′ 上整，R′ は R = K[f1,. . ., fn] 上整だから，S は R 上整になる．
また，I ∩ R, (f1,. . ., fr) ⊂ R はいずれも素イデアルで，ht(I ∩ R) = r = ht(f1,. . ., fr) だから，

I ∩R = (f1,. . ., fr)である．構成の方法から，fr+1,. . ., fn は K(Y1,. . ., Yr) 上代数的独立だから，f1,. . .,
fn ∈ S は K 上代数的独立である．

定理 13.9.(正規化定理) R が体 K 上有限生成な整域ならば，K 上代数的独立なある x1,. . ., xm ∈ R
を選んで，Rが K[x1,. . ., xm] 上整であるようにできる．

証明. R = S/I のとき，前の定理の fr+1,. . ., fn の I を法とする同値類を x1,. . ., xm とおけばよい．
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定義13.10.(超越次数)体Kを含む体 Lが，K 上代数的に独立な d個の超越元を含み，L内のどの d+1
個の元も代数的従属のとき，d = tr.degK Lと書き，K 上の超越次数と言う．また，d = tr.degK L < +∞
で，K 上代数的独立なある元 x1,. . ., xd ∈ Lが存在し，Lが有理関数体 K(x1,. . ., xd) の有限次代数拡
大体である場合，Lは K 上有限生成な体であると言う．正規化定理により，これは，Lが K 上有限生
成なある整域の分数体であることと同値である．

定理 13.11. Rが体 K 上有限生成な整域で，

pd % pd−1 % pd−2 % · · · % p1 % p0 = (0)

が細分できない R の素イデアル列で，pd が極大イデアルであれば，

Krull dimR = tr.degK Q(R) = d

である．

証明. tr.degK Q(R) = d を d に関する帰納法で証明する．d = 0 のとき，(0)が極大イデアルだから
R は体で，R = Q(R) は K の代数拡大で，tr.degK Q(R) = 0 である．

d = 1とする．前の系と定理13.8より，K 上代数的独立な x1,. . ., xm ∈ Rを選んで，Rが S = K[x1,. . .,
xm] 上整かつ，p1 ∩ S = Sx1 となるようにできる．

S′ = S/(p1 ∩ S) ∼= K[x2, x3,. . ., xm] とおく．準同型定理より，S′ = S/(p1 ∩ S) ⊂ R/p1 とみなせ，
R/p1 は S′ 上整である．

R/p1と S′に対して帰納法の仮定を適用して，tr.degK Q(S′) = d−1を得る．これより，tr.degK Q(R)
= tr.degK Q(S) = 1 + tr.degK Q(S′) = d を得る．
長さ d の素イデアル列が存在するから，Krull dimR = d であるが，もし，Krull dimR > d とする

と，長さ d + 1 以上の素イデアル列が存在し，上の結果から，tr.degK Q(R) = d + 1となって矛盾する．
したがって，Krull dimR = d である．

系 13.12. Rが体 K 上有限生成な整域，I が R の素イデアルのとき，

ht I + coht I = Krull dimR

である．

系 13.13. K が体のとき，Krull dimK[X1,. . ., Xn] = n である．

証明. Krull dimK[X1,. . ., Xn] = tr.degK K(X1,. . ., Xn) = n である．

問 13.14. UFDは整閉であることを示せ．

問 13.15. C[X, Y ]/(X2 − Y 3) ∼= C[T 2, T 3] で，これは整閉でない整域であることを示せ．

14. 離散付値環

定義 14.1. R は可換環，M は R-加群，X ⊂ M とする．

ann(X) =
{
a ∈ R

∣∣任意の x ∈ X に対して ax = 0
}

と書き，ann(X) を X の annihilatorという．X = {x} のときは，ann(X) を ann(x) とも書く．
R の素イデアル pが，ある x ∈ M により p = ann(x)と表せるとき，pは M の素因子であるという．

M の素因子全体の集合を Ass M とか AssR M と書く．

命題 14.2. R はネーター環，M 6= 0 は R-加群とする．このとき，AssR M 6= ∅ である．

証明. A =
{

ann(x)
∣∣ 0 6= n ∈ M

}
とおく．包含関係について Aは帰納的順序集合になるので，極大

元 I = ann(x0) ∈ Aが存在する．もし，I が素イデアルでなければ，a, b /∈ I, ab ∈ I となる a, b ∈ Rが
存在する．a /∈ I より，ax0 6= 0である．annの定義から ann(ax0) ⊃ ann(x0)であるが，b ∈ ann(ax0)な
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ので，ann(ax0) % ann(x0)となり，ann(x0)の極大性に反する．よって，I は素イデアルで，I ∈ AssR M
である．

問 14.3. R は可換環とする．以下を示せ．
(1) 0 → L → M → N → 0が R-加群の完全系列のとき，AssR L ⊂ AssR M ⊂ AssR L ∪AssR N .
(2) M が有限生成 R-加群ならば，AssR M は有限集合である．

定義 14.4. (R, m)がクルル次元 1の整閉なネーター局所整域のとき，離散付値環 (Discrete Valuation
Ring)と言い，略して DVRと言う．「付値」は「附値」とも書く．

定理 14.5. (R, m) は DVRとする．このとき，以下が成り立つ．
(1) R は PIDである．
(2) I が R のイデアルで I 6= (0) ならば，ある n ∈ Nが存在して I = mn と書ける．

証明. (1-i) mが単項であることを示す．勝手な 0 6= a ∈ mを取る．R/aR 6= 0なので，AssR(R/aR) 6= ∅
である．任意の y ∈ R/aRに対し a ∈ ann(y)なので，(0) /∈ AssR(R/aR)である．Rの素イデアルは (0)
と mしか存在しないので，AssR(R/aR) =

{
m

}
である．よって，ある b ∈ R− aR により m = ann(b)

と書ける．ここで，b ∈ R/aR は b の aR を法とする剰余類である．このとき，bm ⊂ aR である．
mが単項でないと仮定してみる．すると，bm 6= aR である．I $ aR を満たすイデアル I は，あるイ

デアル J により I = aJ と書け，J $ R を満たす．m は極大イデアルだから，J ⊂ m となり，I ⊂ am

となる．このことと bm $ aR より，bm ⊂ am となる．よって，
b

a
m ⊂ m ⊂ Q(R) で，命題 13.2(1)よ

り，b/aは R 上整である．Rは整閉なので，b/a ∈ Rとなり，b ∈ aRとなって矛盾する．よって，mは
単項である．以下，m = pR とする．

(2) (0) 6= I $ R をイデアルとする．I ⊂ pR である．I ⊂ pn1R, I ⊂ pn1+1R となる n1 ∈ N を取る．
I の準素イデアル分解 I = q1 ∩ · · · ∩ qr を取る．(0) でない R の素イデアルは m = pRしか存在しな

いので，
√

qi = pR である．qi は準素イデアルなので，ある ni ∈ N を取ると，pni ∈ qi となる．よっ
て，ある n ∈ N をとると pn ∈ I となる．pn2 ∈ I, pn2−1 6∈ I となる n2 ∈ N を取る．

pn2R ⊂ I ⊂ pn1R. n2 = n1 であるが，n2 > n1 と仮定してみる．I 元はすべて pn1 の倍数なので，
J = (1/pn1)I も R のイデアルになる．pn2−n1 ∈ J なので J 6= (0)である．J 6⊂ pR で Rは局所環なの
で，J = R となる．よって，I = pn1R である．

(1-ii) R のイデアルは，(0) と (pn) (n ∈ N)しかなく，PIDである．

定義 14.6. (R, m) は DVRとする．m = pR と書ける．0 6= a ∈ R に対し，a ∈ mn, a /∈ mn+1 (ただ
し m0 = R とする)を満たす n ∈ N ∪ {0}が一意的に定まる．この n を ordp a とか ordm a と書く．便
宜的に，ordp 0 = +∞ と約束する．
次に，K = Q(R), x = a/b ∈ K (a, b ∈ R)とする．このとき，ordp x = ordp a− ordp bにより，分数

x = a/b の選び方に依存せずに矛盾なく ordp x の値が定まる (簡単なので，証明してみよ)．
ordp x を K, あるいは R の付値と言う．
多くの教科書では，付値 ordp(x) = ν(x) の存在から，付値体や付値環を定義するが，長くなるので，

この講義では最短コースで話す．

例 14.7. (1) p 進整数環 Zp は DVRである．
(2) p を素数，p = pZ とするとき，Z の p による局所化 Zp は DVRである．

例 14.8. K は体，p は 1変数多項式環 S = K[X] の素イデアル，R = Sp とおくと，R は DVRで
ある．

参考 14.9. N が M の R-部分加群のとき．N が M の準素部分加群であるとは，「a ∈ R に対し，
ax = 0 を満たす 0 6= x ∈ (M/N)が存在すれば，a ∈

√
ann(M/N)」が成り立つことをいう．R のイデ

アル qが，R の準素部分加群であるとき，qは R の準素イデアルであるという．準素イデアル分解の一
般化として，次の準素加群分解が成立する．ただし，本講義の範囲を超えるので，証明はしない．
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定理 14.10.(準素加群分解) R はネーター可換環，0 6= M は有限生成 R-加群，N $M は R-部分加群
とする．
(1) Ass(M/N) は空でない有限集合であって，Ass(M/N) の極小元全体の集合は，

Supp(M/N) :=
{
p

∣∣ p は R の素イデアルで，Rp ⊗R M 6= 0
}

の極小元全体の集合と一致する．
(2) Ass(M/N) =

{
p1,. . ., pr

}
とおくとき，M の準素部分加群 N1,. . ., Nr が存在して，

N = N1 ∩ · · · ∩Nr, ann(M/Ni) = pi, Ass(M/Ni) =
{
pi

}

(i = 1,. . ., r)を満たす．これを N の準素 (加群)分解という．ただし，N1,. . ., Nr は一意的とは限
らない．

15. デデキンド環と幾何学的環

定義 15.1.(分数イデアル) R は整域，K = Q(R) とする．I ⊂ K が R-部分加群で，ある 0 6= a ∈ R
により aI ⊂ R となるとき，I は分数イデアルであるという．

I, J ⊂ K が分数イデアルのとき，
{
xy ∈ K

∣∣ x ∈ I, y ∈ J
}
を含む最小の分数イデアルを IJ と書き，

I と J の積という．

定義 15.2.(デデキンド環) クルル次元 1の整閉なネーター環をデデキンド環とかDedekind環という．

定理 15.3. R はデデキンド環，(0) 6= I は R の分数イデアルとする．すると，IJ = R となるような
分数イデアル J が存在する．したがって，(0)でない R の分数イデアル全体の集合は，積に関して群に
なる．

証明. J =
{
y ∈ Q(R)

∣∣ yI ⊂ R
}
とおく．定義から，IJ ⊂ R である．もし，IJ $ R ならば IJ を

含む極大イデアル m ⊂ R が存在する．Rm は DVRである．m = pRm と書けるので，IRm = pnRm

(∃n ∈ Z)と書ける．
pn = q/s (q ∈ R, s ∈ R − m)と書ける．適当に s ∈ R − m を選び直せば，q = pns ∈ I である．

p−nqn = sn ∈ R なので，p−n ∈ J である．よって，IJRm = Rm である．これは，IJRm ⊂ mRm と矛
盾する．よって，IJ = R である．

問 15.4. Rがデデキンド環ならば，R の (0) でも R でもないイデアル I は，有限個の極大イデアル
イデアルの積に表せることを証明せよ．

参考 15.5. K は Q の有限次代数拡大体とする．Z 上整な K の元全体の集合を R をする．すると，
R はデデキンド環になる．この R を K の整数環という．

この命題は，R がネーター環であることの証明が少し面倒である. R がネーター環であることを認め
ると，定理 13.5より，Krull dimR = Krull dimZ = 1 であり，定義から R は整閉だからデデキンド環
であることがわかる．

定義 15.6. 体 K の代数拡大体が K 以外に存在しないとき，K は代数閉体であるという．K が代数
閉体であることとと，1次以上の任意の多項式 f(X) ∈ K[X]が，K[X]において 1次式の積に因数分解
できることは同値である．
代数学続論か複素関数論で学習すると思うが，C は代数閉体であることが知られている．
K を代数閉体とし，S = K[X1, X2,. . ., Xn] とする．S のイデアル I により R = S/I と表せる環を，

K 上の幾何学的環という．

定理 15.7. K は代数閉体とし，S = K[X1, X2,. . ., Xn]とする．すると，S の勝手な極大イデアル m
は，ある a1, a2,. . ., an ∈ K によって，

m = (X1 − a1, X2 − a2, . . . , Xn − an)
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と表せる．

証明. L = S/m, ψ:S →→ S/m = L を自然な全射とする．定理 6.9より，cohtm = Krull dimS/m = 0
である．L は K 上 ψ(X1),. . ., ψ(Xn) で生成される有限生成な整域である．定理 13.10 より，0 =
Krull dimS/m = tr.degK Lなので，Lは K の代数拡大体である．K は代数閉体なので L = K である．

ai = ψ(Xi)とおき M = (X1 − a1,. . ., Xn − an)とおく．ψ(Xi − ai) = 0だから，M ⊂ Kerψ = mで
ある．M は S の極大イデアルだから，M = m である．

定義 15.8. K は体，S = K[X1,. . ., Xn], I は S のイデアルとする．このとき，
V (I) =

{
(a1, . . . , an) ∈ Kn

∣∣任意の f ∈ I に対し f(a1,. . ., an) = 0
}

と書くことにし，V (I) を I を定義イデアルとする Kn 内の代数的集合という．
例えば，単項イデアル I = (f) に対しては，V (I) は f(a1,. . ., an) = 0 で定まる Kn の部分集合で

ある．

定理 15.9. K は代数閉体とし，S = K[X1, X2,. . ., Xn], R = S/I とする．ψ:S → R を自然な全射と
し，xi = ψ(Xi)とおく．すると，Rの勝手な極大イデアル mは，ある (a1, a2,. . ., an) ∈ V (I)によって，

m = (x1 − a1, x2 − a2, . . . , xn − an)
と表せる．逆に (a1, a2,. . ., an) ∈ V (I) ならば，(x1 − a1, x2 − a2,. . ., xn − an)は R の極大イデアルで
ある．

証明. π:S → R を自然な全射とし，M = π−1m とする．準同型定理より，R/m ∼= S/M ∼= K であ
る．前定理より，ある a1,. . ., an ∈ K により，M = (X1 − a1,. . ., Xn − an) と書ける．ψ(M) = m で，
ψ(Xi) = xi, ψ(ai) = ai だから，m = (x1 − a1,. . ., xn − an) である．

a = (a1,. . ., an) ∈ Kn とする．f ∈ M ならば f(a) = 0 であることに注意する．もし，a /∈ V (I) な
らば，f(a) 6= 0 を満たす f ∈ I が存在し，R 6= M % I と矛盾する．よって，a ∈ V (I) である．
逆に，a ∈ V (I) ならば，m = (x1 − a1,. . ., xn − an) とするとき，ψ−1(m) = (X1 − a1,. . ., Xn − an)

だから，m は R の極大イデアルである．

定理 15.10.(ヒルベルトの零点定理) K は代数閉体，S = K[X1,. . ., Xn], I は S のイデアルとする．
さらに，S/I は 0 以外の巾零元 (何乗かすると 0 になる元)を持たないと仮定する．このとき，もし，
f(X1,. . ., Xn) ∈ S が任意の (a1,. . ., an) ∈ V (I) に対し f(a1,. . ., an) = 0 を満たせば，f ∈ I である．

証明. f ∈ S が任意の (a1,. . ., an) ∈ V に対し f(a1,. . ., an) = 0を満たすとする．I = (f1,. . ., fm)と
しておく．

h = 1 − X0f ∈ S′ = K[X0, X1,. . ., Xn] とする．自然に S = K[X1, X2,. . ., Xn] ⊂ S′ と考え，
J = IS′ + hS とする．V (J) = ∅ を示す．

(a0, a1,. . ., an) ∈ V (J)であると仮定する．V (J) の定義より，1− a0f(a1, . . . , an) = 0である．また，
I ⊂ J より，(a1,. . ., an) ∈ V (I) である．したがって，f(a1,. . ., an) = 0 であるが，0 = 1− a0f(a1,. . .,
an) = 1 となり矛盾する．よって，V (J) = ∅ である．
もし J 6= S′ ならば，J を含む S′ の極大イデアル m = (X0 − a0, X1 − a1,. . ., Xn − an)が存在する．

このとき，(a0,. . ., an) ⊂ V (J) である．したがって，J = S′ でなければならない．
特に，1 ∈ J で，J は S′ 上 h と f1,. . ., fm で生成されていたから，ある g0,. . ., gm ∈ S′ を取り，

1 =g0(X0, . . . , Xn)
(
1−X0f(X1, . . . , Xn)

)

+
m∑

i=1

gi(X0, . . . , Xn)fi(X1, . . . , Xn)

と書ける．この等式に X0 = 1/f(X1, . . . , Xn) を代入し，両辺に f の何乗かを掛けて両辺が多項式にな
るようにすると，

fk =
m∑

i=1

hi(X1, . . . , Xn)fi(X1, . . . , Xn)

という形に表すことができる．したがって，fk ∈ I である．
ところで，S/I は 0 以外の巾零元を持たなかったから，f ∈ I である．
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