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「注意事項」

1. 問題はA0問題が１題，A問題が５題，B問題が１２題ある．

A0は全員が解答すること．

A問題: A1,...,A5 の中から 任意に３題選んで解答すること．
（４題以上解答することは認められない．）

B問題: B1,...,B12 の中から 任意に１題選んで解答すること．
（２題以上解答することは認められない．）

2. 解答用紙は５枚あるので，そのすべてにコース名と受験番号を記入のこと．

3. 各解答用紙には，解答しようとする問題番号を明記し，

１枚に１題だけを解答すること．

解答不能の場合も，解答用紙を持ち帰ってはならない．

4. 解答用紙が不足のときには，用紙の裏面も使用してよい．

5. 問題冊子は持ち帰ってもよい．





A0 Zを整数全体の集合とする。部分集合X ⊆ Zについて，次の条件 (∗)を考える。

ある有限集合 Y ⊆ Zがあって，X ∪ Y = Z (∗)

部分集合X ⊆ Zについて, XcでX の補集合 {y ∈ Z | y /∈ X}を表す。以下の命題につい
て, その真偽を述べ, 正しい命題には証明を, 誤っている命題には反例を与えよ。

(1) X ⊆ Zが条件 (∗)を満足するならば, Xは無限集合である。

(2) X ⊆ Zが無限集合ならば, Xは条件 (∗)を満足する。

(3) X1, X2 ⊆ Zについて, X1とX2が共に条件 (∗)を満足するならば, X1 ∪X2も条件 (∗)
を満足する。

(4) X1, X2 ⊆ Zについて, X1とX2が共に条件 (∗)を満足するならば, X1 ∩X2も条件 (∗)
を満足する。

(5) 任意のX ⊆ Zについて, XとXcが共に条件 (∗)を満足することはない。

(6) 任意のX ⊆ Zについて, XとXcの少なくとも一方が条件 (∗)を満足する。

A1 実数係数 n次正方行列全体をMn(R)と表し, I ∈Mn(R)を単位行列とする。行列
X ∈ Mn(R)の固有多項式を PX(t) = det(tI − X)と定める。行列A ∈ Mn(R)とベクトル
v ∈ Rnは {v, Av, . . . , An−1v} が線形独立であるものとする。また, PA(t) = tn + a1t

n−1 +

· · ·+ an−1t+ an (ai ∈ R) と表す。

(1) 行列Anを I, A,A2, . . . , An−1の線形結合で表せ。

(2) 行列B ∈Mn(R)に対して, 写像 fB : Rn →Mn(R) をx Bx · · · Bn−1x

 = fB(x)

v Av · · · An−1v


によって定める。 このとき, fBが線形かつ単射であることを示せ。

(3) 行列Bが PB(t) = PA(t)を満たすとし, fBは (2)のとおりとする。fBの像 Im(fB)の
任意の元XについてXA = BXとなることを示せ。

(4) n ≥ 2のとき, XA = AXを満たすスカラー行列でないX ∈Mn(R)が無数に存在する
ことを示せ。
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A2 以下の問いに答えよ。

(1) f(x) = e−x sinxとする。 f は [1,∞)上で一様連続であることを示せ。

(2) 関数 f : [1,∞) → Rは連続とする。 lim
x→∞

f(x)が有限値 cに定まるとき, f は [1,∞)上

で一様連続であることを示せ。

(3) 関数列 fn : [1,∞) → R (n ∈ N)は [1,∞)上で一様連続とする。n → ∞のとき fnが
ある関数 f に [1,∞)上で一様収束するとする。このとき, f も [1,∞)上で一様連続で
あることを示せ。

(4) 級数
∞∑
n=1

n(−1 + nx)2

enx
が [1,∞)上で収束し, 一様連続であることを示せ。

A3 以下の問いに答えよ。

(1) (X, d)を距離空間とし, Aをその空でない部分集合とする。X 上の実数値関数 ρを
ρ(x) = inf{d(x, a) | a ∈ A}で定める。このとき, ρは連続関数になることを示せ。ま
た, この ρが一様連続になるかどうかを理由をつけて答えよ。

(2) ハウスドルフ空間Xの空でないコンパクト部分集合Aは閉集合であることを示せ。

(3) Rの開区間 (−∞, s) (s ∈ R)を Usとおき, U = {∅,R} ∪ {Us | s ∈ R}とすると (R,U)
は位相空間となる。

f(x) = ⌊x⌋ = x以下の最大の整数,

g(x) = ⌈x⌉ = x以上の最小の整数

とおくとき, f , gは位相空間 (R,U)からそれ自身への写像として連続か。理由をつけ
て答えよ。
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A4 λを正の実数とする。確率変数Xの確率密度関数が

fX(x) =

{
λe−λx x > 0

0 x ≤ 0

で与えられるとき, Xは指数分布Exp(λ)に従うという。正の整数 nに対し, X1, X2, . . . , Xn

を Exp(λ)に従う独立な確率変数とする。

(1) Yn = X1 +X2 + · · ·+Xnとおく。Ynの確率密度関数を求めよ。

(2) 正の実数 µに対し, 確率変数W はポアソン分布Po(µ)に従うとする。つまりW の確
率分布は

P (W = k) =

e−µ µk

k!
k = 0, 1, 2, . . .

0 それ以外

で与えられる。W のとる値に応じて確率変数 YW を

YW =

{
X1 +X2 + · · ·+XW W = 1, 2, . . .

0 それ以外

と定める。条件付き期待値E(YW | W = k)を求めよ。また, 期待値E(YW )を求めよ。
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A5 次の Pascalのプログラムについて問いに答えよ。

program a5 ( output ) ;
label 9999 ;
const s i z e = 10 ;
var queue : record e lements : array [ 1 . . s i z e ] of integer ;

head , t a i l , count : integer end ;

procedure c l ea rqueue ;
begin with queue do begin head := 1 ; t a i l := 1 ; count := 0 end end ;

procedure enqueue ( va l : integer ) ;
var i : integer ;
begin with queue do begin

i f count >= s i z e then goto 9999 ;
i f t a i l > s i z e then begin

for i := 1 to count do
e lements [ i ] := elements [ head + i − 1 ] ;

head := 1 ; t a i l := 1 + count
end ;
e lements [ t a i l ] := va l ; t a i l := t a i l + 1 ; count := count + 1

end
end ;

function dequeue : integer ;
begin with queue do begin

i f count <= 0 then goto 9999 ;
dequeue := elements [ head ] ; head := head + 1 ; count := count − 1

end
end ;

function emptyqueue : boolean ;
begin emptyqueue := ( queue . count = 0) end ;

procedure t e s t ;
var i : integer ;
begin c l ea rqueue ;

for i := 1 to s i z e do enqueue ( i ) ;
for i := 1 to s i z e div 2 do write ( dequeue ) ;
for i := 1 to s i z e div 2 do enqueue ( s i z e − i ) ;
for i := 1 to s i z e do write ( dequeue ) ;
writeln ( emptyqueue )

end ;

begin t e s t ; 9999 : end .

(1) このプログラムを実行した際の出力結果を記せ。

(2) 手続き enqueue中の forループは, 配列の最後の要素の次にデータを加えようとする
ときに, 配列内の有効なデータを前方に移動させるための処理である。しかし, 配列の
最後までデータを入れたら次のデータは先頭に入れるようにすることで, この移動を
回避できる。この考え方に基づき, clearqueueを 1回呼び出した後, enqueue, dequeue,
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emptyqueueを任意の順序・回数で呼び出すプログラムが上記の enqueue, dequeueを
用いたものと関数の返り値の系列が同じになるように enqueueと dequeueの定義を書
き換えよ。
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B1 群Gに対し, Gの自己同型全体が合成を演算としてなす群をAut(G)と書く。g ∈ G

に対し, φg ∈ Aut(G)をφg(x) = gxg−1で定める。x, y ∈ Gに対し, φg(x) = yなる g ∈ Gが
存在するとき, xと yは共役であるという。ある g ∈ Gに対し φgと表せる自己同型をGの
内部自己同型と呼ぶ。Gの内部自己同型全体のなすAut(G)の部分集合を Inn(G)と書く。

(1) Inn(G)がAut(G)の正規部分群であることを示せ。

(2) ψをGの自己同型とする。Gの元 xと yが共役ならψ(x)とψ(y)も共役であることを
示せ。

(3) S3を 3次対称群とするとき, Inn(S3) = Aut(S3)であることを示せ。

(4) G = Z/2Z× Z/2Zのとき, Aut(G)/ Inn(G)はどのような群か。

B2 Z[x]を Z係数 1変数多項式環, Kを標数が p (p ≥ 0) の可換体, f : Z[x] → Kを環
準同型とする。このとき, 以下の主張を証明せよ。

(1) Ker(f)は Z[x]の素イデアルである。

(2) pが素数ならば, Ker(f)は pとある q(x) ∈ Z[x]によって生成される。

(3) p = 0ならば, Im(f)は体でない。

(4) f が全射ならば, Kは有限体である。
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B3 R3の内積を ·で表すものとし,

V = {(u, v) ∈ R3 × R3 | u · u = v · v = 1, u · v = 0}

とおく。

(1) V はC∞級多様体になることを示せ。

(2) V の次元を求めよ。

(3) V は向きづけ可能であることを示せ。

(4) V 上には, どの点でも零ベクトルにならないC∞級ベクトル場が存在することを示せ。
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B4 Kiを四角形 {(xi, yi) ∈ R2 | 0 ≤ xi, yi ≤ 1} (i = 1, 2, 3, 4)とし, その境界を
∂Ki =

∪4
j=1 ∂jKiとする。ただし,

∂1Ki = {(xi, 0) | 0 ≤ xi ≤ 1},
∂2Ki = {(1, yi) | 0 ≤ yi ≤ 1},
∂3Ki = {(xi, 1) | 0 ≤ xi ≤ 1},
∂4Ki = {(0, yi) | 0 ≤ yi ≤ 1}

とする。また写像 f1, f2, f3, f4を, それぞれ

f1 : ∂1K2 → ∂3K1; (x2, 0) 7→
(x2
7
, 1
)
,

f2 : ∂3K2 → ∂3K1; (x2, 1) 7→
(
5

7
− x2

7
, 1

)
,

f3 : ∂1K3 → ∂3K1; (x3, 0) 7→
(
x3
7

+
2

7
, 1

)
,

f4 : ∂3K3 → ∂3K1; (x3, 1) 7→
(
x3
7

+
6

7
, 1

)
で定める。また位相空間Xを, K1とK3を f3と f4で貼り合わせたものとする。つまり,

X = K1 ⊔K3/ ∼,
x ∼ fi(x) (x ∈ ∂1K3 ∪ ∂3K3, i = 3, 4).

同様に位相空間 Y を, K1とK2とK3を f1, f2, f3, f4で貼り合わせたものとする。つまり,

Y = K1 ⊔K2 ⊔K3/ ∼,
x ∼ fi(x) (i = 1, 2, 3, 4).

なお, 本問において同値関係による商集合の位相は常に商位相とする。

K1

K3

X

K1

K2

K3

Y
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以下の問いに答えよ。

(1) Xの Z係数ホモロジー群を求めよ。

(2) ∂Xは S1に同相である。勝手な同相写像 ψ : ∂K4 → ∂Xを取り, 位相空間 X̃を

X̃ = X ⊔K4/ ∼,
x ∼ ψ(x) (x ∈ ∂K4)

と定める。 このとき, X̃のQ係数ホモロジー群を求めよ。

(3) Y の Z/2Z係数ホモロジー群を求めよ。

(4) ∂Y は S1に同相である。勝手な同相写像 φ : ∂K4 → ∂Y を取り, 位相空間 Ỹ を

Ỹ = Y ⊔K4/ ∼,
x ∼ φ(x) (x ∈ ∂K4)

と定める。 このとき, Ỹ の Z/2Z 係数ホモロジー群を求めよ。
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B5 以下の問いに答えよ。

(1) 次の積分の値を計算せよ。 ∫ ∞

0

cosx

x2 + 1
dx

(2) 複素関数 f(z)は |z| < 1で正則で, |f(z)| ≤ 1, f(0) = 0を満たすとする。

(a)
f(z)

z
は 0 < |z| < 1で正則であり, z = 0は除去可能特異点であることを示せ。

(b) 0 < r < 1なる実数に対して, |z| ≤ rならば不等式∣∣∣∣f(z)z
∣∣∣∣ ≤ 1

r

が成り立つことを示せ。

(c) |z| < 1で
|f(z)| ≤ |z|

が成立することを示せ。
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B6 以下の問いに答えよ。

(1)開区間 I ⊂ Rで連続な関数を要素とするn次正方行列A(x)に対して, n次正方行列Y (x)

が同次線形常微分方程式系

d

dx
Y (x) = A(x)Y (x) (x ∈ I)

を満たすならば, Y (x)の行列式 |Y (x)|は

d

dx
|Y (x)| = trA(x) · |Y (x)| (x ∈ I)

を満たすことを証明せよ。ただし trA(x)は行列A(x)のトレース（対角成分の和）を表す。

(2) a0(x), a1(x), . . . , an−2(x) (n ≥ 2) はいずれも 0 < x < ∞ で連続な関数とし, また
α, β ∈ R は定数とする。単独 n階同次線形常微分方程式

y(n)(x) +

(
α

x
+
β

x2

)
y(n−1)(x) + an−2(x)y

(n−2)(x) + · · ·+ a0(x)y(x) = 0 (0 < x <∞)

に対し, y1(x), y2(x), . . . , yn(x) がこの方程式の n個の解であるならば, ある定数 cが存在
して ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn(x)

y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

y′′1(x) y′′2(x) · · · y′′n(x)
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c x−αeβ/x (0 < x <∞)

が成り立つことを証明せよ。
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B7 (X,A, µ)を測度空間, f : X → [0,∞)を µ-可積分関数とする。E1, E2, · · · ∈ Aが
µ(En) > 0 かつ lim

n→∞
µ(En) = 0を満たしているとする。以下の問いに答えよ。

(1) An = {x ∈ X | f(x) ≥ µ(En)
− 1

2} (n ∈ N)とおくと, An ∈ Aかつ lim
n→∞

µ(An) = 0が成

り立つことを示せ。

(2) lim
n→∞

∫
En

f dµ = 0を示せ。

B8 X1, X2, · · · は独立同分布な実数値確率変数列で, E[X1] = µ, E[X4
1 ] < ∞をみた

すとする。また, Sn = X1 +X2 + · · ·+Xnとおく。

(1) µ = 0のとき, 任意の n = 1, 2, · · · に対して, ある定数Cが存在して, E[S4
n] ≤ Cn2が

成り立つことを示せ。

(2) µ = 0のとき, 任意の ϵ > 0および n = 1, 2, · · · に対して, ある定数 C が存在して,

P

(
|Sn|
n

> ϵ

)
≤ C

n2ϵ4
が成り立つことを示せ。

(3)
Sn

n
は µに概収束することを示せ。

次に, Y1, Y2, · · · は区間 (0, 1]の一様分布に従う独立な確率変数列とする。区間 (0, 1]を分点
0 = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = 1 によってm個の小区間に分割し, 各小区間 (xj−1, xj]

の長さ xj − xj−1 を pjと書く。Zn(j)を, Y1, · · · , Ynのうち小区間 (xj−1, xj]上に値をとるも
のの個数を表す確率変数とし, Rn =

∏m
j=1 p

Zn(j)
j とする。

(4)
logRn

n
はある値に概収束することを示せ。またその値も求めよ。
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B9 2変量データ (x1, Y1), ..., (xn, Yn)に対し, 線形回帰モデル

Y = Xβ + ε

を考える。ここで,

Y =

 Y1
...

Yn

 , X =

 1 x1
...

...

1 xn

 , β =

[
β1
β2

]
, ε =

 ε1
...

εn


であり, (x1, ..., xn)の標本分散は正とする。また, ε1, ..., εn は独立同一分布の確率変数で,

E[ε1] = 0, 0 < V [ε1] = σ2 <∞とする。以下の問いに答えよ。

(1) β = [β1 β2]
T の最小二乗推定量 β̂ = [β̂1 β̂2]

T を求め, XとY を用いて表せ。

(2) (1)の β̂は βの不偏推定量であることを示せ。

(3) (1)の β̂1は β1の最良線形不偏推定量であることを示せ。
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B10 pを素数とし, p− 1の素因数への標準分解を
k∏

i=1

peii とする。このとき, 以下の問

いに答えよ。

(1) g ∈ (Zp)
∗が (Zp)

∗の生成元であることの必要十分条件が, 任意の i ∈ {1, . . . , k}に対
して g

p−1
pi ̸≡ 1 mod p となることであることを示せ。

(2) 素数 p, g ∈ (Zp)
∗, および, p − 1の素因数分解が与えられたとき, gが (Zp)

∗の生成元
であることが, pのサイズ（二進法表記の長さ）の多項式オーダーの計算時間で判定
できることを示せ。

B11 Σを記号の空でない有限集合とし, L,L1, L2 ⊆ Σ∗をΣ上の正則言語とする。語
v, w ∈ Σ∗に対して, これらの連結を vwと書く。

(1) L1と L2の対称差

{w ∈ Σ∗ | (w ∈ L1 ∧ w /∈ L2) ∨ (w /∈ L1 ∧ w ∈ L2)}

が正則言語であることを示せ。

(2) 次の言語が正則であることを示せ。

{w ∈ Σ∗ | ∃v ∈ Σ∗. v ∈ L1 ∧ vw ∈ L2}

(3) 次の言語が正則であることを示せ。

{w ∈ Σ∗ | ∃n ≥ 0. ∃w0, . . . , wn, v1, . . . , vn ∈ Σ∗. w = w0 . . . wn ∧w0v1w1 . . . vnwn ∈ L}
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B12 SchemeかOCamlのいずれかのプログラミング言語を用いて以下の問いに答え
よ。ただし,「述語」とは真偽値を返す手続きまたは関数のことである。補助的な手続きや
関数を定義してそれを使用しても構わない。また, 小問で定義した手続きや関数をその後の
小問で用いてもよい。

(1) 1引数の述語 p とリスト items をとり, items が長さ n (≥ 0) の列 a0, . . . , an−1 を表
すとき, 述語 p を満たす ai (0 ≤ i < n) があればそのような i のうち最小のものを, な
ければ −1 を返す手続きまたは関数 indexを定義せよ。

Schemeでの実行例: (index odd? ’(2 7 1 8 2)) ⇒ 1

OCamlでの実行例: index (fun n -> n mod 2 = 1) [2; 7; 1; 8; 2] ⇒ 1

(2) 1引数の述語 p とリスト items をとり, items が長さ n (≥ 0) の列 a0, . . . , an−1 を表
すとき, 述語 p を満たす ai (0 ≤ i < n) の添字 i 全てを昇順に並べてできるリスト (そ
のような aiがなければ空リスト)を返す手続きまたは関数 indicesを定義せよ。

Schemeでの実行例: (indices odd? ’(2 7 1 8 2)) ⇒ (1 2)

OCamlでの実行例: indices (fun n -> n mod 2 = 1) [2; 7; 1; 8; 2] ⇒ [1;

2]

(3) 2引数の述語 p とリスト items をとり, items が長さ n (≥ 0) の列 a0, . . . , an−1 を表
すとき, 0 ≤ i < j < n を満たす i と j の対 (2つ組)で, p を ai と aj に (この順で)作
用させた結果が真であるようなもの全てを, 辞書式順序で昇順に並べてできるリスト
を返す手続きまたは関数 indices2を定義せよ。

Schemeでの実行例: (indices2 < ’(2 7 1 8 2)) ⇒ ((0 . 1) (0 . 3) (1 . 3)

(2 . 3) (2 . 4))

OCaml での実行例: indices2 (<) [2; 7; 1; 8; 2] ⇒ [(0, 1); (0, 3); (1,

3); (2, 3); (2, 4)]
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