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「注意事項」

1. 問題はA0問題が１題，A問題が５題，B問題が１２題ある．

A0は全員が解答すること．

A問題: A1,...,A5 の中から 任意に３題選んで解答すること．
（４題以上解答することは認められない．）

B問題: B1,...,B12 の中から 任意に１題選んで解答すること．
（２題以上解答することは認められない．）

2. 解答用紙は５枚あるので，そのすべてにコース名と受験番号を記入のこと．

3. 各解答用紙には，解答しようとする問題番号を明記し，

１枚に１題だけを解答すること．

解答不能の場合も，解答用紙を持ち帰ってはならない．

4. 解答用紙が不足のときには，用紙の裏面も使用してよい．

5. 問題冊子は持ち帰ってもよい．





A0

A, B は空でない集合, f : A → B は写像とする．一般に，A の部分集合 X に対し
f(X) =

{
f(x) ∈ B

∣∣ x ∈ X
}
と書き，B の部分集合 Y に対し，f−1(Y ) =

{
x ∈ A

∣∣
f(x) ∈ Y

}
と書く．このとき，以下の条件 (1), (2), (3), (4)は同値であることを証明せよ．

(1) f : A→ B は全射である．

(2) 任意の Y ⊆ B に対し，f(f−1(Y )) = Y である．

(3) Y1, Y2 ⊆ B, f−1(Y1) = f−1(Y2) ならば Y1 = Y2 である．

(4) C は空でない任意の集合, g : C → B は任意の写像とするとき，ある写像 h : C → A

で g = f ◦ h をみたすものが存在する．
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A1

体K上のベクトル空間V に対してV ∗ = {φ : V −→ K | φは線形写像}とする．φ, ψ ∈ V ∗

および a ∈ Kに対して V からKへの写像 φ+ ψと aφを任意の v ∈ V に対して

(φ+ ψ)(v) = φ(v) + ψ(v) , (aφ)(v) = a · φ(v)

として定めるとφ+ψと aφは共に V ∗の元となり，V ∗はこれらの演算を和とスカラー倍と
するK上のベクトル空間になる．ここでW もK上のベクトル空間とし f : V −→W は線
形写像とする．さらに f ∗ : W ∗ −→ V ∗は σ ∈ W ∗に対して

f ∗(σ) = σ ◦ f

なる写像とする．次の問に答えよ．

(1) f ∗は線形写像であることを示せ．

(2) f が全射ならば f ∗は単射であることを示せ．

(3) U もK上のベクトル空間で g : U −→ V は線形写像とし，Ker f = Im gと仮定する．
さらに f は全射で

dimV = m, dimW = n (m,nは正整数)

とする．このとき線形写像 g∗ : V ∗ −→ U∗の階数（Im g∗の次元）を求めよ．

A2

(1) f(x) =
arcsinx√
1− x2

(|x| < 1)について以下の問いに答えよ．

(a) |x| < 1に対し以下の等式が成立することを示せ．

(1− x2)f ′(x)− xf(x) = 1.

(b) f(x)のマクローリン展開を求め，その級数の収束半径を決定せよ．

(2) 正項級数
∞∑
n=1

anが収束するならば，数列

αn = (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

は収束することを示せ．
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A3

以下の問に理由をつけて答えよ．

(1) R2，Rに通常の位相を入れ，f : R2 → Rを連続写像とする．R2の部分集合

A := {x ∈ R2 | f(x) ≥ 0}

を考える．

(i) Aが開集合となるような f についての条件を述べよ．

(ii) Aが閉集合となるような f についての条件を述べよ．

(2) R2，Rに通常の位相を入れ，写像 f : R → R2を

f(t) :=

(
et

et + 1
cos t,

et

et + 1
sin t

)
で定める．また，R2の部分位相空間

D := {(0, 0)} ∪ f(R) ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

を考える．

(i) Dは開集合かどうか述べよ．

(ii) Dは閉集合かどうか述べよ．

(iii) Dは連結かどうか述べよ．
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A4

正の実数 µに対し，確率変数Xの確率分布が

P (X = k) =

e−µ µk

k!
k = 0, 1, 2, . . . ,

0 それ以外

で与えられるとき，Xはパラメータ µのポアソン分布 Po(µ)に従うという．次の問いに答
えよ．

(1) XがPo(µ)に従うとき，Xの積率母関数（モーメント母関数ともよぶ）を求めよ．さ
らにXの 3次の中心積率E((X − E(X))3)を求めよ．

(2) n個の独立な確率変数X1, X2, . . . , Xnがそれぞれ Po(µ)に従っているとき，

Y (n) =
n∑

i=1

Xi

とおく．Y (n)の従う確率分布を求めよ．また，Y (n)の期待値と分散を求めよ．

(3) nが大きいとき，
Y (n)− E(Y (n))√

n
の従う確率分布はどのような確率分布に近づいて

いくか．確率分布の名称，期待値，分散を簡単な説明とともに答えよ．
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A5

以下の Pascalプログラムについて問に答えよ．

program t e s t ( input , output ) ;

const N = 4 ;

var s1 , s2 : packed array [ 1 . .N] of char ;

t : array [ 0 . . N, 0 . .N] of integer ; i , j : integer ;

begin

s1 := ’ abca ’ ; s2 := ’ bcba ’ ;

for j := 0 to N do t [ 0 , j ] := 0 ;

for i := 1 to N do t [ i , 0 ] := 0 ;

for i := 1 to N do

for j := 1 to N do

i f s1 [ i ] = s2 [ j ] then t [ i , j ] := t [ i −1, j −1] + 1

else i f t [ i −1, j ] > t [ i , j −1] then t [ i , j ] := t [ i −1, j ]

else t [ i , j ] := t [ i , j −1] ;

writeln ( t [N,N] )

end .

(1) このプログラムを実行して出力をする時点で，配列 t はどのような内容になっている
か記せ．

(2) このプログラムの 7行目の 2つの代入文の右辺を，それぞれ何らかのN文字の文字列
に変更したとき，それに応じてどのような出力があるか，理由と共に述べよ．(Nは
プログラム中の定数とするが，4に限定しないで一般的に述べよ．)
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B1

有理数全体の集合Qを通常の加法についての群とみる．さらに整数全体の集合Zをその
部分群とみて剰余群Q/Z を考える．

(1) 群の準同型写像 f : Z → Q/Zで単射であるものは存在するか．存在すれば例示し，存
在しないならそれを証明せよ．

(2) G は有限アーベル群とする．もし，単射の群準同型写像 f : G→ Q/Z が存在すれば，
G は巡回群であることを証明せよ．

B2

Rは可換環で任意の x ∈ Rに対して x3 = xが成り立つとする．Rの単位元と零元をそれ
ぞれ 1Rと 0Rで表す．このとき次の問に答えよ．

(1) 全ての極大イデアルに含まれるRの元は 0Rのみであることを示せ．

(2) Rの任意の素イデアルは極大イデアルになることを示せ．

(3) 集合としてRは有限で素イデアルは全部で n個あるとする．さらに 1R + 1RはRの
単元とする．このときRの元の個数を求めよ．
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B3

R2を 2つ用意し，それをU1, U2とする．U1とU2の座標系をそれぞれ (x1, y1), (x2, y2)を
表すことにする．

V1 := U1\{(0, 0)}, V2 := U2\{(0, 0)}

とし，C∞写像 φ : V1 → V2を

x2 =
x1

(x1)2 + (y1)2
, y2 =

−y1
(x1)2 + (y1)2

と定める．また V2上の 2次微分形式

α =
1

((x2)2 + (y2)2 + 1)2
dx2 ∧ dy2

を考える．

(1) V2上の 1次微分形式 dx2の φ : V1 → V2による引き戻し φ∗(dx2)を求めよ．

(2) φ∗(α)を求めよ．

(3) φ∗(α)は U1上の微分形式に一意的に拡張できることを示せ．

(4) U1と U2の互いに素な和集合 U1 ⊔ U2から V1と V2を φによって同一視してできる空
間はC∞多様体として S2となる．αが S2上の微分形式 ωに一意的に拡張できること
を示せ．（つまり，V1に制限すると αとなる S2上の微分形式 ωが一意的に存在するこ
とを示せ．）

(5) S2に向きを適当に入れ，
∫
S2 ωを求めよ．
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B4

(1) v, wをユークリッド空間内の相異なる２頂点とし，1単体 α = [v, w]が定める単体的
複体

0 → C1
∂1−→ C0 → 0

をC∗とおく．C1 = Zα,C0 = Zv⊕Zw,Cq = 0 (q ̸= 0, 1)である．ただし頂点を 0単体
とみなした．同様に，v0, w0, v1, w1をユークリッド空間内の相異なる 4頂点とし，辺
v0w1を共有する２つの 2単体 σ = [v0, v1, w1], τ = [v0, w0, w1]が定める単体的複体

0 → C ′
2

∂′
2−→ C ′

1

∂′
1−→ C ′

0 → 0

を C ′
∗とおく．f(v) = v0, f(w) = w0および g(v) = v1, g(w) = w1によって定まる C∗

から C ′
∗への 2つの鎖写像をそれぞれ f = {fq : Cq → C ′

q}, g = {gq : Cq → C ′
q}とす

る．このとき，各 qに対し，加群準同型写像Dq : Cq → C ′
q+1であって

∂′q+1 ◦Dq +Dq−1 ◦ ∂q = gq − fq (♯)

をみたすものを具体的に与えよ．

(2) 次にC∗ = {Cq, ∂q}q∈Z, C ′
∗ = {C ′

q, ∂
′
q}q∈Zを一般の鎖複体，f = {fq}, g = {gq} : C∗ →

C ′
∗を一般の２つの鎖写像とするとき，加群準同型写像Dq : Cq → C ′

q+1であって全て
の qに対して（♯）をみたすものが存在するならば，f と gが誘導するホモロジー群の
準同型写像 f∗, g∗ : H∗(C∗) → H∗(C

′
∗)は一致することを示せ．
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B5

(1) u(x, y), v(x, y)を点 (x0, y0) ∈ R2の近傍で定義された実数値２変数関数であって，い
ずれも (x0, y0)で全微分可能とする．z = x+ iyとおいて複素関数を

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

と定義し，また

fx(z) =
∂

∂x
u(x, y) + i

∂

∂x
v(x, y), fy(z) =

∂

∂y
u(x, y) + i

∂

∂y
v(x, y)

と定める．このとき複素関数 f(z)が点 z0 = x0 + iy0で正則であるとこと，以下の写
像 dfz0 : C −→ C がC上の線型写像であることが同値であることを示せ．

dfz0 : C −→ C
a+ ib 7−→ fx(z0)a+ fy(z0)b

(2) (a) R > 1とし，複素数平面内の閉曲線Cを以下のように定める．

C : z(t) =

{
−R + 2tR (t ∈ [0, 1])

Reiπ(t−1) (t ∈ [1, 2])

このとき以下の複素積分を計算せよ．∫
C

1

(1 + z2)n
dz

(b) 次の広義積分を計算せよ． ∫ ∞

0

1

(1 + x2)n
dx
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B6

n次正方行列 A(t) = (ai,j(t))1≤i,j≤n の各要素 aij(t) (i, j = 1, 2, . . . , n) は
−∞ < t <∞ で連続な関数とする．いま，同次線形微分方程式系

d

dt
x = A(t)x (x = x(t)は n次元列ベクトル)

を考え，X(t) をその解の基本系とする．

(1) n次正方行列 Z に対する行列微分方程式

d

dt
Z = A(t)Z − ZA(t) (イ)

の任意の解 Z = Z(t) は，ある定数行列 P を用いて

Z(t) = X(t)PX(t)−1 (ロ)

の形に書かれ，逆に (ロ)の形に書かれる行列関数 Z(t) はすべて微分方程式 (イ) の
解となることを示せ．

(2) いま，さらに A(t) の各要素 aij(t) (i, j = 1, . . . , n) は周期 T の周期関数であるとす
る．すなわち

A(t+ T ) = A(t), ∀t ∈ R

が成り立っているとする．このとき，行列微分方程式 (イ) の解の中に

Z(t+ T ) = Z(t), ∀t ∈ R

をみたすものが必ず存在することを証明せよ．

B7

開区間 I = (0, 1)上のルベーグ測度mに関する可積分関数全体をmに関してほとんど至
る所一致する関数を同一視して得られる空間 L1(I,m)は，ノルム

∥f∥1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt, f ∈ L1(I,m)

に関してバナッハ空間である．

(1) f ∈ L1(I,m)に対して，

[Tf ](x) =

∫ 1

x

f(t)

t
dt

とおくと，T はL1(I,m)からL1(I,m)自身への有界線形作用素である事を示し，かつ
その作用素ノルム ∥T∥を求めよ．(T の線形性については証明を省略して良い)

(2) T が固有値を持つならば全て求め，持たないならばその事を示せ．
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B8

X1, X2, · · · を正規分布に従う確率変数列で任意の i ≥ 1に対して，E(Xi) = 0，E(X2
i ) = 1

をみたすとする． なお, X1, X2, · · · には独立性を仮定しない．以下の問に答えよ．

(1) 任意の x > 0に対して (
1

x
− 1

x3

)
e−

x2

2 ≤
∫ ∞

x

e−
t2

2 dt ≤ 1

x
e−

x2

2

が成り立つことを示せ．

(2) 次が成り立つことを示せ．

lim
n→∞

P

(
max
1≤i≤n

Xi >
√

2 log n

)
= 0

(3) N は {0, 1, · · · }-値確率変数で E(N2) ∈ (0,∞)をみたすとする．このとき

P (N ≥ 1) ≥ E(N)2

E(N2)

が成り立つことを示せ．

(4) ϵ ∈ (0, 1)を定数とする．また，limn→∞ rn = 1をみたすある正数列 (rn)n≥2が存在し
て，任意の n ≥ 2と |i− j| ≥ log nをみたす任意の 1 ≤ i, j ≤ n に対して，

P
(
Xi ≥ (1− ϵ)

√
2 log n,Xj ≥ (1− ϵ)

√
2 log n

)
≤ rnP

(
Xi ≥ (1− ϵ)

√
2 log n

)
P
(
Xj ≥ (1− ϵ)

√
2 log n

)
が成り立つとする．このとき

lim
n→∞

P

(
max
1≤i≤n

Xi > (1− ϵ)
√

2 log n

)
= 1

が成り立つことを示せ．
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B9

X1, . . . , Xnは独立同一に，密度関数

f(x|µ) = 1√
2π

exp

(
−(x− µ)2

2

)
, x ∈ R

をもつ分布に従うとする．ここで，−∞ < µ < ∞はパラメータである．以下の問いに答
えよ．

(1) 対数尤度関数を ℓ(µ)とするとき，ℓ(µ)を求めよ．

(2) µの最尤推定量 µ̂を求めよ．

(3) (2)で求めた µ̂は µの一致推定量かどうか調べ，結論を述べよ．

(4) (X1, ..., Xn)の同時分布に関するフィッシャー情報量 In(µ)を求めよ．

(5) (2)で求めた µ̂は µの有効推定量かどうか調べ，結論を述べよ．
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B10

一方向性関数 f(x)に対して，任意の x ∈ {0, 1}∗に対して |f(x)| ≦ p(|x|)となる多項式 p

をとり，関数 g(x)を以下のように定める．

g(x)
def
= f(x)||10p(|x|)−|f(x)| = f(x)||1 0 · · · · · · 0︸ ︷︷ ︸

p(|x|)−|f(x)|

,

ただし，任意のα ∈ {0, 1}∗に対して |α|はαのビット列としての長さを表し，α, β ∈ {0, 1}∗

に対してα||βはαと βのビット列としての連結を表す．このとき，以下の (1)および (2)に
解答せよ．

(1) 関数 g(x)がLength-Regularであることを示せ．ここで，関数 g(x)がLength-Regular

であるとは，任意の x, x′ ∈ {0, 1}∗に対して「|x| = |x′|ならば |g(x)| = |g(x′)|」とな
ることをいう．

(2) g(x)が一方向性関数であることを示せ．
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B11

初等関数とは以下により定義される自然数上の関数である．

• zero, succ, prjni , sub は初等関数である．

• f が初等関数ならば，Σf , Πf は初等関数である．

• 初等関数の合成は初等関数である．

ただし，自然数は 0以上の整数でその全体を N と表記し，

• zero : N0 → N は zero()
def
= 0 により定義される関数

• succ : N1 → N は succ(x)
def
= x+ 1 により定義される関数

• prjni : Nn → N (1 ≤ i ≤ n) は prjni (x1, . . . , xn)
def
= xi により定義される関数

• sub : N2 → N は sub(x, y)
def
= max(x− y, 0) により定義される関数

• f : Nn+1 → N が与えられたとき，Σf ,Πf : Nn+1 → N は以下により定義される関数

Σf (x, x1, . . . , xn)
def
=

∑
y<x

f(y, x1, . . . , xn) Πf (x, x1, . . . , xn)
def
=

∏
y<x

f(y, x1, . . . , xn)

とする．そしてさらに，初等述語とは特徴関数が初等関数である述語とし，n+1引数述語
p が与えられたとき，関数 µ<p : Nn+1 → N を

µ<p(x, x1, . . . , xn)
def
= min({y ∈ N | y < xかつ p(y, x1, . . . , xn)} ∪ {x})

により定義する．このとき以下の問に答えよ．

(1) 2つの数の加算は初等関数であることを示せ．

(2) p が初等述語ならば µ<p は初等関数であることを示せ．
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B12

以下の問に従って，Schemeの手続きを定義せよ．補助的な手続きを定義してそれを使用
しても構わない．

(1) 以下を満たす 2引数手続き maskを定義せよ．

– maskはリスト sとリストmを引数にとり，リスト rを返す．以下 sとmの長さ
は一致しているものとし，長さが一致しない場合の動作は問わないものとする．

– sを (a1 a2 · · · an)とし，mを (b1 b2 · · · bn)としたとき，rは (ai1 ai2 · · · aiℓ)で
あって，1 ≤ i1 < i2 < · · · < iℓ ≤ nかつ，任意の j ∈ {1, 2, . . . , n}について，bj
が #f以外であることと，j = ikとなる k ∈ {1, 2, . . . , ℓ}が存在することが同値
である．

(2) 以下を満たす 2引数手続き subseqを定義せよ．

– subseqはリスト s1とリスト s2を引数にとる．リスト s2の長さを nとおく．

– (equal? s1 (mask s2 m))の値が #t となるような長さ nのリストmが存在し
ない場合は，(subseq s1 s2)は #f を返す．

– そうでなければ，(subseq s1 s2)は真偽値を要素とする長さ nのリストmを返
し，(equal? s1 (mask s2 m))の値は #tとなる．
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