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特集◎最適タイミン グの数理

デ ィ ン キンゲ ー ム と

その 多数回停止 モ デル へ の 拡張

Krzysztof　Szajowski安 田 正實

1　 は じ め に

　　　　　　 デ ィ ン キ ンゲーム とよばれ る最適停止時刻問題 （最適停止問題）と は ， 確率過

　　　　　 程に関す る停止時刻か ら定め た期待利得を，
2人 プ レ ーヤ に よ る零和ゲーム 問

　　　　　題 へ と変形 した 最適化問題 をさ す ．本特集号に み られ る よ う， 最適停止 問題に

　　　　　 は さ まざまな興味 ある問題 やそ の拡張 などが多 く議論さ れ発展 して い るが ， そ

　　　　　 の うちの
一

つ の 基本 的 な変形 で ある．こ の デ ィ ン キ ン ゲーム の 由来 は E．B．

　　　　　 Dynkin が 1969 年（英訳 ）に停 止 問題 の ゲーム変形 と し て 発 表 した もの が オ リ

　　　　　 ジナ ル で あ る と思 われ る が ， 今 日デ ィ ン キ ンゲーム とよばれ る最適停止 問題 は ，

　　　　　 デ ィ ン キ ン 型 で は な く ， む し ろ ヌ ブ ー型 と よ ぶ べ き で あ ろ う．1975年 J，

　　　　　 Neveu が今 日の数理 フ ァ イ ナ ン スの理論 で は基幹的 な概念 とな っ て マ ル テ ィ

　　　　　 ン ゲール の テ キ ス トで取 り上 げたタ イ プ で ある．

　　　　　　 本論で は こ の デ ィ ン キ ン ゲ ーム の 古典的オ リジナ ル 問題 を述 べ ，そ の後 の 主

　　　　　 要な結果 を解説し ， ひ とつ の 拡張 とし て停止 とい う決定を多数 回可能 と した場

　　　　　 合の モ デル に つ い て 議論 しよ う．
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マ ル コ フ型決定過程の 最適性方程式

　　　　 マ ル コ フ過程 あるい は連鎖と限定して ， そ の 推移 （運動）法則 に決定者の 意志

　　　 を反映させ るよ う，決定変数を導入 し ， そ の 選択 した決定 と各時点で の 状態変

　　　 化に よ り得られ る利得を ， 計画期間全体 に わた っ て総計 した総利得を最大 にす

　　　 る問題が マ ル コ フ 型決定過程 と よばれる． い わ ゆる統計的逐次決定過程の 流れ

　　　 を くむ 多段決定問題の ひ と つ で ある．

　　　　 い ま決定者が 2 つ の 選択肢 の うちか ら
一

つ の 決定 を選ぶ．
一

つ はその まま過

　　　 程の 観測を し続ける こ と ， もう
一

つ は現在状態へ と変化 した こ とを考慮 し ， 停

　　　 止 の 決定を と っ て ， この とき に 得 られ る利得で 過程の 観測 を終了する こ と．こ

　　　 の よ う に観測を し つ づ ける か ， 停止 す る か の 2 つ の選択肢 を もつ 2 決定問題は

　　　 マ ル コ フ型決定過程の なか で 決定個数が最 も少な い 場合で ある．したが っ て
一

　　　 般に動的計画法で の最適性の 原理 を適用 し て 得られ る 「最適性方程式」が簡潔

　　　 な場合 ， す なわ ち決定が 2選択の場合に問題 が帰着され る． こ れが 最適停止 問

　　　 題 の特徴 で もあ る．

　　　　 与 え られ た状態空間 （E ，B ）上 の 確率空間 （9 ，ワ，　P）で の 時間
一

様 なマ ル コ フ

　　　連鎖を （Xn ， 馬），
　n − O

，
　1

，

…
，
N と表す． こ の 確率過程の 実現値 に対 し て

， ある

　　　利得関数 ψ（x ），
x ∈ E を用 い て 最適停止 問題が 定式化 で きる，

一
般 に利得 関数

　　　 は ， ρ ；E → R の B 一可測 な関数で ある．また確率空 間に附随す る停止 時刻 τ

　　　 ＝
τ（ω ）とは ， 連続（離散）時間の値を とる確率変数で あ っ て ， 確率過程に対す

　　　 る合成関数 と して 新た な確 率過程 X 。（ω）＝X ，（ω （ω ）が定義 され る．わ れ わ れ

　　　 の 目的は こ の 停止 時刻か ら定め た 確率過程の期待値を最大化す る こ と．すなわ

　　　 ち v（x ）＝ sup ，
　E 。 q（X 。 ）， こ こ で は停止 した 時刻 の み で の利 得の値 しか 考慮 せ

　　　 ず ， こ の 時刻 まで の 継続期問の 決定 に対 して は利得が ゼ ロ で ある．こ の形 で も

　　　
一

般性 を失わ な い ．

　　　　 よ く知 られ た動的計画法の 最適性原理 か ら ， つ ぎの 最適性方程式 （ある い は

　　　 ベ ル マ ン 方程式）とよ ばれ る関数方程式が 導か れ る． こ れ は繰 り返 し の 状況 を

　　　 反映 し た 再帰関係式で あ っ て
，

マ ル コ フ過程を対象とす る場合に は ， 簡潔に表

　　　 現 さ れ ， 決定 に応 じた要素が表れ る．すなわ ち

　　　　　　　　　　　　v（x ）＝ max 　｛ψ（即），
　Pv （x ）｝，　 x ∈ E

　　　 で あ り， この max 演算 は， どち らが よ り多 くの 利得 を得 る こ とが で きる か と

　　　 い う決定に応じ て い る．カ ッ コ 内の 2項は
， 前者が停止 に よ る利得 で 現状態値

　　　 に対応す る値が利得 と し て得 られ る もの ， 後者 の部分が 現時刻で は継続す る こ

　　　 とで ， そ の 後同じ最適政策を とる こ とで 得 られ る総利得 に対応する値 を意味す

　　 　 る．

　　　　 こ の最適性方程式 は つ ぎの形 に も書 き直す こ とがで きる．∀x ∈ E に対し ，

　　　　　 v（x ）≧ q（x ），　　z7（x）≧ Pv （x ），　 （v （x ）
一

ψ（x））＠（x）− Pzノ（x ））＝ 0

　　　 これは い わゆ る変分不等式 と よ ばれ，さ まざまな最適化問題の 特徴付 けな どに
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つ い て は有効な解析手段で ある．

　 ディ ン キ ン ゲーム の 場合 （ヌ ブ ー型）で の 変分不等式 は，モ デル で 与 えた 2 っ

の 利得関数 （2 オ ブジ ェ ク トを考 え る ）に 適当な条件を課 し た 2オ ブ ス タ ク ル 問

題 となる，同 じように 自由境界問題 と して既 に Grigelionis＆ Shiryaev［7コ，　R，

Myneni［13］が定式化 して い る．　 Benssousan＆ Lions［1］に は詳 しい 議論が述べ

られ て い る．また凸計画問題形の マ ル コ フ型決定過程 とし て 論文 ［23］が ある．

さ らに 関連 した い くつ か の 話題 に つ い て は ， 参考文献の リ ス トを御覧い た だ き

た い ．

3　デ ィ ン キン ゲームの は じま り

　　　　　　確率過程 の 最適停止 問題 は マ ル テ ィ ン ゲール との関係 が 知 られ て い たが ，

　　　　　1969 年の デ ィ ン キ ン が定式化 した ゲーム 版 とし て の モ デル の 期待利得 は，

　　　　　　　　　　　　　　 E ［1｛T、〈r、．x （。D≧ e｝a（Tl）＋ ∬｛。、〈，，，x （。）≦ o｝a（T2）］

　　　　　の タイプ として 与 え た．目的 は ， それぞれの プ レ ーヤが停止時刻 を選 び ，

一
方

　　　　　が 最大 ， 他方が 最小 とな る よ う と し た ゼ ロ 和ゲーム で あ る．あ る確率過程

　　　　　｛X ＠）｝に対 して ，

一
つ の利得関数 ｛a （n ）｝と正 と負の領域に分割 した停止 で き

　　　　　る領域 を考えて い る．こ こ で ム は集合 A の示性関数 とす る．

　　　　　　1975年の ヌ ブ ーで は
， 停止 で き る領域 を制限す る こ と はな く，

2種類の利得

　　　　　関数 ｛a（n）， b（n ）｝を取 り入れ る．た だ しこ の 利得 に は意味 をもた せ るため に大

　　　　　小関係 を仮定す る．すなわ ち a（n ）≦ b（n ）とす る． こ の仮定 の 根拠 に は触 れて

　　　　　い な い が ，後述 し て い る停止 時刻 （戦略）の ラ ン ダム化 と関係 を も つ こ とが分 か

　　　　　る．

　　　　　　　　　　　　　　　　 E［1｛。≦ 。｝a （τi）十∬｛，、〉 。｝b（T2）］

　　　　　こ の よ うなタ イ プの利 得関数に関す る停止問題が通常デ ィ ン キ ン ゲーム と よば

　　　　　れ て い る もので ある．

　　　　　　 さ らに 1985年の論文 匚22］で は

　　　　　　　　　　　　　　E ［∬｛。 く 。｝a（T、）＋ ∬｛。 凋 ∂（T2）＋ 1｛。
一

。｝0伝）］

　　　　　と し て 議論した． とくに 3 つ の 利得関数 ｛a（n），
ろ＠），

c （n ）｝に は大小関係 を仮

　　　　　定 しな い こ とが 特徴 で ある．しか し ，
こ の仮定を しな い 結果 ， 戦略の 拡張 を考

　　　　　え る必要が起 っ て くる．利得関tw　a（n ）と b（n ）は
一方が 他方に先駆け て停止

　　　　　した場合に得られ る利得 を表す． どち らが先 に明示 したか に よ り，それぞれ異

　　　　　な る利得が対応す る．もうひ とつ の利得 c （n ）は同時 に 停止 をした場合で ある．

　　　　　ヌ ブー型問題 の よ うに α（n ）≦ b（n ）を仮定 する と ， 同時に 停止 す る こ とが 均衡

　　　　　解に な らず ， したが っ て ， 停止 時刻を純戦略 とみな し ，
こ の 枠組み の 中で 考え

　　　　　て お けば十分で ある こ とが分か る．また こ の 大小関係の意味す る こ とは変分不

　　　　　等式問題で も理 解で きるが ， 自分 の 決定が 他方の 決定に対 し て コ ン フ リク トの

　　　　　起 らな い よ う に調整 され て い る．同様の こ と は ，
マ ル コ フ型決定問題 の例題 と
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して ， あ る い はオ ペ レ
ーシ ョ ン リサ

ー
チで の 古典的な在庫問題 で よ く知 られ て

い る よ う，発注 と在庫の 兼ね合 い か ら，最適 な注文量 と そ の 在庫水準 を自由境

界問題 として とらえた い わ ゆ る （s ，
S）政策が あ る． こ こ で い うゲーム 版 の 最適

停止問題 は こ れ を拡張 した 両サ イ ド（s ，
S）政策 に対応 して い る．

4　ラ ン ダム化 した停止時刻

　　　　　 停止 時刻を ラ ン ダム化す る こ とは ， 通常の最適停止時刻問題に はそ の 必要 を

　　　　　生 じな い （Chow1RQbbins1Siegmund［3］）こ とが知 られ て い る．し か し ， ゲー
ム

　　　　　変形に した場合 に は必要性が起 っ て くる． こ の 考え方は ，
い わ ゆ る行列 ゲーム

　　　　　にお け る均衡解の 存在を混合戦略の なか で考え る こ との延長 とみ な され る．よ

　　　　　く知 られ て い る よ う，
2人ゼ ロ 和ゲーム

， す なわ ち行列ゲーム に お け る ミニ マ

　　　　　ッ ク ス均衡 を考 える と，一般 に は純戦略で はな く混合戦略の なか に最適戦略が

　 　　　　存在す る． これ と同 じこ とが，逐 次決定 のゲーム版 で ある最適停止時刻 問題 で

　　　　　も起 っ て い る．通常の 確率変数で ある ， 停止時刻が純戦略 に対応 し，そ の ラ ン

　　　　　ダム 化 した停止時刻 （停止 時刻の ラ ン ダム 化 Irle匚9］）が混合戦略 に対応す る．

　　　　　　なぜ な らば ， ゲ ーム変形 した 停止 時刻問題の 最適性方程式 は ， max
，
　min を

　　　　　同時に考慮 した行列 ゲーム の値 va1 を つ か えば表現 され るか ら．具体的 に は支

　　　　 払 い 行列が v 。（x ）（present 　stage ）か ら Pv 。 ＋ 、  ）（next 　stage ）へ の 再帰的関係式

　 　 　 　 　 と し て

　　　　　　　　　　　細 … 1［
6 　 　 　 　 a

b　P 砺 ＋ 1（の］
の形で与え られ るか ら，い わ ゆ る行列ゲ ーム の ミニ マ ッ ク ス 均衡解が す ぐに連

想され る．こ の よ うなゼ ロ 和ゲーム で はな く， 自然 な拡張 として 非ゼ ロ 和 ゲー

ム ［16］も考 えられ る．

5 多数回停止選択が可能なゲーム 版へ の拡張

　　　　　 5・1 多数回の 停止時刻問題

　　　　　 最適停止 問題 に お い て ， 多数 回 の 停止 を考 え た 参考 論 文 と して ，Hagg −

　　　　 strom ［8］，　Nikolaev［15］な どが挙げ られ る．われ わ れ の 目的 は ，こ の よ うな多

　　　　 数回をヌ プー型 に 拡張 して み る こ とで ある．

　　　　　　ある時間
一
様な マ ル コ フ連鎖 （Xn，乳 ，　Px）鐸一。 が 状態空間 （E ，

　B ）上 の 確率空

　　　　　間 （9 ，ff，　P ）で定義され ， さ らに f ：E × E → ec は ，
　 B 　x 　B 実数値可測関数が

　　　　 与 えられ た と す る． また計 画期間 N は有限 と仮定す る，こ の マ ル コ フ連鎖の

　　　　 観測 を続 けて い き，関tU　f に よ る評 価値が 最 も高 くな る
“ the　best　realiza ・

　　　　 tions
”

を選択す る こ とが 目的で あ る．集合族 ｛馬 ｝鑑。 に 関す る マ ル コ フ 時間の

　　　　 集 ま りを 6N と表 す． こ こ で は r ∈ 5N に対 し，
　 Px（τK2 ＞）＜ 1 を認 め る とす る．

　　　　　つ ま りマ ル コ フ連鎖が 正 の 確率で 停止 しない こ とも許 す．こ の 集合 ・SN の要素
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が こ こ で の 停止時刻問題の と り得る戦略で あ る．

　2 回の 停止 回数 を もつ 問題 で は集合 ‘SN か ら停止時間の 組 を選 ん で つ ぎの期

待利得を最大に す る．っ ま り

VNC2
）
（x ）：

； sup 　Exf（X τ h
　X τ2） x ∈ E

　　　　　
蜀
庶

κ
（5．1）

と し ， 最 適 戦 略 Tl
＊

，げ ∈ 5 麗

は す べ て の x ∈ E に 対 し ，
　 Eげ（X 納 X ，，・）＝

VN
（2）
（x ）とな る も の を求め る，た だ し ，

　　　　　　一 ・
−1鋼 i黙ご

カ〉つ
，　fi（x ）＝infyEE　f（x ，

　gy）， ノも＝infx，y ∈ E 　f（x ，　y）， ｛τ＝Oo ｝＝｛7≡ζ入厂｝．

　2回停止問題 の解 を構成す るた め に つ ぎの補助問題 を解 く． まず ShN ：　
＝・｛τ

∈ 5N ：τ≧ ki｝，

6 ∬
： ＝ ｛（τ， ｛σn｝）：τ∈ 6N

，
　On ∈ 6 瓣エfor　every 　n｝とお き ，

　 S∈ 6N

に対 して ，qN（x ，
　B）：＝E 。f（X ， ，

　X の と お く．式 （5．1）か ら VN
（2）
（x ）＝ sup 、∈ s，s

w （x ，
8）と 恥

（2〕
（n ，x ）＝Exvk2Ln− i（X ，）を得 る．また

　　　　　　　　　　 VN （x ・ y）・ ＝

響
E轟 ・ 瓦 ）　 　 　 （5・2）

とすれ ば ， 問題 （5．2）の解 は つ ぎの動的計画法で構成され る．

　　　　　　　　 Q 。f（x ，．y ）：
＝max ｛f（x ，

．y ）， 乃ノ（x ，
　y ）｝

こ こ で Tyf（x ，
　y）：＝Eyf（x ，

．葛）（［19］をみ よ）と お き，
こ れ か ら，　 N 回の繰 り

返 しで Qy” ＝ Qy（QyN
一1
）を定義 する と，　 VN （x ，

　y）＝ O．

Nf
（x ，

　y）が 成 り立ち ， 最

適な マ ル コ フ 時間は τ
＊

＝ rnin 　｛n ≦ 1＞ ：VN − n（x ，
　Xn ）＝ f（x ，

　Xn ）｝と な る．

　 こ の手順 を利用 して ，2 回停止の 問題 に お ける最適停止時刻 の 第 2 成分 が構

成で き る．
一

方第 1成分 は g（n ，x ）＝E 。VN −。 ．、（x ，
　Xi）（［8］， ［15］を み よ）に お け

る マ ル コ フ連鎖の最適停止 問題 の解 と して 得 られ る、 い ま Qg（n ，　X ）；
；max

｛g（n ，．x ），　Tg（n ，　x ）｝，　 Tg（n ，　x ）；
− E ．g（n ＋ 1，　X ，）と お く．制 限 し た 停 止 時刻

5
。

N
に対 して の利得関tw　g（n ，

　x ）をもつ 最適停止 問題の最適値 は 恥 ＠，
　x）で あ

る．こ の解 は DN（n ，
　x ）＝ ・　（？

N ””

g（n ，
　x ）で 与え られ ，

ベ ル マ ン方程式 ∂N ＠，
　x ）−

max ｛g（n ，
　x ），

　TDκ （n 十 1
，
　x ）｝を満た す こ とがわか る．

　5．2　優先権をもつ 場合の 最適停止 ゲー
ム問題

　プ レ
ー

ヤ 1 は 1回 の停止だ け で あるが ， プ レ
ー

ヤ 2 は 2 回の 停止 を許す場合

を考え よ う．そ の とき の 利得関数は f：E × E × E → 沢 とし ，
こ の よ うな ゲー

ム を 多盟 と表す． こ の 関数 は それ ぞれの選ん だ状態の値 に依存 して い る．確

率変数 Xn の実現値 を Xn とす る． もし両 方の プ レ ー
ヤ が まだ こ の 実現値で採

択 をして い ない ときに は，時刻 n に お ける マ ル コ フ 連鎖の 状態 を評 価し て ，2

つ の オ プ シ ョ ン を選べ る．観測 した値 を採択す るか ， 棄却するか で あ る． もし
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同時に両者が採択を しよ う とした な らば ，
ル ール として ， プ レ ーヤ 1 が こ れ を

獲得で きる も の とす る．しか しプ レ
ー

ヤ 1が こ の 候補 を棄却す る とき に は ， プ

レ ーヤ 2 の手番に な り， 採択か棄却か の 決定を くだす．両者の
一

方が 確率変数

Xn の実現値 Xn を採択 した な ら ば ， 他方 は こ れ の通知 を受 け る とす る．プ レ

ー
ヤ 1が 最初 に採択 を して しま っ た な らば，

こ れ か ら後 は プ レ
ー

ヤ 2だ けの問

題 とな る．逆 にプ レ ー
ヤ 2が採択 をすれ ば， それ ぞれ 1回停止の選択を もち ，

プ ン
ーヤ 1が優 先され る場合の 2人 ゼ ロ 和 ゲーム に帰着 される．こ の ときの決

定で ，プ レ ーヤ 1 は 採択 の値が x ，ま た プ レ ーヤ 2 は y ，
g で 採択 を した と す る

な らば ， 対応す るプ レ ーヤ 2 が プ レ ー
ヤ 1 へ f（x ， 鮎 2）を支払 う．同様にプ レ

ーヤ 1 が状態の 値 x ， プ レ ーヤ 2 が （y ，
　z 　or　only 　y）で 採択 した とすれぼ ， 仮定

に よ っ て ， プ レ ーヤ 1 は fi（x ）＝SUPy 、。⊂ E　f（x ，　y ，　z ）（f2（y，　z ）＝i  xEE 　f（x ，
　y ，

9）

ある い は f2、（y ）＝i  。∈ Ef2 （y ，z ））を獲得す る．また 1 回の み し か 選 択を し て い

な い な らば ， 利得 は f3（X ，　Y）；sup 。EE 　f（x ，　y，　z ）とな る．全 く選 択をせ ずに 決

定過程が終了 した ときに は，両者 の利得は 0 で ある とす る．

　プ ン ーヤ の と る戦 略 と して は状 態 を観測 して得 るか ら，（9 。 ）鑑。 に関す る停

止 時刻 を考 える こ とが 自然 で あ ろ う．い まの場 合で は
一

つ だ け の確率変数列

｛Xn｝差o を対象 に し て い る か ら，各 時刻 n で は プ レ ーヤ は Xn の 実現値 Xn を

得て い る．優先順位の あ る ばあ い
， す な わ ち 両 プ レ ーヤ が同時に 対象の割 り当

て
， 獲得を得た い とき の 問題 は ， ［5］， ［20］， ［21］な ど で 議論 されて い る．優先

権が あれ ば ， 実現値 Xn を得る こ とが で き るが ， そ うで な けれ ば ， 時刻 n ＜ N

に お ける Xn の選択は拒 まれ，そ の後表れ る実現値だけが選択で きる．

　 リコ ール な し，すなわち現時点か ら過去 にさか の ぼ っ て選択す る こ とは で き

な い
， と仮定す る．マ ル コ フ 過程 に よ っ て記述 さ れ る と い う特徴を も っ た対象

の探 索 と い う意味で の 決定過程 と考 える こ とが で きよう． こ こ で は両方の プ レ

ーヤ を合わ せ て 3 回 まで の対 象を選択で き る か ら ， こ の 決定過程 と して は ，
プ

レ
ー

ヤ の選択 として の 戦略は ， ゲーム の異 な っ た状態の 値 に準備 し て お か ねば

な らな い ，

　い ま AhN と 脇
N

を 哉
N

の コ ピー 俗
κ

：＝60N）と お く．戦略 の 組 溜 ＝｛（A，

｛Vn1｝， ｛η 繍 ）：λ∈ AN
，
　Vn1 ∈ ZL琳 1汐 飯 ∈ A 窪＋ 1 ；n 〈 m ｝お よ び 孺 N ＝｛（μ，価

2
｝，

｛瀛 ｝）：μ ∈ MN
，
　Vn2 ∈ M 瓣1沼 瀛 ∈ 胚 孤 1 ；n 〈 m ｝を それ ぞれ プ レ

ー
ヤ 1 と 2 の

戦略 と定義す る．各々 の B∈ APtと t∈ MN に 対 して ， プ レ ーヤ 1の 停止 時刻 τ

お よびプ レ ーヤ 2 の停止 時刻 の組 （♂，σ
2
）に対 応 した時刻 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n −エ

　　｛T ＝＝n ｝＝｛λ＝n ，μ ⊇≧ n ｝∪ ∪｛μ＝i
，
Vil＝n

，
　Vi2 ≧ n ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝O

　 　 　 　 　 　 　 n − 1　n −1
　　　　　　 ∪ 　∪　∪　｛μ＝k，Vk2＝i，　vhi＝n｝
　 　 　 　 　 　 　 々日0ゴ巴喬十 I

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　｛σ1 ＝ n ｝＝ ｛μ ＝［ n
，
hn ｝∪　∪｛A ＝ i

，
　Vi2 ＝ n ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝o

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　for 　工ndustrial 　and 　 Applied 　 Mathematios

［247］ VOL ．12　NO ．3　 SEP．2002 23

　 　 　 　 　 だ
−1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n −r　 　

− I

｛σ，
− m ｝一

》｛μ→
，
　Vk2 ＝ m

，
λ≧ m ｝∪ ∪ ∪ ｛A ＝

，々
　Vk2 → paZ，＝ m ｝

　 　 　 　 　 1＝O　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h＝Oi＝k 十 I

　 　 　 　 　 　 n −エ　 n −エ

　　　　　∪ ∪ ∪ ｛μ＝h
，
Vkl ＝i

，
　Lt髪i ＝ m ｝

　 　 　 　 　 　 k＝Oi＝k 十 1

と定義で き る．

　補題 5．1 確率変数 τ， σ1 お よび σ2 は集合族 （［7n）鑑 D に関す る マ ル コ フ 時間

で あっ て α ≠ τ
，
i＝ 1，2，σ、≠ σ2 が成 り立 つ ．

（証 明）なぜ な らば ， 各 n に つ い て ｛τ ＝ ％｝＝ ｛λ＝n
， μ≦ n ｝∪ ∪獨 ｛μ＝ゴ，犀 ＝n，

Vi22n ｝∪ ∪糾 ∪魁 ＋ ・｛μ 一 k， 0ノー i
， 羸 一 n｝∈ ffnで あ るか ら．同様 に 各 n に

っ い て ， ｛σ1
＝ n ｝∈ 乳 ，｛a2；m ｝∈ 乳 また σ1＜ 02で ある．したが っ て τ，σ1 お よ

び a2 は マ ル コ フ 時間で τ≠ Oi
，
　i＝1

，
2 を得 る．（終）

　各々 の n
，
m ・＝O

，
1，…，N と x ∈ E に つ い て ，

　　　　　　 E 澱孟
＋

（Xn ）＜ oo
，　　Exf2

−
（Xn ，

　Xm ）〈 Oo
，

　　　　　　恥 疝 （Xn ）〈 Q 。，　 お よび E紬
＋

（Xn ，
　Xm ）く QQ

と仮 定 し ， また s∈ AN
，
　t∈ MN とす る．プ レ ーヤ 1が 得 る 期待 利 得 と して

R （x ，
S

，
　t）：

＝E 。f（X ．、，　X ，、，
　X ．、）を定義す る．

　これ に よ っ て 正規形 の ゲ ーム （AN ，
　MN

，
　R （x ，

　B
，
　t））が定義で き る ．こ の ゲー

ム を 9 鋼 と表す．す なわ ちマ ル コ フ 過程 に対 す る双形停止の 問題 は 9 莇
21

が

こ の モ デ ル を表し て い る．

　定義 5．1 ゲ ーム 9 鋼 に お け る組 （B
＊ t＊

　 　 ， ），鈩 ∈ vlN，　t
＊
∈ MN が 均 衡解で あ

る とは，各々 の x ∈ E に対 し て ，S∈ AN と t∈ MN が

　　　　　　　　 R （x ，
B

，
　t＊

）　K 　R （x ，
　B＊

，
　t＊

）　≦ 　R （x ，
弓

＊

，
　t）．

を満たす とき．

　均衡解の 組 （弓
＊

， t＊

）を構成す る こ とが 目的で あ る．つ ぎの よ うな接近法 を提

案す る．時刻 n で の実現値 Xn をプ レ
ー

ヤ 1が 採択 した な らば ， プ レ ーヤ 2 は

他の プ tz・一ヤ の 妨げな どを受 け る こ とな く，自分の 利得が最大 となる よ う 2回

の選択 を実行で き る． も し プ v 一ヤ 2 が 時刻 n で の 実現値 Xn を採択 した な ら

ば ，
こ の 2 人 の プ レ ー

ヤ たち は ， プ ン ーヤ 1 が 優 先権 を もっ ゼ ロ 和 ゲーム

多認 をす る こ と とな る． こ の こ とは ， も し時刻 n ま で 状 態の 採択 を して い な

い な らば ， Xn の 実現値 Xn を採択あ る い は棄却す る前に ， 相手方の プ レ ーヤ

の とる戦略か らの影響を考慮に入 れ な けれ ばな らな い と い うこ とで ある． この

節の終わ り に つ ぎの 補助問題 を導入 し よ う． こ の 問題 に は 9 品
1）

と 2 回停止 問

題 の 解を もち い る．
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　 5．2．1 部分ゲーム問題 彡鳧
1〕

の解

　ゲー
ム 多蕩

1）
に お い て は ， そ の 利得が g。 、（x ， y）− f（x ，

　y、
，
　y）（cf．［21］）で 与 え

られて い た こ と に 注意 する．こ の とき SO（X ，
　Y1，

　y）＝SO（X ，
．Y1，

　y）＝f（X ，
　Yl，

　y）と

お き ， さ ら に す べ て の x ，Yl，　Y2∈ 、E，　n ＝1，2，…，N で

　　　　　　　　sn
〔1）
（x ，　Yl，　Y2）　：　＝　　inf　Ey2ノ

「

（x ，　Yl，　X τ），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rEsm

　　　　　　　　 Sn〔1）
（x ，　Yl，　Y2）：

＝ sup 　Exf（X τ，　Yl，　Y2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 『∈ ゐ

’
n

とお く．

　 マ ル コ フ過程の 最適停止 問題［19］に よ っ て ， 関tw　Sn（1）（X ，　y、，　Y2），　Sn（1）
（X ，　Yl，

Y2）は再 帰的 な手順 に よ り構成で き る．つ ま り S。

（1）
（X ，

　y、，
　Y2）一〔QZI，。．。 、f（X ，

　Yl，

Y2），
　S 。

（1）
（X ，

　Yl，
　Y2）＝Q話。 x，y 、　f（X ，

　Yl，
　Y2）．た だ し ， こ こ で Qmi。 ，y 、

　f（X ，
　YI，

　Y2）＝

f（∬ ，〃、，〃，）〈 T，f（X ，　Yl，・Y，），　Qm。。，。、f（X ，・y 、，・Y，）− f（X ，　Y 、，　Y 、）＞ T，f（X ，
　y 、，

　y、）お よ

び T，f（x ，
　yl，

　y2）＝恥 、！（x ，
　Yl，

　Xl），
　T ，f（x ，

　Yl，
　Y2）＝Eガ（Xl ，

　Y1，
　Y2）， （〈 ，

〉 は そ

れ ぞ れ minimum と maximum を表す）． こ の 作用 素 〈 と T，（〉 と T，）は 可

測性を保 つ ．した が っ て S。 （X ，Y、，Y2），　S 。 （X ，y 、，Y2）は 招   B   B 可測で あ る．

　 プ レ
ー

ヤ 1が まず時刻 n （n ＝0，1，…，1＞− 1）で x を採択 した とす る な らば ，

そ の期待利得 は

　　　　　　　　　h（n ，
x

，
　Yl，

　t！2）＝ Ey2ski≧．
−1（x ，

　Y1，
　X ，）　　　　　　　　　　（5．3）

で あ り， h（N ，
　x

，
　Y、，

　x ）− fs（x ，
　y、）と な る．プ u 一ヤ 2 の ほ うが 最初で あ る と す

れ ば ， プ レ ーヤ 1 の 期待利得は ，

　　　　　　　　 H （n ，x ，　Yl，　Y2）＝ Exski≧π
＿

艮（Xl，　Yl，　Y2）　　　　　　　　　　（5．4）

さ らに H （N ，　X ，　y1，　y2）＝f（X ，　Yl，　Y2）と な る．関tw　h（n ，　X ，　y1，　y2）と H （n ，　X ，　Yl，

Y2）の定義 は well 　definedで あ る こ とに注意す る．こ れ らの 関数 は ，
2，　3 番目

の 変数 に つ い て B   B   B 可 測 で あ り，
h（n ，

　X ，，
　y、，　Y2）と H （n ，　x ，　y、，X ，）は

Px で積分可能で ある．

　ゲーム OY　Sk1）に お けるプ レ ー
ヤ 1 と 2 の戦略の集合をそれ ぞ れ ノIN と MN と

お く． この A∈ AN と μ∈ MN に対 して ，支払 い 関数 を

r… ，・・・… ）・
一｛∴総惚一 一 ・ 瓦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5．　5）

で 定義す る．ゲーム の 解 と して は つ ぎの 関係式 ；∀x ∈ E に対 し ，

　　　　 R （1）
（x ，Yl，

　A，μ ＊

）≦ R （1）
（x ，

　Yl，
　A＊

， μ
＊

）≦；R （1）
（x ，

　Yl，
　A＊

，μ）　　（5．6）

を満た す よ うな均衡解 （A
＊

， μ
＊

）を求 め る こ とで ある ．た だ し R （i｝
（x ， y、，

λ
， μ）：＝

Exr（y 、，　A，μ）とす る．戦略 の 集合 を拡張 し ， 支払 い 関数 を（5．5）とすれ ば，戦

略集合 ZINと MN を も っ ゲ ーム 多。 は Yasuda［22］が 議 論 し た Neveu
’
s　 stop −

ping　problem ［14］と同値 とな る． マ ル コ フ過程を観測 して．　 E × E 上 で 定め た

列 Wn （1）（x ，〃、），　n ＝0，1，…，1V＋ 1 を以下の よ うに ” 綴 、（x ，　Y、）：
− 0 か ら始めて ，
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順次 n ＝ 1V
，

…
，
1

，
　O と続けれ ば ，

　　　　　　w ・

（1）
・x ，・・… 一

・・1［甑潔 ，

に よ っ て 定義で きる．こ こ で

　　　Tw ．（
1）
（x ，

　Yl）： ＝ Exw ．〔
1）
（X 鴻〃1），

聚纛溜］ （5．7）

25

　　　　　　　　　　　　　　　　　 thCl〕（n ，　y ）； ＝ T ” 辞上η
一1（X ，，　y）

とし，さ らに 記号 val 　A の 意味は ， 支払い 行列 A に お け る 2人ゼ ロ 和ゲーム

の値 で ある （［12］， ［22］をみ よ）．

　 こ の よ うな構成で あ る理 由を説明す る．なぜ な ら （5．7）にお け る支払い 行列

が ，

　　　　　　　　　　　　　A − ［ll］　 　 　 （5・・）

な る形で与え られ て い て ， a ，
　b，

　c を実数値 と し ， 行 と列 をそれ ぞれ s （stop ）お

よび ノ（forward）とお い て ， 直接行列 ゲーム の値 を計算 して チ ェ ッ クす る こ と

が で き るか ら。っ ま り

　補題 5．22 人零和ゲーム で 支払 い 行列 ・4 が （5．8）で 与え られ て い る な ら ば，

純戦略の なか で 均衡解 （ε，
δ）が存在す る．

　　　　　　　　　一 隣撫1
　こ の補 題 の 結果 と ω 無 且 が 可 測 で あ る こ と に 注 意す る．式（5．7）か ら関数

Wi
（1）

，
　i＝N

，
　N − 1

，

…，　n ＋ 1 は可測で あ る と仮定す る．い ま

　　　 AnSS； ＝ ｛（X ，　Y1）：h（n ，　X ，　gy1，　X ）≧ H （n ，　X ，　yl，　X ）｝

　　　Ansf：
一 ｛（x ， 〃、）：TwS ？、（X ，y、）≦ h（n ，　X ，　y 、，　X ）＜ H （n ，　X ，　y 、，　X ）｝

　　　 AnfS；
＝ ｛（X ，　Y1）：h（n ，　X ，　yl，　m ）〈 H （n ，

　X
，
　yl，

　X ）≦ T ” 毳津1（X ，
　y、）｝

とお き ， A ．

ff
：
＝E ＼（A 。

SS
　u 　A 。

Sf
　u 　A 。

fs
）とす る．こ れ らの集 合 に つ い て AnSS

，

A 。

sf

，　A 。

fs
∈ 丞   B で あ り， 補題 5．　2 か らWn

〔1｝
（x ，

　y 、）＝ 雇％
，
　x

，
　Y、，

　x ）（ム 。
・・（x ，

　y 、）

＋ IA。Sf（X ，
　Y1））十 H （n ，

　X
，
　yl，

　X ）IA。・s（X ，　Yl）＋ 7
「
轟 ♀1（X ，　Yl）JA。” （X ，　Y1）， で あ るか ら ，

BxB 一可測 と な る．

　集 合 ｛Xn ＝Yl｝上 で v 。

1＊
：
＝inf穂＞ nl（x ， ， Yl）∈ Anss　u 　Ansf｝お よ ve　v 。

2・
： ＝

inf　｛k＞ n （Yl，　Xh ）∈ Anss　u 　AnfS｝と定め る．

定理 5．1 支払 い 関数 （5．5）の ゲ ーム 9 莇
1）に お い て プ レ ーヤ 1 と 2 の そ れ

ぞ れ の 戦略 ！1N と MN は解 をもつ ．集合 ｛Xn ＝ y、｝上 で 組 （v 。

1＊
，搾 りは 均衡 点

で あ り，関tw　Wn （1）（x ，
　YI），

　n − 0
，
1

，

…，N が ゲーム の 値で あ る．
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　定理 の 証明 は［21］の 結果 を用 い る．均衡点 の形 は補題 5．2 か ら得 られ る．

　5．2．2　2 回停止 の 補助問題に 対する解

　第 5．　1 節で 述 べ た結果 とゲーム 多鋼 に お ける利得 関tw　f（x ， y ，
2）に よ っ て

プ ン ーヤ 1 が最初 に時刻 n で 状態 x で 採択を選 んだ とき ， プ レ ーヤ 2 が まだ

2 回の停止 が可能で あれ ば，支払 い 関数 g。＠，z ）＝f（x ，　y，z ）を保 つ こ と に な る．

マ ル コ フ連鎖 （Xn，乳 ，　P∂が 時間
一

様で あ る こ とを考慮すれ ば ， 時刻 n で状

態が 凡 ＝x で ある場合か ら，
2回停止 の 問題 を解 くこ と に な る．こ の プ レ ー

ヤ 1 の期待利得は φ
（2｝（n ，x ，　x ）＝E 糴 票 n．1（x ，　Xl）で ある．た だ し

　　　　　　　　　　　　　　　inf　Eyf（x ，
　X σ 、，

　Xdz）　　　　　　　　（5，9）　　　　　　　　 卿
〔2）
（x ，

　y）：
＝

　　　　　　　　　　　　　　
σ・
薦副

とす る．

　5．2．3 部分ゲーム 多砧
2）

の 解

　第 5．2．1節 で の 議論 と同様 に 空間 E 上 の 関数列 Wn
（2＞
（x ），

　n ＝ O
，
　1

，

…
，
2＞十 1

を逐次的に ω織 、（x ）：
＝0 お よび

　　　　　　　・・・

…
（・ ）・

一
・ ・1［轟2、 孫溜］　 ・5・・1・・

n ＝ O
，
　1

，

…
，
N で 定 め る． こ こ で Tw （2）

（x ）− Exw ．（1）（X ・），の 〔2）
（n ，　y）− 丁叨 魚 ・一・

（X 、）とす る．ゲ ーム 多昂
2）の 均衡戦略 （s

＊

，
t＊

）は
， 再帰的方程式 （5．10）お よび

（5．7）の 解か ら導 くこ とが で きる．

　行列ゲーム （5．10）の 停止 （均衡）集合 に よ り， まず最初の 採択する停止時刻 が

定 ま る．関数 ” 総 、 は可測 で あ る．関数 副
2）
，ガ＝ヱ〉

，
N − 1

，

…
，
　n ＋ 1 は可測 で

ある と仮定す る．また

　　　　　　 B ．

ss

　；　＝　｛x ∈ E 　；　φ（n ，　x ）≧　th〔
1）
（n ，　x ）｝

　　　　　　 B 。

Sf
：

＝   ∈ E ：7
「
躍嫐 、ω ≦ φ＠，のく th（1）（n，　x ）｝

　　　　　　 BnfS：＝ ｛x ∈ E ：di（n ，　x ）〈 功 （1）
（n ，∬）≦ 7 躍 鐸 1（x ）｝

　　　　　　 B 。

ff
：
− E ＼（BnSS　u 　BnSf　u 　B 。

fS
）

とお く．集合 Bnss，　B 。

Sf

，　B 。

fS
∈ B と補題 5．2 に よ っ て ，

Wn 〔2）
（の 一

¢ （n ，
　X ）（IBn・・（の ＋ IBn・fω ）＋ 吻

ω
＠，

　X ）IBn・・（X ）＋ 丁麟璋、（めム試∬）

が 得 られ る か ら ， よ っ て 叨 。

 
（x ）は B 一可測 で あ る． また A＊

：
＝inf｛n 「Xn ∈

Bnss　u 　BnSf｝，μ
＊

：
＝inf伽 脇 ∈ Bnss　u　B 。

fS
｝と定義す る．

　定理 5．2 支払 い 関tw　f（x ，　y，　z ）と各 プ レ
ー

ヤ の 戦略 を AN ，　MN とす るゲー

ム 鱗 卿 は 均衡解 を もつ ．組 （弓
＊ t＊

　 　 ， ）は
， 最初 の座標成分 を λ

＊

， μ
＊

で 定め ， 第

2 の 座標成分 は， 定理 5．1 よ り定 義 され る ｛v 。

1’
｝， ｛v 。

2’
｝で 定 め る．また第 5．2

節で 記述 した第 3 番 目の 座標成分 は均衡点 で あ り， w 。

 
（の が こ の ゲーム の 値

に等し い ．
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6 終 わ り に

　　　　　　こ の拙論 は ， 後半 に述 べ て い る多数回の デ ィ ン キ ン ゲーム と い うア イディ ア

で 意見交換 を しつ つ 第 1著者が ま とめた もの が主題で あ っ て ， そ の翻訳 とよぶ

べ き もの か も知れ ませ ん．第 2 著者は多数人数 に よる停止 規則 の も とで の ナ ッ

シ ュ 均衡解を計算した こ とが あ ります．また共同論文 とな っ た直接の き っ か け

は投票手順停止問題 とし て
“ Voting　Procedure　on 　Stopping　Games 　of　Mar 一

kov 　 Chain”
，
　 K ．　Szajowskl　 and 　 M ．　Yasuda

，
　 LN 　 in　 Economics　 and 　 Math

System　445，
　pp．68−80

，
　Springer　1997を発表した ことが縁 とな っ て い ます ．ま

た千葉大学の蔵野正美先生 ， 中神潤
一
先生 ， 北九州市立大学の吉 田祐治先生 と

は ， フ ァ ジ ィ を入れ た場合の停止 問題 も考 えて い ます．物事の あい まい さや不

確実性 を加味する モ デル に は フ ァ ジ ィ の概念を取 り に 入 れ る こ と も多い の で
，

こ の よ うな最適停止 問題 にお い て も， 状態の 把握をフ ァ ジィ関数とみ なし ， さ

らに フ ァ ジィ 確率変数列 に対 す る停止時刻 を考 えて い ます （［24］）．こ こ で は省

略 さ せ て い た だ きます． ご参 考 ま で に http：〃neyman ．im．pwr ．wroc ．pl1
『
sza 一

jow1や http：〃wwwmath ．s，chiba −u ．ac ．jp！
−
yasuda1 をご覧 い た だ けれ ぼ幸 い で

す．

い くつ か の 誤 りを指摘下 さ っ た査読者に 謝辞を述 べ た い と存 じます ．最後に

この 機会 を与 えて い た だ い た ， 土肥 正先 生 （広 島大学）と玉 置光 司先生 （愛知大

学）に感謝申し上げ ます．
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  A  problem  of  optimal  stopping  of  the discrete time Markov  process  by
two  decision makers  in a  competitive  situation  is considered.  We  briefly
follow Dynkin Game  and  discuss its extension  to a  multiple  stepping  model.

The  double stopping  problem  is recalled  and  then a  stopping  game  with

priority  for Playet 1 and  the two  stops  for Player 2 will  be formulated. By
using  the solution  of  an  auxiliary  double stopping  problem,  our  aim  is to

construct  the equilibrium  pair  in the game.  The  exarnples  of  such  decision

problems  is related  to variation  of  the best choice  problem  and  also is a

generalization  of  the other  stopping  games.
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