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まえがき

今日の大学では,工学分野にとどまらず,文系と考えられた分野においても,

飛躍的に計算処理能力が向上したコンピューターを用いて,複雑な数式処理をし

てモデルに対する理論を予測するとか,大規模なデータ処理によって統計的推測

を行なうことなどが一般的な研究の仕方となってきました.しかし,コ ンピュー

ターが計算している数式が表すもの,統計処理された結果が意味するものを正し

く理解するためにはこれまで以上に「数学」が必要となります。したがって,こ

れから大学で学ぼうとする諸君は,専門学部・学科を問わずに数学に対する一定

程度の素養 (い わゆる,数学的リテラシー)を備えていることが望まれます.そ

こで,大学生,な かでも工学系大学生としての教養ともいえる数学の基本的事項

を習得してもらうために本書を企画執筆しました。

本書の内容は次のとおりです.ま ず数学全般の基礎となる「式の計算」から始

まり,関数としては「2次関数,三角関数,指数関数,対数関数」を取り上げ,定

義,計算法則,公式などを見直し,こ れらの「微分,積分」までを扱いますが,

ここまでは皆さんが必ず理解しておかなければいけない分野です.こ こから先は

少し進んだ分野として,工学部,特 に電気関係の学科では必ず必要となる「複素

数と複素平面」,大学で学習する線形代数の準備ともいえる 「ベクトル,空間座

標」,無限の意味とも関連する「級数」,数学にとどまらず数理的な議論の基礎と

なる「集合と論理」を扱っていますから,適宜選択して学習することも可能です。

本書は大学初年度の半期用テキストまたは自習書として利用されることを想定

しています。そのために,各分野ごとに用語の意味 (定義),基本事項を簡潔に導

入し,公式などはきちんと証明することによってというよりもそれらを用いた数

値計算に慣れることによって内容を理解してもらうという方針で編集されていま

す。具体的には,基本的な性質,計算法に関する説明に続いて「例題」を用意し,

解答を丁寧に説明したあとで,同様の内容の「問」を考えてもらうようになって

いますので,それらの「問」を独力で解く努力をするならば,必ず大学生にふさ

わしい教養としての数学を自分のものとすることができます。それを信じて,講

義を受けるときでも自習するときでも,ま じめに取り組んでください.



ここで,本書が生まれた事情を少し説明しておきたいと思います.われわれが

所属する千葉工業大学では,今日の工業大学にふさわしい教養教育のために「教

養の数学」を開講することになりました◆その教育のために,昨今のゆとり教育

以前から始まっている世の中全体の数学の学力低下をまさに痛感させられている

数学教室所属教員全員で「工学系大学に入学した学生として望まれる数学的素養

とはなにか ?」 ということに関して長い時間にわたつて話し合ったあとで,取 り

上げる分野とその取 り扱い方を決め,分担 して草稿を書き,何度かにわたつて互

いに検討 し修正を加えて,やっとまとめあげたのが本書です.設定した難しい問

いへの答えとしてはまだまだ不十分なところもありますが,その最初の二歩とお

考えいただき,いたらない点を御指摘 くださるようにお願いする次第です .

2006年 3月

千葉工業大学「教養の数学」編集委員一同
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式 の 計 算

1.1 整式の展開

文字や数に,足 し算,引 き算,掛け算を何回か組み合わせてできる式を整式と

いう.

整式のカッコを外すことを展開という.展開の基本は次の分配法則である.

分配法則を繰 り返し使えばどんな式でも展開できるが,次にあげる公式を覚え
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例題 1。 1

展開公式を用いて,次の式を展開せよ.

(1)(″ +2)(“ -2)(2)(α +3)(α -5)

(5) (3“ -5)3

(3)(χ +2)(2“ -1)

(4) 1zt + t)2

解答

(1)(χ +2)(χ -2)=χ2_22=π 2_4

(2)(α +3)(α -5)=α2+(3-5)α
+3・ (-5)=α

2_2α -15

(3) (χ +2)(2χ -1)=1・ 2“
2+{1.(-1)+202}“ +20(-1)

=2■
2+3χ -2

(4)(2ι +1)2=(2t)2+2・ 2t・ 1+12=4t2+4t+1

(5)(3"-5)3=(3χ )3_3◆ (3■)2.5+3・ 3“・52_53

=27χ
3_135″ 2+225χ -125

(3) ("+1)(" +2)
(6) (2* + 1)U* - 3)

(e) (2* - r)'
(12) (* * 2y)'

(15) (2* - 3)'

1。2 整式の除法

例題 1.2

2"4+3″3+8π -1を χ2_″ +3で割った商と余 りを求めよ.

解答 割る式と割られる式を整数の割 り算と同様に配置してとりかかる.ま た
,

ある次数の項がなければ,その場所をあけておくとよい。
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1.3 因数分解

2r2 *Sr -1

12 -r +3 ) +3″
3    +8χ -1

-2“3+6π 2 -..(*' - r + 3) x 2r2

-6χ2 +8χ

-5χ2+15χ ..-(*' - r + 3) x 5r

-r2 -Tr -1
-r2 *r-3 ...(*'-r+3) x(-1)

-8″ +2

ここで残った式 -8χ +2を ,それより次数の高い式 χ2_“ +3で さらに割

ることはできないので,以上で計算終了。よつて,商は 2χ
2+5“ -1,余 りは

-8π +2である.

≡間1。 2a 次の割り算について,商 と余りを求めよ.

: (1)(“
3_"2+″

)÷ (一χ+1)

1(2)(4″
3_6χ2+χ +3)÷ (2″

2+"+1)

:(3)(2″
4+3″3_5″2_6″ +2)÷ (″

2_χ _3)

1(4)(8“
4_1)÷

(2χ +1)

整式の割 り算について,次の性質が成 り立つ。

“

　

　

χ

２

　

２

χ

　

　

“

５

　

５

=(|)
|と|す |‐ると,■ |

の1次1数よ|り1常

問 1。 2b 問 1.2aに おいて,上記の商 と余 りの関係が成立することを確か

めよ。

1.3 因数分解

整式をいくつかの整式の積で表すことを因数分解という。次の公式は必ず覚え

ておこう.
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''i ''-t bt +:-o -- il
: ? il-

Effit)ffia^*

例 題 1.3

次の式を因数分解せよ.

(1)4“
2_9ν2  (2)χ 2+5■ +6

|||(1,||11111‐ケ1111(|||し )(||||ケ)||||||||

||||(',||″ 111カlll(あ ■ν)(″
?|‐あ
「

|101)||

||||(|)|||″||||し,|||(|■ j)("?=|し |1多1,||

|||(4,||11111(|‐ |10)″‐■‐||||(″‐|||)(|||||)

(3)"6_ν
6

解答

(1)

(2)

因数分解の公式 (1)よ り

4"2_9ν2=(2χ
)2_(3ν)2=

因数分解の公式 (4)を 用いる.

ると

.2+5κ +6=■2+(α +b)"+αb

αb=6に ついて 1× 6,(-1)× (-6),2× 3,ま たは (-2)× (-3)な どの候補

がある.こ の中からα+b=5を みたすものを探すと,α =2,b=3ま た

は α=3,b=2が 条件に当てはまる.よ って,

.2+5“ +6=(χ +2)(“ +3).

(3)χ
6=(χ 3)2,ν6=(ν3)2だから,■

3=x,ν3=yと ぉ くと ″6_ν6=

x2_y2と なり,

″
6_ν6 =

("3)2_(ν
3)2

(.3+ν
3)(.3_ν 3)

(κ tt ν)(・
2_χ

ν+ν
2)("_ν

)(・
2+χ

ν+ν
2)

(χ +ν )(″ ― ν)(χ
2+χ

ν+ν
2)(“ 2_χ

ν+ν
2)。

(2■ +3ν )(2“ -3ν ).

(・ +α )(・ +b)の形 に因数分解 されるとす

問 1。 3 次の式 を因数分解せ よ.

(1)χ
2_9   (2)■ 2_4ν2

(4)25■
2_36 (5)"2+5χ +4

(7)χ
2+4χ +4(8)χ 2_6■ +9

(10)χ
3_27ν 3 (11)χ 3+1

(13)"4_ν
4  (14)χ 4_13■2+36

(3) 4912 - 1

(6) 12 -r-6
(9) *3 -r
(12) 13 + 8y'

(15) ra + 4r2 - 5



1.3 因数分解

例 題 1.4

2″
2+5χ -3を 因数分解せ よ.

解答 χ2の係数が 2であることから

2■
2+5χ -3=(χ +b)(2∬ +α)(=2χ

2+(2b+d)∬ +bd)

と因数分解 されるとして,係数の関係を次のたす き掛けの図式で考える.

与式と比較して2b+α =5,bα =-3と なるものを探す.下 にあるように掛け

て -3に なるようにb,α を決め,右の列に出てくる数値を足して5になれば正答

となる。いろいろとやってみれば b× α=3× (-1)が解であるとわかる:

:× |=電

(|||■0)(■■1峯】

:×i=_I
2   -3     5 2   -3

2χ
2+5χ -3=(■ +3)(2■ -1)である。

問 1.4 次の式 を因数分解せ よ.

(1)2χ
2+5χ +3 (2)2■ 2_∬ _1 (3)5■ 2+11″ +2

(4)3″
2+1lχ _4(5)3■ 2_4■ -4(6)6∬ 2_7κ -20

因数分解するときには,次の因数定理も役に立つ.

証明 p.3の「商と余りの関係」を使う.∫ (■ )を 1次式χ一αで割った余りは定数

だから∫(“ )=(χ 一α)の (・)+γ (γ は定数)が成り立つ.よ って,∫ (α)=T=0
よリバχ)=(“ 一α)の (・ )と なり,ノ (■ )は χ一αで害Jり 切れる。

例 題 1.5

次の式を因数分解せ よ.

(1)"3+2χ
2_5χ -6 (2)■

3_3■2+6χ -4

たがって ,
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解答

(1) ∫(“)=χ
3+2χ2_5χ -6と おくと

∫(-1)=(-1)3+2・ (-1)2_5。 (-1)-6=0

であるから,ま ず∫(■)は χ―(-1)=χ +1で割り切れる。

(.3+2■
2_5χ -6)を (χ +1)で害Jる と

“

3+2■2_5“ -6=(π +1)(χ
2+“ _6).

さらに
“

2+χ _6の 部分 も因数分解 して

“

3+2χ2_5“ -6=(■ +1)(“ -2)("+3)。

∫(")=χ
3_3χ2+6″ -4と おくと,∫ (1)=0だから∫(")は χ-1で

割り切れるc(χ3_3″2+6″ -4)を (κ -1)で割ると
,

″3_3"2+6"-4=(″ -1)(“2_2″
+4)。

なお,(χ
2_2χ +4)は実数の範囲ではこれ以上因数分解できない。

問 1.5 次の式 を因数分解せ よ.

(1)χ
3+2■2_″ _2

(3)■
3_.2_4∬ +4

(5)2■
3_3■2+2■ -1

″
3+χ2_5χ +3

2χ
3+3κ2_1

χ
4+2π3_3“2_8χ -4

２

　

４

　

６

1.4 分数式の計算

逹雲:の
形の式を分数式または有理式と呼ぶ.分数式の計算の基本は

,

分子1分母に同 じ式 (ま たは数)を 掛ける

分子1分母 を同 じ式 (ま たは数)で割る

ことであ り,通分,約分,四則計算などが数と同じようにできる.分子,分母がそ

れ以上約分できない分数式のことを既約な分数式という◆

例 題 1。 6

分数式
T纂詫ギ豊丁

を約分 して既約な分数式になおせ .

解答 ("*4@-4) r-4
χ2+2χ -8~(χ -2)(″ +4)~π -2・

□ たと畑∴

=に
…

卸 江 着日して4″ を約分して
舞

=♯
などとしてはいけない。また,分母,分子に,同 じ数を足したり引いたりして

デ寺=づ与=÷ などとしてはいけない。

″2_16



1.4 分数式の計算

(3)

一̈一壕

一一一
＝
一Ｐ一，
一絆一一̈
一諄
一”
一一
一螂
一̈

問 1.6 次の分数式を約分 して既約な分数式になおせ .

(1)χ
2_3″ +2

(2)■
響 子

0 +

χ2_χ _12

χ2+2χ -3

例題 1。 7

次の式を通分せよ.

0告―
χ+1

解答

(1)分子,分母に同じ式を掛けることにより,共通の分母をつくり通分する.

1   l    χ+1 χ -1

χ-l  χ+1 (“ -1)(χ +1) (χ -1)(・ +1)

(“ +1)― (κ -1)    2

このように,2つの項の分母に共通の因数が 1つ もないときには
,

手+==些鶴撃
のように考えると計算がはやい。つまり,

(r-1)("+1) (r-1)("+1)

1 1x(r*1) -1x("-1)
χ-1 

“
+1 (r - 1)('+ 1)

(χ -1)(χ +1)

(2)2つ の項の分母には,すでに共通の因数
"が

あることに気をつけて共通の

分母をつくる.

+ =  十

(・ +1)(χ -2)+∬ +2
χ(χ +2)(χ -2)

κ
2

χ(∬ +2)(χ -2) (■ +2)け -2)・

(3)同 じ分母をもつ分数式になるよう,第 1項の分子,分母には-1)を掛け

る.つ まり

・ +χ -1=     +

間 1.7 次の式を通分せよ.

0蕩だ|ァ 十葛だトァ
χ(χ -1)+丁

1             1

“
(χ -1) ″(・ +1)

3++

2  "(χ -1)+2  ■2_∬ +2
χ -1   ■ -1     ■ -1

∬-4  χ-3
(a

(4)(0

“

)

∬-5
χ

χ-4
1

(5)

(7)

(._1)2  ._1
∬+9

r(r - 3) (r - 1)(" - 3)

(8)■ +1-
１

一
∬
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01-

1-÷ +・
撃|

m 丁一÷十葛ギ1丁
l121÷ 一十一葛春島(11)

例 題 1.8

次の式を簡単にせよ.

(1)キ
3

0

"-1

(2)

1
1+―

“

"+1

解答 分子,分母に同じ式を掛けるという原則で変形する。

(⇒ キ =4■≧=LE=9
-  

― ×3  χ

3 3

1
1十 一

χ   _

■+1

1+‖
1-‖

(1+11)×
χ

χ+1 １

一
χ

〓

(3)

(・ +1)× ∬   
“

(“ +1)

(1+|≫ ≡キ )×

(1-―

-11主

|卜 ) 
×("‐-1)

χ-1+χ +1

問 1.8 次の式を簡単にせよ.

χ

0券

2″
=― =一 χ

-2

r:-1-(r+1)

1
1+―

"
1

χ+1

・

一加
一・

３②

1-
χ -1

"+1

2(■ +1)
∬+1
2χ

１

一
”

″
　
　
　
一π

“
+1

(6)(5)(4)

(9)(8)

1+‖

1

m寺 堕十轟

１

一
３

一
３

一　

一
一

１

一
”
一
χ

-1

‐．」χ

一
７



1.5 部分分数分解

1.5 部分分数分解

例題 1.7(1)で

1          1

■-1  ■+1 (r-1)("+1)

であることを示したた ここ0ま逆に 蝕 式
∴

を分母の因数分解に従って

1

χ -1 χ+1
のように分解することを考える.

例 題 1。 9

次の等式をみたす定数 ス,3を求めよ.

3χ -7
(n-2)("-3) r-2

解答 右辺を通分すると

五 B A(* -3) +B(*-2)

″
2_1

が与えられたとき,こ れ

Ｂ一】
＋

五

“
-2+χ -3  ~主 百

三ち☆
「

士
両

であるから,(*)の左辺の分子 と比べて

{-3'lfち:二 17

となる.こ の連立 1次方程式を解 くと,ス =1,B=2で ある.し たがって,

次の等式 をみたす定数 ■,3,
12    ■    B

χ2_4=″ -2+χ +2
χ-5      ス

(π ―

σ をそれぞれ求めよ.

υ)  =+
B    θ

(■ +3)・ -3■ -23

(■ -2)(■ -3)

B
+χ

+2

3"-7 1        2
=一― T+― ― T

(■ -2)(χ -3) ″-2 'χ -3
と分解 される.

別解 次のようにして求めることもできる.(*)の両辺に (χ -2)(∬ -3)を掛け

て分母を払うと

3χ -7=ス (χ -3)+3(χ -2).

これは,どのような″の値に対 しても成 り立つのでχ=2を代入すると

-1=ス 。(-1)+B・ 0=一ス すなわち 五=1.

また,■ =3を代入することにより

2=ス・0+B・ 1=B すなわち B=2.

問 1。 9

(1)

(3)
1)("-2)(“ -3)=″ -1+″ -2+χ -3
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例 題 1。 10

次の等式をみたす定数 ス,3,Cを 求めよ.

=++
解答  右辺を通分すると

五 B θ

B

(■ +3)2+

ス(χ +3)2+B(χ +2)+θ ("+2)(χ +3)

θ一郡

t-l-'r+2 (r+3)2 ' r+3 (χ +2)(χ +3)2

(6■ +B+5θ )χ +9五 十2B+6θ(■ +θ)“
2+

(π +2)(χ +3)2

より,ス =3,B=-1,θ =-2である.したがって

"2+7“
+13 3        1

(π +2)(χ +3)2
と分解 される。

χ+2 (“ +3)2  χ+3

□  右辺を通分するのに,3つ の項の分母をすべて掛けて

ス(χ +3)2(.+3)+B(■ +2)(■ +3)+σ (″ +2)(■ +3)2

(■ +2)。 (■ +3)2.(.+3)

としてはいけない.分母が左辺 と同 じでなければ,分子を比べることがで きない

□ 分母を単純に3つに分けた
.2+7∬ +13 B    σ

+"+3+χ
+3(I+2)(χ +3)2  .+2

の形や,分母が χ+3で ある項を除いた

"2+7∬
+13

I

r+2 - 1, 13;'
の形に変形することはできない.な お,分母が ("+3)2でぁる項の分子 を 1次式

とした

"2+7χ
+13

け家“ば ん +子ギ
の形に変形することはできるが,分子を

B'r + C' : B'(r * 3) + C' - 38'

と変形すれば

B′
"+σ

′

(■ +3)2

である.

θ
′-3B′ B′

A

(r * 2)(" + 3)'

B′ (■ +3)+σ ′
-3B′

け +3)2

-J

GT'),-r r+3



1.5 部分分数分解

問 1。 10 次の等式をみたす定数 ■,3,θ ,Dをそれぞれ求めよ.

0    =手 +子 +デ評
(2)

(3)

であるから

++

"-1
五 B θ

=    十 一― T+― ― ―
(χ -3)2(χ _2)~(χ -3)2:χ _J丁 ″_2
3r3-sr2+r A _rpw 12' n ' (n_ L)2' *-1

0ぃか= +ボ写+∴

例 題 1.11

次の等式をみたす定数 ス,3,θ を求めよ.

3r2*Sr+4
(″ +1)(χ2+1)

θ D

A Br+C
r*I 12+1

A(r2+r)+(Br+C)(r+r)
(n+tffi

(A+B)nz+(B+C)r+A+C('*tltrf
A+B:3
B+C -5
A+C-4

より,ス =1,3=2,θ =3で

□ 分母に実数の範囲では因数分解できない 2次式が現れる場合,その項の分子は 1次

式にしなければならない.

間 1.11 次の等式をみたす定数 ■,3,θ ,Dをそれぞれ求めよ.

lll(“ _1)(.2+χ +1)=ザ≒+

*'+LAu-T A B Cr+D

2r2-2r+5 A B Cn+Dw

る .

ｒ

ｉ

く

ｉ

ｔ

あ

(2)

(3)

解答 右辺を通分すると
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地 3つの例題で述べたよ引L分数式
毛竜キ

ば しバ→の次数<則 の

次数)は分母の因数分解に従つて

五    五′     ス〃

χ一 α  ("一 α)2'(π _α)3'…
・

や
Bπ tt θ   B′ χ tt θ

′   B′ ′

“
+σ′′

χ2+b"十 C'(■2+b"十 C)2'("2+b"+c)3'

の形の分数式の和に分解することができる。このような分解を部分分数分解と

いう.こ こで ■,ガ ,A′
′
,・ …,3,3′ ,3′

′
,・ …,σ ,θ

′
,θ

′′
,・ … は定数であり,

.2+b“ 十Cは実数の範囲では因数分解できない2次式である.
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2次関数とその応用

2.1 2次関数 とグラフ

ν=α″2+bχ +c (α ≠o)

の形の関数νを,χ の2次関数という.

【平方完成と頂点】 2次関数のグラフが示す曲線を総称して放物線と呼ぶ.放物

線 ν=α
“

2+b″ +cは , α>oな らば下に凸, α<0な らば上に凸となる.

図 2。 1 2次 関数のグラフの形

2次関数のグラフは,頂点の座標がわかれば手際 よく描ける.頂点とは
,

α>0の場合 はグラフの谷底で νの最小値を与える点であり,α <oの場合 は

グラフの頂上で νの最大値を与える点である.こ の性質ゆえ,以下にみるような

平方完成と呼ばれる式変形を用いて頂点を求めることができる。

+÷ χ
)+c

+」
午ぅ

2_

弊}+c
b2_4αc

券 )2_

α
“

2+bχ
 tt c=α

= α

= α

″

　

　

＋

‐
”
　
　
　
／
ｆ
ｌ
＼
　
　
　
χ

＜

　

Ｉ

　

＜

しっして νを

ν=α (“ ―P)2+g,(た だ しP=一
づ与

,

4α

g―  )0
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の形に表すことによつて,ν はα>0の ときχ=Pで最小値 cを とり,α <0の

ときχ=Pで最大値 gを とることがわかる。また,頂点を通るν軸に平行な直線

を放物線の軸と呼ぶ。2次関数のグラフはその軸に関して線対称である.

うまり,2次関数 (*)の グラフは

頂点の座標は (P,9),軸 の方程式は
"=p

の放物線となる.

例 題 2。 1

次の 2次関数を平方完成して,そ のグラフの頂点の座標を求め,グラフを描

け .

(1)ν =χ
2+3χ +3  (2)ν =-3■

2+12χ -5

解答

(1)ま ず平方完成 して

ν=-3■
2+12■ -5=-3(“ 2_4“

)-5

=-3{(″ -2)2_4}-5=-3(“ -2)2+7。

したがって,頂点の座標は (2,7)である.ν 切片は -5だからグラフは下

図右のようになる.

Oν =ノ +÷    ②ν=くχ十⇒2_3
(3)ν =■

2+2χ -1      (4)ν =“
2_χ +1

(5)ν =″
2+3χ +2      (6)ν =3"2_6χ -4

(7)ν =-2“
2_12“ -13    (8)ν =―

丁 "2+2“

こる

『埼
　れ

う

が

＋
　
　
切

“
　
　
　
　
ν

一一
　

　

る

召
　
　
動
　
る．

揚

船

蹴

２
．　
３
一ガ
助

引

＜
・
わ

＋
　
　
は
　
図

篤ピ
　
螺
師

一一　
　
　
の
　
フ

郡
　
洲

，グラて

＝
　
つて
社
此

ノ
・　
　
よ

す

完

貯
　
る．
糖
勁

な

も

ず

と

　

と

　

ま２



2.2 2次 方程式

2.2 2次方程式

【因数分解を用いた2次方程式の解法】 1.3節 の因数定理のところで,方程式

/1″)=0の解がわかれば,整式ノ(■)の因数分解ができることを説明した.逆に,

因数分解から解を知ることもでき,両者の間には密接な関係がある.∫
(″ )が 2次

式αχ2+bχ tt cの場合,次の関係が成り立つ.

□  解が実数の範囲で存在しない場合については,7.1【2次方程式の虚数解】 を参照.

例題 2.2

因数分解を用いて次の 2次方程式の解を求めよ.

frz-5r*6:o

解答 左辺の因数分解は ■2_5χ +6=(■ -2)(χ -3)。 これが 0だから,解は

″=2,3.

:間 2。2 因数分解を用いて次の 2次方程式を解け.

1(1)χ
2+8″ -20=0   (2)2■ 2_5■ -3=0

1  (3) 
―-6″2+5″ ―+6E=0

【平方完成と解の公式】 因数分解が容易でないときでも,平方完成の式変形を

用いて解を求めることができる.

例 題 2。3

平方完成を用いて次の 2次方程式の解を求めよ.

2r2 *2r - 1- o

解答 平方完成とは ″の 2次式をα(■ ―p)2+gの形に表すことであった.

まず,方程式の左辺の 2次式を,以下のように平方完成する.

2r2 *2r - 1

15

３

一
２一

１

一
２

＋″
２

〓一

１

・

１

一
４一

１

一
２

＋″

／

ｆ

ｌ

＼

ｒ

り

ヽ

ｔ

２

〓
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したがつて

2r2 *2r - 1

vQLtr:r+L-+f22

-orv)(r+
３

一
２一↓

無

＋仁
ビ
　
リ

２
　
　
あ

一一　
　
で

３

一
４〓

１

一
２

-1土 桁

問 2.3a 平方完成を用いて次の 2次方程式を解け .

(1).2_3“ +2=0  (2)2"2+3"-1=0

一般の 2次方程式

αχ2+bχ tt c=0(α ≠0)

の解は,平方完成を用いて求める事ができる

α′ ―卜bχ ―卜c=α
(χ

++)2_

方程式は

(“

―十
三l丁 )2二

=三二
三二≠
「翌l

b2_4αc

4α
=0

であるから,

と変形できる.こ のような実数
"が

存在するとき,右辺は正または 0,つ まり

b2_4αc≧ 0である.したがつて,b2_4αc<0の ときは,実数の範囲では解
“

は存在 しない.

D=b2_4αc

を方程式 αχ2+bχ tt c=0の判別式という.D≧ 0の とき

χ十券=章絆犠井=土

となり,次に示す解の公式を得る.

問 2。3b 解の公式を用いて次の 2次方程式を解け.

(1)χ
2_3χ +2=0

(3)-3■
2+5χ -1=0

(2) 2r2 *2r - 1 - o

(4) 12-.++-o



2.3 2次不等式への応用

2。3 2次 不等式への応用

2次不等式は,2次関数のグラフを利用すると見通しよく解くことができる。

たとえば,2次不等式

“

2_3κ -4<0
(2。

2)

では左辺の 2次式を関数の式としてもつ ν=χ
2_3χ -4を 考える.ただちに

ν=(χ +1)(π -4)と 因数分解できることから,方程式 ν=χ
2_3χ -4=0よ

り,関数のグラフと
“
軸とはκ=-1,4で交わることがわかる。

したがって,(2.2),す なわちν<0を みた

す
"は

-1<"<4

である (右図参照 ).

このように,2次不等式は 2次方程式 を解

く問題に帰着できる。

例 題 2◆4

17

次の 2次不等式を解け.

(1)"2_6“ +5<0

(3)“
2_6χ +12<0

(5)χ
2_6χ +9≦ 0

tr2 - 6r * I < 0

12 - 6n * b > o

12 -6n*12>o

２

　

４

　

６

解答

(1)ν =χ
2_6χ +5=(χ -1)(″ -5)と 因数分解できることからν=χ

2_6″ +5
のグラフと″軸との交点の

“
座標がχ=1,5で あることがわかる。

ν=χ2_6χ +5の グラフは,■
2の

係数

が正の数 1な ので,下に凸の放物線であり,

右図のようになる.したがって,求める解は

1<χ <5である。

(2)ν =χ
2_6χ +9=(χ -3)2と 書け

るので,グ ラフと
“
軸との共有点の

“
座標は

χ=3のみである.よ って,ν =■
2_6"+9

のグラフは
“
=3で χ軸と接 しており,■

2の

係数が正の数なので,接点以外では常にχ軸

の上側にあり,ν =が -6χ +9<0と なる

ことはないcしたがって,求める解は “解な

し"である◆
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(3)ν =″
2_6χ +12=(″ -3)2+3と

書けるのでどのような
“

に対 してもν>0で

ある.し たがって,求める解は “解なし"で

ある。

(4)前述の (1)の ν=χ
2_6∬ +5の グラフ

において,″ 軸より上側にある部分の χ座標

の範囲は ∬≦ 1,5≦ 露である.したがって,求める解は ″≦ 1,5≦
"で

ある。

(5)前述の (2)よ り,ν =χ
2_6″ +9の グラフは,χ =3で ″軸と共有点をも

つ以外は常に ″軸の上側にある.したがって,求める解は χ=3で ある.

(6)前述の (3)よ り,ν =χ
2_6″ +12の グラフは常に

"軸
の上側にある ((3)

のグラフを参照).し たがって,求める解は “すべての実数"であるc

l問 2.4 次の 2次不等式を解け.

:(1)(χ -2)(χ +3)>0  (2)一 χ
2+5χ -4>0

(3)χ
2_2"-1≦ 0   (4)一 χ2+4π -4≧ 0

(5)∬
2_3∬ +5<0    (6)″ 2_3χ +5>0
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三 角 関 数

3。1 弧度法 と一般角

【弧度法】 角度を習い始めてから,角度の単位としては,30° のように「°
」(度 )

を用いることが多かったことと思う.こ のような角度の表し方を度数法と呼ぶ.

大学では,「弧度法」と呼ばれる単位系を用いることが多いので,ま ずはそれにつ

いて学ぶことにしよう。

0を 中心とする半径 1の 円周上に異なる 2

点 A,Bを とる (右図).中′Ёヽ角 ∠AOBに対

応する弧 ABの長さをαとするとき,∠AOB
の大きさはαラジアンまたはαであるという

ことにする。このような角度の表 し方を弧度

法と呼ぶ .

度数法 と弧度法の関係は次のようになる.

∠AOB=180° のときの弧長はπ (円周の長

さ 2π の半分)なので,180° =π (ラ ジアン)

ラジアンであるから,

β
O=巧

認丁
π

である.したがって,rは 合

となる.

□ 「°」と違い

`ラ

ジアン)であるが単に 90° =|}と書く.度数法と弧度法の間の変換を考える

ときには 180° =π をもとにするとわかりやすい.

ヽ
Ｌ
フ
／

ヽ
、
ｌ
ノ
・
　

　

、も

お ～
')な

え′

『

わ七。って́たノ

普通「ラジアン」という単位は省略される。たとえば,90° ==

図 3。 1 弧度法での典型的な角
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例 題 3.1

解答 °とラジアンの関係 180° =π を使って求める.

0∞°=∞ ×奇 == ②埓r=R5

一 半 oπ

(3)330° =330× ―
預雨   6

o年 =÷  =120° 0× 180°

次の角度の単位を,

(1) 60°

(4)÷

問 3。 1

よ。

(1)

(4)

(度)は ラジアンに,

(2) 135°

0手

ラジアンは
゜

(度 )

(3) 330°

0子

にかえよ.

π    37T
×‐

雨丁
=T

180° E=90°

× 180° ==225°

［２２
次の角度の単位を,° (度)は ラジアンに,ラ ジアンは ゜

(度)にかえ

o)210°    (3)240°
0与   0子

ど
一〇

卜
静

よ

ぽ
π
一６

π

一
２

π

一
３

π

一
４

π

一
６

０嘗

ゾ

θ

1ン。

一

「

下の表に,主な角度とそのラジアン表示を示しておく

30°   45°   60°   90°   120°   135°   150°   180°

ラジアン
2π    3π    57r

―

  
一

  
―

   π

3     4     6

角度の考え方をひろげよう.【一般角】 角を回転の量ととらえることで
,

右図において,ま ず,角 を測るときの基準

になる半直線 (始線)と して OAを とる.始

線 OAか ら見た角 AOBの角度は,始線 OA

を,点 Oを 中心として回転させて半直線 OB

に重ねたときの回転の角度とし,反時計回り

の回転のときを正,時計回りのときを負と角

度に符号を定める.

また,OAを 1回 り以上,つ まり,2π 以上回転させる場合も考えることにする.

このように,回転させる向きや 2π 以上回転させる場合も考えた角を一般角とい

う。たとえば,右上図に示すように,通常
÷

とされる角も,回転のさせ方によつ

ては ■ となったり, 量■ と負数で表す場合もある。

馘
θ

ニ ィ 丁

|き 。・
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図3.2 半直線OAか ら測った半直線OBの回転角

OAが点 0の周 りを 1周すれば 2π だけずれるので,始線 OAか ら見た角 AOB

の角度は

÷十η×2π (η は整数)

となり,ただ 1つ には決まらない。

伊J月轟3.2

次の一般角の単位 を,

(1) 420°

(4) 3π

°
(度)は ラジアンに,

(2) -30°

0-手

ラジアンは ゜
(度)にかえよ。

(3)-135°

0-¥
解答 例題 3.1と 同様 に,関係 180° =π を使って求める。

(1)420° =420×  7r = 7π蟷0   0-Ю°一Ю×希 ―÷
(3) ‐-135° 二=::  511 1:1」 =二

求      (4) 3π

=二 3× 180° ==540°

27r

(5)一
9π

“

)
3 4    ~1)×

180° E=‐-405°

問 3.2 次の一般角の単位を,° (度)は ラジアンに,ラ ジアンは゜
(度)にか

えよ。

:  : 
° ° ~Zぴ  ° ~÷

3。2 三 角関数

χν平面において,原点 Oを 申心とし,半径が 1の 円を単位円という◆単位円

上の任意の点をPと すると,半径 OP(動径ともいう)の位置は∬軸の正の部分

を始線として測った OPま での一般角 θで決まる.し たがって,Pの ■座標,ν

座標はθの関数である.そ こで,

cos θ=Pの "座
標, sin θ=Pの υ座標 ,

と定めることにする。



22 第 3章 三角関数

P
バ nθ

O COS θ

図 3。3 Pの π座標"υ 座標はθの関数

cos θを余弦関数,sin θを正弦関数という。
"座

標とν座標との比 上 =
χ

も重要であ り,正接関数 と呼び,tan θと表す.す なわち,

tan θ== Sin 
θ

である.こ れらをまとめて三角関数という◆

点 Pの χ座標,ν 座標は -1≦ χ≦ 1,-1≦ ν≦ 1を みたすから,

-1≦ COS θ≦ 1, -1≦ sin θ≦ 1

が成 り立てD.  また, cOs θ=0す なわちθ==十 ηπ (η は塑J]数)(の とき, tan θ

の値は存在 しない.

代表的な角度に対する三角関数の値は,下図にある直角三角形の 3辺の比を元

にして求める.

sin 0

cos d

COS α,Sin α,tan α を求め よ。

37r

(2)α = (3)
4
9π

(5)α = (6)
4

解答 図 3。 4の ように,単位円に角 αを決める動径 OPと 直角三角形 POHを描

いて三角関数の値を求めるとよい。

√

例 題 3.3

(4)

αが次の値のとき,

(1)α =÷
レ

一６

一

２

27T
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(3)

１

　

　

　

２

４

　

　

５

　

　

６

π
C°S丁 =

3π
C°SI「~=

7π
COS―――一 =

１

一
２

dn÷ =手 ,ねn÷ =桁・

√
'

√

dn手 =島 ,ねn手

. 7π     l
Sln可~=~万

耐

=-1.

1

√

°

6       2

COS(―壬
:L)E=

9π    l
C°S瓦

丁
=瓦

雇P

COS(―
÷ )=0,

7π
tan一一―

6

―÷,dn(―年)一手,ねn(―年)=桁
・

dn与 =+,ねn苧 =L

Sh(―篭→=-1, tan(_=)の値は存在しない.

図 3。4 角を決める動径 OPと 直角三角形POH

問 3。 3

(1)

(4)

αが次の値のと

α =π

7π
α =―

4

き,cos α,sin α,tan α

②α=手
Oα―子

を求めよ.

(3)α =

(6)α =

5π

6

37「

2

代表的な角度に対する三角関数の値を次の表に示す。

/ P

/＼1/
＼

~1ヽ

＼＼マ  Lゝノ

1

-1

＼ 4＼ノ
1

ノ

-1

だ
H

-1 O

ノ
P -1



π

一
２

π

一
３

π

一
４

π

一
６

０

桁
丁

上
√

１
一２

０

2π

3

3π

4

5π

6

cos d
落
2

√
０

１

一
２上

√
０

１

一
２

√

上
√

桁
丁

~1  ~¬
ア〒  0

0+1桁
sin 0

tan 0 な し ―V億

【三角関数の間の基本的関係】 単位円χ2+ν2=1上の点の座標が (cos θ,Sin θ)

と表されることから,次の三角関数の間の基本的関係が得られる.

伊1月轟3。4

θが第 3象限の角で cos θ= のとき,sin θ,tan θを求めよ.

解答  sin2 θ+cos2 θ=

sln2 θ

θは第 3象限の角なので

1よ り

=1_cos2 θ=1_(_

sin θ<0であり

sin θ=―
吾

=

÷ )2=芸

のとき,sin θ,tan θを求めよ。

のとき,cos θ,tan θを求めよ。

である.ま た,

sin Itan0-
cos d

である.

i問 3.4 次の問いに答えよ.

|(1)θ が第 2象限の角で,cos θ

l(2)θ が第 4象限の角で,sin θ

３

一
５一

一

３

一
５一 ３

一
４4

5

上
桁
・
一√

一　
　
　
一

一一　
　
　
〓



3.3 三角関数の性質

夕J長亘3.5

θが第 2象限の角で tan θ=-3の とき,sin θ,cos θを求めよ.

解答         11+tan2 θ=_
cos2 θ 

より

1
cos2 θ==_

1+tan2 θ  l+(_3)2
θは第 2象限の角なので cos θ<0で あ り

cos θ=:―
高

=

で`あるe また, tan θ==11:;‐ より

Sin θ E=tan θ ocos θ=-3・
(―

―
平 )=重 ギ

『
二

‐

一
・０〓

面

10

ある.

間 3.5 次の問いに答えよ.

(1)θ が第 3象限の角で
,

(2)θ が第 4象限の角で,

tan θ=2の とき,

tan θ=―
÷

のと

sin θ,cos θを求めよ.

き,sin θ,cos θを求めよ.

3.3 三角関数の性質

図 3.3に おいて,"軸の正の部分からみた動径 OPの角はθとなっているが,

θ+2ηπ (η は整数)も 同じくOPの角といえる.したがって,Pの χ,ν 座標を

考えることによって次の式が成り立つ。ただしηは整数とする.

tan θの周期はπである.

さらに,次の性質も重要である.以下の例題や問いで確かめてみよう.



夕1月轟3.6

等式 sin(―θ)=― Sin θが成 り立つことを,単位円の図を用いて説明せよ.

解答 sin θとsin(一θ)と の関係が問題なので

角度θと一θの動径を考えて点 P(cos θ,Sin θ)

と点 P′ (coS(一 θ),Sin(―θ))を 単位円上にとる.

このとき,P′ は
"軸

について Pと 対称なの

で,Pの ν座標 sin θは P′ のν座標 sin(一θ
)

と逆符号である.よ って

Sin(一θ)=一 Sin θ.

問 3.6 次の問いに答えよ。

(1)等式 cos(一 θ)=COS θが成 り立つことを,

(2)等式 tan(一 θ)=一 tan θを示せ◆

単位円の図を用いて説明せよ.

例題 3.7

一θ
)=Sin 

θが成り立つことを, 単位円を用いて説明せよ。

解答 角度 θとθ′==一 θの動径を考えて

点 P(cos θ,Sin θ)と 点 P′ (coS θ
′
,Sin θ

′
)を 単

位円上にとる◆Pと P′ より
"軸

にそれぞれ

垂線 PH,P′ H′ を下すと,直角三角形 POHと

OP′ H′ は合同なので
,

Pの ν座標 =P′の
“
座標

が成立する.したがつて,こ の等式が成立する.

問 3。7 次の問いに答えよ.

(1)等式ヽ in(41-θ
)=COS 

θが成 り立ψつことを, 事自4眩 円σD図 を用いてi説

明せ よ。

(2)等式tan(=一θ)=軍嘉丁を示せ(ただし,tan θ≠0とする).

π

一
２

０式等

3.4 三角関数のグラフ

関数ν=sin″ のグラフがどのようになるかを説明する.一般角
“
に対して,

図 3。 5の単位円上の点 Pの横軸からの高さが sin χである。あらためてχを横軸

に,ν を縦軸にとつたχν平面を考えて
"の

値を変えながら点 (π,sin")を とって

-1 O ′ヽ
ν

ヽ
／

れ
-1

Pだ
-1 0

山ノ
-1



3.4 三角関数のグラフ

ここで,左の単位円の座標軸は■軸,ν

27

いくとν=sin″ のグラフが出来上がる.

軸ではないことに注意しよう。

図 3。 5 単位円と正弦関数との対応

このようにして,三角関数ν=sin",ν =cOS χ,ν =tan″ のグラフを描くと

図3.6,3.7,3.8の ようになる。

図 3。 6 ν=sin■ のグラフ

図 3.7 ν=cOs″ のグラフ

図 3.8 ν=tan■ のグラフ
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sin κ,cos"は ,χ が 2π だけ変化してもその値を変えない.こ

のグラフが 2π ごとに同じ形を繰 り返すことを意味している。

前にみたように,

れ は , sin a cos“

例 題 3。 8

次の関数のグラフを描け .

(1)ν =2 sin■   (2)ν =sin 2κ

解答

(1)ν =2 sin Iの グラフは
,

たものである。よつて次のよう

(3) ν==sin("__

ν=sin"の グラフを ν軸の方向に2倍に拡大し

になる.

π

一
３

(2)下の図を参考にしてν=sin 2χ のグラフについて考えてみよう.

こ と‐ま
，

い
妨
教
　
↑

・この
「
３

時
瞑
う‐こ
　
。―

に

‐こ，
乳
加

鰤
軸‐こ向
畔

お

　

り
　
　

，

に
　
を

　

は

θ
　
フ
　
　
フ

２
　
ラ

　

ラ
　
　
　
も

　

に

　

グ

一一　
グ

　

グ

山　口　”一の２　・』一　π． ３　］

角
一
　

θ
　
　
．ｓ．

る
　
フ

　

た
　
も

け

ラ

　

ま

た

時
″
【
は

昨
ｓｉｎ２
∝
端

一
　
　

０

”
肝
襲

か
　

縮
　
か

A:2 sin r

/
0

ノ
-1
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y=

ν=

ν=

3。5 加法定理 とその応用

三角関数に関しては次に示す加法定理の公式が重要である.

一般的に次のことがいえる.ただし,α は定数で,α >oと する.

二
６

↓

一　　　　　　　　一

χ
　
　
毎
〕

／
ｆ
ｌ
ヽ
　
　
ｎ

ｎ

　

　

ｅＳｌ

．
ｓ．

　

２

一一　
　
〓

ν

　

ν

３

　

　

６
ヽ
―

ノ

π

一
４

π一２　＋

ｈ
　
叶　／】＼

２ｃ。ｓ
く
‐́

け

幼

↓

鋤

描

＜

＜

＜

を”
　

＞

０

グ

　

　

　

π
一２
　
＋

脚
山
↑
■

知　１一２　莉　１一２

８

　

　

ν

　

ν

　

　

ν

３

⇒

↓

つ

問

＜

＜

＜

二
３
一

一　
一

π
　
　
一

ｎ

　

一

。
Ｓ．

　

一

一一　
　
一

θ一三生
3



3θ 第 3章 三角関数

伊J長轟3.9

加法定理を利用して sin 75° の値を求めよ。

解答  75° =30° +45° であるから,

sin 75° =sin(30° +45° )=

問 3.9 次の値 を求めよ◆

(1) cos 75°         (2) sin 15°

〔ヒント〕 105° =45° +60°

例 題 3。 10

加法定理を用いて

sin 30° cos 45° ―卜coS 30° sin 45°

1 の +拓

(3) tan 105o

加法定理を用いて

=COSI COS÷ +dn÷

0協n半

加法定理を利用してcos Tァ の値を求めよ.

解答+=÷一÷であるから,

cos三三二
=二 cos(÷ _÷

)

√
落
丁

＋上
√

１

一
２〓

４〓

１

一
２上

√
十桁

丁
上
√

〓

π

一
６

ｎ

問 3.10 次の値を求めよ.

O dn讐 ② COS讐

〔ヒント〕讐=÷ +÷,4井 =手 +÷・カロ法定理を使うときは,

例題3.9,問 3.9の ように度数法を用いたほうが便利である。



3.5 加法定理とその応用

次の 2倍角の

31

の加法定理において,α =β とすると
,

例題 3。 11

e (0 S 0 < 7r) ,rcos 0 - をみたしているとき,sin 2θ ,cOs 2θ を求めよ.

したがつて,2倍角の公式より,

dn"=おhθ酬=卜 乎。÷=等 ,

cos 2θ =2 cos2 θ_1=2・ 上 -1=_二 .

問3。1l θが ()内の条件をみたしているとき,次の問いに答えよ.

(1)dnθ =二 のとき,cOs 2θ ,sh 2θ を求めよ。
(÷ ≦θ≦π

)

(2)sin θ=上 のとき,cOs 2θ ,dn 2θ を求めよ。
(o≦

θ≦
=)0∞s;=+のとき,∞stt dnθ を求めよ。o≦θ≦→

例題 3.12

0 (0 S 0 < 7r) ,rcos 0 - をみたしているとき, を求めよ。

１

一
３

θ

一
２

ｎ

θ

一
２

０

１

一
３

解答 0≦ θ≦πであることから,sin θ≧0であることに注意しよう。(3.1)か ら
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解答 半角の公式においてα= とおいて

1
1+す

り次の結果が得 られる.

もともとの式 α sin θ tt b cos θには存在 しな

かったαが (3.3)式 に現れていることに注意

しよう.α は右図のように平面内に点 A(α ,b)

をとったときの OAの角として決まる.こ の

とき α は正・負 どちらの一般角で考えても

よい.

3

≧0,Sin÷ ≧0であるから

桁
3

θ

一
２

〓

θ

一
２

０

同様にして

sln2■ =

が得られる.ここで,0≦ |}≦ 1》
よ

θ    拓
C°S丁 =丁

lo∞J=一÷のと…
sttdn書 林め二o≦θ≦う

|(2)cos 2θ
=一÷のとき,cos θ,inθ を求めよ◆(÷ ≦θ≦π)

10C∝θ―十のとき,c∝暑脚n÷ を求めよ。(=≦θ≦π
)

１

一
３一

θ

一
２

θ

一
２

２

　

　

ｃ。ｓ

　

　

　

　

．
鋤

ｈ
ソ

α
lll‐ |1事

■
■
一一一一一一一ぬ

■
●
＋
●
●

，

Sln

A(a,b)
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例 題 3。 13

Sin χ十/1cosχ を合成せよ。

解答 sin χとcOs″ の係数が 1,√ なので,ま ず平面内に点 A(1,桁)を とる。

OAの角 αは図より

だとわかる (OA= てつ
カた

π

一
３

　

し

に
　
初

与式i=2(―
)sin“

+|「 cOs χ
)

==2(cos(ISlnκ ――Sln{}cos χ
)

=2 sln(“
・

‐
1[)。

問 3.13 次の問いに答えよ.

(1)Sin χ+coS χを合成せよ.

(2)3 sin“ 一√■Os“ を合成せよ.

(3)関数∫(χ )=Sin χ_cOs″
(0≦ ″<2π)の最大値,最小値,お よびそ

のときの
“

の値を求めよ.

〔ヒント〕 (3)合成してから最大・最小を考えよ。
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指数関数・対数関数

4。1 累乗 と指数

α=α
l,α ×α=α

2,α ×α×α=α
3,_.の ように,一般にαを2個掛け合わせ

たものを αηと書いて αの働乗 あるいはαの累乗という。また,α
πの “肩"に

ある数 ηを指数と呼ぶ.

η 個

「

丁 ↑ 丁 ¬ =αη
(η =1,2,3,… ・

)。

さらに,指数が 0や負の整数の場合には次のように拡張する.

たとえば

α
5

「 オ響111

であるが,こ れは指数だけに着日してα5× α-3=α 5+(-3)=α2と
指数の足し算

で簡単に答えが出る.こ の例に見られるように,次の指数法則が任意の整数鶴,電

に対 して成 り立つ .

× α
-3=(α

× α × α × α × α)×   1  =α × α =α
2

α × α × α

一一一一一一一一一一．・一一一一一一一一一一一一一．一一一一．一一一一一

■l attη

o)219

二|五||||:

例 題 4.1

次の計算 をせ よ .

(1) 2~4× 23

(3)(α
2b)2×

(_α
3b2)-1

2~9÷ 227



4.1 累乗と指数

解答

(1) 2~4× 23=2~4+3=2~1=÷

(2)219÷ 2~9÷ 227=219× 2~(~9)× 2~27=219+9~27=21=2

0し2の 2× ←α3bリー1=α4b2× 同-1「3ド2=書α4-3b2-2_α lb0

=一 α

間4.la 次の計算をせよ◆

35

(1) -3
(4) -2 . 32

(7) 5-8 ' 511

(10) - (-o)t

o (13) 68 + 27 x 3-6

(1b) o2br x h

(2) (-3)-' (3)

(5) (-2. 3)' (6)

(s) 313 . e-5 (e)

(11) (- #) 
-' 

Q2)

(14) 4x108+(2

+ (za3b2)

一一

Ｏ
　
　
　
　
　
　
α

げ
　̈
“
湖

間 4。lb ある湖では,4メ ー トル深くなるごとに明るさが半分になるという.

水深 12メ ー トルでの明るさは,湖面の明るさの何倍か.

を正の整数とするとき,α寺を

とする。α をαのη乗根と とする.

□ 2乗根(平方根)にかぎり, ではなく単に √

例 題 4。 2

次の値を求めよ.

(1)8き    (2)

・一一一一一・一一一一一一一

■
一
■α

緬 (3)

解答

(1)8き =3

(2)続 1=

(3)8~告 =

乗すると8に なる正の数 =2。

4乗すると81に なる正の数 =3
1      1

8き

~2°
(81=34を 思い出そう).



間 4.2 次の値を求めよ.

(1)4告    (2)

(5)短     (6)

(9)4~告   (10)

【有理数乗】

と定める.

例題 4.3

次の値を求めよ.

(1)8:  (2)

(3) 16告

(7)  編

(11) (1})~ら

(4)編

(8) 1000告

け (12)0。 008~き一６

１

一３

　

　

１

一３

　

　

　

民
Ｊ

７

　

　

４

　

　

　

２

２

　

　

６

8:=(8告 )2=22=4
1      1      1

16~ラ =7=T

25~】 =τ
丁要

=(25告
)3

(約)2=(9芸 )2=9子 =9

間 4。3 次の値を求めよ.

(1)43   (2)8:
(5)27:   (6)4~告

(9) 1000:    (10) 100~3

(3) 25~3

“

)(約)2

1

125

(093   (→ 16暑

(つ 125~:  (8)36~ち

(11)(桁 )2 (12)(栃 )2

16~'

角翠催罫

(1)

(2)

(3)

(4)

〓〓
上

デ

　

〓３

【指数法則】 指数の範囲は有理数を越え実数全体へと拡張できる.こ のとき,正

の数αに対するακ (■ は実数)を αの累乗といい,有理数に対する指数の定義や

法則が,実数の指数についても成り立つ。
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□ 一般に(α +げ ≠α・+b・ である.た とえば,(1+2)4=81で あるが14+24=17

である。

伊J月塁4。4

次の計算をせよ.

(1) 9告 ×9き

ただし,α >o,

P)

b>0っ ∬>0

(26)一
告

/F葛 ×〈海

椰

ただし,α >o,b>0,

(2) 8告  ×8:

(5)  (31° ):

O   ο
α 6

田

図霧

とする。

(3)等
嬰

(4)衝 ×上
√

次の計算をせよ.

4:× 4告

(22)3

27: ×27~:

27告

揮 ×√

“
>0と する。

(3) 9:× 9~き

(6)  (24)一 告

。)8×
桁

(1動 の 5∬ ×√

(→

角翠宅罫

(1)

(2)

(0

(4)

(5)

9き ×9き =9告 +:=93=3
1

(26)一
告=26× (― 告)=2~2=

4

4       =4~き ×4:× 4~(~き )==4~:+:+:E=41=4

高×+=輌×√×+=3×√×+=3
21F;:言

1亜
    (α

i:#;|:bき
―==α

=b告
×b:× α―告b一 :

=α号一きゎ告+き 一:=α :

間 4。4

(1)

(4)

(η

(10)

(13) νπ × (15)
編

4.2 指数関数

αが1以外の正の数のとき
,

ν=α・

は
"の

関数であるが,こ れをαを底とする指数関数 という (α =1の とき,

απ=lπ =1は定数関数).α >1の ときは指数χが大きいほどα"は大きくなり,

0<α <1の場合は指数
"が

大きいほどα"は小さくなるので,指数関数のグラ

フはおよそ図4.1の ようになる.

４

一
″



●こ|>|11■

図 4。 ■ α>1の ときと

例 題 4.5

指数関数 ν=2π においてχ=
y=2"の グラフを描け。

これらの
(■ ,ν)を 座標にもつ点をと

Ⅷ辮‖‖‖

0<α <1の ときのν=α・ のグラフ.

解答  2~2=÷ ,2~1=上 , 2° =1, 21=2, 22=4, 23=8.以」二の結果をまと

めると次の表のようになる.

-1,0,1,2,3に対 してνの値を計算 し,

-1 0 1 2 3

1248・ …

滑 らかな曲線でつなげばよい

１

一
２

　

り

，

　

ν

一
ば
ガ

襴
貯
貯

フ
　
ヽ
／
　

リヽ

ラ

●

“

グの数関

　

　

・

轍
ノ〔日Ｗ

次
　
一一
　

〓

ν

　

ν

-2    0     2

図 4。 2 関数 ν=2″ のグラフ.

間 4。 5

(1)

(4)

一一
　

〓

ν

　

ν

３

　

　

６

2~“

3・
+1
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4.3 対数

「2を何乗したら8になるか」すなわち,式

8=2□

において□ に入る値は何か,と いう問いを考

えてみよう。8=23か ら,答えは3と 容易に

わかる (3だ けであることを 図 4:3か ら読み

とってほしい).

同様の問いの答えがいつもこのように簡単

なわけではない.「 2を 何乗 したら 10に なる

か」の答えは難しいが,無限小数 3。 32193・ …

であることがわかっている。

その数を簡単に書き表すために記号 log2 10

が用いられる.す なわち,2bg2 1° =loで
ある.

10g210

図 4.3 2・ =10を みたす ■は ″=
3.32193・ ・・==log2 10

解。1)

を,aを 底とするbの対

(4。 幼

一般には
,

等式

α>0,α ≠1,b>0に 対して
,

α□=b
の Eコ にあてはまる数を 10ga bと 書 くのである。loga b

数という.ま た,bは真数という.

loga bの定義から

α
loga b==b

が成 り立つ.こ のことより,次のことがいえる.

次の結果はしばしば使うので覚えておくとよい.

α□=1と なるのは E]=oの ときのみであるからloga l

なるのはE]=1の ときに限るからlogα α=1と なる。
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解答 対数の定義をしっかりと記憶しよう。

(1)10g28=[コ とおくと2□ =8=23と 読み替えることができる.したがっ

て,□ =3,つまりlog2 8=3.

(2)log3丁 =□ とおくと 3□ =÷ =3~2と 読み替えることができる. した

がって,□ =-2,つまりlog3÷ =~2.

(3)log3 100は 3□ =100の □ .し たがって,3bg3 10° =100((4.2)参照)。

間 4.6 次の値を求めよ.

(1)10g31   。 (2)log3 27

:批 t∽

4  
脆:2

10g2÷

bg3桁ヽ

(1)指数の関係式 4ら =2

(2)対数の関係式 log3 81

を対数の関係式に書き直せ .

=4を指数の関係式に書き直せ .

解答

(1)10g42 (2) 3a : 81
１

一
２〓

次の値を求めよ.

(1)10g28

例題 4.6か らloga bの値を求めることは真数 bが底 αの何乗かを求めること,

つまりbを αの累乗で表すことと同等であることに気づ くだろう.b=αPと わ

かったならloga b=logα  α
p=Pと

なるのである。だから例題 4。6で は
,

10g28=log2 23=3, log3丁 =1°g33~2=_2

と計算 してさしつかえない .

０
０

logに 関する等式は,指数に関する等式に書 き換えられるし,逆 も可能である。

loga b E=c  ―   α
C==b・

例題 4。 7
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叶
き直せ．【
げ

４
．
７

‐こ書

⇒

↓

つ

問

式

＜

＜

＜

,指数の関係式は対数の関係式に,対数の関係式は指数の関係

=4

01=-3

２

　

　

５

　

　

８

3~2

1°g2

log告

100百

1og9 3

・０

１

一
２

一一　　　　　　一一

３

　

　

６

３

４

　

　

一

１

一９
　
一一　
　
〓

・・
　

・６

　

８

証明 定義から,右辺の 10gα (Pg)は 等式 α□=Pgの □ にあてはまる (唯一の)

数である。また,左辺の 10gα P+loga gも ,指数法則に基づ く計算

α10ga p+10gα 9==α 10gα p.α 10gα 9二=Pg

から同じ□ にあてはまる数である.よ って (1)が成 り立つ。(2)に ついては,両

辺がそれぞれα□=サ の□に当てはまること,(3)については,両辺がそれぞ
れ α□=P9の □ に当てはまることを示せばよいが,詳細は省略する.

例題 4.8

次の計算をせ よ。

(1) 21og5 15-log5 9 0)bg2桁 ~与 bg2 3

解答

(1)21og5 15-log5 9=10g5(3× 5)2_1。g532=1。 g5

または,次のように計算 してもよい。

21og5 15-log5 9=2 1og5(3× 5)-log5 32

32.52
- log5 52 - 2.

②b&桁一÷b&3=b&桁―b&桁 =b&≠ =b&の =
または,次のように計算 してもよい。

bg2 νて~÷ bg2 3=÷ bg29× 助~÷ bg2 3

=÷ log,2+÷ log2 3-11log23=上 .

2

32

１

一
２
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間 4。8 次の計算 をせ よ.

(1)10g123+log12 4

(3)21og3 6-log3 4
1

(5)log3 4+21og3 7

(7)log5 2+log5 1000~21og5 4

0b&Vq'一÷b晩 4

(2)log6 3+log6 12

(4)log2 9~21og2 6

(6)2 1ogl。 5+logl。 8-logl。 2

(8)21og2 15-21og2 3-log2 25

(10)31og2 0%~1° g23

対数法則から,素数に対する対数の値がわかれば,

の値が計算できることがわかる.次の例題で確かめよ

すべての整数に対して対数

つ。

例 題 4.9

log10 2=0.301,logl。 3=0.477と し,次の対数の値を求めよ。

(1)10gl。 5   (2)logl。 60

o bgЮ 5=bgЮ 半=

(2)logl。 60=logl。 (2・ 3

log10 10-log10 2=1-0。 301=0.699

10)=10gl。 2+logl。 3+1=1。 778

間 4.9 次の値を求めよ.ただし,logl。 2=0。 301,logl。 3=0.477と する.

Ob&μ  ②b&〆  Ob駒 0÷

(4)bg10 15  

“

)logl。 00008  ∞)bg10 1025

【底の変換】 αbga b・bgb c=(α bgα b)bgb C=∂ Ogb C=cょ り,

loga b。 logb c E=logα c

を得る.両辺をloga bで割って ,

となる.こ こで,α ,bは 1以外の任意の正の数,cは任意の正の数である。左辺は

bを底とする対数,右辺はαを底とする対数であることに注意しよう。式 (4。
4)を

底の変換公式という。底が 10の対数を常用対数というが,loglo cの 値を既知と

'1婁

貿兵:51撃::li:ξ ri2[II蕩蓮10τ 17::L::il慧稲 :i「
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Jlli垣 4。 10

次の計算をせよ.

(1)10g48 (2) logs 6 - loge 4

解答

(1)底 を 2に そろえて,10g48=

(2)底 を3にそろえる.

1°g28    3

1°g24    2

log9 4= 1°
g34    1

1°g39  21°
g34=10g3Vπ =10g32よ り,

与式 =log3 6-log3 2=10g3下 =10g33=1.

間 4。 10 次の計算 をせ よ.

(1)10g93

(4) 10g32-log9 4

Iog* 16

logz6.logu4

(3) losa 8\h
(6) logo b . lo96 a

(3)log3(χ +1)=2

両辺の指数部分を比

1=1° g27,す なわち

χ=8.

２

　

５

妨
　

」・．

力
ｈ
⊃

驚
　
４ｏコ一　
雉

ｒ
ｔ

数
　
　

，
１１

り
　
凛
　
妨

徴

例

々

に

の
　
⇒

指

　

″
　
、′／

札
　
　
一　　　つて，

る

　

　

り

　

　

が

あ
　
　
　
よ
　
　
　
た

で
　
　
　
＞

　

　

し

３

　

　

　

　

・

．

　

　

　

　

，

２

　

２

．

僻

　

　

　

１

程式】

２８

ナ
．

〓

柳
Ｆ

(―夕)κ

~1=7

解答

(1)

(2)

(3)

間 4.11 次の方程式 を解 け .

(1)2・
+3=4

1

0)(詭 )“ 2

(5)log3(“ ~1)=2

(7)log告 (χ -2)=2

(2)2κ
+4=2~“

得)2χ =3・ (ψ )・

Ob&し +⇒ =÷

(8)log2(÷χ+1)= １

一
３
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4.4 対数関数

α>0,α ≠1な るαを固定するとき,真数
"(>0)を

独立変数に考えたlogα
"

を,α を底とする対数関数という.ν =logα
"の

ときαν=α
l°ga π="でぁるか

ら,対数関数ν=logα
"は

指数関数ν=α
πの

“
とνを入れ替えたもの,つ まり,

逆関数であることがわかる。

対数関数のグラフはおよそ図 4。4に示したようなものである.

図 4。4 α>1の ときと0<α <1の ときの υ=logα "の
グラフ.

例 題 4.■ 2

ν=10g2"の グラフを描け .

解答 log2"の 値を計算 しやすい χの値を

選ぶ。たとえば,2~2,2~1,2° ,21,22っ まり

事 事
二乙なに対 してb&"節 猜 算し

結果を表にまとめると次のようになる:

y -- Iog2 r

この結果を使って点 (“ ,ν)を とり,滑らかな

曲線でつなげばよい.右図がその結果である。

0
-1

-2

-3

-4

図 4。5 関数 ν=log2"の グラフロ

間 4.12 例題 4.12に ならって,次の対数関数のグラフを描け.

(1)ν =10gl。
" (2)ν

=log3″ (3)ν =log÷ χ

(4)ν =log÷ χ (5)ν =log2(″ ~2) (6)ν =log3("+1)

y _ logor
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5。 1 導関数

曲線 y=ノ
(χ)の点 A(α ,∫ (α))におけ

る接線ZAの傾きを求めよう (右図)。

ν=∫ (π)上の点B(α 十ん,バα+ん))を

とり (図 5。 1), Bを Aに限りなく近づけ

る (ん → o).こ のとき,直線 ABは 接

線 ′Aに 限 りなく近づき,それに伴って
,

直線ABの傾き∫(α +ん)一 バα)は接線
ZAの傾きに限りなく近づく.

よって,ん → oの ときに

は,接線 ′Aの傾き

分係数という。

が限り

∫(α )

O    α

なく近づく値,つ ま

ノ(α +ん )一

ん→0    ん

を与える.こ の値をノ
′
(a)と 書き,″ =α におけるバχ)の微

lim

y: f(r)

ノ(α+ん )

∫(a)

型／
一
　

Ａ

v-7G)

i,f (a+t) -f G)

∫(α十ん)

ノ(a)

図5.1 直線 ABは接線 ZAに近づく

Y - f(*)

ア

イ

___|
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たとえば,関数ノ(″ )=κ
2の場合,∫ (α +ん)=(α +ん )2,∫ (a)=.α

2なので

/0=鳳量
専

堕 生=1曳 二 迎
午

全 二

=1鶴豊宅許生=1甕。α+0=2α .

一般に,∫
′
(α)は αにより値が変わるので,α を変数■に置き換えた∫

′
(・ )は

新しい関数を与える。∫
′
(“ )を バ■)の導関数と呼ぶ.ま たν=∫ (χ)な らば導関

数を

げ(χ) αν
ν
′

,

αχ  '   αχ

と表すこともある.関数∫(χ )か ら∫
′
(χ )を 計算することを,ノ (χ)を微分すると

い つ .

【χαの導関数】 ∫(“ )=・
2の場合,導関数ノ

′
(χ)は (π

2)′ とも表す.

に沿って微分すると,上で∫
′
(α)=2α を求めたのと同様の計算から,

(.2)′ =2χ

が導けるし,一般の
“

η
(η =1,2,3,4・ …)に対 しては下に示す結果 となる。

("η )′ =η χ
η~1.

また,指数が任意の実数の場合にも同じ型の結果が成 り立つことがわかってい

る.た とえば,関数 v任 =あらに対 しては,(5。 1)を実際に計算 して

(√y=鳳亜
平

ゴ 盈=1嶋

(νЪ+ん)2_(y万)2_
ん(y"十 九+νπ

)

1    1

(νЪ十九一ャ層)(プ"十
ん+v層 )

ん(y"+ん 十ν5)

1                 1

=lim
ん→0

1

lim
ん→0 y“ 十ん+ν写

~、
″ +√

=葛
石

=丁
“

2

より,(■ 3)′ =上κ
~告

=上
“

ら-1が成 り立つ。一般の実定数 αに対するχαの

微分計算は本書の程度を越えるが,結果は次の公式にまとめられる。

|

上の一般公式で,α =÷ の場合 (χ
告

)′ =:χ券~1=÷χ-3と なり,前述の

結果が得られることが容易にわかる.参考のために,い ろいろなαの値に対する

“

αのグラフを図 5.2に描いた.



３

一
２

〓

２

一
３

１

一
２

　

１

一
３

5.1 導関数 47

図 5.2 関数 ν=χ
αのグラフ

定数関数ノ(π)=1の導関数は,バχ十九)=∫ (χ)=1な ので,(5.1)よ り

(1)′ =1曳 早 =1甕 0=00

|れは (5.2)で α=oの場合にあたる。1以外の値をとる定数関数についても同

様で,

1

χ3

解答

(1)(5.2)で α=1と して (″ )′ =(χ
l)′

=10 κl~1

0(椰 )′ =げ )′ =:メー1=:ザ・

0(+)′ =けり′-3χ~3-1≡ _3χ ~4.

(4)(5。 3)で ん=vCと して (の)′ =0。

菫問5。1 次の関数を微分せよ.

:0メ  ② χ4 0艦

10√  o師  o÷
iO)5 (1の π

(3) (4)定数関数 詭

=χ
°
=1.

量”
・
一約▼

４

　

８
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もう少し複雑な関数の場合,導関数の計算には,以下に示す諸公式をあわせて

解答

(1)ν
′
=(2χ

5_3χ
+1)′ =2・ 5"5-1_3・ 1+0=10“ 4_3

0グ =(tf)′ =(++手
)′
=ピ +"―場/

=-2χ
~2-1.(_:)κ ~3-1=-2"~3_:"一 号

□  (3"-1)′ のことを 3χ -1′ などと書いてはならない.関数を微分する式では関数

全体を( )や { }で くくつておくこと.

問5.2 次の関数を微分せよ.

(1)ν =-2χ +3

(3)ν =2“
3_.2+3"-4

(5)ν =(2“ +1)2

“

2+1
ν=―

“

ν=√ +÷

ぃ)ν =√ (÷
+3π

)

(13)ν =≦2+2χ
~1+χ

3χ

ν=5π
2_5π +3

ν=χ
5_“4+χ3_χ2+1

ν=("-2)3

χ-2
ν= 

χ2

2     3
ν=7~丁

1-2χ
ν =

√

(7)

(9)

(2)

(4)

(0

(8)

(10)

(12)

(14) a-(w-
ヽ

ｌ

ｌ

ノ

・

一加

【接線の方程式】 曲線ν=∫ (χ)の χ=α における接線の傾きは微分係数∫
′
(α )

で与えられた。また,接線は接点 (α ,∫ (α ))を通ることより,次の結果が得られる.

次の関数を微分せ よ.

(1)ν =2″
5_3“ +1
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解答 π=3での接線を求めるには,傾 き∫
′
(3)と 通過する́点(3,/(3))が わかれ

ばよい.ノ (“)=π
2と ぉくと∫

′
(χ)=(″

2)′
=2π よリノ

′
(3)=6.ま た,ノ(3)=9

だから求める接線の方程式は

ν=6(χ -3)+9=6″ -9.

問 5.3 次の問いに答えよ.

(1)ν =χ
2_χ のχ=-1における接線の方程式を求めよ.

(2)ν =2π
2_3χ +1の χ=2における接線の方程式を求めよ.

(3)ν =χ
3の

"=-2に おける接線の方程式を求めよ.

5。2 関数の極値・増減 とグラフ

【増加と減少】 関数ν=∫ (“ )の微分係数

入した数のことであり,こ れは,関数ν=
∫
′
(α)は ,ノ

′
(・)の式にχ=α を代

ノ(")の グラフ上の点 (α ,ノ (α))にお

図 5。 3

O     α

π=α の近くでυ=/1χ )は増加

ν

"=α
の近くでν=∫ (″ )は減少

関数の増加と減少

における接線の方程式を求めよ.

y: f(r) a-f6)

,-fG)

O     α

接線は右下がり

a: fG)
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ける接線の傾きであった.したがって,∫
′
(α)>0な らば接線は右上がりになり,

■=α の近くでν=ノ (π)は増加する。また,∫
′
(α)<0な らば接線は右下がり

になり,χ =α の近くでν=∫ (■)は減少する。よって次が成り立つ.

占
〔
値

を

の
　
の

者

　

，
　
ヽ止

負
　
占
〔
　

・
Ｃ

敵
４‐こ示
肛
蹴
一

側
図５．
ど
ま
一

謳
で，
な
わ
チ
ー

と
極
図

へ
　
は

佗
ヽ
る
　
ｒ
ｉ
り
ヽ
ｌ
ｋ

図5.4 ∫
′
(")=0を みたす点A,B,C

∫
′
(χ)=0

をみたす.極値を求めるには,ま ず (5.5)を みたす ″を求め,次にそれが極値に

対応している解なのかどうか検討しなければならない.

例 題 5。4

ν=χ
3_3χ のグラフを次の問いに従って描け.

(1)ν
′=0と なるχを求めよ.

(2)関数の増減表を書いて極値を求めよ.

(3)増減表をもとにグラフを描け.

解答

(1)ν
′=3"2_3=3(■ 2_1)=3(χ

+1)(″ -1)=0よ り

“

=-1,1.

のようにな

ν
′>0つ まりνは増加

ν
′<oつ まりνは減少

ν
′>oつ まりνは増加

は5)

は右図 (a)

,-fG)
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νの極大値はχ=-1の ときで 2,極小値

はπ=1の ときで -2で ある.

(3)グ ラフは右図 (b)に示した (χ 軸とν

軸の目盛 りの間隔が異なるのは,グ ラフを

適当な大きさにおさめるためである).

□  増減表の符号欄の +,一 は,″ に具体的な数値を代入して調べてもよい.た とえば

上の例では,ノ
′
(")に -2を代入すると∫

′
(-2)=3× (-2)2_3=9>0と な

るので,ν
′
の″<-1の範囲の欄は +であることがわかる。

間 5。4 次の 3次関数の増減表 を書いて極値 を調べ,グラフを描 け .

ν=2″
3+6■2_3

(1)ν =2χ
3_3χ2_12χ +1  (2)

(3)ν =―″
3+3χ2      (4)ν

=χ
3_3χ2+3χ

(5)ν =―χ3+6が -12χ +7

-4χ3+6π2_10の グラフを描き,極値を求めよ.

解答  ν
′
=3χ

3_12χ2+12κ

=3χ (χ
2_4“ +4)=3χ (χ -2)2.

ν
′=0になるのは

“
=0,2の ときである.

また,“ <oの ときノ<0である。増減表

は次のようになる。

グラフは右上の図のとおり."=0の とき極小 となり,極小値 ν=-10を と

.χ =2では極値をとらない。

間 5.5 次の 4次関数の増減表を書いて極値を調べ,グ ラフを描け.

(1)ν ="4_2π2+1

(3)ν =3χ
4_4χ3_1

ν=_T"4+2■ 2+1

ν=-3χ4_4″3+5

２

　

４

-l  o

-2

-4

-6

「

8
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【関数の最大。最小】

められる。

関数の増加・減少がわかれば,最大値や最小値も容易に求

て

よ

囲

き

出

た

範

と

２

に

し

の

の

　

・８

・

・４示
３
〓３∝
帥
帥

５
　
に
　
く
一

題

図
　
“

χ

　

な

鋼
右
く
√

・８
き
き

如

る．
一‐

よ

〓
と

と

関

あ

の

ゴ

３

の

の

の

で

フ

れ

３。

〓３

〓１

こ

数

ラ

み

一

“

χ

る
．

関

グ

を

♂

籍
議
う‐こ
創
貯
ｆ
ｌ
、社

例題 5.6

関数 ν="3_3“ の -1≦
"≦

3における最大値,最小値を求めよ◆

問 5。6 以下の間に答えよ.

(1)ν =一
"3+3“

2の 0≦ χ≦4における最大値,最小値を求めよ (関 数

のグラフは間 5。 4(3)を 参照のこと)。

(2)ν =―
÷

♂ +2"2+1の -1≦ ″≦2における最ラに4tL, 最:/1ヽイ直を求め

よ (関 数のグラフは間 5。 5(2)を 参照のこと).

5。3 その他の関数の導関数

【三角関数の導関数】 三角関数の導関数は次のようになる.

が成 り立つ .
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例題 5。7

次の関数を微分せ よ.

(1) sin 3χ      (2)
3χ

tan~百~

(sin 3χ )′ =3 cos 3χ .

(COS÷ )′
=―÷Sin÷ .

(協
n与

)′
=

３
χ

一
３

０

解答

(1)

(2)

(3)

して
(5。

7)を使うと
,

として
(5。 7)を使うと

,

として
(5。

7)を使うと
,

問 5。7 次の関数を微分せ よ。

(1) sin 5χ      (2) cos(-4")

④ dn争  O COS争

趾
１
一３
３
一２

一一　
　
一一
　

　

〓

α
　
　
　
α
　
　
　
　
α

2

３

　

　

６

tan(-3″
)

5χ
tan~夏~

公式 (5。
4)を 使えば,次に示す微分計算もできる.

例 題 5。8

次の関数を微分せ よ.

(1)2 sin“ +3 cos 2χ (2) 5tanr-2tan3r

解答

(1)(2 sin"+3 cos 2■ )′ =2(sin″ )ノ +3(cos 2χ )′ =2 cos χ-6 sin 2χ

(2) (5tan r - 2tan3*)' :S(tan *)' - 2(tan3r)t -
5        6

cos2 r cos2 3r

問 5◆8 次の関数を微分せよ.

(1) 5 sin χ-4 cos π

(3)2 cos―
二 十 4tan 2χ

(2)÷ sh÷ ―
(4いn(―

=)(6)f器

(8) cos2 χ

÷
cos 4χ

+3 cos(-2χ )

(5)

(7)
cos 5r

(9) sin2 2χ

[ヒ ン ト](8),(9)で は三角関数の半角の公式を使 う.

3 cos(‐―型
:2)一

tan(―一三
:2)

3 cos 5“ ―+4 sln 5"
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次十 1

〔ttたヽ
‰

1曳 岳■ =1

【指数・対数関数の導関数】 指数関数ν=α"の グラフの点 (0,1)における接線

の傾きが 1と なるような定数αをcと 書くことにしよう.接線の傾きは微分係数

で与えられたから

メ
ビ
　
⊂

(5.8)

である。cは ,c=2.7182818284。 … となる無理数であることが知られている。

このcを底とする対数loge□ を,底 を省略して単にlog□ と書いて自然対数と

いう。また,cを 自然対数の底,ま たはネイビアの数という。(4.3)の 第 2式 より

log c二=1

うになる.

夕1月塁5。9

次の関数を微分せよ.

(1)C等 0)bg(“
3) (3) Iog(3r)

0ぽ ソ=:C等

(2)(log(″
3))′

=(31og χ)′ =3(log χ)′ =÷

(3)(log(3χ ))′ =(10g3+log χ)′ =(10g3)′ +(10g χ)′

問 5.9 次の関数 を微分せ よ。

(1)c5π    (2)c~号

(5) ″         (6) log(4χ )

１

一
”

〓

４

　

　

８

３

　

　

７

("")'

ros \E

e2*

F
Iog(re")

5.4 積 ,商の微分法

(5.4)で 関数の和,差 ,定数倍と導関数との関係についてみた.積,商で表され

た関数の導関数を求めるためには次の公式を用いる。
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例 題 5。 10

次の関数 を微分せ よ。

(1)ν =χ
2c3“ χ

2

(2)ν =

“

3+1

解答

(1)

(2)

ν

　

ν

=(“
2)′

c3“ 十 χ
2(c3“

)′ =2χ c3“

_("2)′ (χ
3+1)_χ 2(.3+1)′

(χ
3+1)2

(3■
2+2■

)c3■

_.2.3"2  _“ 4+2χ
+χ

2.3c3"=

2″ (■
3+1)

(″
3+1)2

(.3+1)2

間 5。10a 次の関数を微分せよ.

(1) ″
3c2“

(4) cπ coS 2χ

(7)(π
2+3″

)log“

間 5。10b 次の関数を微分せよ。

χ-3
2“ +1

χ

Cπ ■ 1

cos 2χ

sin2r

(2)(″
2+3χ

)c~κ

(5) c:・ sin 3“

(8) v任 ;10g χ

2χ +1
χ2+1

c3κ

c2■ _+3

log χ

χ

３

　

６

　

９

３

　

　

　

６

　

　

９

２

　

　

　

５

　

　

８

１

　

　

４

　

　

７

rcosr
sin 2u cos 3r

e2" log r

2χ

√ +1
sln“

:n

\ft
log r

5.5 合成関数の微分法

ν=(3"2+5)1° という関数を考えよう.こ の関数は 色=3χ
2+5と おくと

,

ν=包
1° と表すことができる。すなわち,

“
→ 飢=3χ

2+5→
ν=包

1°

=(3■
2+5)1°

というように,χ からしを経由してνのftLが定まっている.

一般に,関数ν=∫ (a)において,包 がχの関数でし=θ (・ )と 表されるとき,

ν=∫ (g("))と いうκの関数をν=∫ (包)と 包=θ (・ )の合成関数という:

χ→ 包=θ (χ)→ ν=∫ (鶴)=バθ(χ )).

合成関数で表される関数の導関数については次が成り立つ。
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例題 5。 11

次の関数を微分せ よ。

(1)ν =(3"2+5)10 (2)ν =cω
2+“

解答

(1)ν =鶴
1°

,飢 =3"2+5と 表 されるか ら,

ν
′
=(鶴

1°

)′
・鶴

′
=10鶴

9(3■ 2+5)′

=10(3"2+5)9。 (6“)   (し を
"の

式で表す )

=60χ (3χ
2+5)9。

(2)ν =cし ,し =χ
2+χ と表されるから

,

ν
′
=(C包 )′

・鶴
′
=Ct("2+″ )′

=c“
2+"。

(2"+1)=(2“ +1)c22+κ .

I問 5。11 次の関数を微分せよ.

(2)が
等

(5)cos(2"+3)

(8)c“
3

(11) COS2"

(1) (2* + 3)t

(7) tan、/房

(10)10g(2″ +3)

131

(6)sin("2+1)

(9)Cttn 
χ

(12) sin2 2″
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θ＋″

１

一
３〓″

α
“

√

ノ

となる.
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【
“

αの不定積分】 実数の定数αに対して

(#〆十げ=轟田ルメ
であるから次の結果を得る。

【定値関数∫(■)=た の不定積分】 定値関数∫(■ )=た については

(たχ tt θ
)′ =ん

であるから,次の公式が成立する.

例 題 6.1

次の不定積分を求めよ.

0/χ  αχ O/椰 dχ (4) /3α
“

o caでα=1と してか″=+ノ報+θ =÷ノ+α

(2)/椰 d“ =/χ :α
"=     “

:+1+θ =:χ :十 θ .

(3) /可
i「

壺 E=/χ~3山 E= _3-+1“ ~3+1_+6:=ニ

ゼ讐
χ

-2_十 CI=-2ノ ‐十θ .

(4) /3α"=3χ
+θ .

F6 6.1 *,0>4iftfFftt >RD r.
(1) | *'a* Q) | *'a* (3)

(5) l*n" (6) l*0. (T)

(e) |,o. (10) Ito" (11)

“
α

・

一メ

√

ノ
３

”
　

　

山

　

　

山

仲

爆

爆

(4) /χ
~呈

αχ

O/+αχ

(12)/÷ α
“
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【定数倍・和の公式】 一般に定数cl,c2に 対して

'■

許|,1轟藝|■ル| |三
が成 り立つ.証明は (5.4)と (6.1)を 使えばよい .

例題 6.2

・
一ノ

十″６

√

ノ
２

よ

勅
ル

辞　申
稚
／＜

の
　
ハリ

次
　
＜

θ十∬
３＋∬

２

一一　
　
山

θ

　

　

３

＋

　

′
′
ノ

助
　
　
十

＋
　
　
壷

／

／

＋

　

　

６

山　　雄

い
け

／

／

答

⇒

　

勾

解

＜

　

＜

+s)ar 0/ギ山

=6・
手

+.ttltt「χ-2+1+3■ +θ =2χ
3__上_+3∬ +θ

(3) / "+2 d“ =/ (νπ++)α ″二=/χ告ご∬+2/χ ~券
αχ

=      χら+1+211:「
耳:Fκ

~券 +1+C:=÷χ3+4χ tt■ {σ

□  不定積分の答えが正しいかどうか確かめるには答えを微分 してみて,積分記号の中

8扉ηlTTFilミt茫、電前ユ」lち亀1'醍
64⇒ の場Zヽ

間 6.2 次の不定積分を求めよ.

0ル″―勒
0/ 山

/+α
χ

/ (.2+2■
―+3)αχ

/(三争十÷―七≒うα∬

/午
α∬

/ (6∬
―

希 )dχ

/い
√ )(÷ 十

+)J∬

/     d∬

(2)

(4)

(6)

(8)

(5)

(7)

(9)

(13)

/ (-2χ

2+5χ
+1)ごκ

/ (5■

3+χ2_3■
)α

“

/    
α″

/手 ll■ 2→αχ

/  山

(10)

(12)

(14)
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の
　
一■
●

数

一■
一

関

一■
一

の
　
一■
一

他

一■
一

の
　
―
■

そ

(5。
9)よ

□

″
α

χ０

ｆ

ノ
３χα

″

一
２

ｎ

ｆ

ノ
２

よめ求
　
壺

を

　
　
χ

解答

(1) /COS 4“ α
"E=

(2) /sin41αχ=

(3)半角の公式より

÷
sin 4″ +θ .

キ
cOsl)―十(3E=-2cosl)‐十(3。

2

/cos2″
αχ=/         α

“
=与 π+÷ Sin 2κ +θ .

間 6.3 次の不定積分を求めよ。

(1) /COS5χ  α
“

0/COS÷ dχ

/ (2 sin 3■

―-4cosl》
)

ブ
r sln2 χ απ      、

５

　

　

　

７

″
α

＼
、
‐
′
／

χ２
０

２

一
５

＋

／

／

／

／

２

　

　

　

４

　

　

　

６

　

　

　

８

κ
ｄ



6.2 定積分 δI

求めよ.

市

次
　
＜ 0/ 山

解答

(1) /c2π αχ==型Lc2″ 十θ

(2)/c~等 αχ=―
:C―

等 十 θ

(3)/■
≒計

上 α″=/(2-1-)α χ=

問 6.4 次の不定積分 を求め よ.

(1) /c5■ α″           (2) /c~6“ α″

(4) / (c¥)3 αχ         (5) /(c2■ _c券
)2α″

(7) / 2″
2■

5χ -3 αχ  (8) ノ
「

(V切
百―会 )2α

″

‖■■■■■■|■ ||||||■ ||■|

IF.(″ )|||す|る||と|き:

Iイ (")l静‐|‐
=(|,||=(a)

0/C

2n-3 loglnl+C〓κ
α

１

一
∬

′

ノ

ノ

３
一χα２

√

ノ

山
　
　
山

生〆
　
　
３
一衡

／

／

6)

(6)

赫
う。ま
勤
麟
ｔ
ｏ定

”
謝
』

即
縮
締」

い
　
＋

　

一一　
に

抑

ぃ
補

６．２ル
康
“
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1定積1分|の||その1他 |の性‐質

(1)|

(2)

(3)

(4)

まず,関数∫(■)=χ
α

(α ≠-1)の定積分を扱おう.

の
　

メ

【″

答
可

可

解
　

↑

　

υ

一
■

勘

●

一
．

●
●

■

縛
■

■

一一一一一一一一一一一一̈一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一̈一一一∫

一̈一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

一一一一一一一一一一̈一一一一一一五

一一一一一一一一

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
一
一一一一・一一一・一一・・一一・一一一一一一一・一一一一一一・一一一一

■
■
■
″
●
■

一■

ｉ

ｄ

●

●

一●
●
●
″
●
●
一

一．一・一一一一一．一一一．一一一．一一∫

一一一一・一一一一一一

．一一一一Ｉ一●

十
■

●
■
”
●
●

ｌ

ｄ

ｌ

一■
■
″
●
一

〓
∫

■

一ず
好

√

ノ

．

２

よめ求厳
　
山

定積分は積分定数 θに無関係なので,初めからσを省いて計算する.

2.2dχ
E=[1争■31i=÷

 [χ

31i=÷
 (23_1)==:

8存
dχ =/8が山=降缶χ針ず=陪メ]]=:貯 ]]

=:。 :一 ⇒=:。5_⇒ =:02-⇒ =il

O上

1+α
χ=た

1"-2α

"=[七 暑 “

-2+1二
:ニ

ト χ
一
句三ち=一 [÷ ]二 :

=一 (書 一毛与)=一 (-1+与)=÷
問6.5 次の定積分の値を求めよ.

0二
"3 
αχ   ②

④ェ
8メαχ   。

存 d.

ズ

√

.5α
"      (3)

ノ(4∬
_告

d"       (6)

0上
1+α

“

(7)

(10)

11存
ακ

ム
2+dχ

/4く
だF5α

“

19=チ士「αχ

“

-3α

"

v花[d“

」:― α“
9赤

dχ

纏) (9)

(12)

ｆ

ｆ

ｆ

／



6.2 定積分 δ3

(2) 
Irr (r + ,/i)' d,r

。
/2υ
χ+の山ギ+嘲 =停十の‐+勤 =6

。
/4は

十νπ)2 αχ=ズ
4は

+2νπ+中χ=卜 +÷χν冨+手
]|

=4+子 +8=器

問 6.6 次の定積分の値を求めよ.

。/3÷
山   。

二←6χ―⇒α″

ノ11(-2″
2+χ _5)αχ

二し一→レ十のα“ 。∠
3山

(1の 上
lχ

+κ
~l αχ

4山

。/2早山

llll万
4は _石

)2 αχ

次に,cos α″,Sin αχ,cα",上 の定積分を扱おう。
χ

節
　
ｃｏｓｉ (2) 」

`12π

sinl)α“

の値を求めよ.

2χ +3)α″

(3)

(5)

(つ

得)

(6)

ム
3υχ+→αχ

ノ12(.2_2χ
―+3)d∬

ノ11(4■
3_3χ2+2χ -1)α″

の定積分】轍

　

ア．　
が

ユ６

【そ

よ

勅
　
山

睦
　
加
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解答

(1)

(2)

二６　
　
　
　
　
幼

Ｉ

　
　
ェ

√

ノ

３

・

　

　

　

２

よ

　

＜

め求を

cos 2"dχ = [寸
}Sin 2“ li=

Sin÷ dχ = [-3cost」
γ

3    3
=丁 十

丁
=3

与
Sin÷ -11SinO〒

手

=-3cos 2二 __(_3cos I戸
)

1問 6。7 次の定積分の値を求めよ。

Ⅲ Iτ
山島 ②

l o rdnttdχ  o
πえ

Ｆ

３

　

　

　

　

６

πポ

πｆ

sin 8r dr

aos2 r d,n

cos壬聖Lα
"

sln2÷ αχ

。
/3

α“

解答

(1) J(3c2■ d∬ E= [寸〉e2■ li二
=÷

 (C6__1)

(2) ノ16c_昔 α“
E= [―-3c~昔

]:E=‐
-3c~2__(_3c~1)==3(c~1-C~2)

(3) /「
 2χ

Z+5χ +4 dχ =/3(2+÷十+)αχ
=/32壺 +‐  )|、

3÷
山 +_ .|、｀

-2山

=二

[2χ li―
+51logl″ |li―+4[―

“

~1li

=4+51og 3+:=半 +51og 3

1問 6.8 次の定積分の値を求め

| (1) J(2c4■
d∬

1可
押〆壺

■ /2 山

・

　

　

　

２

　

　

　

　

５

よ

　

／ｔ

　

　

ｒ

、

ズ

3c 2κ

α
“

三井d“

/4(._十
-1芳戸)2d“

％

　

　

螺

“

ｆ

ム

３

　

　

　

　

６

(8)



6.3 定積分と面積 δ5

6.3 定積分 と面積

関数ν=∫ (″ )が α≦χ≦bにおいて

連続であり,∫ (■)≧ 0を みたしている

とする.こ のとき,直線χ=α ,χ =b
と″軸,ν =∫ (・)の グラフとで囲まれ

た部分 (右図の灰色の部分)の面積 S

は,定積分

バ

ち
〓
〓
一

ガ

勧

一一・一一一・．一一・．一・．一一・一一一一一・．一一一一・．一一・一一一一．一一一．一一・一．一一一一．一一・．一．

χ)d″ (6.助

図 6。 ■ S(")と その微小変化

に等 しい。す

この式がなぜ成 り立つかをみてみよう。

S(χ)を 図6.1左で示された灰色部分の面積とする.面積 S(χ)は ″の値に応じ

て変化するが,それがどのような関数なのかを導関数

S′ (→ =1甕 些壁
斗

至塑

から考えるeん >0の とき,S(“ 十ん)一 S(″)は図6.1中央の濃い灰色の部分の

面積である。図 6.1右のように,χ と■+ん の間のιをうまく選ぶと,底辺の長

さん,高 さ∫(ι)の長方形の面積 ん×/(1)が

S(χ 十ん)一 S(“)=ん ×/1t)

をみたすようにできる.こ こで,ん → oの ときιはχに近づくから,

S′し)=1甕 =1曳    =1嶋 ∫0=/0)
となる.こ れはS(″)が ∫(・)の原始関数であることを意味するから

ル→山=銅 +α

したがって,定積分の定義にもどって

一一・・・．．一・一一一一０

一一一一一一一̈一一一一一一・一一一̈一一一̈一一一

●
≧
∵
一

一●
●
″
■
■

■
ザ
■

o-fG)



δδ 第 6章 積分

Ib則
山 判 Щ現 =銅 一銅 =S-0=S

であり,目 的の式を示すことができた .

α≦χ≦bに おいて∫(“ )≦ 0の場合は,図 6.2に おける灰色部分の面積を

とすると,定積分 (6.3)の値は負で,一Sに等しくなる.つ まり,

図 6◆ 2 関数の値が負の場合

例 題 6.9

χν平面における次の部分の面積 Sを 求めよ.

(1)ν =与ノ +3と
“
軸,お よび 2直線

"=0,κ
=2で囲まれた部分

(2)放物線 ν=χ
2_∬ _2と ″軸で囲まれた部分

・一一一一一一一・一一一一一一一一五

一．一一一一・一一・一一一一一一一・一一・一一．・一一．一一．一一・一一．一一．一一．一一一一一・一一・一一・一一一一一一一一一一一一．

一．一一．一・一一一一．一一一一一一一一一一．・一一．・一一．・一一・一一．・一一．・一一一一一．一一一一一．・一一一一一．一一一一・．・一．一一一．一一一

一●

５
■

なる。
　

． ．

の
に　一一　
は
一．，２．
ト

積
と　Ｓ　物　〓

面

い」
　

　

　

放
　
χ

る

答

め
　

⇒

　

幼

解

求
　
＜

　

＜

ラフを描いてから考える。図 6.3の灰色部分の面積を

3)d“ = [11"3+3χ ]i=÷ +6= 〈『―.

ν=0)の交点の
“
座標は,"2_χ _2=0を 解いて

"≦
2で は∫(■ )≦ 0に注意して

一χ-2)αχ=一 [11"3_11"2_2″l11=《|

-2     0

図 6e3

2

(1)は左・ (2)は右の灰色部分の面積を求める



6.3 定積分と面積

間 6。9 
“
ν平面における次の部分の面積 Sを 求めよ。

(1)ν =χ
2+“ +1と χ軸,お よび 2直線

“
=0,χ =1で囲まれた部分

(2)ν =χ
2+2χ -3と ″軸で囲まれた部分

図6.4 2直線″=α ,″ =bと ∫(・ ),g(・ )の グラフで囲まれた面積

例 題 6.10

“
ν平面における次の部分の面積 Sを 求めよ.

(1)放物線 ν="2+2と 直線 ν=κ ,ν 軸,直線 χ=1で囲まれた部分

(2)2つ の放物線 ν=χ
2_6“ +10と り=一″2+4χ +2で囲まれた部分

(3)3次曲線 ν=χ
3_3″ と直線 ν=2で囲まれた部分

解答

(1)グ ラフは図 6.5(次ページ)の ようになる。ν軸 (直線 χ=0)と 直線 χ=1
の間で,放物線 ν=″

2+2が
直線ν="よ り上にあるから,求める面積 S

は

―π+2)αχ

(2)2つの放物線で囲まれた面積を図 6。 4にそって求めるには,α とbに相当す

るπの値が,2つ の放物線の交点の
“

座標であることに気づくことが必要

δ7

直

　

と

↓

飩
　
ル
¶

州
抑
胴

θ

　
　
χ
　

つゝ
′

一一
　

″八

ろ

動・
『
趾
曖

α
　
　
　
χ
　
”る
　
色
パ

線

な

が

″

μ
′
ノ
∩̈

Ｈ

一６

一一
　

　

〓

山

　

「・
Ｉ
Ｊｏ

ｎ
り

　

加

一　
　
毎

切
　
・
プ

ぱ
　
３．

ｒりヽ
ｔ　　　“

ｆ

時

一一　
　
　
〓

Ｓ



a: -r2*4r*2

U: r'-6r*10

δ8 第 6章 積分

図 6。 5 (■)は左"(2)は右の灰色部分の面積を求める

・，４。
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6.4 部分積分法と置換積分法 δ9

問 6.10 χν平面において次の部分を図示し,その面積 Sを 求めよ.

(1)放物線 ν=″
2,直

線 ν=―χ-3,ν 軸と直線 ∬=3で囲まれた部分

(2)放物線 ν=―″2+1と 3直線 ν=2,χ =-1,∬ =1で囲まれた部分

(3)放物線 ν=κ
2,放

物線 ν=2■
2と

直線 χ=3で囲まれた部分

(4)放物線 ν=―■2,放物線 ν=一
÷

χ2と 直線 χ=-1で囲まれた部分

(5)放物線 ν=∬
2+∬ と直線 ν=―

"で
囲まれた部分

(6)放物線 ν=―
"2+χ

+3と 直線 y=2χ +1で囲まれた部分

(7)2つの放物線 ν=χ
2_5χ +6と y=一■2+χ +2で囲まれた部分

(8)2つの放物線 ν=κ
2+2"+2と

ν=-2χ
2+5∬ +2で囲まれた部分

(9)3次 曲線 ν=―■3+6χ2_12“ +7と ∬軸,ν 軸で囲まれた部分

(10)3次曲線 ν=χ
3_3κ2+3″ と直線 ν=3■ -4で囲まれた部分

6.4 部分積分法と置換積分法

【部分積分法】 微分法で学んだように,積の微分公式は

であった.

を得る. る得を

山
　
繰

＞

　

　

↓

の

０

　
　
　

式

ズ

　
　
　
　
の

市

次

＜

＜

算せよ.

0ルh助壺 0/P呻χ

解答 整式 ×三角関数,整式

整式 ×対数関数 は対数関数を

×指数関数 は整式を∫(■ )と して微分する方向で
,

∫(・ )と して微分する方向で公式を使うとよい.



4  第 6章 積分

0獄でバ→=載→=♂・とおくこ/0=Lズ→=ケπより

/.c2“
αχ二=χ・与c2■ _ノβl・ 与C2χ α

“
==τ
「

χc2κ _〒
戸/C2"α

″二=EF"c2“ _ic2π ttσ◆

0獄 で 嗣 =載 → =d“ 旗 点 → =Lズ → ― ÷
COS 3χ より

/“

sin 3χ 山 =》

 (-11COS3“ )一
/1・

(― :COS 3■ )α "

=~≡
戸"C°

S3"十 ―

百

―

/COS3χ
 α
"

=~環
要
χC°S3χ +:sin 3χ  tt θ.

(3)公式でノ(χ)=10g″ ,θ
′
(χ)=″

2とぉくと,∫′(")=÷ ,g(χ)=÷“
3

より

/χ
21。

gχ αχE=/(10g・
)・

2dχ E=(log χ)・ ≡要
χ3_/■ .÷

“

3α″

=「y“
31。gχ _―丁/χ

2αχ=÷χ31。g“ _―
}"3+θ

。

(4)公式でノ(■ )=10g χ,θ′(■)=1とおくと,∫′(■)=÷ ,θ (π )=χ より

/10g 
χ ακ=/(10g・ )・

l αχ=(log″ )κ ―/÷ 0"αχ

=χ log χ―
/1α“

==κ log"一 χ+θ .

□ 部分積分の公式において,どちらの関数を∫(■)や θ(・)におけばよいのか判断ができ

ない場合には両方試してみるとよい。公式を使った後に現れる積分の計算が元の問題より

も難しいものになってしまった場合には∫(■)と g′ (・)を 入れ換えて試してみよ.

1問 6。 11次の不定積分を計算せよ.

10ル→山 ②ルχ―⇒♂山0/紗山

10/ルαX柚 0/0・ +a dn"d“ o/ルα刃÷測"

10ル b動 0/早壺 0/讐山



6.4 部分積分法と置換積分法

【置換積分法】 合成関数の微分法で学んだように

(F(θ (χ )))′ =F′ (θ ("))g′ (・ )

であるから,F(θ (χ))は右辺の原始関数である.ゆ えに,次が成 り立つ .

Щズ瑚=/咆→VO山
ここでθ(“ )=ι と変数を置き換え,F′ (ι)=ノ (ι ) だか ら

(6.4)

71

呻ガ即=/川就

I rft) dt: I r(s@))s'@) dr

を得る.こ の式において単純に変数の文字∬とιを入れ替えると次の公式を得る。

公二T信機碁な響緯  ふi鱒高漁[最IF五

し
勇亀Tr=:

ことを示 している。

例題 6.12

次の不定積分を計算せよ.

0ルχ―助鼈“
(3) /v句χ-2 αχ

/    dχ

/Sin(:χ
―卜3)山

２

　

　

４

o4χ-3=tとおくと″=÷←+0。 両辺を1で微分すると+=÷ .よつ
てα″=÷洗であるから

/“
″_03αχ=/♂・÷洗=÷

/♂
洗=+ι4+θ

=ギ
:“
χ-04+θ.←を元にもどした)

o2χ +1=ι とおくと“=÷ lf― ⇒。両辺を1で微分すると+=÷ な



第 6章 積分

(3)

ので α
"=寺

dt。 これより

/扇轟÷α″=/÷・
:「
αt=:/÷αι

=;10g lι l十 θ=,10g12χ +11

3χ -2=tと おくと
“
=上 (1+2)。 両辺をtで微分すると

ので αχ=:dt。 これより

/y31-2α"=/v奪
・
÷

α意=÷
/ttt dt

=モ
|・ 1・

3+θ =:戸 v乍十θ=:y(3″ -2)3+θ .

(4)÷χ+3=tと おくとχ=2(t-3).両辺をtで微分すると場}=2なの
で α

"=2α
ι。これより

/Sin(÷
卜 +3)αχ==/Sin t・ 2 dt=2/sin t αι

=2(一 cost)+‐ (3=-2 cos(11χ ―卜3)―十θ.

0ルχ十が山 121/皓″十う
8山 。/ 山

可 山 0/―山 0/7語山

0/中→山0/¨ J山 0卜峠→山

+θ .

αχ

αt

な
１

一３
〓

(6.4)の左辺と右辺を入れ替えて次の公式を得る.

一一一一一一一・一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

gO=tと おき両辺を
"で

微分するとθ
′
o=#で あるが,公式 2は微分

を意味する記号 三Lが分数と同様に扱え,θ
′
(・)α"=dtと

してよいことを示 し

ている.



6.4 部分積分法と置換積分法 73

例題 6.13

()内の変数変換をすることにより,

0/青山ぱ判判
0/評…山 →

②/ギ +が山ピ+1=→

0/平山陣=→

解答

(1)χ
2+1=ι とお き両辺 を″で微分すると,2″ =

から

型生より2"αχ=αtだ

/7べ 耳
―α

“
=÷

/事 轟 T・
2χ α

"=÷ /÷
α舌

=:卜 10g lι l十 θ=弓
110glχ

2+1卜θ=:卜 log(∬
2+1)+θ

.

(2)c“ +1=ι とおくとcκ =型生よりc″ αχ=ごιであるから

/Cπ
(Cκ 十-1)5α露二=/ (Cπ ―+1)5c■ α″==/ι

5α
ι

=t.6+θ =÷ (Cr+1)6+θ .

sin χ=tとおくとcos χ=型生よりcos χ αχ=dtであるから

/sin2 
χ cos χ αχ E=/(sin χ)2 cos″ α″

=/ι 2α
ι=÷ ι

3+θ =÷ (Sin.)3+θ =

log χ=tと おくと
÷

=弓
》 

より
 ÷

αχ=洗 でをちるから

/平山=/10g》 ÷山=ル =÷′+θ =÷回 2+a

問 6。13()内 の変数変換をすることにより,次の不定積分を計算せよ.

0/ぜ十が山ぱ+1=→

0/  山ぱ+蹄 +3=→

0ルチ面鰯山的 =→

0/‖¨ M=→

0/∴山い 判

C)

:sln3 
χ+θ .

(4)
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10/ 歳ぽ+1=→

10/ ‐αχ (10g χ=ι )

壺 い J∝χ=→:(8)/



75

7.1 複素数の計算

どのような実数αに対してもα2は決して負にはならない.しかし,2乗 したら

負になるような「数」を考えるとさまざまな場面で便利である.そのような負の

数の平方根を新たに導入して,次のように数の範囲を拡張しよう.

まず,■
2+1=0と

なる数″のことをづと書き,こ れを虚数単位とよぶ.

・  づと実数 αとの積 αづを定義 し,

● づを含んだ数の計算はづを文字とする式のように扱い,関係 づ2=_1を用

いて簡単にする。

α≠0の とき,αづを純虚数とよぶ.ま た,oづ は実数の0に等しい.

以下,本節では,α ,b,c,α などの文字は特に断らないかぎり実数を表す.

解答

(1) (-2づ )× 3づ =(-2・ 3)づ
2=_60(-1)=6.

(2)づ
3=づ 2×

づ=(_1)づ =一づ.

問7.1 次の積を計算せよ.

(1)3づ ×(一幼  o)(の づ)× (桁づ
)

(4) (一ντり
2     (5) (-2ゼ

)3

３

　

　

６

(桁ぅ
2

づ
4

次の積を計算せよ.

(1)(-2づ )× 3づ
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【負の数の平方根】負の数―α(α >0)の平方根は√発と一y肩この2つである.

実際 ,

(拓の
2

←拓 の
2

(ντ)2づ
2=_α

,

(_ντ)2づ
2=_α

一一
　

〓

石 を西 =√高で定義するc特に

1洩
=義

■:計■渇‖|
1■■■■■■■i●■1■●:■■|11111:::|::|::

でどちらも2乗すると一αになる。また,負の数の平方根に対しても根号 y一 を

使うと便利なので
,

1■■■|||||||||||||||||||||||

伊J長塁7。2

(1)_√三4を づを用いて表せ. (2)(一√夏)2を 計算せよ.

解答

(1)一√14=一νπづ=-2づ .

(2)  (― ντ:4)2=(_2C)2=(_2)2づ
2=4。

(-1)=-4.

:問 7。2a 次の数をづを用いて表せ .

|(1)輌 (2)一 y=3

1問 7.2b 次の積を計算せよ.

lo(√ ア (2)、だ ×√ (3) uqx 'P3
m1JFI 1fr-l:/r-ur|〔 ヒント〕 づを用いて計算.(3)√ ×編 =

【複素数】

α+bJ(α ,bは実数)

の形の数を複素数という.α ,bを それぞれ,こ の複素数の実部,虚部という。

2つの複素数が等しくなるのは,実部どうし,虚部どうしがそれぞれ等しいと

きであり,そのときに限る.

実数αはα+OJの形をした複素数であり,純虚数 bづ も0+bJ(b≠ 0)の形を

した複素数であるc実数でない複素数α+bづ (b≠ 0)の ことを虚数とよぶ。

(3)

7

16



(α -3)+(α ― b)づ をみたす実数 α,bの値を求めよ.

解答

7.1 複素数の計算 77

(α -3)十
(α ― b)づ =0+2づ

の両辺の実部の比較から α-3=0,す なわち α=3.

一方,虚部の比較からα一b=2,よ って b=α _2=3-2=1.

(|||■

“

〉●(¨■●こ)|

■■■■tlキ|″

:間 7.3 次の等式をみたす実数 α,わ の値を求めよ。

:(1)α  tt bづ =5-4づ    (2)(2α -1)+づ =7+(a+b)づ

【複素数の四則演算】

上にまとめた結果は,以下を参考にして自分で導いておくこと.

積は,ま ずづの文字式として

(α tt bづ )(c+αづ)=αC+(αα+bC)づ +bαづ2

と展開してから,づ
2=_1を

代入する。

商は,分母のc+αづに c― αづ(C+αづの共役複素数という)を掛けた結果

(C+αづ)(c― αづ)=c2_(αづ)2=c2+α
2

と実数になることを利用 した。

一般に,複素数 zの共役複素数は記号 万で表す.すなわち ,

Z=α  tt bづ  ⇒  詳 α_bづ

伊J月亘7。4

次の計算をせよ◆

(1)(5+2づ )一 (-1+3づ )

(3)ぜ
鴇

(2)(5+2の (-1+3J)
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解答

(1)

(2)

(3)

(5+2づ )― (-1+3づ )=5+2づ +1-3づ =(5+1)+(2-3)づ =6-づ。

(5+2づ )(-1+3づ )=5。 (-1)+5・ 3J+2づ 。(-1)+2づ ・3づ

=-5+15づ -2づ +6づ
2=(_5-6)+(15-2)づ =-11+13づ .

分母 と分子 に,分母の共役複素数 を掛 けて ,

場 =器編器=褐新=¥。

間 7.4 次の計算をせ よ.

(1)(4+3づ )+(2-づ )

(3)(1+3づ )(2+づ )

(5)(3+づ )(3-づ )

(2)(4+3づ )― (2-づ )

“

)(1+Vτう
2

0( ソ
2

1+3づ

2+3づ

5-2づ

【2次方程式の虚数解】 虚数単位づは2次方程式χ2+1=0の解の1つ といえ

る.こ のように,Jを導入することで実数の範囲では解が存在しない2次方程式

に対しても虚数の解が存在する.

例題 7。 5

平方完成を用いて,2次方程式 χ2+.+1 の解を求めよ。

(7)

(9)

１

下
Ｚ

８

解答 平方完成については例題 2.3参照。

χ
2+χ +1=(χ 2+χ

)+1=

つまり

＋

ヽ

ｔ

ｒ

ノ

ー

一
４

十

　

　

０
，

↑

　

〓

ｒ
ｉ
く
ｌ
ｋ

=土 ∠ 整再
輌

±
　
　
１

一一　　　
　　　

．

._)2_

＋
　
　
　
＋

２

　
　

　

　
　

　

　

■

＼
、
‐
′
／

１

一
２

　

　

ら
，

十

　

　

か

”
　

　

だ

／

〓 ‐
＼
　

３

一４〓

＼

ｌ

ｌ

ノ

ー

一
２

＋“

／
′
‐
ヽ
＼

３

一
４

　

１

一
２

したがって,

κ =一
÷

土
1詳

|‐ 問7.5 平方完成を用いて2次方程式■2_2■ +3=0を解け.

【2次方程式の判別式】 2。 2節で,2次方程式の判別式D=b2_4αcを導入し,

D≧ 0の ときは,2次方程式は実数解をもつのであった.D<0の 場合は,解は



7.2 複素平面 η

虚数解となる.こ のとき放物線 ν=α∬2+bχ +cと ∬軸とは共有点がない (例

題 2。 4(3)の 図参照)。 以下に,判別式と解の種類についてまとめておく.

伊J長買7.6

判別式を用いて次に示す 2次方程式の解の種類を判定せよ.

(1) 12_ 4r*2-o
(3) 2n2 - x) + 1 - 0

(2) *2 + 6r * 9 - o

解答

(1)D=(-4)2_4・ 1・ 2=8>0よ り,異なる 2つの実数解をもつ。

(2)D=62_4・ 109=0よ り,ただ 1つ の実数解をもつ .

(3)D=(-1)2_4・ 2・ 1=-7<0よ り,異なる 2つの虚数解をもつ。

間 7.6 半J別式を用いて次の 2次方程式の解の種類を判定せよ.

(1)″
2_5χ +3=0    (2)-2■ 2+κ +3=0

(3)χ
2_2、

力χ+2=0  (4)-2“ 2+″ _3=0

(5)χ
2_4“ +6=0    (6)■ 2_χ +1=0

7.2 複 素平面

複素数を座標平面上の点と対応づけること

を考えよう。

複素数α+bづ は,実数の組 (α ,b)で定まる

ので,複素数α tt bJを 点 (α ,b)で表すことが

できる。

複素数 α tt bづ ←→ 点 (α ,b)

座標平面上の点 (α ,b)が複素数α+bJを 表 してい

ス平面といい,横軸を実軸,縦軸を虚軸という.

複素平面上で原点 0と zと の距離をzの絶対値と

のとき

α+bJ⇔ (a,b)

(実軸 )

る平面を複素平面またはガウ

いい,IZIと 表す.z=α tt bづ

グ (虚軸 )

α2+b2
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例題 7.7

複素数 2-づ を複素平面上に図示せよ.ま た,
を求めよe

解答 2-態 を図示した結果は右のとおり.

また,12-づ |=vり2+(_1)2=拓
.

1間 7◆7次 の複素数 を複素平面上 に図示 し,絶対値 を求め よ.

|(1)1+2づ  (2)-3+2づ  (3)-3-5J (4)1-5づ

【絶対値1偏角,極形式】 複素平面上の

複素数を,原点からの距離と
“
軸 (実軸)

からの角で表すことを考えよう.

右図で

α=r cos θ, b=r sin θ (r>0)

が成 り立つから,z=α tt bじ を

z - r(cos 0 + zsin0)

この表現を,複素数 zの極形式という.こ のとき,

lz12=(r COS θ)2+(T sin θ)2=T2(cos2 θ+sin2 θ)=r2

より

IZI=r

となる◆また,θ を zの偏角といい,arg χで表す :

arg z==θ。

偏角は 1つ には定まらない。0≦ θ<2π をみたす偏角を主値 という.

2-づ ⇔ (2,
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例題 7.8

次の複素数の絶対値,偏角,極形式を求めよ. ―π<偏角 ≦πと

する。

(1)1+づ (2)与 ♀

解答

(1)
π

一
４〓11+づ|=712+12=め, arg(1+づ )

1+づ =V5(cosI十 づdnl)

(2)

| |=

=1, arg(」三
≒ダ

三1)=―
毛|,

=COS(―
÷ )

(寺
_)2 +(一 二

`1)2
+づ dn(―÷)

問 7.8 次の複素数の絶対値,偏角 (一π<偏角 ≦π),極形式を求めよ◆

(3)ν億十J   (4)-3(1)-1+づ

(5)-2づ

(2) 1+ ,frt,

複素数の極形式において,積と商に関する次の性質が成 り立つ.
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証明 三角関数の加法定理を用いて示す .

Zl Z2=Tlr2(COS θl+t Sin θl)(COS θ2+t Sin θ2)

Zl

Z2

rtrz{(cosd1 cos 0z - sindl sind2) + e(sind1 cos 0z * cosdl sin 0r))

rtrz{cos(dr * 0z) * isin(dr * 0r)},

rr(cosgr * isin0r) : rr(cosdr * zsindr)(cos0z - esindz)

12 (cos 0z * e sin 92 ) 12 (cos 0z * e sin 02) (cos 0z - i' sin 02)

rr (cos 0r * z sin 0r ) (cos gz - e sin 0z )

,r{(cos 0r)2 - (i sin 02 )2 }
rt 

(cos 0t * z sin 91) (co s 0z - e sin 92 )

=fテ {い S θl COs θ2+Sh θlsh θ2)十 二鰤 n θl COS θ2~COSθ l sh θ2)}

=孝テ{COS01-θ2)十づdn"1-θ2)}・

次に示すのは,絶対値およ

■縫対値
「

偏角|の1性 1質■|

|●(1)1″ i″JII■ 11″il■″し1

３

・

1券 卜 援 |||
|″|■ ||″ |‐ ‐■|||||||||

|″i■|IZ21[|≦ ||″:「■1141

|■ arglζ2

５

・一一一一一●

７

一一一・一

証明

(1),(2)zl=γ l(COS θl+づ Sin θl),Z2=F2(COS θ2+づ Sin θ2)と す る と き ,

前ページの極形式の性質より

IZlZ21=rlr2=IZll。 IZ21,  arg(Zl Z2)=θ l+θ 2=arg zl+arg Z2・

極形式の性質より(3),(4)                                   _arg z2・

1分 |=号
=讐,鉗g暢

)=al―
あ=田g均

Z=T(COS θ十づSin θ)の とき,(5),(6)

万 =T(COS θ 一
jsin 

θ )=r{coS(―
θ )+づ

Sin(一 θ
)〕

であるから

lzl-r--ltl, argz- -0 - -argz.



7.2 複素平面 83

(7) zl=χ l+ν lづ ,/2=■ 2+ν2づ とすると,lzl121z212=(″ 12+ν 12)(χ22+ν22)

であり,

(.12+ν 12)(″22+ν22)_(″ 1″ 2+ν lν2)2=(χ lν2~■ 2νl)2≧ 0

より,|(■ 1・2+ν lν2)|≦ IZll lZ21が成 り立つ.したがって

IZl+Z212=lzl12+2(χ l″2+ν lν2)十 IZ212

≦ lzl12+21zll lZ21+IZ212=(lzll+lg21)2

となり,lzl+Z21≦ IZll十 IZ21が成 り立つ.

例題 7.9

次の複素数の絶対値と偏角を求めよ。ただし,一π<偏角 ≦πとする.

(1)(1+づ )(ντ十づ) ②

解答

(1)|(1+づ )(ν写十づ)|=11+づ |・ lν写十づ|=νり。2=2νり
,

arg{(1+→ (ντ+→ }=argl+→ 十arま桁十→=÷十÷

Or欝卜十子讐十=手 =の ,

arg(f{卜し::)=ar頭 -2+2の 一argl+ν写→=手―

5π

12

5π

12

(1+づ)(1-ντづ)

π

一
３

問 7.9

(1)

(4)

(5)

次の複素数の絶対値と偏角を求めよ。ただし,一π<偏角≦πとする。

(1-づ )(ャξ +づ )

編 ― づ
(2)1平 (3)

2(cos=+づ dn÷
)03(cos子 +づ dn子

)

8(cos子十づdni多う
π

一
Ｑ
ｏ

ｎ十
π

一８
０

２

積 zl z2, 商 三上 の極形式の性質を繰り返し用いて,次の定理を得る.

Z2
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例題 7.10

(1+づ )1° を計算せよ.

解 答 1+に の
(COSI+づ

Sh毛
→

よ り

(1+の
1° =の

1°

(cosI+づ
Sh÷

)1°
=25

事32(cos=+づ Sin÷
)=32づ

.

問 7.10次の複素数を計算せよ。

(1)(1+ν写づ)1°

lCOS半 +角m半
)

(2)(1+づ )~5

＼

ｌ

ｌ

ノ

レ
一９

ｎ十
レ
一９

０

／

１

１

＼

３

【協乗根】 ηは自然数とする。複素数αに対し

Zπ :=α

をみたす zを αの協乗根という.

αの絶乗根 zは次のようにして求めることができる。αとzを極形式で表し,

α =r(COS θ+づ sin θ),  Z=ρ (COS φ +tSin φ)

とする.こ のとき,zη =ρ
π
(cOS ηφ十づSinηφ)であるから,zπ =α より

ρ
π
(COSη φ +づ Sinηφ)=T(COS θ +づ sin θ)

が成り立つ◆ここで,絶対値と偏角をくらべて
,

が得られる.よ つて
,

絶対値 :ρ
η=r

偏 角 :鷺φ=θ +2たπ (た :整数)

ρ=√      (実数のη乗根)

φ=÷十年 に勤



7.2 複素平面 85

(ん :整数)ヤ7{COS(11十 二

l■ )十
づSin(イ

)+2生・ )}

例題 7.11

次の値を求めよ.

(1)-4の 4乗根 (2)4づ の 4乗根

解答

(1) α = ら
　
　
　
　
　
・　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
・

か

　

　

　

↓

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

ら
，
　

　

　

　

０

る

　

　

　

　

れ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
か
　
　
　
　
　
２
，

ぁ

　

　

　

　

１
，
　
　

　
　

　

　
　

　

　
　

　

　
　

　

る
　
　
　
　
　
Ｌ

で
　

　

　

　

Ｑ

］　　　　件
　　　　」

，
　
　
ヽ
ロ
ー
、
／
１
Ｉ
ノ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

，

　

　

　

　

　

１
⊥

工
４
行
一４
甲

片ヽ

熟

け
は

一一　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　一一

Ｚ
　
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

α
　

　

　

　

Ｚ

121
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k-0: zo:

k- 1: zt

k'- 2: 22:

A-3: zs:

□  (1)の ようにsin,cosの 値が簡単に求まる場合は値を求めたほうがよいが,(2)の

ように簡単には求まらない場合は求めなくてもよい.

０
卜

↑

争

問 7。1la次の値を求め
,

(1)一づの 2乗根

(4)-1+づ の 4乗根

(1) z4 : - 1

(3) z5: -1

複素平面上に図示せよ.

(2)一二の 3乗根   (3)-8の 4乗根

間 7。1lb次 の方程式の解を求め,複素平面上に図示せよ.

(2)z4=_8+8V写 づ

(4)z5=1_ντづ
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ベ ク トル

8。1 ベ ク トルの加法・減法・ 実数倍

向きのついた線分について,長 さと向きだ

けに着日したものをベクトルという.ベ クト

ルを図示するときは,右図のように矢線を使

う.Aを始点,Bを終点といい,ベクトル五Ё
と書 く.線分 ABの長さをA言 の大きさまた

は長さといい,IA動 で表す.ま たベクトルを
ご,ら のような記号で表すこともある.

ベクトルは長さと向きによって定まるから,2つのベクトルご,Jが異なる場所

にあるとしても,大きさが等しく向きが同じであるならばごとJは等しいとい

い,ご =bと 書く。

【ベクトルの加法・実数倍 0減法】

例として右図のようにベクトルが与えられたと

し,ベ クトルの加法・減法・実数倍をそれぞれ次

のように定めよう.

・  加法 ご+J: 図8。 1(a)の ように,ご の終点にJの始点をもってきてご

の始点からびの終点に至る矢線がご十Jである。同じ結果はごとJの始

点を一致させたときにできる平行四辺形の対角線を考えても得られる (図

8。 1(b)参照).

終
`点

B

一
ＡＢ

A

始点
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実数倍 mご :

鶴 >0の とき,

m=0の とき,

m<0の とき,

減法の定義に従えば,

8.3(b)の ように5(引 く

も得られる。

|(a)1  1  :   :

図 8。 ■ ベク トルの和

772≠ 0の とき,

鶴ごはごと同じ向きで大きさがm倍のベクトル

鶴ご=σ (大 きさ0のベクトル,向 きは考えない)

77Lご はごと反対の向きで大きさが 1鶴 1倍のベクトル.

特に,ご と同じ大きさで向きが反対のベクトルは

(-1)ご であり,単 に 一ごと記す.

鶴ごはごに平行であるという.

□ (―助ごは 3ご と同じ大きさで向きが反対であるから (一のご=(一⇒3a=-3ご

と書ける.

■3葛

図 8。 2 ベク トルの実数倍

(11)「 |■|■||

図 8.3(a)の ように求めることになるが,同 じ結果は,図

方)の終点からご (引 かれる方)の終点に矢線を引いて



例題 8.1

ご,b,ごが下図のように与えられているとき次のベクトルを図示せよ.

(1)ご 十J   (2)ご 十J+ご    (3)ご一J   (4)3ご

8.1 ベクトルの加法・減法・実数倍 89

次のベクトル

(a)  |

図 8。 3

|  |  |(b)

ベク トルの差

↓
ｂ

ｌ

一
２一

|スγ 1/

解答

(1)

一
　

↓
ｂ

一
　

１

一
２

葛+b+τ
　̈

↓
ｂ

一

１

一
２

(2) (3)

問 8。1 ベクトルご,b,ごが下図のように与えられているとき,

を図示せよ.

(1)ご +5+2ご (2)ご +F― ご ご+3b+

一　
　
　
一　
　
　
〓
Ｃ

　

一

・一
　

　

３ ↓
Ｃ

ｌ

一
２
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解答

(1)D壼 はA」 と同じ大きさで向きが逆だから

51=_ご。

一一・一・．・一・一一．．一．一・一．・一・．・一・一・一・一．・一一一一．・一

一
一
・一一
二
年
一

●
■
↓
一

一●
■
幹
一

正六角形 ABCDEFに おいて,ご =A菫,J=五」 とする.次のベク トルをご
,

(⇒ 前 131黄

(2)F菫 =試十五言=A言 _I言 =ご _3.

(3)線分 ADと BEの奏点を0と すると百さ =

B6+6さ =b十 ご=ご 十b.

問 8.2 正六角形 ABCDEFに おいて,ご =離 ,b=五ご とする。次のベク

: トルをご,bで表せ .

lo請   ② 扇 0)市

ベクトルの加法 (減法)と 実数倍に関して次の計算規則が成 り立つ。作図によ

る証明が可能であるが,省略する (読者自ら試みてみよう)。 結果的には,ご,b,

…。は,文字の計算と同じ規則を満足するということになる.

ベク|ト
ールの1計算1法貴1

中 →||

例 題 8.3

次の式を簡単にせ よ.

(1)2ご 一 (-2b)-3ご (2)2(ご 一め-4(ご +2め

解答

(1)2ご 一 (-2b)-3ご =2ご +2b-3ご =(2-3)ご +2b=一 ご+2b

(2)2(ご 一め-4(ご +2め =2ご -2び -4ご -8J

=(2-4)ご +(-2-8)b=-2ご -10b

一
∴
麟
＝

一●
■
キ
■

■
一一一一一一一一一一一一一赫
＝
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＼

ｌ

′

／

↓
ｂ

９

一
２

＋
↓
α

２

／

ｆ

ｌ

＼

１

一
３一

↓
ｂ３＋

↓
α

ｌ

一
２

３

問 8.3 次の式を簡単にせよ.

(1)-2ご +5(ご +」 ) (2)-2(2ご -5)+3(ご -35)

8.2 ベ ク トルの成分

【ベクトルの成分 (1)】 座標平面上に,

図のように原点 0を始点とするベクトルご

が与えられているとする。このときごの終

点 Aの座標 (α l,α2)を ご=こ斌 の成分表

示といい,ご =(α l,α2)と 書き表す.ご の

大きさは 1司 =yα 12+α22でぁる.

ベクトルの和,差 ,実数倍は,成分による計算では次のよ

図 8.4 成分を用いた加法・実数倍

(1,2)の とき,次のベクトルを成分表示せよ。また,その大

(2)3ご -25

伊J月亘8。4

ご=(3,1),J=

きさを求めよ.

(1)ご +5

解答

(1)

(2)

ご+b

3ご 一

13ご ―

三(3,1)+(1,2)=(4,3), |ご 十JI=

2b=3(3,1)-2(1,2)=(9,3)一
(2,4)

2bl=772+(_1)2=ν 而=5、海

y42+32=7死 =5
=(7,-1),

A (ar , az)

(i'r, or)

(at, az)
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問8。4 ご=(-1,2),J=(3,4)の とき,次のベクトルを成分表示せよ.ま た,

その大きさを求めよ.

(1)ご +5   (2)-5ご +3J
↓
ｂ

ｌ

一
３一

↓
α

ｌ

一
２

３

【ベクトルの成分 (2)】 原点0に始点を

もたない場合を考える。始点 A(α l,α 2)と

終点B(bl,b2)が与えられたとき,離 の

成分表示は,試 十A三 =こ魃 に注意して

瓦言=6言 _6A=(bl,b2)~(α l,α2)

=(bl― αl,b2~α 2)

と表すことができる .

例 題 8。 5

座標平面上に3点 0(0,0),A(1,5),B(2,-4)があるとき,次のベクトルを

成分表示せよ.ま た,その大きさを求めよ.

0試 0)離 131蘭

図 8。 5 ベクトルの成分表示

解答

(1)OA=
(2)A三 =

(1,5), 10AI=

(2-1,-4-5)

、/12■ 52

=(1,-9),

=ν函

1離 |=

〓

海
面

一一
　

〓(3)B8=(o_2,0-(-4))=(-2,4),IB61=y(_2)2+42 2拓

問 8。5 座標平面上に 3点 0(0,0),A(2,-3),B(4,1)があるとき,次のベク

トルを成分表示せよ.ま た,その大きさを求めよ.

(⇒ 譴   ② 離   oお

8。3 ベク トルの内積

【ベクトルの内積】 与えられたことしに対して,ご の始点とbの始点を一致させ

たときの間の角θ(0≦ θ≦π)を ,こ と3の なす角という.

図 8◆ 6 ごとらのなす角

12+(_9)2



ごとJの内積ご・3を次のように定める。

例題 8。6

1辺の長さが 2である正三角形 ABC
次の内積を求めよ.

に)離 .薦 ② 薦 .壺

解答

(1)A言・Aさ =IIttHAさ lcos∠ BAC

=2× 2× cOs 60° =2× 2× 上 =2.

(2)直角三角形BCMに おいて,BC=2,
BM=1であるからCM=√「となる.

また,Aさ とC立 のなす角は,ベクト
ルを平行移動して始点を一致させて考

えると
|》

+4← =i昇 なので

において,ABの 中点をMと するとき,

ｋ
．

ｋ
　

る
。

なと３
一

薦.面 =1薦 1面 lc∝平=2× √×←手)=
問 8.6 1辺の長さが 2である正六角形 ABCDEFがある.次の内積を求め

よ。

(1)慮 .黄 。)廟 .お 0)離 .赫

“

)離 .甜

〔ヒント〕 内積を考えるときのなす角は,ベ クトルを平行移動して始点を一致させて

考えよ.

【内積の成分表示】 右図の△AOBの辺

の長さと角には,余弦定理とよばれる次の

関係式が成立する:

AB2=OA2+OB2_20A00B cOsθ
.

この関係式の辺の長さをベク トルの成分

で表すことにより,次の結果が得られる:

8.3 ベクトルの内積 93

B(bl,ぁ )
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例 題 8。 7

次の問いに答えよ.

(1)ご =(-2,5)

(2)ご =(2,ι )と

めよ.

とJ=(3,1)の内積を求めよ.

J=(t-3,1)の 内積が0と なるように,定数tの値を定

解答

(1)ご 。J=(-2)× 3+5× 1=-1.

(2)ご・び=2× (t-3)+ι ×1=3ι -6=0よ り, ι=2.

問 8.7 次の問いに答えよ.

(1)ご =(4,-5)と 5=(2,2)の内積を求めよ.

(2)ご =(2,t)と J=(_3,t-1)の内積が0と なるように,定数tの値を定

め よ .

さらに,ベ クトルの内積について次の性質が成り立つ.

1癬積|の1性質

これらの性質はいずれも内積の定義や,内積の成分表示による計算から確かめ

られる。
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例題 8。8

|ご|=2,1司 =3,ご・F=_5のとき,12ご 十コを求めよ.

解答 の値を求める。上の内積の性質を用いると

(2d+ i) . (2d,+ i) …・性質 (2)

2d. (2d,+ i) +6. ed,+ i) . . .,14H (s;

2d. 2d + 2d.6 +6. za +i.6 . . . tkq. (4)

4ldl' + 4d .6 + 161, …・性質 (1)(2)(3)

が成 り立つから,こ の式に 1司 ,1司 ,ご 。Jの それぞれの値を代入すれば

12ご +512=4・ 22+4。 (-5)+32=5
となる。したがって,12ご +司 =～石である。

問8.8 1ご|=6,1司 =2,ご・J=5の とき,次の値を求めよ.

(1)|ご +JI   (2)|ご 一JI   (3)|ご -351

辞
　
一一　
〓　
〓
〓

鵜
響

ず
　
随

ま

2つ の 0で ないベク トル ご

積の定義ご。J=1司 laCOsθ よ
=(α l,α2),F=(bl,b2)の なす角をθとすると

,

り次の結果が得られる。

内

111彗:|||||1丼 ||111

lν:1  171つ:軍i夢

例題 8.9

2つ のベ ク トル ご=(4,2), (1,3)の なす角 θを求めよ。

cos0- 4× 1+2× 3

νに2+22712+32 2拓・v価  loの ψ

0≦ θ≦πであるからθ=三■ となる.

問8。9 次の2つのベクトルご,Fのなす角θを求めよ.

(1)ご =(4,0),J=(1)νT)    (2)ご =(2,1),J=(2,-4)

(3)ご =(o,-2),J=(桁,1)   (4)ご =(1,一 y3),J=(― 桁 ,3)

【ベクトルの平行と垂直】 2つのベクトルご,Jが平行 (ご //Jと 書く)である
とは,一方が他方の実数倍になるときであるから,b=鶴ごをみたす 0で ない実

一一一一一一一一＝一＝一

二
醐

1010

角翠窪罫
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数鶴がある.こ のとき,mの符号は,ご と3が同じ向き(m>o)か正反対の向

き(m<0)かで決まり,大きさは 2つのベクトルの大きさの比で決まる.

また,2つのベクトルご,Jが垂直 (ご上Jと 書く)であるとは,ご と5のなす角

θが
=に

なるときであるからご・び=1司 la cos==0と なる.

一Ⅷ
枷

，
卜
■
●
■
α

崎
わ―
―
―

●

〓
♭

一研
一
乱

:|11111:|::||:|||||||||||■

例 題 8。 10

ベク トル ご=(2,1)に対 し,次のベク トルを求めよ.

とは大 きさが 1の ベク トルのことであるc

(1)ご に平行な単位ベク トル

(2)ご に垂直で大 きさが 5であるベク トル

ただし,単位ベク トル

解答

(1)求めるベクトルをびとおくと,ご //Jだから,Jはある実数鶴に対して

b=鶴ご=m(2,1)=(2m,m)

という形で書かれる。5は単位ベクトルだからla=1な ので,さ らに

1司

2=(2m)2+m2=12

が成り立つ.よ つて772=土三L,つ まり

J=(2×
(土 +),土+)=← 1発計

上
十 )腋

銅 旧 .

(2)求めるベクトルをご=(cl,C2)と おく。ご上ごだから

ご・ご=2cl+c2=0・ …… ①

となる.一方 |ご |=5よ り

c12+c22=52..… …②

①よりc2=~2clだからこれを②に代入しc12+(_2cl)2=52と なる.

これを解いて cl=土拓 となり,さ らにc2=平 2、だ となる。

つまりご=(土拓 ,平λ汚)(複号同順)。

1問 8。10 ベクトルご=(3,-4)に 対し,次のベクトルを求めよ。

1(1)ご に平行で大きさが 10であるベクトル

|(2)ご に垂直な単位ベクトル
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空間における直線ヮ平面の方程式

9.1 空 間の座標

空間内の 1点 0で互いに直交する 3直線 Oχ ,Oν,Ozを引き,それぞれをO
を原点とする数直線と考える.こ の 1組の数直線を座標軸といい,Oχ,oy,Oz
をそれぞれ″軸,ν 軸,z軸 という。このように座標軸の定められた空間を座標

空間といい,点 0を座標空間の原点という.

さらに,χ 軸とν軸を含む平面をκν平面,ν 軸とz軸 を含む平面をνz平面 ,

z軸 とχ軸を含む平面を zχ 平面という.座標空間の点 Pを ,座標平面の場合と

同様に座標を用いて表そう。点 Pを通 り,3つ の座標軸のそれぞれに直交する平

面が,″ 軸,ν 軸,z軸 と交わる点を,それぞれA,B,Cと する。A,B,Cの各座

標軸上の座標を,そ れぞれα,b,cと するとき,こ の 3つの実数の組 (α ,b,C)を 点

Pの座標といい,α ,b,cを それぞれ点 Pの χ座標,ν 座標,z座標という。特に,

原点 0の座標は (0,0,0)で ある.ま た,座標が (α ,b,C)である点 Pを P(α ,b,C)

と表す .

図 9.1 (左図)座標空間 (右図)空間の点の座標

P化 Jら ,∂

IB
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9.2 空 間ベ ク トル

空間においても,平面の場合と同様にベクトルを考えることができ,空間内の

ベクトル,す なわち空間ベクトルに対しても加法,減法,実数倍,成分表示,内

積などについて前章と同様のことが成 り立つ。

原点をOと する座標空間内の点Aの座標をA(α l,α2,α3)と するとき,(α l,α2,α 3)

をベクトルご=こ試の成分表示といい,ご =(α l,α2,α3)と 書く。

空間ベクトルの大きさ,和,差 ,実数倍の成分による計算は,以下のように平

面ベクトルの場合と同様である.

|ご|=

(α l,α2,α3)+(bl,b2,b3)=(α l+bl,α2+b2,α 3+b3)

(α l,α2,α3)~(bl,b2,b3)=(α l― bl,α2~b2,α 3~b3)

m(α l,α 2,α3)=(mα l,mα2,鶴α3)

また,座標空間の 2点 A(α l,α2,α3),B(bl,b2,b3)に 対 して
,

I言 =6言 _6式 =(bl,b2,b3)~(α l,α2,α 3)

であるから,

I言 =(bl_α l,b2~α2,b3~α 3)

が成 り立つ。

例題 9。 1

3点 0(0,0,0),A(3,-1,4),B(-5,2,7)に 対 して以下のベクトルを成分表示

し,ま たその大きさを求めよ.

(⇒ 砿   ② 離

角翠催罫

(1)OA=(3,-1,4),

(2)A菫 =(-5,2,7)

1試 |= 32+(_1)2+42=ν 26

IA菫 |
=7(-8)2+32+32圭

=(-8,3,3),

掘

間 9。 1 3点 A(2,1,0),B(-2,4,3),C(4,0,5)

成分表示,お よびその大きさを求めよ.

ぃ)離    121黄 6)薦
得)21言 +3百さ 

“

)3こA一 こ言

― (3,-1,4)

に対 して,以下のベクトルの
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空間ベクトルの内積 も,平面ベクトルの場合と同様に定

義される。すなわちσでない2つのベクトルご,5に対して,

ごとbの なす角をθとしたとき,ご とFの内積ご。Jを

ご・b=|ご |lbl COSθ

で定める.ま た,ご =oあ るいは b=oの ときは,ご 。わ=o
と定める.

このとき,平面ベク トルの場合 と同様に次の性質が成 り立つ。

11il島:ち募||:寿t.そ1茨1歩晟‐り立|11

(3,-3,4)と (-5,t,6)が垂直となるような実数ιの値を求めよ。

解答

より,ι =3.

ご・b=3・ (-5)+(-3)・ 1+4・ 6=9-3t=0

問 9.2a 次のベクトルご,bに対 して,内積 ご・bを 求めよ.

(1)ご =(3,2,-1),5=(-2,1,4)  (2)ご =(-4,5,2),J=(2,7,-2)

問 9.2b 次のベクトルご,わ が垂直となるような実数意の値を求めよ。

(1)ご =(t,2,5),5=(3,-2,1)  (2)ご =(-2,オ ,1),J=(3,ι ,2ι )

9。3 空間における直線の方程式

0を 原点とする座標空間内の点 Pに対 して
,

F=0言 を点 Pの位置ベクトルという。位置ベ

クトルがグである点 Pを P(勁 と書く.ま た,空

間内の 2点 A,Bの位置ベクトルをそれぞれご,b

とするとき,離 =b_ご でぁる.

以下,空間内における直線の方程式について考

えてみよう.

空間内の1点 POを通り,0でないベクトルグに平行な直線で上の点をPと す

る◆P。 ,Pの位置ベクトルをそれぞれ島,Fと するとき,直線でのベクトル方程
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式は

P=PO+ι J

で与えられる.ι を媒介変数,■ をイの方向ベクトルという。

さらに,動 =(■ o,νo〆0),グ =(・ ,ν ,Z),ゲ =(α ,b,C)と 成分表示すると,次の

ような媒介変数表示を得る.

上の第1式をtに ついて解くと,α ≠0の場合には,t=χ
~χ°となる.同

様に b≠ Qc≠ 0の場合にもι=¥■ =子 となるので,次が行ら

れる。

ここでは α,b,cがいずれ も 0で ない としたが,そ れ以外の場合,た とえば ,

α≠ 0,♭ ≠ 0,C=0の ときには,媒介変数表示 (9.1)か ら,直線の方稗式は

=ギ ,Z=範

となる.こ れは
“
ν平面に平行な直線を表している。他の場合にも(9.1)に もどっ

て考えればよい。

例 題 9。 3

次の方向ベク トルをもつ直線の方程式を求めよ.

(2)(3,4,0)

解答

(1)

点 (2,-1,3)を 通 り,

(1)(1っ 5,-2)

和

ｔ
↓
Ｚ

を

　

十

１
　
一

‥

　

２

　

一　

３

数
　
一一　
〓　
〓

一変

　

κ
　

ν

ｚ

齢 た直線の方程式は

となる。これよりιを消去して,

“-2=型翼1生 =∠≡号l.

(2)媒介変数 tを用いた直線の方程式は



ｒ

ｌ

ノ

ヽ

ｌ

ｋ

χ=2+3ι
ν=-1+4ι
z=3

9,4 空間における平面の方程式  二θI

となる.第 1式 と第 2式からιを消去 して
,

ギ =午辞=&

問 9。3 ″点 (3,-4,2)を 通 り,次の方向ベク トルをもつ直線の方程式を求めよ.

(1)(-2,1,3)   (2)(0,4,-5)   (3)(0,0,3)

次に,与えられた 2点 A(χ。,νo/o),B(χ l,νl〆1)を 通る直線の方程式を考え

よう。この直線の方向ベクトルとして
,

I言 =(“1_χ。,νl~νO/1-Zo)

をとることがで きるか ら,(9.2)よ りこの直線の方程式 は次の ようになる .

□ 上の表示 o。3)は ■0≠ "L νo≠ νL Zo≠ Zlで ない と用いることがで きな

い.そ うでないとき,た とえば,■。=■ 1の 場合には,直線の方向ベク トルは

(0,ν l― νo,Zl― Zo)と なる。したがって,直線の方程式 (1)の後で述べたように,

媒介変数表示 (9.1)に もどって直線の方程式を考えることができる.他の場合も

同様 .

伊1月轟9◆4

2点 (1,-2,3),(2, -1)を通る直線の方程式を求めよ.

解答  式 (9.3)

χ -1

2-1

に代入して求めればよい.

=      =     より "-1 〓

岬

一
・
・

〓
z-3
-4

問 9。4 次の 2点 を通る直線の方程式を求めよ.

(1)(-1,2,3),(2,3,5)  (2)(3,4,-2),(5,3,-2)

9。4 空間にお ける平面の方程式

空間におぃて平面がどのような方程式で表されるかを考えよう。空間において

平面は,その平面上の1点 と,その平面に垂直なベクトルが与えられると定まる。
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1点 P。 を通 り,ベ クトル月に垂直な平面

αの方程式を求めよう.点 Pが平面α上にあ

るためには,

何上帝 ,

すなわち,

何・帝 =o     図

でなければならない。ここで,点 P,点 P。 の位置ベクトルをそれぞれ二あ と

すれば,(9.4)は

か (グー」→=0             (9・ 5)

と書くことができる.こ れが平面αのベクトル方程式である。

さらに,グ =(π ,ν ,Z),あ =(χo,νo〆0),何 =(α ,b,C)と 成分表示すると

グー島 =(・ ―・ o,ν 一νO,Z~ZO)

であるから,(9.5)は

α(χ 一κo)十 b(ν 一νo)十 C(Z― Zo)=0

と表される.すなわち,

■で|‐与|え |ら
―
|れる|■■|■|■

=|■
■|■■■■■■■|‐

このベク トル 月をこの平面の法線ベク トルという。

例 題 9。 5

次の平面の方程式を求めよ.

(1)点 (4,5,二 2)を 通 り,
ベクトル (3,-1,2)を 法線ベクトルとする平面 .

(2)2点 A(2,1,4),B(5,3,5)に 対 して,点 Aを通り,A菫 に垂直な平面 .

解答

(1)平面の方程式 (9.6)よ り,

3。 (■ -4)十 (-1)。 (ν -5)+2・ (z+2)=0.

これを整理 して,   3"一 ν+2z-3=0.

(2)A菫 =(5,3,5)― (2,1,4)=(3,2,1)で あるから,求める平面の方程式は

3. (r -2) +2. (y- 1) + I' (, - 4) - 0.
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これを整理 して , 3r*2Utz-t2:0.

間 9.5 以下の平面の方程式を求めよ.

(1)点 (1,-2,3)を 通 り,ベ クトル (2,3,-1)を 法線ベクトルとする平面 .

(2)2点 A(2,-1,3),B(3,1,2)に 対 して,点 Aを通 り,A菫 に垂直な平面 .

平面の方程式 (9.6)を ,上の例題のように展開して整理すると
,

αχ+bν +cz+α =0 (d=― α″o一 bνO~Cz。 )

というχ,ν,zの 1次方程式の形で表されることがわかる。

(a7)

さて,同一直線上にない 3点 は 1つの平面を定めるから,そのような 3点の座

標が与えられると,その 3点 を通る平面の方程式を求めることができる。

例題 9.6

3点 A(-1,0,0),B(-4,0,3),C(0,1,4)を 通る平面の方程式を求めよ.

解答 求める平面の方程式をαχ+bν +cz+α =0と おく.3点 A,B,Cの座標

を代入して,

C=α …①.

ｄ５
一

　

　

，

ｒｉくｌｋ抑
］　山

を

式

ｃ

程

Ｌ

方

角
　
の

，

と

ら

も

力

　

　

，

ら
　
て

れ

　

つ

い」

よ
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もしα=0な らば,① からα,b,cは すべて0に なってしまう.したがって,

α≠0・ よつて,上の方程式をdで割ることができて,求める平面の方程式は

■-5y+z+1=0。

1問 9。6 3点 A(5,4,0),B(0,5,3),C(4,0,2)を 通る平面の方程式を求めよ.

直線と平面の交点は,直線を媒介変数で表すことにより求めることができる.

例題 9.7

L竺_座こ三
二|     キ      3     r

l AェキFン十Cそ こp

χ―(λ キt歯

1ご b tt tメ「

ztCt f去

ハ。革AF式

+3bユ Bヽ咸
1 1l Q+′

]γ 市 =ワ

次の直線 :と 平面 αの交点の座標を求めよ.

J:半 =ギ
α : 2“ -3ν +χ =8

z+4

解答 
χ+1

=り =二
春
土 =tと おくこ ιttQ点の座標 臨 の は

“
=-1+3t,ν =-3+21,z=-4+5t

と表される (直線 ιの媒介変数表示 )。 この点が平面 α上にあるためには

2(-1+3ι )-3(-3+2ι)+(-4+5t)=8.

これを解いて,t=1.こ れを直線の媒介変数表示に代入すると
,

■=2, ν=-1, z=1

となる.すなわち,求める交点の座標は (2,-1,1).

1問 9。7 次の直線 Jと 平面 αの交点の座標を求めよ.

:け ÷
=型

t計
上 =∠≡≒

上,山 十勺 ―Z+X=0

② 卜 ″=刊 +1耳 ∠
tテ

生,山 一勾 十諺 =0

9.5 ベク トルの外積

空間内の 2つ のベクトルご=(α l,α2,α3),

外積 ご×bを 次で定める.

J=(bl,b2,b3)に 対して,ご とFの

●||■■|こ二●|こ ,二■||

‖‖|■れ||||||‐ |二|
外積について,次の性質が成 り立つことが知られている。

91   0.  こ?
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外積の1性質

例 題 9。8

ご=(5,1,-4),b=

(1)外積ご×己J

(2)内積 ご。
(ご ×

(3,6,-2)に 対 して,以下の問いに答えよ.

×ごを計算せよ.

め,J。 (ご ×めを計算し,上の性質(1)を確かめよ.

解答

(1)外積の定義 (9.8)よ り,

ご×b =(5,1,-4)× (3,6,

= (1・ (-2)一 (-4)。

= (22,-2,27),

b× ご =(3,6,-2)× (5,1,

= (6・ (-4)― (-2)・

= (-22,2,-27)

-2)

6,(-4)・ 3-5。 (-2), 5・ 6-1・ 3)

-4)

1,(-2)・ 5-3・ (-4), 3・ 1-6・ 5)

となり,ご ×b=― b× ごが成立 していることがわかる.

(2)内積の成分表示より,

ご。
(ご ×b)= (5,1,-4)。 (22,-2,27)

= 5。 22+1・ (-2)+(-4)

b◆ (ご ×b)= (3,6,-2)。 (22,-2,27)

= 3・ 22+6・ (-2)十 (-2)

となり,ご ×bは ,ご および bに垂直なベク トルであるこ

:間 9.8 次の ご,5に対 して,ご ×Jを 求めよ.

|(1)ご =(1,0,2),J=(2,3,6)   (2)ご =(3,

・27E=0,

・27二=0

とがわかる .

-5,7),b=(-4,2,-6)

ここでは,外積を直線および平面の方程式に応用してみよう
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例 題 9。 9

点 A(3,-2,5)を 通 り,2つのベクトル J=(1,1,2),づ =(4,2,3)に垂直な

直線の方程式を求めよ.

解答 求める直線を Jと する.ι は点 Aを通 り,「ごとゲに垂直なベクトル」に平

行な直線であるから,Iの方向ベクトルとして雹×づをとることができる。

ご×づ=(1,1,2)× (4,2,3)=(-1,5,-2)

であるから,Iの方程式は

ν+2χ-3 ν+2  z-5
5    -2

=ギ

)-5

AB× ACは実際より

短く図示されている。

またま

／

１

＼ “
-3=

-1

となる.

問 9。9 外積を用いて,点 A(-2,0,4)を 通 り,2つのベクトルゲ=(2,1,6),

づ=(1,-1,2)に 垂直な直線の方程式を求めよ.

例題 9.6で は 3点 を通る平面の方程式を求めたが,こ こでは外積を用いて同様

の問題を解いてみよう。

例 題 9。 10

3点 A(-2,1,3),B(1っ -2,1),C(-1,4,4)を 通る平面の方程式を求めよ.

解答 求める平面をαとする.α は

線分 ABお よびACを含むので,α の

法線ベクトル月はA」 おょび薦 と

垂直になる.し たがつて,月 として

離 ×I輔 をとることができる.離 =

c,-3,-21,Iさ =は ,3,⇒ より

館 ×薦 =(3,-5,12)

である.以上から,α は点 Aを通 り,

ベク トル (3,-5,12)に 垂直な平面であ

り,その方程式は

3(■ +2)-5(ν -1)+12(z-3)=0す なわち 3■ -5ν+12z=25

となる.

1問 9。10 外積を用いて,3点 (-1,5,2),(1,4,6),(2,3,7)を 通る平面の方程

1式を求めよ.

AB×AC
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数列と無限級数

10.1 数列の極限

数列{απ},す なわち,

において,η を限りなく大きくするとき,αれがある値スに限りなく近づくなら
ば,{απ}は スに収東するといい,ス を{αη}の極限値または極限という.こ の

とき,

lim αη=■ ,

あるいは,αれ→ 五 (2→ ∞ )な どと書 く.

数列{αη}が収束しないとき,{αη}は発散するといい,次の場合に分けられる.

(1)正 の無限大 (+∞ )に発散:αれが限りなく大きくなることをいい
,

lim απ=十 ∞

散

い

発

を

ド
ハ
判

∞
　
＋

一
　

〓

大
　
％

限
　
一

と書く．］輛問

２

αηは負で
lαηlが 限 りな く大 きくなること

lim αη =_∞

と書 く.

(3)振動:{απ}が収東せず,正および負の無限大にも発散しないとき,{αη}は
振動するという。

Jlli垣 lo.1

次の数列の収東・発散を調べ よ.

(1)1,3,5,7,0…

(3) 1,0,-1,-2,

L―事事■
1,-1,1,-1,― ・

２

　

　

４
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解答

(1) α。=1で公差 2の等差数列だから,一

般項はαη=2η +1で表される。よつ

て lim α協=十∞ であり,正の無限

大に発散する.

一般項はαn=(-1)π L+1で 表さ

れるから,2を 限りなく大きくすると

αηは 0に 限 りなく近づ く.す なわち

lim απ=0である。

一般項はαπ=1-2で 表されるから,

lim απ=一∞ であり,負 の無限大に

発散する.

1,-1が交互に現れ,児 を限りなく大

きくしても一定の値に近づかない.ま

た,十∞ にも,一∞ にも発散していな

いので,振動する数列である.

7

5

3

1

1

O

-1

-2

発散を調べ よ.

(2)1,-2,4,-8,… ・

O

(2)

0)

(4)

問 10。1 次の数列の収束・

OL一事事一部…

(3)0,
３

一
４

２

一
３

１

一
２

７

一
４一

５

一
３

３

一
２一

４

数列{αn},{bη }が収東するとき,次の定理が成り立つ.

特に,

＝
一＝
＝
■
一＝
＝
一■
一　
　
つ

一＝
一■
■
●
■
一■
●
一　
　
エエ

一●
●
●
●
一　
成

一一．・一一一．一．・．一一一
一．一．一一一．一一
．一・．一．・一一．一城
．一・・一．一．一一　

［

■
■
●
＝
一
　

れ

＝
Ｉ
●
く
一　

列

■
■
■
■
＝
一　
数

１

一
３
０

　

１

一
２



|lil轟::==
|れ ,→100二 1毎絆||

■||■■僻|≫10)

10.2 等比数列の極限  lθ 9

例 題 10.2

次の数列の極限を調べよ.

0{  } (2) {yη +1(yη +2-νπ)}

解答

(1)

121

観
yη +1(yη +2-νπ)=ν

π耳可

なので,十∞ に発散する。

(√面雨 一ν篤)(νπ耳百+νπ
)

yη +2+ν篤

″
"切

2v
+1 (n-+cc)

/η +2+輌

次の数列の極限を調べよ。

+1

η

　

　

η

５

　

　

２

２
　
ｒ
く
ｔ
　
ｒ
く
ｔ
　
ｒ
く
ｔ

ｌ。

　

⇒

　

　

鋤

　

　

↓

問

　

＜

　

　

＜

　

　

＜

}

}

yη +5-yη +2

(2){

(4){

2η
2+3第 +4

3η2_4η +1

１

　

１

yn+3-yn+1

10.2 等比数列の極限

α。=1で公比rの等比数列{απ=rn},す なわち,

1,T,T2,r3,.…

の極限は次のように場合分けされる.
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例 題 10。3

一般項が次の式で表される数列

0%=

{αη}の極限を調べよ.

0%= (r>0)

解答

(1)

(2)

απの分子,分母を42で割ってから極限を考えると

a/72=     →
七 詩

=:し → OOl・

T>1の とき,αれの分子,分母を rη で割ると

π１

一

ｒ

２

一
３

ヽ

＞

Ｊ

ｎｌ

一

ｒ

２

一
３

ｒ

り

ヽ

ｔ

η
Ｔ

η=0

また,第 η項までの和

Tη
{1・ (÷ )22}

rz:0

sn: a0*at*az*"'*an

αη ==

1+(_+)2π

1よ り
(÷ )2π

_→ 0(η ―→ CЮ)だから, lim απ=3■Tあ る.１一＜ｒ　　ヽ曖

＜
　
　
　
〓

∩
）
　

　

　

　

Ｆ き, αη

0<r<1の とき,

において r2π → 0(η → ∞)だから,lim αη=-2である。

問10.3 -般項が次の式で表される数列{απ}の極限を調べよ。

3π -2・ 2η

(1)αη=-                 4η
+3π

(2)αη=2・
3π -22π3η ―+22

4η -3・
(3)αη=―

3n_+2π

10.3 無限級数

数列{αη}に対して,

αO―十αl―十α2~十 …・I απ―十・・・

を無限級数といい,】Eαれと書 く。αれを無限級数 Σ α2の 第η項という.

=1+1=÷ より
牌‰

απ=÷ である。

αη =        =



を (第 2)音5分和といい
,

収束・発散を定める.

{sη }がスに収束するこ

いう。また
,

することを

が 十∞

=1- 1
η+2

である。したがって,

部分和 {sη }の収東

とを
ΣEαη=
η=0

に発散するこ

10.3

発散 によって無限級数 Σ
αηの

n=0

スを無限級数 Σ α2の和と

れ=0

=+∞ で表し,一∞ に発散

無限級数  111

スで表し,

とを ΣEαη
η=0

発散を調べ よ.

1              1 1        1
+2・

3+3・ 4~+(2+1)(2+2)

@
1,1,Drr 12- 2.J-

\1 2/ \

であるので,部分和 sれ は

1

1・ 2

1

二てⅢ経万=鳳乳=1

1)(2+2)

…+(轟―轟 )

2

3・ 5+…
・

1
+、

ρ +√
+…

＋

　

十

　

　

　

一

η
　

　

一　

　

１

一２

十
　
　
十

い

ゴ

可

問 10。4 次の無限級数の収束・発散を調べよ.

°
忍 て万耳覇

`卜

百下百ァ
=台 +島 十

(2)

名 ντ十Σ
1              1           1
7==― ~言 十 ==一 言
yη +l  νπ tt ντ+√

解答
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収束する無限級数 Σ
απ=

lim αη =lim(Sη 一 Sn_1)=

1無
‐
銀級議|‖1数夢|1極1銀||

したがつて, lim απ

ただ し, lim αη=0

(本章末の無限級数の例

スの部分和 sη に対 して,απ=

lim sη ― lim sπ_1=■ ―■

Sη 一Sけ 1よ り,

=0である。

■||■|■ |■||111

‐‐|||ニ
≠0な らば無限級数Σ απは発散する.

η=0

でも】Eαηが発散することもあるので,注意を要する
η=0

(1)参照)。

10.4 無限等比級数

等比数列からつくられる無限級数

ΣαTn=α +αT+αT2+… +arn+…
η=0

を無限等比級数という.α =0な らば,Tの値に関わらず収束し,その和は0で

あるc α≠0の ときの収東 0発散を調べるため,ま ず,部分和

sη 一‐α―十αγ―十αT2_十 ・・・―十αγ
η

を簡単な式で表そう◆γ≠1の ときは,上のs悔 の式からそのr倍

rsn=二 αr―十αr2_十 。・・I αrn_十 αr鳴
+1

観 々引い試 に 一→銑 =4-′ 均 によ 先 九 =  と割 する

ことがわかる.γ =1の ときは,s協 =(2+1)α である。よつて,
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例題 10◆ 5

次の無限級数の和を求めよ.

(⇒ 忍手=3+÷ +÷十÷+…

②
21∵
争=09+剛 +剛9+剛

"+…
・

解答

0二争=23(1)π =

二烏キ=還
1009(―券)η

二    =1

上の例題の (2)か らわかるように, 0.999。 …=1で ある.

0二喘諄=0譴 +0剛十剛∞譴Ⅲ…
②こ喘諄=囲 +000081+剛∞∞譴Ⅲ…
0 ニギ器丁=Q81-0081+00081-…

=4１

一
４一

0)

□

例 題 10.6

次の無限級数が収東するような
“
の値の範囲,

Σ←÷)η
=1-÷ +(÷

)2

よめ求を

　

　

一

徊
ル

び
　
χ
一３

よ

　

／

ｋ

お

　

　

一

解答収束する条件は卜÷|

和ま
可IFィL弓

再「
=百言≒F

<1よ り,-3<"<3で あり,ま た,無限級数の

である◆
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I Fn5 10。6

1(1)

次の無限級数が収東するようなχの範囲,お よびその和を求めよ.

Σttη =1+2χ +4■
2+8■3+…

η=0

ΣE(1-→
η=1+(1-→ +(1-→2+(1_→3+…

η=0

ΣEsin2“
とosη 2■ =sin 2"+sin 2χ  cos 2■ +sin 2κ  cos2 2″ +・・・

η=0

)三〕(‐
―tan2.)2==1‐一tan2 χ_十 tan4 χ__tan6 χ_十 …・

η=0

10。5 種 々の無限級数

いろいろな無限級数の収東・発散を調べるには,定義に基づいて部分和の極限

を調べなければならないが,次の和に関する性質が有効である場合もあるc

警1彎督1警|■‐lrl彎 1種琴|〒

IⅢⅢⅢIΣI■IΣ●|IⅢⅢII■ ぎ|||||‐摯IΣIIIIIⅢl

(2)

6)

(4)

に■0■■■れ■0

例 題 10.7

次の無限級数の和を求めよ.

Σ ](:‐
)η

=

| |■■■|れ

=0

=3+:+毛争+:争 +二
解答 分子,分母を 3π で割ると

言ギトl=

となる。ここで

＼

ｌ

ｌ

ノ

πヽ
ヽ
１
１
′
ノ
／

１

一
３

／

ｆ

ｌ

＼

２

一

ηヽ
、
‐
‐
′
′
／

２

一
３

／

ｆ

ｌ

＼

５

／

１

１

＼

∞
Σ

祠

〓

ηヽ
ヽ
１
１
日
′
ノ
／

１

一
３

／

ｆ

ｌ

＼

∞
Σ

祠

２１

一
３一

２

一
３一

=3,
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であるから

il   =5・ 3-2・
:

π=0

問 10。7 次の無限級数の和を求めよ.

(⇒ 量化μ =2+÷ +手 +…
η=0

② 忍t詳 =4+:+++…・

=12.

最後に有名な無限級数をいくつか挙げておく。

無限級数の例

(2)

(3)

(4)

(5)

1+÷ 十
÷

十
÷

+…・=十∞

1-:+:一
÷

+…・=10g2

1-÷ +÷ ―÷+… =÷

1+++÷ +÷ +… =C

l+手‐+十 ++……手
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集合 と論理

11。1 集合

【集合と部分集合】 数学的に定められたある性質をみたすものの全体を集合と

いう.た とえば,12の正の約数であるものの全体 1,2,3,4,6,12は集合とな

る.こ の集合をDと するとき,

D={“ |"は 12の正の約数},ま たは,D={1,2,3,4,6,12}

などと表す.一方,M={χ l"は大きい数である}は集合ではない.単に“大

きい数である"と いっても数学的に意味が定まらないからである.

集合を構成している,すなわち,集合に属するひとつひとつのものをその集合の

要素という。αが集合スの要素であることを,α はスに属するといい,記号では

α∈五 あるいは ス∋α

と表す。また,bが スの要素でないことを

b¢ 五 あるいは ■ブb

と表す。たとえば,上で取 り上げた集合 Dにおいて,2は Dに属し,5は Dに

属さないので,2∈ D,5に Dと表される。

2つの集合 ■,3に おいて,ス のどの要素をとってもそれが 3に含まれてい

るとき,ス は Bの部分集合であるといい,記号では

■⊂B あるいは B⊃ ス

と表す.ま た,2つの集合 ス,Bの要素全体が一致するとき,ス と Bは等 しい

といい,記号では ■=Bと 表す.つ まり,

ス=B は ■⊂Bかつ B⊂ ス のときに限つて成 り立つ

ということである.記号 =,⊂ ,⊃ によって表される集合の間の関係を包含関

係という。たとえば
,

D={"|

のとき,

“
は12の正の約数},E={“ |"は 6の正の約数},F={1,2,3,6}

これらの包含関係 として

E⊂ D(D⊃ E),D≠ E,E=F
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が成 り立つ .

要素を1つ ももたない集合{}を空集合といい,記号φで表す.

の集合の部分集合になっていると考え,任意の集合 Sに対 して,

空集合は任意

φ⊂Sと する.

例 題 11.1

集合五={1,2}の部分集合は何個あるか

解答 空集合も集合 スの部分集合なので,部分集合は全部で次の 4個である.

{1,2},{1},{2),φ ={}

≡問11。la 次の集合の部分集合は何個あるか.

≡ (1)五 ={1,2,3} (2)B={1,2,3,4,5,6}

□  一般に,集合 スの要素の個数が ηであるとき,ス の部分集合の総数は 2η 個である

ことが知られている.

三問 11。lb ス={χ 15≦ χ≦8},3={χ l-1≦ "≦
ん}と する。

:(1)五 ⊂Bと なるようなたの値の範囲を求めよ.

1(2)B=φ となるようなんの値の範囲を求めよ.

【共通部分と和集合】 2つの集合■,3のいずれにも属している要素の集合を,

スとBの共通部分または交わりといい,五 ∩Bで表す。また,■っBの少なく

とも一方に属している要素の集合を,■ とBの和集合または結びといい,ス ∪B
で表す .

集合の包含関係を表す図 (ベン図)を用いて示すと,次のとおりである。

例 題

五 =

(1)

121

{χ l“
2_χ _12≦ 0},B={“

l 
χ2_6″ -7≦ 0)と する.

ス,3を {χ lα ≦
“
≦b)の形を用いて表せ.

ス∩B,■ ∪Bを {“ lα ≦χ≦b)の形を用いて表せ.

解答

(1)2次不等式を解 くことにより,

ス={χ l-3≦ χ≦4}, B-{rl-1 Sr5_ T}.

4∪ B
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(2)ス ∩B,ス ∪Bはそれぞれ ■,3の共通部分,和集合であるから,

ス∩B={∬ |-1≦ ″≦4), ■∪B={″ |-3≦ χ≦7}。

問 11。2 次の 2つの集合 A,3お よび,■ ∩B,■ ∪Bを簡単な不等式を用

いて表せ .

(1)ス ={″ |″
2_3χ -10≦ 0},3={"l χ2_5“ -6≦ 0}

(2)ス ={χ l・
2_4■ -5≦ 0},3={“ |・

2_4″ -12≦ 0}

(3)ス ={χ l“
2+"_2≦ 0),B={χ l“

2_″ _2≧ 0}

【全体集合と補集合】 あらかじめ,整数全

体の集合や,実数全体の集合のように,考え

ているものの範囲全体を全体集合といい,び

などで表す .

全体集合 び の部分集合 ス に対 して,び の

要素であって ス には属さないもの全体の集合を

表す。このとき,定義から

スの補集合 といい,記号 ス で

五∩ス=φ, ■∪五=び

が成り立つ .

たとえば,10以下の正の整数全体を全体集合 び とし,その部分集合スを 10の

約数全体の集合とするとき,

A: {I, 2, 5, 10}, A - {3, 4, 6, 7, 8, 9}

である。

例 題 11◆3

実数全体の集合 Rを全体集合と考えたとき,

A={″ ∈R lχ 2_“ _6≧ 0}

の補集合を簡単な不等式を用いて表せ .

解答 五={χ ∈RI″ ≦-2ま たは3≦
"}で

あるから,その補集合は

万={″ ∈R lχ2_χ _6<0}={χ ∈RI-2<χ <3}.

1問 11.3 実数全体 Rを全体集合 とし,その部分集合 ■,3を

| ス={“ ∈RI(χ -5)(χ +6)≦ 0},B={"∈ RI(″ +1)(χ -9)≦ 0}

|と するとき,次の問いに答えよ.

|(1)万 ,Fを 簡単な不等式を用いて表せ。

|(2)И ∩F,ス ∪Bを簡単な不等式を用いて表せ.

:(3)И ∪F,A∩ 3を簡単な不等式を用いて表せ。
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ベン図を用いて ,
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2つの集合 ■,3の共通部分,和集合の補集合 五∩3っ 五∪3と ■,Bの補集

合 ス,Bの共通部分,和集合の関係をベン図で考えてみよう.

解答 五∩Bと 万 ∪万 それぞれのベン図を描 くと
,

集合は一致するので,ス ∩B=万 ∪万 が成 り立つこ

下図のようになる.2つの

A∩ Bの補集合

五,Bの
和集合

問 11。4 ベン図を用いて , ス∪B=ス ∩Bを 示せ .

例題 11.4と 問 11.4で示した関係をドeモルガンの法則という。

| |‐

【要素の個数】 要素の個数が有限である集合を有限集合といい,有限集合■の

要素の個数を見(■)と 表す。また,要素が無数にある集合を無限集合という。た

とえば
,

ス={χ lχ は24の正の約数}={1,2,3,4,6,8,12,24}
であるとき,ス は有限集合であり,2(■)=8で ある.一方 ,

3={χ lχ は6の倍数}={・ …,-6,0,6,12,… 。
}

であるとき,3の要素は無数にあり,無限集合である.

集合の要素の個数に関しては次の関係式が成 り立つ.

:
πllめ―|IⅢI“‖ⅢⅢⅢⅢIIII‐

||11(石

'|||(″

,||`ユ|||||||||||||||‐ |‐|      ‐
■が成り立つ1■|||||■■■||■||■11■■■|||||■|■■■ |    ‐‐
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例題 11。 5

300以下の正の整数で次の条件をみたすものの個数を求めよ.

(1)3で も 5で も割 り切れる  (2)3ま たは 5で割 り切れる

(3)3で割 り切れないか,ま たは 5で割 り切れない

解答 300以下の正の整数全体び を全体集合とし,び の要素のうち 3の倍数の

集合を■,5の倍数の集合をBと すると,η (び)=300,2(■)=100,η (3)=60
である.

(1)「3で も5で も割り切れる」数の集合 五∩Bは 15の倍数の集合であるか

ら,その個数は2(■ ∩3)=20で ある.

(2)「 3ま たは 5で割り切れる」数の集合は■∪Bであり,その個数は

2(■ ∪3)=η (■)+η (3)一 η(■ ∩3)=100+60-20=140。

(3)「 3で割 り切れないか,ま たは 5で割 り切れない」数の集合は■ ∪Bで

あるから, ド・モルガンの法貝Jを 用いると,その個数は

η(万 ∪百)=2(■ ∩3)=η (び )一 π(■ ∩3)=300-20=280.

1問 11.5a 200以 下の正の整数で次の条件をみたすものの個数を求めよ。

|(1)4で も 5で も割 り切れる。  (2)4ま たは 5で割 り切れる.

|(3)4で 割 り切れるが 5で は割 り切れない。

1問 11.5b ある学科の学生 120名 のうち,高校で物理を履修 した人は 96名 ,

1化学を履修した人は 73名 ,物理,化学の少なくとも一方を履修した人は 110

1名であった.こ のとき,次の人数を求めよ.

|(1)物理,化学両方を履修した人

|(2)物理,化学のどちらか一方だけを履修 した人

例 題 11.6

ある学科の 99人の学生が物理,化学,生物を選択受講した.全員少なくと

も1科 目は受講し,物理,化学,生物の受講者の全体をそれぞれ ス,3,θ

とするとき,

2(■ )=65,η (3)=40,

2(■ ∩3)=14,η (■ ∩θ)=11,冗 (■ ∪σ)=78,2(3∪ θ)=55
となった。

(1)生物の受講者数を求めよ.

(2)1科 目だけを受講する学生数を求めよ.

(3)3科 目すべてを受講する学生数を求めよ.
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解答

(1)生物の受講者数は2(σ)であるから,2(■)+2(θ)=η (■ ∪θ)+2(■∩θ)

より次のように求まる.

2(θ)=η (■ ∪σ)+η (■ ∩θ)-2(■ )

(2)右 図のように各部分に属する学生数を

t,し ,υ ,り ,χ ,ν ,Zと お く.

2(■ ∪3)=2(■)+2(3)一 η(■ ∩3)

=65+40-14=91
であ り,全学生数が 99名であるから,

″=99-2(B∪ θ)=44,

ν=99-2(■ ∪σ)=21,

z=99-2(五 ∪3)=8

である。よって,求める学生数は

χ+ν +z=44+21+8=73.

求める学生数はιである。

η(3∩ σ)=η(3)+η (θ)-2(3∪ σ)=40+24-55=9
であるから,し ,υ ,り は

し=η (■ ∩3)一 ι=14-:, υ=2(3∩ θ)一 ι=9-t,
υ=2(■ ∩θ)― ι=11-ι

と表され,こ れらを

″十ν tt z+鶴 +υ +υ ttt=99,す なわち,73+鶴 十υ+υ +ι =99
に代入して,ι を求めると,求める学生数 ι=4を得る.

間 11.6 60名の学生がいるクラスで数学・物理・化学の試験を行なったとこ

ろ,合格者はそれぞれ 45名 ,34名,44名であった.ま た,数学だけ,物理

だけ,化学だけに合格した学生はそれぞれ 8名 ,1名 ,6名であり,3科 目す

べてに合格 した学生は 28名であった.こ のとき,3科 日とも合格 しなかった

学生は何名いるか.

11.2 論理

【命題】 数学的に正しいか正しくないかがはっきりと決まることを表す式や文

を命題という.命題が正しいときにはその命題は真である,あるいは,その命題

は成り立つ,と いう。また,正 しくないときにはその命題は偽である,あるいは
,

その命題は成り立たない,と いう.

=78+11二 65=24.

(3)
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例題 11.7

次の命題の真偽をいえ。

(1)-3≦ 2

(3)(-3)2≦ 22

(1)6は素数である

(3)3≧ 1

偶数の平方は4の倍数である

奇数の平方は偶数である

(2)偶数は 4の倍数である

(4)最 も小さい正の実数はある

α:「χは5で割り切れる整数である」

２

　

４

解答

(1)正 しいので,真である.

(2)偶数は22(η は整数)と 表され,そ の平方は (2η)2=422で ぁるから4の

倍数である。したがって,命題は真である.

(3)こ の不等式は 9≦ 4と なるので,偽である.

(4)奇数は22-1(2は 整数)と 表され,平方すると

(2第 -1)2=4η2_4η +1=2(2η 2_22)+1

これは奇数なので,命題は偽である.

1問 11.7 次の命題の真偽をいえ.

|(5)100よ り小さい正の整数で最大のものがある

|(6)2よ り小さい実数の平方は 4よ り小さい

【条件】 変数を含んだ式や文は,そのままでは命題ではない.た とえば,実数

χについて ,

.2_6>0

は,χ =4を 代入すると真の命題 42_6>0と なるが,"=2を 代入すると偽の

命題 22_6>0と なる.こ のように,変数 χを含む式や文で,χ に値を代入す

ると命題になる式や文を
“

に関する条件 という。■に関する条件は,た とえば
,

P(χ ):“
2_6>0,  c(・

):「・ は5で割り切れる整数である」

あるいは簡単に

P:χ
2_6>0,

などと表す .

条件 P(■ )について,χ =α を代入した命題 P(a)が真であるとき,

“
=α は P(■ )を みたす,あ るいは,χ =α のとき P(■)は成 り立つ

という.逆に,■ =α を代入した命題 P(α)が偽であるとき,

“
=α は P(■ )をみたさない,あ るいは,"=α のときP(χ )は成り立たない

という。
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解答 条件 P(″ )に ″=2と ″=4それぞれ代入すると

命題 P(2):「 22+1(=5)は 5で割り切れる」

命題 P(4):「42+1(=17)は 5で割り切れる」

となる。したがって,P(2)は真,P(4)は 偽である.

問 11.8 次の命題の真偽をいえ.

(1)条件 P(χ ):「χ2_1は 7で割り切れる」のとき,P(4),P(8)と P(13)

(2)条件g(χ ):「″2_2χ -15<0」 のとき,c(3),9(-3)と 9(373)

(3)条件 r("):「ν
2_4ν

 tt χ
2=0を

みたす実数νがある」のとき,r(0),

r(2)と T(ν受⊃

【仮定と結論】 数学における命題は,た とえば
,

χ>3な らば ノ >9
のように,2つの条件 P("),9(χ )を用いて

,

Jll月垣11。8

整数 ″に関する条件

命題 P(2),命題 P(4)

のように言い換えられる

g(χ )を結論という.なお,

と書くこともある.

例題 11.9

χを実数 とするとき,

(1)χ =1な らば π2

P(χ):「"2+1は
5で割り切れる」について

,

はそれぞれ真か偽か。

P(χ )な ら|ゴ g(“)        ・……。①

ことが多い.こ のような命題において,P(χ)を仮定
,

「ならば」の代わりに記号 =⇒ を用いて,命題① を

P(・ ) ⇒  9(″ )

次 の命題 の仮定 と結論 を示 し,そ の真偽 をいえ .

=1  (2)χ 2=1→
κ=1

解答

(1)仮定は χ=1,結論は ″2=1.正 しいので真である.

(2)仮定は χ2=1,結 論は ″=1.χ2=1で
も常にχ=1と は限らない

(χ =-1の場合もある)ので,偽である.

問 11。9 χを実数とするとき,次の命題の仮定と結論を示し,その真偽をいえ.

(1)"2=9な らば χ=3 (2)2χ -5>0な らば ″>6
(3)χ

2<4な
らば χ<2  (4)■ 2_κ _2=0の 解はχ≧ -1をみたす
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【反例】 命題① における,「ならば」はより丁寧にいうと,「 ならば常に」の意

味であるから,命題 ① が真であるのは,

P(")を みたす
"は

すべてα(■)を みたす

ときである.したがつて,P(■ )を みたすが 9(・ )を みたさないようなχがある,

すなわち,

あるαに対 して P(α)は成 り立つが,9(α )は成 り立たない

とき,命題① は偽である.こ のとき,α を① の反例という。

例 題 11。 10

次の命題のうち,真であるものは証明し,

(1)χ >3な らば
“

2>9  (2)
偽であるものには反夕]を 挙げよ.

“

2>9→
">3

解答

(1)条件 ">3を
みたすすべての実数

"は
条件

“

2>9を みたすから,こ の

命題は真である。

(2)χ =-4は条件 ″2>9を みたすが,条件 ">3を
みたさないから,こ の

命題は偽であり,“ =-4が反例 (の 1つ )である.

1問 11.10 次の命題のうち,真であるものは証明し,偽であるものには反例

|を挙げよ。ただし,α ,bは実数とする.

|(1)α が有理数ならば,α
2は

有理数である

|(2)α が無理数ならば,α
2は

無理数である

1(3)α +bと αbが ともに整数 →  α,bは整数

【十分条件・必要条件】 2つの条件 P(″ ),9(χ )について,命題

P(π)な らば g(“),   すなわち,  P(")=)g(")

が常に真であるとき,

P(")は 9(χ )の十分条件,  あるいは,  9(“ )は P(")の必要条件

であるという.こ れら2つの文は主語をかえて同じことを述べている.

:||||||||||||||

1轟幕|||
で,ある1.
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2つの命題

p(*) at'if q(*), q(*) Abff p(*) ……②
のいずれもが常に真であるとき,

P(・ )は 9(・ )の必要十分条件, あるいは, 9(・ )は P(・ )の必要十分条件

であるという.ま た,② の2つの命題,つ まり,

P(χ)=→ 9(“), かつ, 9(■)→ P(χ )

をまとめて,

P(・ ) ・― ・ g(・ )                 …。…・c)
と表す。すなわち,P(″),9(")が たがいに他方の必要十分条件となるのは,③ が

成り立つときである。

例 題 11。 11

必要条件,十分条件,必要十分条件のいずれであるか答えよ.

(1)χ >3は ■2>9が成り立つための何条件か.

(2)″
2>9は

χ>3が成り立つための何条件か.

(3)χ
2_4<0は _2<″ <2が成り立つための何条件か

解答

(1)命題「κ>3な らば χ2>9」 は真であるが,命題「χ2>9な らば χ>3」

は偽であるので,条件 ″>3は 条件 ″2>9が 成 り立つための十分条件

である (必要条件ではない).

(2)(1)よ り,条件 χ2>9は 条件 ″>3が 成 り立つための必要条件である

(十分条件ではない).

(3)χ
2_4<0←

→ _2<χ <2が成 り立つから,条件 χ2_4<0は 条件

-2<χ <2の必要十分条件である.

問 11。11 次の各間において,条件 Pは 条件 αが成 り立つための

(ア )必要条件  (イ )十分条件  (ウ )必要十分条件

(工)必要条件でも十分条件でもない

のいずれであるか答えよ.ただし, α,bは実数とする.

(1) p: a2-b2
(2) p: a- b:0
(3) p: I o l< 1

(4) p: a2>b2

(5) p: a)0, b>0
(6) p: a) 1, b> I

q: a-b
q: a2+b2 -0
q: n2

q: alb
qi a*b)0, ab>0
qi a)0, b>0 fi'c ct,*b>2
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【真理集合】 考えている範囲,すなわち,全体集合をび とし,び の要素″に

関する条件 P(“ )が与えられたとき,集合

P={″ ∈びIP(・ )}={"|"は P(・ )をみたすびの要素}

を条件 P(■)の真理集合という。

例 題 11。 12

実数全体の集合 Rを全体集合とするとき,次の条件 P(π)の真理集合 Pを

求め よ.

(1)P(χ ):(χ -2)(3χ +1)

(3)P(χ ):κ
2<0

(2)P(χ ):″
2_4“ -5<0

解答

(1)(χ -2)(3χ +1)=0を みたす実数χ全体であるから,P=

(2)(χ +1)("-5)<0をみたす実数
“
全体より,P={π l-1

(3)χ
2<0を みたす実数

"は
ないから,P=φ (空集合).

問 11。12 実数全体の集合Rを全体集合とするとき,次の条件 P(χ )の真理

集合 Pを 求め よ。

(1)P(π ):"2_2"-1=0

(3)P(χ ):χ
2+1>0

(2)P(■ ):“
2_χ _12>0

2つの条件 P(χ ),9(“ )の真理集合をそれぞれ民 の とするとき,

命題「P(■)=→ 9(“)が真である」

は,2つの真理集合 民 のの間に

P⊂ 0

が成り立つことと同じであるcしたがつて,特に

命題 レ(“ )←⇒ g(χ)が真である」

すなわち,P(・)と α(χ )がたがいに必要十分条件であることは

P⊂ の かつ の⊂P, すなわち, P=0

が成り立つこと同じである.

これらを十分条件,必要条件の言葉を用いてまとめると次のとおりである。

ヽ
■

日

―
日

、

≫
′

ロ

ー
・

，

′

　

　

．

１
一３

ｎ吋

一
　

　

＜

，
　
　
”

ｒ
乃
Ｙ
ｔ
＜



11.2 話)班里   127

例 題 11。 13

2つの実数 χ
, νに関して

,

χ2+ν2≦

次のことが成 り立つことを示せ .

1な らば
|″ |≦ 1かつ

lν l≦ 1

解答 2つの条件

P:″
2+ν2≦

1,

g:lχ l≦ 1かつ
lν l≦ 1

の真理集合 二oを ″ν平面に図示すると
,

P⊂ cと なっているので
,

ptebifq
(Pは斜線部分.oは網かけ音6分 )

が成 り立つ.

:問 11。13 2つの実数 χ,ν について,次が成 り立つことを示せ .

i(1)lχ l≦ 1かつ
lν l≦ 1な らば ν≧ 2χ -3

1 (2) ″+ν ≦2かつ
“
≧0かつ ν≧0な らば χ2+ν2≦ 4

【「かつ」と「または」の否定】 全体集合をびとし,び の要素∬に関する条件

P,9の真理集合をそれぞれ∴ 0と する◆このとき,

条件しかつg」 の真理集合はP∩ o,

条件しまたは9」 の真理集合はP∪ 0
である.

例題 11.14

実数
“

に関する条件 P,9を

p:(■ +3)(χ -2)≦ 0, 9:

とするとき,条件 レかつ
c」 ,し または

形で示せ。

(・ +1)(・ -5)>0

9」 の真理集合をそれぞれ簡単な
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解答 条件P,9の真理集合をそれぞれ民 のとすると,

P={χ l-3≦ χ≦2), o={χ l“ <-1ま たは
“
>5}

であるから,い かつ
9」 , すなわち,(χ +3)("-2)≦ 0かつ

(χ +1)(“ -5)>0
の真理集合は次のようになる。

P∩ 0={"|-3≦ χ<-1}

また,「Pま たはα」, すなわち,(“ +3)(“ -2)≦ 0ま たは (π +1)("-5)>0
の真理集合は次のようになる.

P∪ 0={χ l″ ≦2ま たはχ>5}

問 11。14 実数
“

に関する次の条件 P,9に ついて
,

条件 「Pかつ g」 ,し またはα」の真理集合をそれぞれ簡単な形で示せ.

(1)P:(π +2)(■ -3)<0, 9:(χ -1)(χ -5)≦ 0

(2)P:(χ -3)(χ -7)≦ 0, 9:(χ -4)(“ -5)>0

全体集合を び とし,び の要素 χに関する条件 Pの真理集合をPと する。条

件 Pに対して,し でない」という条件を Pの否定といい,pで表すことにする。

条件 Fの真理集合は条件 Pを みたさない,す なわち,Pに含まれないび の要素

“
の全体であるから,Pの補集合 Pと 一致する.

したがって,集合に関するド・モルガンの法則

P∩ 0=P∪ 0, P∪ 0=P∩ 0

から,「かつ」と「または」を含む命題の否定に関して次のことが成り立つ.

しかつ
9」 の否定は 「Pでない または 9でない」

し またはα」の否定は 「Pでない かつ gでない」

否定の記号
~を

用いると,こ れらは次のようにまとめられる.

言  I  IT犠
例題 11。 15

実数 χに関する次の条件の否定を示せ .

(1) p:r<5 (2) q:2Sr<5
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解答

(1)Pの否定戸はκ≧5である.

(2)9は 「χ≧2かつ χ<5」 と同じことであるから,その否定 では

「χ≧2でない,ま たはχ<5でない」すなわち 「χ<2ま たはχ≧ 5」

である.

1問 11.15 実数 χに関する次の条件 Pの否定 pを示せ.

(2)p:χ ≦2ま たは″≧6

【逆・裏・対偶】 Pな らば g,すなわち,p=⇒ 9と いう命題に対して
,

9=→ Pを PE⇒ gの  逆

戸 → 7を p→ α の 裏

7→ Fを P→ 9の 対偶

という.た とえば,命題「
“
=2=→ χ2=4」 ,すなわち,「

“
=2な らばχ2=4」

の逆,裏,対偶はそれぞれ,

逆 「"2=4
裏 「κ≠2

対偶 「■2≠ 4 →  χ≠ 2」  すなわち

となる。これらの真偽について考えてみると
,

と裏は偽 (反例はχ=-2)である。

χ=2」  すなわち

″2≠ 4」 すなわち

「χ2=4 ならば χ=2」

「
“
≠2 ならば ∬2≠ 4」

「.2≠ 4 ならば 
“
≠2」

もとの命題と対偶は真であり,逆

例 題 11。 16

命題「 χ2>1な らばχ>1」 の真偽を述べよ。また,その逆,裏,対偶を

つくり,それらの真偽を述べよ◆

解答 もとの命題は偽である (反例は
“
=-2).

逆は「χ>1な らばχ2>1」 でぁり,真である.

裏は「
“

2≦ 1な らば ″≦ 1」 である.χ2≦ 1な らば -1≦
"≦

1であり,

χ≦ 1を みたすので,裏は真である.

対偶は「
“
≦ 1な らば″2≦ 1」 でぁる.“ =-2は χ≦ 1をみたすが,■

2≦
1

をみたさないので,対偶は偽である◆

1問 11。 16命題「χ2>2χ ならばχ>2」 の真偽を述べよ.ま た,その逆,裏 ,

1対偶をつくり,それらの真偽を述べよ.

上に示 した例,例題 11.16の命題では,も との命題と対偶の真偽が一致した

が,一般の命題においてその真偽と対偶の真偽の関係について考えてみよう.
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全体集合を び とし,条件 P,9

図からP⊂ のであることとの⊂

の真理集合をそれぞれ民 のとするとき,ベ ン

フであることとは同じであることがわかる.

(P~は 網かけ部分.の は斜線部分)

したがって,命題「P=→ g」 が真であることと命題 町 =)F」 が真である

ことは同じであるから,次のことがいえる.

1          豪
=|==‐

しかし,命題の真偽と,その逆や裏の真偽が一致するとは限らない。

命題の真偽がその対偶の真偽と一致することから,あ る命題が真であることを

証明する代わりに,そ の対偶が真であることを証明してもよいことがわかる.

例 題 11。 17

整数 2について,次の命題が真であることを示せ .

「22が 3の倍数ならば,η は3の倍数である」

解答 この命題の対偶

「ηが 3の倍数でないならば,22は 3の倍数でない」

が真であることを示す.

2が 3の倍数でないとき,η =3m+1,ま たは η=3m+2(鶴 は整数)と 表

され,η
2はそれぞれ

η2=(3m+1)2=3(3m2+2m)+1

22=(3m+2)2=3(3m2+4鶴 +1)+1

となるから,いずれの場合も 22は 3の倍数ではない.したがつて,対偶は真で

あり,も との命題も真である.

1問 11。 17α,b,cが正の整数のとき,α
2+b2=c2な らば,α,b,cの うち少

| なくとも1つ は偶数であることを示せ .



演習問題解答

第 1章 式の計算

間 1。 1

(1)″
2_9  (2)

(3)″
2+3″ +2

(5)3s2_13s-10
(7)■

2+6α
″+9α

2

(9)4■
2_4″ +1

(10)25″
2_40″

+16

4a2 -r
(4) *'+r-20

(6) 8r2 -2r-3
(8) 9rz * r2r + 4

(11) ln'-sp+zs
(12)■

3+6■ 2ν
+12″ν

2+8ν 3

(13)8z3+12z2+6z+1
(14)27″

3_27″2+9∬ _1

(15)8″
3_36″2+54″ -27

(16)α
3+b3+c3+3α 2b+3α

b2+3α2c+3α
c2

+3b2c_+3b♂ ■ 6αbc

Fn5 1。 2a

(1)商 ―″
2_1,余

り 1

(2)商 2"-4,余 り 3■ +7
(3)商 2χ

2+5"+6, 
余 り 15χ +20

0商始3_加2+″ _事 余リー÷
問 1.2b

(1).3_″
2+χ

=(_″ +1)(一χ
2_1)+1

(2)4■
3_6″2+χ +3

=(2∬
2+″

+1)(2″ -4)+3"+7
(3)2■

4+3■3_5■2_6″
+2     =

(.2_″ _3)(2″2+5″
+6)+15″ +20

(4) 8■
4_1

=0+⇒け―加2+″ _

間 1.3

(1)(■ +3)(″ -3)  (2)(″ +2ν )け -2ν
)

(3)(7"+1)(7″ -1)  (4)(5∬ +6)(5■ -6)

(5)("+1)(″ +4)  (6)(■ +2)け -3)

(7)(″ +2)2  (8)(″ -3)2

(9)(″ -1)(″
2+″

+1)

(10)(″ -3ν )(″
2+3“

ν+9ν
2)

(11)(″ +1)(・
2_″

+1)

131

(12)(■ +2ν )(■
2_2■

ν+4ν
2)

(13)(■ +ν )(・ ― ν)(″
2+ν 2)

(14)(″ +2)(I-2)(″ +3)(■ -3)

(15)(■ +1)(・ -1)(・
2+5)

間 1。4

(1)(2■ +3)(■ +1)  (2)(2"+1)("-1)

(3)(5∬ +1)け +2) (4)(3■ -1)("+4)

(5)(3■ +2)(■ -2)  (6)(2″ -5)(3″ +4)

問 1。 5

(1)(∬ -1)(・ +2)け +1)

(2)(″ -1)2("+3)

(3)(″ -1)(・ +2)(″ -2)

(4)(2″ -1)(″ +1)2

(5)(■ -1)(2″2_″
+1)

(6)(″ +1)?(″ -2)(″ +2)

問 1。 6

い ‐ 0霧 0糾
間 1.7

(1)

(3)

(5)

(7)

(9)

(11)

間1.8

(1)

(4)

2■

(I-2)(■ +2) ("-5)(″ -4)(2)

・一】
(4)

1

(∬
_1)2

１

一
２一

ヽ

―

ノ

ー

一
２

絆 0

∴ ⑩

学 o

(6)

.2+∬ _1

χ

2

・ (ω -1)

∬ -1

.2(.+1)

(3)÷

一寺 0

１

一
４

１

丁

(2)″ +1

(5) 4χ

0-轟 0
(10)÷

1

■+1
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間 1.9

(1)A=3,B=-3 (2)A=3,B=-2
(3)A=-2,B=3,σ =-1

Fn3 1。 10

(1)ス =2,B=-3,σ =5

(2)ス =2,B=-1,σ =1

(3)ス =1,B=2,C=-1,D=1

(4)五 =4,B=-4,C=1

Fn5 1.11

(1)A=1,B=-1,θ =-2

(2)ス =2,B=5っ σ =-7,D=4

(3)五 =5っ B=-2,σ =2,D=-3

＞

　

一

鋤
　
３
Ｔ

　
」

」
・
口

敵
羽

一　　　　　　　　″″″′″″′・・・・・・・

湖
　
　
　
Щ
　
麒
　
Ｏ
Щ

り
　
す・
０
０

＞
・

ル
』
　
　
一不

１

一
４

敵
囃↓
　
　
印
とおり．ν

¨
麒
敵
脚

ノ
　

　

りヽ

　

、
／
　

フ

ｗ
　
　
仏
）
　
作
〉
　
ラグ



(8)ν

間 2.2

(1)″ =-10,2

0χ =;一 :
Fn3 2.3a

(1)“ =

間 2.3b

(1)χ =

(3)″ =

問 2.4

(2)“ =
-3土

～
47

(1)″ <-3,■ >2 (2)1<κ <4
(3)1-ντ≦・ ≦1+yラ  (4)χ =2
(5)解なし.  (6)■ はすべての実数.

H3F =frF€tr
F"l 3. L

(1) + e) + (3) 4t\ / 4 \ '/ 6 \-./ 
3

(4) 3oo (5) 270" (6) sooo

Foi 3.2

(1) + e) -r, (3) -g\./ 2 \-/ 
3

(4) -30" (5) -45o (6) 600o

Foi 3.3

(1) cos7r - -1, sinn - 0, tan n - 0.

4n14n,fr(2) cos '\/,. 
i" : 

3 2)
tan 5/ 5"r\ ,n(3) cos(-+l--

\ 6 ) 2 '

/ 5r\ 1
sin (_; ): 

_T,

１

一
２一〓″

１

一
２

２
　
　
〓χ

4

-1土 ντ1,2 (2)χ =

0

tan(一 三
:L)=

0∞S子 =+
tan子 ―・
COS(一一

::L)

SIn(一 三
:L)

tan(一 三
:L)

COS(一一
:;L)

tan(一―三
;L)
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1

√

°

。 7π
, sln tt「 =

vり
'

け
」

ｎ
　
　
在

。ｓ．
　
　
存

上
ガ
桁
丁
　
√

一一　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　一一

=0, =1,

の値は

間 3.4

(1)Sin θ=

(2)cos θ=

問 3。 5

(1)Sin θ=

(2)sin θ=

問 3.6

省略

問 3.7

省略

問 3.8

手,ねnθ =一の

平「
焼皿θ=一÷

一乎〆∝θ=一二

`1
-平〆∝θ=半

(1)

・〕　
肝



ν写一νワ υ)ν
写一νワ
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問 3◆ 9

(1)

`土

___」どヽ =∠4il___
ν=sln I

U :2sin\r-r

(3)

Fn5 3。 10

(1)

(3)

Fn5 3.11

(1)

(2)

(3)

Fn5 3。 12

(1)

(2)

(3)

-2-Vτ

拓 +榎
4

ντ-2

(2)兵 手

９

漸

Ｔ一一
　

４

一
５

２α
　
　
〓

ｎ
　
　
　
θ

。Ｓ．
　
　
　
ｎ

ｅ
Ｓ．

「」り１８３「

０
　
　
　
　
０

　

　

　

０

4拓
sin 2θ E=

θ  拓  .θ  
～
価

C°S丁 =~石Ъ Sln丁 = 4

∞J=一子がmθ =子
θ √ -3拓

C°S丁 =~6  '

θ y18+3νπ
2        6

刷]3。 13

(1)dn∬ +COS I=輌 dn(・ ++)

o)3dn■―ντcosI=2ντdn(・ ―÷)

0)ル)=の Sh(″ 一《→から,

∫0は "=異卜のとき,最大値朽,

″=(卜 のとき,最ガヽ値―純をとる.

Sll■

１

一
８

９
　
　
　
　
　
鋤
′
　
　
　
　
　
〓

ヽ
ノ

　

“上

３
　
　
　
／
、

　
　
　
　
　
　
　
　
＼
、
‐
ノ
／

３

　
　
　
　
　
α

類
　
　
＜
。
の
２
　
　
　
魚
し

なる．

脚　鴻∬
響

数

　
　
　
＜
０

　
　
　

４。．ｂ

じ
日

間

(7) 125

18



間 4。 2

(1)2
(5)2

(9)÷

間 4。 3

(1)8

(5)9

(9) 100

(12)5

間 4◆ 4

(1)2

(5)9

(9)  16

(12) 5"

(15) αb

間 4。 5

(2)3
(6)4

(10)

(2)  16

(6)÷

(10)

(3)4
(7)5

(11)

４

８

１

一
２

2

10

(12)

(3)27 (→ 8

0± 0
樵 ァ

(11)9

0÷ 0♂
(11)3
(14) 2α

１

一
６

(6)÷

(10)″
2

(13)2

以下の図では,グ ラフの大きさをどれもほぼ同じ

サイズにそろえるために,χ 軸とνの目盛 りの幅を

同じにしていない事に注意しよう.

(1)7
40

27

20

1 9

間 4.6

(1)0  (2)3

0-5o÷

間 4。 7

(1)1°g28=3  (2)

Ob&∞ Ю =÷

(5)24=16  (6)

(7)10~3=0.001

間 4。 8

(1)1
(5)0

(9)÷

間 4.9

(1)0.602

(4)1。 176

間 4。 10

(1)÷

40

27

20

9

ν==3・
+1

(2)2 (3)
(6)2 (η

(10)1

(3)-3  (4)10

(7)5  (8)25

(4) -2
(8)0
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(3) -0.903

(6) 0.097

・２
　
　

４〓． ２
　
　
　
　

・３　
〓８

上
『

範

３

偉
Ｆ

聰
　
０

・理
　
助

０４

７

一
４

４

一
３

(2)0.778

(5)-2.097
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(5)2 (6)1

間 4。 11

(1)"=-1 (2)∬ =-2

(3)″ =-2 (4)“ =21og2 3

(5)″ =10 (6)"=1 (7)

(8)″ =2告 -2

間 4。 12

(1)

ν

(2)

ν

O
-1

-2

-3

(3)

ν

９

一
４

(4)

ν

(5)

ν

1  2

y - Irgzb-2)

45678O
-1

-2

-3

(6)

第 5章 微分

間 5。 1

(1)(.3)′ =3∬
2 (2)(″ ~4)′

=_4″
~5

1 _2
(3)(″き

)′ =百‐″ 3

3 _ヱ
(4)(″

~呈

)′ =一 Tχ
 4

1 _■
(5)(輌テ

)′ =丁"2
3 _2

(6)(77)′ =了"5
(7)(÷

)′

: "2

0(+)′ =一
:″

~号

g - Iogs (r+1)



(9)(5)′ =0 (10)(7T)′ =0

間 5.2

(1)ν
′
=-2 (2)ν ′

=10″ -5
(3)ν

′
=6″

2_2″ +3
(4)ν

′
=5″

4_4χ 3+3"2_2χ

(5)ν
′
=8″ +4 (6)ν ′

=3■
2_12■ +12

(7)ν
′
=1-″

~2 (8)ν ′
=―・

~2+4■ ~3

0ノ =÷κ弩一が
(10)ν

′
=― "~3+6″

~3

(11)ν
′
=― ■

・
―:+4メ

1 _旦    _■
(12)ノ =―ォ″2_″ 2

(13) ノ=一 三二χ
~子

一
÷

″-3

(14)ノ =ll∬告十
1争 "~晉

一―上∬-3
間 5。 3

(1)ν =-3(■ ―(-1))+2よ りν=-3"-1
(2)ν =5(″ -2)+3よ りν=5″ -7
(3)ν =12(■―(-2))十 (-8)よ りν=12χ +16

問 5。4

はじめに増減表を求める。グラフは最後にまとめ

て描いた。

(1)ν
′
=6″

2_6″ -12=6(″ +1)(・ -2)よ り,

ν
′
=0と なるのは ″=-1,2の とき.

(2)ν
′
=6■

2+12"=6χ
(″ +2)よ り,

なるのは ■=-2,0の とき.

ν
′
=0

(3)ν
′
=-3"2+6″ =-3″ (″ -2)よ り,ν

′=o
となるのは

"=o,2の
とき.

(4)ν
′=3"2_6"+3=3(″ -1)2ょ

となるのは ″=1の とき.

D, a':0

(5)ν
′
=

ν
′
=0
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-3″
2+12″ -12=-3(■ -2)2

となるのは
"=2の

とき.

より,

(1) ν=2■
3_3χ 2_12″

+1
ν

(2) ν=2χ
3+6π2_3

(g) y : =n3*3x2

v
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(a) u : 13 -3r2 +3r
a

(5)

ν

a: -r3l6n2-L2r*7

問 5。 5

はじめに増減表を求める。グラフは最後にまとめ

て描いた.

(1)ν
′
=4"3_4"=4″ ("+1)("-1)よ り,

ν
′
=oは "=0,生

1の とき.

0

-2)

2

/

より,

(4)ν
′=-12"3_12"2=_12■

2(.+1)よ
り,

ν
′=0は "=-1,0の

とき.

ν
′
‖- 0 + 0 -

ν‖＼ 0 / 1 ＼

(2)ν
′
=一κ

3+4"=一
"(・

+2)("

ν
′=0は ■=0,± 2の とき。

ν
′
||+ 0 - 0 + 0

ν ll/5＼ 1/5

(3)ν
′
=12"3_12“

2=12■ 2(κ _1)よ り,

は
"=0,1の

とき.

ν
′
‖- 0 - 0 +

ν‖＼ -1 ＼ -2 /

(r) a : r4-2n2+L
v

(2)ν =―÷χ
4+2π2+1

(3) ν=3"4_4"3_1
ν

(a) u : -3rn-4*3+5



間 5。 6

(1),(2)の 関数のグラフは下のとおり

-l o

-5

-10

-16

2の とき最大値 4,

のとき最小値 -16.

2の とき最大値 5,

のとき最小値 1.

一一　

４

　

一一　

〇

″
　
　
一一　
　
　
″
　
　
〓

間 5。 7

(2),(3)は 公式 (5。 7)を 使って微分 した後,三角関
数の性質 (そ の 2)を使う

(1) 5 cos5■    (2) -4 sin 4″

0-轟幕 0÷ cOs争
CC

O―卜n÷

“

) 5
5χ

4 cos2
4

間 5。 8

(6),(7)は 公式 (5.4)を 使って微分 した後,三角関

数の性質 (そ の 2)を使って整理する. (8),(9)は 半

角公式を使って変形 した後,公式 (5。 7)を 使って微分

する.

(1)5 cos″ +4 sin″  (2)÷ cOs=+2dn4■

0-■n÷ +ギ
2″
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４

　

　

５

χ

↓

繭

／
‐
＼

ｓ２
　
＋

ル
　
２ｃ。
陸

1n
-t cos 7

4r
-4 Srn

3

20

;"r%;

16(2χ +3)7

(3χ +1)~:

-2 sin(2″ +3)
1

no
z V r. COS' \/ :r.

cos tr . 
"sin 

er

-6 sin 2χ

+ 6 cos2望

6

(8)一 sin 2"

(6)-3 sin 3■

(9)2 sin 4■

問 5.9

(6),(7),(8)は 対数法則を使って変形 してから微

分する.

(1)5c51 (2)一 三lc一号 (3)7c7■

(4)-2c~2■  (5)11c昔  (6)÷

0券  0÷ +1

Fn5 5。 10a

(1)(2■
3+3■ 2)c2■

(2)(一■
2_∬

+3)c~・

(3)一 I sin・ +cos I

(4)c・ (cOS 2∬ -2 sin 2■
)

(8)

(9) c2■
(2 1og"+」 })

間 5◆ 10b

(1)デ路
(3)需

拳

(5)者
等

(7)一
sin2 2■

(9)丁
鵠 詐

Fn5 5.11

(1)

/c)\ 2(*'*r-1)
\-,\ / (r2+l)2

(4) L!e* -r,=e*\ / (e*+l)2
/,.\ trcos r - sinr
rt-rrT

/.r\ I - logr\-,/ - .,,TO

0-

(4)響
新

(6)2■ cOs(″
2+1)

(8) 3κ
2c■ 3

いの 轟

３

　

　

５

　

７
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(11)-2 cos“ sin″ (12) 4 sin 2n cos2r

第 6章 積分

間 6.1

0÷が+σ

(3)《["÷
+θ

(5)―争"3+θ
(7)一÷+σ

(9)5″ +θ

(11)÷ ″十 σ

0÷♂+σ

(4)4"=+σ

(6)号
"晉

+σ

(8)21÷ +σ

(10)"+σ

(12)÷″十σ

問 6.2

(1)"2_3■ +σ  (2)-6"~与 +θ

(3)″
2+÷″+σ  (4)÷ "3+"2+3″

+θ

(5)一 :"3+="2+″ 十σ
(6)÷“

3+ぅ
|“

+弓
|″

-2+σ

(7)《:"4+÷
″3_《

|.2+θ

(8)一"~2_″
-1+σ

(9)一号″
-2+2"~1+σ

(10)3"2_"÷ 十σ

(11) ÷″3+1争 "号
十θ

(12) 2"―卜
:″

342“ら‐+σ

(13)-2″
~ち

+2"~1+σ

(14) 巧面戸"撃
~1争″:+9"告 _24"告 +σ

問 6◆ 3

(1)÷ Sin 5"十 θ (2)一÷coS 3″ +σ

O卜 n÷ +σ  O一
子

COS子 +σ

(5)一÷COS 3“ -8 sin丁 +σ

(6) 一
:争

COS≦整生 +11Sin2″ 十 σ

(7)÷“一÷Sin 2"+σ

O与“+寺 dn6“ 十θ
問 6。4

(1)÷ c5■ +θ (2)一÷c~6π  tt σ

(3)

(5)

(6)

(7)

(8)

間 6.5

(1)

(5)

(8)

(11)

問 6◆ 6

(1)

(4)

(7)

(10)

(12)

間 6。 7

(1)

(3)

(5)

(6)

÷
Cttκ +θ

″+θ

十σ

l+σ

０
　
壮
　

　

３
丁

帥

イ

　

げ

ル
　
猛ｃ
　
範
　
一
　

・２

７

一４

１

一４

３

一４

加

　

２
”

0 0: 0: 0

2 0手  0÷
0去 いの

2  (12)4V電 -4

１

一
６

4

3
14

3

343

6

o_子  o56
0-÷  0:

い⇒

3

16

→ 0
1-手

)

３

一
２

・０

＞

　
　
＋

　

／
１
＼

中　［　Ｍ

１

一
π

問 6。 8

0をに8_⇒

0:"3_⇒

0-÷。‐―め
(7)log 2-÷

間 6。 9

参照のこと。

0÷

÷(c-2_c-6)

3

(6) -log 5

重二十10g4

２

　

　

４

各領域の面積の値は下のとおり。次ページの図を

0子



Fn3 6.10

各領域の面積の値は下のとおり.

0与  0: o
01 0÷  0
(7)÷  (8)÷   (9)

いの子

(1)

図を参照の事 .

9

9

2

11

4
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(5)

'+*+J

!-2*'+sr*2
2"+2

2

年
―
Ｉ
Ｌ

b=_"2+"+2

-12“ +7

(10)

U:3r-4

Fn3 6。 ■1

(1)一 "C~“
一。

~“
十θ

8√ltダT
(4)÷"sin 2"+T coS2"+σ
(5)一 (3χ +2)cos"+3 sin■ +σ

o半 dn÷
"十 ÷COS=″ +θ

(7) |}■
41。

gχ _+∬4+θ

(8)一÷log・ ―上+σ
"

(9)2ν冨log I-4νπ+σ

Fn3 6。 12

0ギ:0・
+り

5+θ

(2)1争
(÷"+2)9+σ

(3)-4(2"+5)2+θ

④÷b劃詭一劉十θ
O一÷

「

が+θ

⑥÷ +θ



(7)

(8)

(9)

Fn5 6。 13

(1)

(2)

(3)

(5)

(7)

(8)

:sin(2χ
+3)+θ

~TC° S(π″~2)+σ

6 sin(11+1)+σ

上
(″

2+1)4+σ

=1。

g(″
2+2″

+3)十σ
_÷ cos5″ +σ  (4)log l Sin∬|+σ

10g(er+1)十 θ (6)vち 2■ +1+θ

れg→ 4+σ

~1+■
log“

十θ

第 7章 複素数

間 7.1

(1)-6づ   (2)-2v5  (3)-3
(4) -3  (5)8づ   (6) 1

Fn5 7.2a

めれ ②_√づ 0二
f乙

J

間 7.2b

(1)-7  (2)v毎 づ  (3)一 v億

問 7。3

(1)α =5,b=-4 (2)α =4,b=-3

問 7.4

(1)6+2づ  (2)2+4づ  (3)-1+7づ
(4)-1+2ντづ  (5)10  (6)1

0早 い o
問 7.5

(″
_1)2=_2よ り″-1=土ν=覇 =土νつづ。 し

たがって,″ =1土 νつづ

問 7。 6

(1)D=13>0,異 なる2つの実数解

(2)D=25>0,異 なる2つの実数解

(3)D=0,1つ の実数解 (重解)

(4)D=-23<0,異 なる2つの虚数解

(5)D=-8<0,異 なる2つの虚数解

(6)D=-3<0,異 なる2つの虚数解

問 7.7

(1)11+2づ |=
(2)|-3+2づ

|

(3)|-3-5づ
|

(4)11-5づ |=
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(1)

一↑1+2J

(4)

1-5づ

拓輛輌面

(2)   3
-3+2づ 7~~~~~―

-2‐

1    1

-5-4-3-2-1
-1

-2

-3

-4

-3-5J● ―――――――-5‐

(3)

ヽ

＞

リ

■

６

　

　

　

　

　

　

　

　

π

一
２

ｏ
８

　

　

‐

′
　

　

一
　

　

‐

／
　

１

７
　
　
に
ヽ
　
　
　
　
の

　ヽ
　
　
　
３
　
　
　
　
４
　
　
　
５

問

問 7.9

(1)|(1-り (ντ+り |=2ν5,

arg{は 一の(ντ十の}=―t
OI讐

|=朽
,arg(手■)=讐

01丁鼎鴇丁|=手 ,

}=一ギ子arg{で
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(4)

〓

ヽ

ｔ

ｒ

リ

ヽ

ｌ

１

／

習

　

∝
ヽ

３

　

２‐

演
　
ィ
ヽ

　

。

ル
■

　

．
　

８

罰
　
哺
　
引

ｉｎ

＋

角

＋

角

答

　

。一
　
”Ⅱ

幣　
“
レ可
πデ
肺
πプ
レマ
財丁十
卵
一８

躙
畔
↑

＜ｃｏｓ
‐＜ｃ。‐
ご

ｏｓ

　

３

躙

ｃ。ｓ

３＜‐
＋

３＜

＜
ｃ。～

―
（レ

ー
　
　
　
　
　
ｇａ

)|=Q

27T

3

(5) =4っ
2(cos=+づ dn=)

8(cos子 +づ dn子
)

Fn5 7。 ■0

(1)-512-512v億づ  (2)

0)一÷+―
V雪・
~τ

「

~0

問 7。 ■■a

0蜘 =#,a=零
0範 =ち れ―手一÷ち
の=手一争

(3)zO=やつ+やつを, zl=一 夕5+やつづ
,

Z2=~やつ~やつり, z3=やつ~やつづ

あzん =拒
{cos(手

+与
)

・ dn(讐 +与)}。 =QL乳 0

ｒ

ｉ

ノ

ヽ

ｉ

ｔ

ｇａ

π

一４
〓

ヽ

ｌ

ｋ

ｆ

ｌ

ノ

π

一
８

ｎ＋
π

一８
０

１

一
８

＋

１

一
８一

間 7.1lb

(1)Zo=
-1+づZl= 
拒 '

Z2= 
拒

,Z3=拒

(2)zO=梗:+づ, zl=-1+ντづ
,

Z2=~Vτ ~づ, z3=1~桁づ

③為=∞S(÷ +等
)・

dn(÷ +等
)

(た =0,1,2,3,4)

0為 =朽
{∞

S←士+争
)

・ dn←士+等 )}

(ん =0,1,2,3,4)

踊
一ψ



第 8章 ベク

問 8。 1

トル

↓
Ｃ

一１

一
２

一

間8。2         x3=2(ご
+めこ書=-2ご  (2)(1)

耐 =2ご +b(3)

問8。3           _75 (3)
び  (2) 一ご(1)3ご +51

間 8.4

(1)ご +J=(2,6), |ご +JI=2√面

(2)-5ご +3J=(14,2), |-5ご +3JI=10vτ

(3)‐券ご―:―
J=(一《|一 :― ),

|÷
ご―÷1=ギ

間 8。 5

×

問 8.6

日鷲1華 :16υキ4)・誕竜誕14

間 8。 7

(1)ご 。J=-2 (2)t=-2,3

間 8.8

(1)|ご 十JI=5νワ  (2)|ご 一JI=/雨
(3)|ご -3JI=瓶

間 8◆ 9

(1)COS θ=÷ , θ=÷

↓
α

ｌ

一
６一

(2)

(3)

(4)

Fn3 8。 10

(1)

(2)

π
一２

　

〓

一一　

　

θ

頂同
剛　麟

鶴
↓

助
　土

時Ｌ

4=

響
蝉Ｔ
］

【可
弓
〔

cosp - 0,

cosd : -+
cos0 - -1, θ=π

演習問題解答   145

2π

3

z-2

第 9章 空 FE5に おける直線,平面の方
程式

問 9。 1

(1)(-4,3,3),v億 西  (2)(6,-4,2),2vq4
(3)(2,-1,5),面     (4)(10,-6,12),2輛
(5) (0,-1,-13),、海[70

Fn5 9.2a

(1) -8  (2)23

問 9。 2b

(1)ι =一÷ υ)t=-1土 √
間 9。 3

(1)

(2)

(3)

問 9。4

(1)

(2)

問 9.5

(1)2″ +3ν 一z+7=0

(2)κ +2ν ―z+3=0

間 9.6

2″ +ν +3z-14=0

問 9.7

(1)(-3,-3,0)  (2)

間 9.8

(1)(-6,-2,3)  (2)

間 9.9

(-1,2,2)

(16,-10,-14)

"+28    2   -3

Fn5 9.lo

3"+2ν ―z=5

3

z-2

″+1
3

“
-3
2

-A-2-

-1 
r

-5

z-3
2

z=-2

ν  z-4
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第 10章 数列と無限級数

Fn5 10.■

(1) lim)α η=lim(-1)冗 2~梶 =0よ り0に収東

する。

(2)lim)α η=lim(-1)・ 2・ より偶数項は +∞

へ,奇数項は一∞へ発散するが,{αη}自体は

振動する.

0几 銑 =鳳
≠ T=1よ りH釧又東

する.

0鳳fη =鯛理が―llη讐#より腋項は
2へ,奇数項は-2へ収東するが,{αη}自体は

振動する.

Fn5 10◆ 2

(1)十∞ へ発散

(3)0に 収東

o:剛 東

FH5 10。 3

(1)1 (2)

(2)

(4):

:に 収束

に収東

問 10。4

(1)

Fn5 10。 5

(1)

30

37

-1  (3)+∞

(2)+∞

0器
Fn5 10。 6

(1)収東条件は一÷<″ <÷・和は
1_2χ

(2)収東条件は 0<κ <2.

和よ  =÷
(3)収束条件はlcos2″|<1,すなわちχが,の

整数倍ではないとま和ま鳥
(4)収東条件はltan“|<1,すなわちππ一÷<

″<ππ+÷ (η は整数)のとき.和はcos2.

Fn5 1o。 7

(1)

３

一
２

９

一Ｈ

青
+青珂

９

一
２〓一

・５

一
２〓二弓二Ｌ

第 11章 集合と論理

間 11。 la

(1) 8イ固    (2) 64イ 固

問 11。■b

(1)た ≧8 (2)た <-1

Fn5 11。 2

(1)A={″ |-2≦ ″≦5},

3={・ |-1≦
“
≦6},

■∩B={・ |-1≦ ″≦5},

■∪B={∬ |-2≦ χ≦6}

(2)A={"|-1≦ ″≦5},

B={“ |-2≦ ″≦6},

■∩B={κ l-1≦ ″≦5},

A∪ B={∬ |-2≦ χ≦6}

(3)A={″ |-2≦ "≦
1),

3={"|"≦ -1ま たは2≦ ″},

ス∩B={"卜 2≦
“
≦-1},

A∪ B={“ |"≦ 1ま たは″≧2}

Fn3 11。 3

(1)ス ={"|
B={∬ |"

(2)A∩ B=

={κ l"<
(3)A∪ B=

={κ l・ <

間 11◆4

省略

Fn5 11.5a

(1)10個

"<-6ま
たは″>5},

<-1ま たは
“
>9}

ス∪B

-6ま たは″>9}

ス∩B

-1ま たは">5}

間 11.5b

(1)59名
(2)51名  (物理のみ 37名 ,

Fn5 11.6

5名

Fn5 1■ 。7

(1)偽
(5)真

(2)80個

(2)偽   (3)
(6)偽

(3) 40イ固

化学のみ 14名 )

真   (4)偽



Fn5 11.8

(1)P(4)は 偽,P(8)は 真,p(13)は 真

(2)g(3)は真,9(-3)は 偽,9(3、だ)は偽
(3)r(0)は真,T(2)は 真,r(/動 は偽

Fn3 11。 9

(1)仮定 :″
2=9,結

論 :χ =3,偽
(2)仮定 :2″ -5>0,結 論 :∬ >6,偽
(3)仮定 :"2<4,結論 :"<2,真
(4)仮定 :″

2_“ _2=0,結 論 :″ ≧-1,真

Fn5 11。 lo

(1)真 (証明は略) (2)偽 (反例 :α =/詢
(3)偽 (反例 :α =2+ャξ,b=2-/詢

Fn5 11。 11

(1) (ア )

(4) (工 )

Fn5 11。 12

(1)P={1+V5,1-ντ}

(2)P={“ |″ <-3ま たは″>4}
(3)P=R,つ まり,実数全体

Fn5 11。 13

(1)条件 P:|″ |≦ 1かつ
lν l≦ 1,

9:ν ≧ 2″ -3の真理集合をそれぞれ ニ
とすると,右図よりP⊂ の であるから,P
らば 9が成り立つ.

ν
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(2)条件 P : ∬+ν ≦ 2 かつ "≧ o かつ

ν≧0,9:χ2+ν 2≦ 4の真理集合をそれぞれ

民 の とすると,右図よりP⊂ の であるから,

Pな ら|ゴ 9が成 り立つ。

間 11。 14

(1)順 に,{∬ 11≦ ∬<3},{∬ |-2<χ ≦5}

(2)順 に,{χ 13≦ ∬<4,ま たは 5<"≦ 7),

{∬ lχ は実数}すなわち 実数全体

Fn5 11。 15

(1)p:″ ≦ -3ま たは ∬≧ 2

(2)戸 :2<″ <6

Fn3 11。 16

もとの命題は偽 (反例は ∬=-1)

逆 「∬>2な らば ″
2>2"」

真

裏 「■
2≦

2∬ ならば ″≦ 2」 真

偶 「″≦ 2な らば ■
2≦

21」 偽

(反例はI=-1)

Fn5 11。 17

対偶「α,b,cがいずれも奇数ならば,α
2+b2≠

c2」

が真であることを示す。

α,b,cがいずれも奇数ならば,α
2,b2,c2は ぃ

ずれも奇数であり,左辺α
2+b2は

偶数,右辺 c2は

奇数となるから,α
2+b2≠

c2.こ れより対偶は真
であるから, もとの命題も真である.

(2) (ウ )

(5) (ウ )

(3) (ウ )

(6) (イ )

０

な
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弓|

・ あ行

一般角

因数定理

因数分解

因数分解の公式

裏

η乗

η乗根

・ か行

外積の性質

解と因数分解の関係

ガウス平面

仮定

加法定理

関数の増加・減少

偽

規約

逆

20

5

3

3

129

34

84

105

15

79

123

29

50

121

6

129

117

77

80

107

50

50

50

76

75

76

ルの内積,直交条件99

ν=sin"の グラフ

差の微分

三角関数

三角関数の間の基本的関係

三角関数の値の範囲

三角関数のグラフ

三角関数の性質

三角関数の典型的値

軸

指数

指数関数

指数関数のグラフ

指数法則 (実数べき)

指数法則 (整数べき)

指数方程式

自然対数

自然対数の底

実部

周期

周期関数

集合

収東

十分条件

主値

純虚数

条件

商と余 りの関係

真

真数

正弦関数

整式

正接関数

積分定数

積分の上端・下端

接線の方程式

絶対値

全体集合

増減表

・ た行

対偶

対数

対数関数

対数関数のグラフ

対数の定義

対数の定義その 2

対数法則

対数方程式

たすき掛け

単位円

単位ベクトル

ν=tan"の グラフ

置換積分の公式 1

置換積分の公式 2

頂点

頂点と最大最小

直線の方程式 (1)

直線の方程式 (2)

通分

底

定数倍の微分

定積分

定積分と面積

定積分の公式 (定数倍 0和
)

定積分のその他の性質

底の変更

展開

展開公式

導関数

動径

度数法

度数法と弧度法の関係

ド・モアブルの定理

ド・モルガンの法貝J

●な行

内積

共通部分

共役複素数

極形式

極限値

極小値

極大値

極値

虚数

虚数単位

虚部

空間ベクト

空集合

結論

原始関数

117

123

57

27

19

52

27

48

22

24

22

27

25

23

14

34

37

37,38

36

34

43

54

54

76

25

25

116

107

124

80

75

122

3

121

39

22

1

22

57

61

48

79

118

50

129

39

44

44

39

39

41

43

5

21

96

27

71

72

13

13

100

101

6

39

48

61

65

61

62

42

1

1

46

21

19

19

84

119

93

ν=cOs"の グラフ

弧度法

●さ行

最大・最小 (微分)
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94

67

13

17

78

16,78

54

107

124

124

45

48

76

79

57

補集合

●ま行

交わり

無限集合

結び

命題

・ や行

約分

有限集合

有理式

有理数乗

要素

余弦関数

●ら行

ラジアン

累乗

・ わ行

和集合

和の微分

割 り切れる

149

118

117

119

117

121

6

119

6

36

116

22

19

34,36

117

48

3

索

内積の性質

内積の成分表示

2曲線間の面積

2次関数

2次不等式

2次方程式の虚数解

2次方程式の判別式

ネイビアの数

・ は行

発散

反例

必要条件

微分係数

微分公式

複素数

複素平面

不定積分

分数式の四則演算

分配法則

平行

平方完成

平方完成と解の公式

平方完成と放物線の頂点

平方完成を用いた 2次方程式

6

1

88

13

16

13

不定積分の公式 (基本的な結果)

58

不定積分の公式 (定数倍・和)59
負の数の平方根     75,76
部分集合         116
部分積分の公式       69
分数式           6

の解法        15,78
平面の方程式 (1)     lo2
平面の方程式 (2)     lo3
ベクトルの大きさ      91
ベクトルの加法        87
ベクトルの計算規則     90
ベクトルの減法       88
ベクトルの実数倍      88
ベクトルの垂直条件     96
ベクトルの成分表示     91
ベクトルの成分を用いた計算 91
ベクトルの内積       93
ベクトルのなす角      92
ベクトルの平行条件     95
偏角            80
ベン図          117
包含関係         116
放物線           13
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