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工学への応用

線形代数は物理学などの科学や工学に重要な応用をもち不可欠なものであるが,こ こで
は簡単な例をいくつか挙げて,どのように行列が使われているかを示す .

1 線形システムと状態方程式

機械などのように,入力 に応 じて 出力 を出すものを システム という。科学では,現象
をすべて理想化 して (モデル化)1つのシステムと考えて,理論的に扱 うのである.システ
ムのうち,入力が 2倍,3倍になれば,出力も2倍,3倍というように比例 して変化し,2種
類の入力があったときに,それぞれに対する出力を合わせたものを出力するものを 線形シ
ステム という.身の回りにある機械で線形なものがあるだろうか .

線形写像とはどんなもので,行列とどんな関係があるか考えると,線形システムとよばれ
る理由と,なぜ行列が使われるのかわかるのではないだろうか .

システムのうち,出力がその時亥1の入力だけから決まるものを 静的システム という.100
円硬貨 1枚を 10円硬貨 10枚に両替する機械は静的システムといえるだろう.

実用上は,出力がその時点の入力だけでなく,それまでの入力やシステム内部の状態に依
存する場合が大事である。このようなものを 動的システム という。出力がシステムの最終
的な変数であるのに対 して,過去の入力や内部状態を表す中間の変数が必要になり,状態変
数 とよんでいる.

例 1。 1。 電気回路 時刻 tにおける回路の両端の電圧を υ(t)と し,これがシステムヘの入力
だと思う.容量 Qの コンデンサの両端電圧を
■1(ι),容量 Qの コンデンサの両端の電圧を

"2(t),
インダクタンス んのコイルに流れる電流を

"3(ι
)

とし,こ れらを状態変数とする.ま た,Qと Qの

電圧を出力 It)=(1:|:|)と する。

″1(ι )
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コンデンサ Qを流れる電流は Q"1(t)で コイル んに流れる電流と等しいから,次の式
が成り立つ .

"3(t)=Q"1(t)・
したがって

,

"1(t)=書 "3(t)・

一方,Lに よる逆起電力五
"t(t)と

Qの両端電圧の和が,cの両端電圧に等しいから
,

Lπ:(t)+・1(t)="2(t)

変形 して
,

40-l篠0+れ 0・

最後に,抵抗 Rによる電圧降下とQの 両端電圧の和が,全電圧 υ(t)に 等しく,Rを流れ

る電圧は Qと んを流れる電流の和だから,

R“乃
"ち

(t)+π3(t))十
"2(t)=υ

(t).

⇒
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をそれぞれ,入力変数ベク トル,状態変数ベク トル

嘉
π

(ι)=

とする (成分ごとに微分したもの
).

制御理論では,連立の 1階常微分方程式

嘉州=側 ,め ,の

ν(t)=g("(t),υ (t),t)

で表 されるものを考える。(7.3)を 状態方程式 ,(7。 4)を 出力方程式 とい う.

多くの場合,ノ とgは線形性をもち
,

嘉州=用州+即州
υ(t)=σ (t)"(t)+D(t)υ (t)

で表される.こ のようなシステムを 線形時変システム とよぶ .

間 LL用 ,用 ,印 ,Dltlはそれぞれ何行何列晰 列産 えようmυ および
携"の
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(7.6)を 比べると
,
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になつていることがわかる.

このように,4つの行列が時間 tに関係せず一定のとき,システムは 線形時不変システ

ム とよばれる (以下,成分が定数である行列を 定数行列 とい うことにする.).

嘉州=切 +B州
υ(t)=σ"(t)+Dυ (t)

(7.7)

(7。
8)
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線形時不変システムは理論的にも扱いやすく,多 くのシステムを近似できるので便利で

あるし,重要でもある.状態変数の個数 (η )は ,システムの入力に対する振る舞いを決定
するのに必要な最小限 (独立)の内部状態の数である.状態変数はいろいろな選びかたが

できるが (したがって,行列 ス,3,σ,Dも異なってくるが),システムの性質はその選びか

たによらず記述されることがわかっているで心配する必要はない.これは,線形写像の表し
かたは,基底の選びかたによって変化することに対応する.出力方程式 (7.6)は ,■ ,3,σ,D
が決まれば,出力が入力変数 と状態変数のどんな 1次結合であるかを表 しているだけであ

る.だから,システムの振 る舞いを知るには,(7.5)の状態方程式を導き,それを解 くことが

重要である.

2 システムの安定性

線形時不変システム
(7。7),(7.8)

の区分的連続な υ(t)が 与えられる

特に,υ (t)≡ 0の とき,(7。7)は

では,t=0の ときの状態変数ベク トル
"(0)と

t≧ 0で
と,"(t)は ただ 1つに決まることが知 られている.

嘉州=切 (7.9)

(7。
12)

(7.13)

(7.14)

間 2.1.次のことを確かめよう.ただ し,ス は定数行列である .

c9=E

ctAcsA==c(3+t)■

(Ct4)~1豊 C~ι
ス

≪ 行列を微分する ≫

た行列を求めることを
,

の微 分
勇 "(ι

)

行列 Xの各成分が tの式になっているとき,各成分を tで微分し

行列 Xを tで微分する という.われわれはすでに,ベ クトル π(t)

とな り,自 由システム とよばれる.

雄 つてき0略 .御 Xo硼 分も同じヽ
嘉
Xoと ふに Jこする



例 2。 1。 定数行列 χ

整数 ηに対して

が成 り立つ .

に対 して,行列 tXは Xの 各成分 を

発
(tX)=X

嘉
(tπX)=η tπ

~lX

2.システムの安定性   137

t倍 したものである.そ こで

(7。
15)

(7.16)
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(7.20)

ムがだんだん一定の状態に落

問 2。4.漸近安定の場合 ,なぜ′近づ くのが 0でなければならないかを,方程式 (7。 9)の形
から考えてみよう.

方程式 (7。 9)の解 π(t)が 次の式 (7.10)

、   "(t)=CtA“ (0)

で与えられたことと上の等式 (7。
20)か ら,次のことがわかる .

ここにも,線形代数における固有値の重要性が発揮されている.

多くのシステム制御理論の教科書をざっと眺めると,行列がそこらじゅうにあふれてい

るものが多い.こ れ以上のことは,皆 さんの今後の学習にまかせて,違 う応用に移る.

線形計画法

いくつかの 1次方程式と 1次不等式で決められた条件の下で,与 えられた 1次関数の最
大値や最小値を求める問題が 線形計画法 である.生産,輸送,経営などには資源,設備,労
働力,コ ス トなどで種々の制約があり,その下で利益,効率を最大にすることへ応用されて
いる.

次の例のように,考慮する要素の数や条件が少なければ,図 を用いて簡単に処理できる.

⇒
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20 の下で,z=3■ +5ν を最大にせ よ.

0

110

220

150

139

(7。
22)

解 条件をみたす領域は図の 4
ヽ
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と
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０，０‐一　
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変数が3つならば,立体的に図をかけばなんとかなるが,それ以上になると図を思い浮か

べることも難しくなる.頂点の数も増えてくるので,それらを全部求めて値を計算するのも

時間がかかる.そ こで,効率的に最大値を求める方法がいくつか考え出された.こ こで紹介

するのは,シ ンプレクス法 である.

例 3。2.あ る工場では SE,S,M,Eの 4種の車を生産している.それぞれを 1台つくるの

にかかる材料費,人件費,設備投資費は表のようになつている (単位は同等に評価できるよ

うに調整してある).

利用限度

材料

人件費

設備

また,1台あた りの利益はそれぞれ,40万円,

にする生産計画はどんなものか .

解 SE,S,M,3の 各車種の生産台数を
",ν

,z,り

t r + a + z

e&)Zr + y + 3zz'\r' 
I t" + 2y

( r, a, z,

110

220

150

50万円,20万円である。利益 を最大

１
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+ 2υ

υ ≧ 0
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4変数なので図をかくの

上の式 (7。
22)で
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312
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(7e23)
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とおくと,次の問題 と同値になる.

条件

であるから
,

とがわかる.

″ +
2" +
3" +
4" +

く
一
く
一
く
〓

鶴

ν

ν

ν

ν

２

３

+  Z + υ + s
+ 3z + 2υ      + t

+
+ 5z + 2υ
″, ν, Z, W, S, t, 鶴≧ 0

110

220

150

m
(7.24)

(7.26)

の下で,鶴 =4"+3ν +5z+2υ を最大にせよ。

したがって,mをパラメータと考えて,こ の方程式の解で 鶴 の最も大きい値に対応する

ものを求めればよい。なお,s,t,鶴 は生産に使われない余剰にあたる.

方程式の解を考えるとき,mは一番下の式にしか出てこないから,上の 3つの式を考えれ
ばよいことに注意する。■=ν =Z=υ =0と すると,s=HO,t=220,鶴 =150と いう
解が得られ,鶴 =0である (こ れは,ま ったく年産しない場合にあたり,こ こから出発して

,

利益である鶴 を増やすように生産計画を立てていく
)・
mの式を見ると,",り ,z,り のどれ

かを増やせば,mも増えることがわかる.係数を比べると,zを増や したときの効果が最大
であることがわかるので,",ν ,υ は 0のままで,zが どこまで増やせるか調べてみる (z
を選ぶことに本質的な意味はない

)。

Z I s ==  110
3z  +  t  =  220

」 翼 赫 f≦

HQ下の式か引まz≦
響

(7.25)

で,zは 電
旦まで増やせるこ

=響,S=ギ ,鶴 =150"=ν =υ =t=0,z=

■m=ザ に増加レている.

ここで,基本変形を使って,z=T「 とした根拠になっている方程式 (7.24)の 第2式以外
の式からzを消去すると次のようになる.

"+2ν   +υ +3s一 t  =110
2"  +   ν  +  3z  +  2υ          十―   t        =  220
3"+2ν          +鶴 =150
2π +4ν    -4υ    -5t   =3m一 H00

ここで 鶴 の式を見ると,"と νを増加させれば 鶴 は増大するが,u,と tを増やすと,鶴
は減つてしまうことがわかる.そ こで

"=υ =t=0の ままで,7をいくつまで増やせるか

調べる.

2ν      + 3s     = 110
ν  +  3z                =  220

2ν           + 鶴 = 150

ｒ

ｉ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｋ

(7.27)
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この例では,鶴 =40で設備投資にまだ余裕があるが,これ以上設備投資をすると,か えっ
て利益が減ってしまうことになる.

また,2回の手続きで処理 しており,頂点をすべて求めてそこでの 鶴 の値を求めるより
,

効率がよい .

ここでの手順を整理 してみる.

(1)。 補助の変数を使つて,不等式から連立方程式をつくる.

(2).目 的の mの式で係数が正の変数を 1つ選び,他の式と各変数が正であるという条件
から,そ の変数がいくつまで増やせるかを見る.

(3)。 上の最大値を判定するのに使った式以外から,その変数を基本変形で消去する.

(4).mの式を見て,係数が正のものがあれば,同 じ操つくを繰 り返す .

(5)。 mの式でどの変数の係数も負になったら,それらを 0と おいた 鶴 が最大である.

の処理を表すと次のようになる.判定の基準になった係数には下線を引
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次形式と固有値

第 5章では 2次形式の標準形を 2次曲線の分類に利用 した.こ こでは,2次形式の値を問

題にしたい。

対称行列 スで定まる2次形式 t"■2に対し,座標変換
"=P"′

を行うと
,

t(P"′
)ス(Pπ

′
)=%′ (tPAP)π

′

に変化する。ここで tPAPが対角行列になつたとすると,2次形式は

αlイ +α2π′+…・+απイ

の形になる。これを tπ
ttπ の標準形 という.う まく直交行列を選んで 2次形式を標準形に

することができ,得 られた標準形の係数には ■の固有値が現れる,と いうのが第 5章で学

んだことである.こ こでは,Pを直交行列に限つていないことに注意する.

例 4。 1。 2次形式 π2+2πυ+4ν2は
,

(r+il'*3a2 と 4(ν ■
i")21:"2

の両方で表される.こ のときの標準形と座標変換の行列は,それぞれ次のようになる。

"′

2+3ν′2  (l ~l );
4■

′2+:ν′2    :
ヽ

ｌ

‐

‐

′

／

１

１

一
４一

このように,標準形は 1つ とは限らない.し かし,次のことが知られている.

曇 嚢轟   鐵曇聾重警::葬筆彗曇糞輩
間 4。 1。 次の 2次形式の標準形を 2つ作りなさい

(1)π
2_ν2+z2+2■

ν-2νz+2z"

(2)■ν一νZ― Zπ
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η次対称行列 ■で定まる 2次形式 t"五

"の
標準形で,正の係数が p個 ,負の個数が α個

あつたとする.必要なら座標軸を入れ替える座標変換をして,πlか ら
":ま

での係数が正
で,次の π夕+1か ら

":+9ま
での係数が負 ,■:+9+1か ら最後の ■1までの係数が 0と してよ

い.つまり,αl,α2,…・,ら+9>0と して
,

ν=αl"f+・ …+4β′-4汁 1"魚1-…・―ら+9"魚 9

になっているとする.こ こで,い くつかの場合に分けて考えてみる.

(1)・
p=η のとき : 9=0だ から,原点以外では ν>0で ,原点で最小値 0を とる。この

とき,2次形式 t"五π及び スは 正定値 であるという.

(2).9=2の とき : 逆に,原点で最大値 0を とり,他の点では ν<oである.2次形式
tπス

"は 負定値 であるという.

(3).p<η,9=0の とき : このときは負にはならないが,原点以外の

・ 1="ち =…・="l=0

をみたす点で ν=0になる.こ れらの点の全体が η―p次元部分空間であることはす

ぐ確かめられるが,実はそれがKer■ ={π :五
"=0}になっていることを示すのも,

それほど難 しくない。このときは,t"ス"は
非負定値 であるといわれる.

(4).P=0,9<η のとき : 逆に Ker■ の点で ν=0になり,それ以外では ν<0である.

このときは 非正定値 とよばれる.

次のことは明らかだろう.

難暴萎菫辮彗灘 瞬嘉1震値で勘椰雖締異蓄|ままi411■糠:機備総紺1暴饉樅部著:i轟iど籍鉗|
|:                          |

次の定理はそれほど明らかではないが,行列式が使えるので便利である.

籍
=1難

饉1霧灘轟:蒲押手轟,素111轟1驚:靖:警i
―…………‐‐‐‐‐―‥‥‥‥‐‐‐‐‐………‐爾
＝

一じ
＝

一対
＝

騰̈
＝

＝
翻
＝

|メ10

間 4。2.2次形式 2π
2+ν2+z2+υ2_"ν +νZ+Zυ ―υ

"は
正定値であることを示せ .
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次に,変分原理について述べよう.

間 4。3.次の等式を確かめよ.

証明 間 4.3よ り

ノ(")一 ∫("0)

t"ス

"一
%0■

“
0=("_“ o)ス (π 一

"o)+2%0■("一 πo)

= tπ■
"―

%0■π。+2ち
"-2tπ

。

= t(π 一
"o)ス

("一 "o)+2鼈 0■ ("―
"o)

=t("-2o)ス ("一 "o)+2(t“
0■ +ち)("

t(■2o+b)=%o望 +ち =%。■+ち =o

+2b("―
"o)

-2o),

ここで
,

だから
,

∫(")一 ∫(πo)=〈"一 "0)ス
("―

"。
)>0

が
"≠

πOについて成り立つ.□

最後に固有値,固有ベク トルの重要さを示す定理を述べる.

5 その他の応用

ここで挙げた行列の応用は狭い範囲に限られている.た とえば,フ ーリエ変換は機械工学

や電気回路はもちろん,X線分析,MRIな どの広い範囲で使われている.も ともとは積分

で定義されたものだが,こ れをコンピュータなどの機械で扱 うには数値化する必要があり
,

離散フーリエ変換というものが使われている。これを表すには行列が不可欠である.

また,現代の物理学は相対論と量子力学が柱になつているが,どちらでも行列が重要な役

目を果たし,量子論の舞台はヒルベル ト空間というある種の線形空間,状態はそこでの固有

値である.

そもそも,微分,積分は関数から関数への線形な作用であるから,線形代数と密接につな

がつていて,決 してばらばらなものではないのである.



付録

1 付録 1:階段行列の一意性

階段行列は,行列 ■ によって一意的に定まることが,次の定理からわかる.

証明.ス は第 2章 (2.1)の ような階段行列であるとする.P=(Pl P2° …Pm)と するとき

PJ・ =cJ(ゴ =1,… 。,η )

であることを示せばよい.

いま仮に,あ るs≦ ηについて,PJ・ =cJ(プ =1,… 。,S-1),Pg≠ Csであつたとする.

このときPπ =t(Pl,P2,… ¬民→ とすると

01*0… *o*… ・

0-・ …001*・ …

＊

　

＊

　

ｏ
‥

　

＊

　

　

・

０

　

０

　

。

・

ｏ

　

ｌ

　

０

＊

　

＊

　

・
‥

　

∩

ｖ

0

…・ * Pl
…・ * P2

三 三

…・ * 鳥_1

-00 鳥

島

*

*

*

(8.1)

Pが正則行列だから(鳥 ,… .,民鴨)≠ (0,… 。,0).よ つてP■

でなければならないが,こ れは仮定に反する.ゆ えに (■ .1)

が階段行列であるからPs=cs
が成 り立ち,主張を得る.

:葬:黎葺華華〔樽著嬉翌衛:rll::4職,I撃1毅1鋼IFll::=::藩縦糠::霧1薫纂輩付警:で華習
1華奮盤基:華|:/4:弯露藷葬ギilil:輩奮:,11:轟轟li=||::11:1,111li=轟 聾著lil,二轟::1111111::::■
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2 付録 2:2次 ・3次の行列式と面積・体積

行列式の幾何学的意味について,こ こで考えておく.

平面の 2つのベク トル α=C斌,b=硬主に対して,実数 D(a,b)を次のように定める :

(1)D(a,b)の 絶対値は,OA,OBを 2辺 とする平行四辺形の面積に等 しい。

(2)D(a,b)の符号は,aを 正の向き (時計 と反対回 り)に 180° 以内回転 して らの方向が

得 られるときは 正,負の向きに 180° 以内回転 して bの方向が得 られるときは 負 である.

ただし,α,bの どちらかが 0であるときや,α と しの向きが同じか逆であるときは,

D(a,b)=0と する。次が成り立つ .

D(a tt b,C)=D(a,c)+D(b,c)          (8.2)

D(a,b+C)=D(a,b)+D(a,c)               (8.3)

D(たα,b)=D(a,た b)=たD(a,b)               (8.4)

ここで,a,b,cはベ ク トル ,た は実数である.た とえば ,(8。 2)は下図か らわかる .

証明。cl=(1,0),C2=(0,1)と すると,

D(cl,cl)=D(c2,C2)=0,D(cl,c2)=1,D(c2,Cl)=-1.

いま ,

a=αlel+α2C2, b=blel+b2C2

であるから,(8。 2)～ (8.4)か ら,

D(4, b) : arbrD(er, er) * a1b2D(eyez) * azbrD(ez,er) + a2b2D(e2,e2)

難難辞彗岬響:柵儡鰤欄響奮洋:
職̈
＝躍
一

＝鮒
判
鶴
一

一響
議1轟i轟若

- albz - azbt !
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例 2.1。 A(1,6),B(5,2)と Oを頂点とする3角 形の面積は ,

争一劉=L

例 2。 2.直線 ι:α
"+bν

+c=0の 上に点 A(π l,νl)を とる.点 B("1+b,ν l― α)も J上の

点である.いま,J上にない点 P(π。,ν。)をひとつとると,△ABPの面積は

〓

ヽ

、

‐

′

ノ

５

　

２

１

　

６

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

ｅｄ

１

一
２

＼
、
‐
′
／

χ

　

ν

一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

Ａ
υ
　

α

＋
　
一

1ldet(;|三
;: ;i

=引一<a一月―∝眈一州=■けり0+4

AB=yα2+b2でぁるから,点 Pと 直線 Jと の距離は,

lα
π。+bν。+CI

√ +b2

であることがわかる.

次に 3次の行列式について同様のことを考える.空間に 3つ のベク トル α=こ斌,b=
碗 ,c=藪3が ぁるとし,a,b,cの どの 2つも平行でないとす る.3点 O,A,Bを含む平面

を地面と考え,α の方向を東,bの方向を東西に対 して北寄 りとみな した とき,cの方向

が上向きであるか下向きであるかに従つて,a,b,cは 右手系 あるいは 左手系 であるとい

う.実数 D(a,b,C)を 次の (1),(2)で 定める:

(1)D(a,b,C)の 絶対値は,OA,OB,OCを 3辺 とする平行 6面体の体積に等 しい .

(2)D(a,b,C)の 符号は,α,b,cが 右手系のときは 正,左手系の ときは 負 である.

a,b,cの どれかが 0であるときや,α,b,cの中の 2つが平行のときは,D(a,b,C)=0と
定める.

(8.2),(8.3),(8.4)と 同様な次の式が成 り立つ .

D(a+α′
,b,C)=D(a,b,C)十 D(a′ ,b,C)

D(a,b tt b′ ,C)=D(a,b,C)+D(a,b′ ,C)

D(a,b,C+C′ )=D(a,b,C)+D(a,b,C′ )

D(たa,b,C)=D(a,たb,C)=D(a,b,た C)=たD(a,b,C)

(8。
5)

(8。
6)

(8.7)

(8。
8)

ただ し,a,a′ ,b,b′ ,c,c′ はベク トル,た は実数である.

襲糞華華攀攀彙彗摯彗難彗

蹄:鼎

の1と:きt

一̈一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
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証明.cl=(1,0,0),c2=(0,1,0),C3=(0,0,1)と すると,

D(el,c2,C3)=D(c2,C3,Cl)=D(c3,Cl,C2)=1

D(c2,Cl,C3)=D(cl,c3,C2)=D(c3,C2,Cl)=-1

これ ら以外の D(ct,cJ,Cた )は 0と なる.いま ,

α =α lCl+α 2C2+α 3C3, b=blel+b2C2+b3C3,C=Cl Cl+C2C2+C3C3

ゆえ,(8.5)～ (8。
8)か ら

D(a,b,C)

- a,1b2csD("r, e2,r-B) + a2bsclD(.r,e-s, er)

*asblczD(tr , €1, €2) + &zbtcsD ("r, eL, es)

*or bsczD("t, €s, r-2) + asbzcrD(tr, €2, er)

- albzcs * a2bscr * asbtc2 - azbtcs - a1bsc2 - asb2c1

a1 b1 c1

a2 b2 C2

as bs cs

例 2.3。 A(1,-2,1),B(2,3,8),C(3,-3,4),D(-1,-2,2)と すると,

口

(P,

-2
0

1

面体

=-55

A書 =(1,5,7),Aさ =(2,-1,3),Iう 平(_2,0,1)

1    2

5 -1
7  3

よって,AB,AC,ADを 3辺 とする平行 6 の体積は 55で ある .

間 2。1.次のベク トル α,b,cが右手系であるか左手系であるか判定せ よ .

(1)α =(6,0,0),b=← 1,-2,0),c=(2,3,1)

(2)α =(0,2,0),b=(3,-1,0),c=(-2,0,-4)

(3)α =(1,3,1),b=(-2,0,0),C=(0,0,4)
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3 付録 3:多項式

1華導1器構iil輯蝉轟:轟螺●IIを11纂耳耳わ1暴1轟:な輝|■|を |ヽた峰,1象彙義1番輯14:線1寒纂輝製|

証明.任意の多項式 ん1("),… 0,んπ(")で

ん1(")0/1(")+・ …+んπ(χ )0九 (χ )

と表される多項式全体の集合 ν の中で,次数の最小のものをん(")と する.いま
,

ん(")=gl(χ )。 A(")+…・十gπ
(χ )・ 二〈

")

としたとき,Mの要素はん(")で割り切れる。なぜならば,任意の F(π )∈ ν について
,

F(χ )=P(χ )・ ん(")+r(π ), T(χ)の次数 <ん (χ)の次数

とおくと,Mの定義から

r(")=F(")一 P(")・ ん(χ )∈ ν

となるので,ん (χ)が Mの要素で次数が最小であることに矛盾する.したがつて,Mの要

素はん(κ)で割り切れる:こ こで
,

A(χ )

ん(")

一一　

〓

10/1(")+Oe/2(χ )+… +0・ ニズ
")

00A(χ)+1・ /2(χ)+… +0・ 二〈χ)

二〈π)=0・ /1(")+00ん (")+… +10九 (")

より,A(χ ),/2("),・ ・0,九
(χ )∈ Mであるので

,

A(χ )=Pl(χ )・ ん(・),ん (χ )=P2(χ )・ ん("), …・,九 (χ )=Pπ (")・ ん(π )

となっている.したがつて,ん (")は /1("),ん (χ ),…
e,九

(χ )の公約数である。また,これら

の多項式の最大公約数は 1であるので,/0(χ)=1すなわち
,

gl(χ)eA(χ)+… +gπ (π )・ 九(・ )=1。

与えられた A("),… 0,九
(χ)に対して,gl(χ ),…・,gπ (")を 見つけるにはEuclidの互除法

による。ここでは,2つの多項式の場合で説明しよう。
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A(π )

ん(χ )

一一
　

一

２

　
　
χ

一
　

一

χ
　
　
χ

＋

　

一

χ
　
　
χ

一一
　

〓

("+1)(π -1)("2+2),

2=("-2)("2+"+1)

のとき,/1(")を /2(")で 害Jる と
,

A(π )=(χ +1)/2(")+3("2+χ ).

次に,ん (")を "2+"で
害1る と

/2(χ )=(χ -2)(π
2+χ

)+("-2).

最後に,χ
2+"を χ-2で割ると

,

χ
2+"=("+3)("-2)+6

であるから
,

より
,
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(4)α =1か つ b=1

を確かめればよい

"4=CO
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(1)

●)

(α l,

α =
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３
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(3)α =0の とき逆行列は存在しない。α≠0の とき

第 2章

間 2。 1。 (1)

問 3。 1。 (1)3 (2)3

間 4.1.(1)解な し

(2)例 えば
“
4=C(Cは 任意の定数)と して

7c+2   5c-5
χl=~ 3 '"2= 3 '

(3)"=-6,ν =23/2,z=17/2.

問 5。 1。 省略

問 5。2.(1)一 αl― α2+α3=0

間 5。 3。 (1)1つ   (2)2つ
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間 6.1。 (1)

第 2章練習問題

1。  (1)3

ヽ

、
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‐

′

／

２

４

３

３

１

３

３

２

１

２

３

１

／

ｆ

ｉ

‐

‐

ヽ

＼

＼

ｌ

‐

′

／

一　　　　（ｎ「′ん一　　　（い“Ｈ〉

一
６

・９

・
２

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

2

-7
1

0)

5。  (1)2個

(1)

僻)

(2)2個

1)

-16
1

-3
-5

(6)2

31   (3)

了  |   (6)

(2)2 (3)3 (4)3 (5)2

2。

(7)α =b=0の とき 0,α =bの とき 1。 α=-2bの とき 2.それ以外では 3

(8)α =b=cの とき 1,α =bま たは α=cも しくは b=cの とき 2,それ以外では 3

(9)α =1の とき 2。 それ以外では 4

1)χ =:,ν =一
:,Z=:

2)"〒 2,ν =3,z=0,υ =-1
3)解な し

4)"=2α -3b+2,ν =α,Z=b,(a,bは 任意の数 )

5)"=z=α ,ν =一α,(α は任意の数 )

6)"=-2α -4b+3c,ν =α,Z=b一 c,υ =b,鶴 =c,(α ,b,Cは任意の数 )

7)解な し

8)"=二 2α 一b+2,ν =α,Z=2b-2,υ =b,(α ,bは任意の数 )

9)"=ν =Z〒 1

10)"=y=Z=0

3。

4.

2a1 - a2 - 2ag: Q

a:t, b:2, n:I-c+?d, s:;- c+td, z:c,,u):d, (c,dt*{I:ffi,alry)

6. ヽ

、

‐

‐

‐

′

／

∩
ｕ

（Ｕ

∩

）

１
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（Ｕ

　

∩

）

１
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０

∩
）

１
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∩
Ｕ
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ｌ
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０

０

／

ノ
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ー

ヽ

＼
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′

／

１
刊
励
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０

１

鋤

比

０

０

１

貿

ρ

ｌｏ
ｌ

ｏ
Ｌ

励

鋤
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／

′
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ヽ

＼

ヽ
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・
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ｌ

＼

１

一
１０ (2)

(→

第 3章

間 1。 1。 (1)1

問 2。1.(1)-10

間 2.2。 25

問 4。 1。 κ=1,3

(2)1 (3)-1 (4)-1 問 1。2は 間 1。 1に同 じ.

(a7o)2



間 4.3.

間 6。 1.
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１７間
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間 4.2。 (α ―b)(b一 C)(C一 α)(α +b+C)

-12 (2)-10 (3)-3 (4)

-307 (2)-272

1を
間 7.2.π =2,ν =-1,z=3

間7。3. 14/307

間 8。 1。 (1)2(2)3

間 7.3.略

第 3章練習問題

1.  (1)-1 (2)-1 (3)-1
(4)-1(5)-1(6)η =4た ,4た +1の とき 1, 2=4ん +2,4た +3の とき -1

2.  (1)98 (2)1  (3)-272 (4)-307 (5)0

-2, U:3, z-I

(6)0  (7)128 (8)1!2!3!4!51 (9)(-1)豊 =E宅井=巨生η!

3. (1)(α +β +γ +δ )(α tt β一γ―δ)(α 一β+γ ―δ)(α 一β―γ+δ )

(2)(α 一b)(b― C)(C― α)(a2+b2+c2+αb+bc+ca)
(3)4α

2b2c2  (4)(α ―a)(C― b)(∫ ―C)

(5)― (α +b+C)(α 一b)(b― C)(C― α
)

(6)一 (α +b+C)(―α tt b+c)(α ― b tt C)(α +b一 C)

(7)(π 一α)(“ ― b)(“ ―C) (8)("+3a)(“ ―α)3  (9)0

4.

(10)― (鶴 一υ)4 (11) CI,8 + a4 + ! (L2) n3(r*a+b *c+d,)

0藷 争ず1 0島 二うJ O÷ 千
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１
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(4)i ll :

(7) 11 11 11

(5)島
 圭  ÷ !

(8)手
 了  |
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０
０
１
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ｆ

ｉ

ｌ

＼

１
一Ｈ
　
川
」
Ｐ
Ｉ∩ド
Ⅵ

６

　

　

　

　

　

　

９

5。

6。

:ち l:讐
'「

響
:I

(5)π =7,ν =二3,z=1   (6)π =
(7)"=4,ν =3,z=-2   (8)"=

Oχ =手 ν=ギ Z=普

ν

　

ν

ν

３

　

５

２



7。 8.省略

第 4章

1次独立

間 1。 1。 省略

間 1。 2. (1)1次 独立  (2)1次 従属  (3)1次 独立  (4)

2(3)0)1間2.1. (1)2

間 4。 1。 (1)固 有fL● 1,3  匿]z訂ベクトル
  (11),(1)

(2)匿 ]7等催:-2,5  匿]Й訂ベクトル
  (1),(1:1)

固布r′ クヾトル
   |12 , 

「
:1 ,  i

(3)固 有値 -1,1,2

(4)匿]有 fL● 1,1,3  1固 有「ノヾク トル
   ::1 ,  1:1 ,  |

間 6。 1.(1)(li l)と して,P-1・P=(11 :)

(2)P=(11 :)と して,P-1■P=(11 :)

2  12 -11  とヒダて,P-1・P=  11 1 !(3)P= :

第 4章練習問題

1次独立 (2)1次従属 (3)1次従属10 (1)

3
2。  m=7

1次従属  (3)1次 独立 (4)1次 独立1次従属  (2)3。   (1)

=14.  α=2,β :

1,2,  固有「/ヾ ク トル
  (:),(I)

5。  (1)固有値

3土 y17
固準「ンヾク トル

  (二壁
ょ
麺
=),(二

壁上適亜
)

(2)固 有値   2 '
3土 √+4α2,固

有ベクトル 堕評夏
(1)(3)固 有値

2

8,  固有レミクトル
   :'1 ,  14 ,  :

-1,-1,(4)固 有値

5,  固有レミク トル
   ::2 '  :

-1,-1,(5)固 有値
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(6)固 有値  1,2,4, 固有ベク トル

省略

(1)P=

(2)P=

(3)対

(4)P=

第 5章

間 1。 1。 省田各

間L2o囲 =乳θ=,0仁 0=乳θ=

間 3.1。

間 3。 2。

(

間 4。 1。

間 4。 2。

(

問 5。 1。

間 6.1。

問L&oα =2o土 (島 ,一鵜,ラ≒→
問 1。 4。 (1)(2)省 略 (3)(α ,b× C)≡

lα卜lb× Cle coSθ より平行六面体の体積である。

間 2。 1。 省略

0に り=印 =1
π

一
Ｑ
υ

(2)π ∈72・ とすると,71⊂ Иろより,すべてのυ∈Wiに対してν∈″うになることがわ
かり,(π ,ν )■ 0と なることから,π ∈71■ e
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7.Oα =一ギ≒,b=ギ号,C=ギ号121α =圭1,b=c=土
:

が口  =二

t

‐ 0ぽ1〕 0に ゴ)

12. (1) i11 1: 
寸    (2)    1 11

13,(1)固有値2,基底
{(1)}

号戦躯 ト ト

(3)固有催室1, 1-2a, 1+2a,基底{    },{    },{  1 },{   }

M001→ιγ(1111)π O乳 Q(10,(1)

OP=(4率
),P4・

P=(::)0城

(2)。 (1)tπ (:ム )π
(b)6,-4(113)

OP=(彙
卑 ),P44P=鶴 1)0街

2_勺2

0)0り )lπ (fl ll)π
 (り 2土 あ,(1」の),(1撃√)

W ガ
(d)(2+νワ)"2+(2-νり)ν

2
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(d)ν写
"2_vttν

2_z2
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第 6章

間 1.1。 π =t("L π2だ … ,“→ ,υ =t(ν L ν2デ … ,ν紛 とす れ ば (■2,0=Σ α五銑面 +…・+Σ α観銑π ,

t=1           う=1

(2,■
*ν

)=“ lΣ〕璽 防 +…・十
“
π〕Σ 竃 iヽよ り和の取 り方を変えればよい .

J=1 J=1

問 1。2.(1)(■ +αE)*=ス*+西Eよ り掛ければよい .

(2)A― αEが正規行列なので ‖(■ ―αE)π ll=||(■ ―αE)*π llか ら.

(3)α (π ,ν)=(■π;υ)=(π ,ス
*ν

)=(π ,百ν)=β (π ,υ )よ り.

問 2。 1.
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間 3。 2。 (1)― (2)を示す.yの部分空間として,硫 =%+… ・+Wに1+"1+1+…・+%と す

る.も ちろん,(1)よ り y=L① 硫 である。一方,"j∈ L,νj∈ 7:(づ =1,2,…・,た)と し

て,■ +…・πた=υl+…・+νたが成 り立つと仮定すると
,

a一 銑=ΣπJ一 Συゴ∈L∩ 硫
ゴ≠

`     J≠
づ

が成 り立つが,y=L① 硫 より,πづ=νぅ。

(2)==諷 1)を示す。
"づ

∈7:∩硫とすると,硫 の定義より
"`=π l+… °+π

`_1+"二
十1+…・十πた

と表すことができる.す ると,(3)よ り,すべてのづ=1,2,…・,た に対してat=0がわかり
,

(1)が 示せた .

間3.3。 (1)省略.(2)И亀の正規直交基底を{el,・ …,Cr}と すると,任意のπ∈yに対して

πl=ΣE(a,cた )eた ,  π2=π ~π
l

た=1

とおくと,(π l,π2)=0であるから,π2∈
"十

であり,y=%+"争 であることがわかるの
で,(1)よ りy=%①

"十
.

間4。 1.(1)シ ユワルツの不等式より,||力 |12=解M*",3)≦ 1降五*″
||||"‖

が成り立つ。よって,行列
ノルムの定義より‖川12≦ ||五五

*||≦
||ス ||||五

*||が成り立ち,||五 ||≦ ||ス
*||・ 逆も同様.

(2)(1)の 証明と(1)よ り,‖五|12≦ ‖■■
*||≦

‖五||||五

*||=‖五|12.

間 4。 2。 まず,X≧ 0で正則のとき E≧ Xであれば X~1>Eで ある.なぜなら E≧ Xの両側か

ら X~ら で挟むと X~ら Ex― ち≧Eと なるので。したがって,ス ≧Bの両側から五
~ら

で挟

むと E≧ ス
~告

Bス
~告

となり,上のことより,逆行列をとればよい。

第 6章練習問題

すべて与えられた行列は ス と書き,ユ ニタリー行列は び と書く.
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♂・・←→

間 2。 2。 P~1■P=

間 4。 1。 (1)ス
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したがって,

(2)ス =

他の 1つは,例えば P=

tPAP =

3"2+4ν 2_12z2.

の固有値は1,手繹郵翠)だから,

"2_:ν
2__:z2

ヽ

、

‐

′

ノ
２

０

〇

一
．

０

４

０

３

０

０

／

１

１

＼

〓

ヽ

、

‐

′

ノ

２

１

１

　

一
　

一

１

０

１

１

１

　

一

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

ヽ

、

‐

′

ノ

一
．

２

２

１

０

４

１

２

一
２

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

〓

ヽ
、
‐
′
／

三
２
一．７
０

１
，
０

一．７

０
）
１

一２

一
．

一２

／

１

‐

ｌ

＼

０

１
，
一．７

／

１

‐

ヽ

＼

１

０

１

１

０

１

ヽ
、
‐
′
ノ

ヽ
―
―
ノ

　

０

〇

一３Ｔ

・．７
１

・
，

１

０

１

３

０

０

１

１

一
．

　

／

１

＼

〓

ユ
２
一．７
〇
　
一．７
１
・

，

１
，
０
一．７
　
．
０
．

１

１

　

一

／

１

１

ヽ

ヽ

―

―

ノ

・
１
ム　

・１一２
一．一４

１
〇
一．７

１
一．７
１
４

／
１
‐
ヽ
＼

〓

０

１

一２

１

一
．

一２

１
■

１

一２

２

三

２

０

１

一
２〓

・．７
０

・
，
１

０
ｖ
ｌ
一２
１■
１
一２

・．７
１

・
，
０

２

三
２
〇

三
２

とすると,

0

-1

0

したがつて,

間 4。 2。

3"2__ν
2_:z2

>0, :>0,

2チ
ザ 1

=:>Q日 =2>Q

ゆえに,定理 4.3.か ら正定値である。

間 4.3。 4は対称行列だから,ち五πO=ち 0■2.ゆ えに,

t(2-2o)ス
("-2o)+2%0■ (π ―πo)

= ち五π一%スπO― %0■π十%0■
"0+2%0■

π-2ち 0■π0

= ち■
"一

ち0■πO.

付録 :間 2。 1。 (1)左手系 (2)右手系 (3)右手系


