
第6章

正規行列とJordanの標準形

行列を対角化できれば,微分方程式を解いたりすることができる。対称行列であれば直交
行列で対角化できるし,η 次正方行列が相異なるη個の固有値をもてば正則行列で対角化
できる.正規行列はユニタリー行列で対角化することができるので, 初めにこれについて
述べる.すべての行列が対角化できるわけではない.次に,対角行列に近づけるのことを
考える.これによる標準形が Jordanの標準形である。行列も Polar分解できるので,最後
にこれについて述べる.この章では単に行列というときは η次正方行列である.
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1 正規行列

イテタリス下(」I
する固有ベク

であるので‖αll=

の固有値は Jと 一づであり,づ に対する固有ベクトル に対

により,P= をつくると

P~1■P= 0づ

)

(o,b) - at6,+.. .* anfi

である.
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110 第δ章.正規行列とJORDANの 標準形

間 1。1.(■
",υ
)=(π ,■

*υ
)を示せ .

Point:成分がすべて実数であればユニタリー行列は直交行列のことであり,エルミー ト行

列は対称行列のことである。したがつて,ス がユニタリー行列であれば,■ の逆行列はオ

であることが簡単にわかる.ま た行列 スが正規行列であれば,問 1。 1よ り

‖ス"|12=(■ ",ス年)=(■
*ス

",2)=(ス
ス*",")=‖ス*"|12

であるので‖■πll=||オ℃||をみたすことがわかる.
まず,次のことは簡単にわかる.

問 1。2.行列 スを正規行列とするとき,次の間に答えよ.

(1)α を複素数とするとき,行列 ス+αEも また正規行列になることを示せ .

(2)ス"=α"な
らば オπ=aπ を示せ (このことからエルミー ト行列の固有値は実数であ

ることがわかる).

(3)α ,β をスの相異なる固有値とし
",υ
をα′βに対する固有ベクトルとするとき,π ⊥ν

であることを示せ .

(4)ス がユニタリー行列であれば,その固有値 αは lαl=1をみたすことを示せ .
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問 1.2は よリー般に αを

とするとき,υ ∈7(α )⊥
の定理を得る.

I.正規行列  Hl

正規行列 スの固有値 として,α の固有空間を

7(α)={"∈ σ
π
;(■ ―α)π =0}

→ スν∈7(α )上 でぁる.したがって,定理 1。3を考えれば,次

定理 1。4を示す為に,次の補題を示そう.

証明e dim(M)=た として,その正規直交基底を cl,0:0,υ Cた とする.すなわち y=
L(Cl,…・,Cた )・ 任意のベクトル α∈σ

π
に対して

b=(a,Cl)Cl+・ …+(a,Cた )Cた

とおき,さ らに c=α ―bと おけば b∈ y,c∈ ルf上 でぁり,かつ c=b+cで あるので,
補題 1。5は示された .

定理 1。4の証明。帰納法で示す.η 次より小さい次数の正規行列はユニタリー行列で対
角化できると仮定する.α を ス の固有値とし,その固有空間 7(α )の次元を たとする.
7(α)の正規直交基底をαl,・ …,αたとする.こ のとき補題 1.5に より直交補空間 7(α )上
はη一た次元であるので 7(α )上 からη一た個の正規直交基底 bl,・ …,bπ _た をとり,行列
7=(al,…・,aた ,bl,・ …,bπ _た )をつくる.α l,0… ,aた ,bl,0… ,bπ _た はσ

πの正規直交基底で

あるので,上のことから

■7=7

リー行列 yで対

逆の証明は明らかである
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112  第δ章.正規行列とJORDANの 標準形

Poillt:要するに,各固有値に対して固有ベクトルを選ぶ,こ のとき,正規行列の異なる固有

値では,固有ベクトルは直交している.ま た,重解である固有値では,重複度ぶん互いに直

交するように固有ベクトルを選ぶ.そ してそれぞれの長さを 1に し,順序よく並べて行列を
つくれば,それが スを対角化するユニタリー行列である.

をユニタリー行列で対角化せよ .

の固有値は

の長さを 1 に対する固有ベク トル

y=

とすればびはユニタリー行列で

び
*ス
び =(: :)

となる。□

2 巾零行列
ある自然数 たに対してスた=0と なる行列 スを巾零行列という.例えば,対角成分がすベ
て 0の上三角行列は巾零行列である.こ こでは,この行列の標準形について述べる.これ
はジョルダンの標準形のために必要である.まず次の性質を持つことはすぐに分かる.行
列 スは η次正方行列で η次元ベクトル空間 y上の線形写像と考える.
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証明。 4ん =0と すれば 五たπ=αttπ =0で あるのでα=0.□
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2。 巾零行列  113

証明.オ =0とする。″の値域をスと書くことにする.すなわちR(■つ=И .条件
よりR(■た)=4={0}である.このとき,ん場=J「 -1(■2)であることから巧⊂埓_1
が分かる(実際にはyJ.=■(yJ._1)であることに注意する。)こ こでR(〃 )≠ {0}でかつ
R(〃+1)={0}と仮定する.R(〃)≠ {0}であるので,dim(yJ.)=η Jと仮定すればyF.
の基底を

〃αP,… ,″α絆
と選ぶ.すると,上のベクトルの組に

〃-laP,… ,〃 -lα絆

を加えたものはベクトル空間 yJ._1の一次独立なベクトルの系である.なぜなら,まず yJ.⊂
yJ・ _1よ り〃

"∈
yJ・ _1である.そ して

αl〃 -lαP+… +απJ〃-lα耀十blスJαP十…+bπJ〃α耀=0  (6.1)

と仮定する.これに左から■をかけて 〃+1=0でぁるので

αl〃αP+… +αηJスJα絆=0

を得る。〃 aF),… 0,〃α絆

'ま

yJ.の基底であったので二次独立,従つて αl=…・=απJ=0。
そして,(6.1)に戻ると

bl〃αP+… +bπJ〃a耀 =0
となり,〃 aF),…・,〃9耀 は基底であったので一次独立,従つて bl=…・=bnJ=0。 こ
れで

〃-lαP,… ,〃 -lα9,〃 aP,… ,〃α耀
はベクトル空間 yJ._1の一次独立なベクトルの系であることが分かつた。同時にdim(巧 _1)≧
2× %であることが分かったので,dim(埓_1)=ηJ_1と する (町_1≧ 2× ηJ).そ こでベク
トル空間 yJ._1の基底を

〃-lcP,一 ,〃 -lα耀,〃aF),… ,〃α紹
と

〃-laF~⇒ ,0-,〃 -lα狂二lL2xπJ
とで取る.こ のように次々に遡って L(づ =1,"J-1)の 基底を取り,最後に yの基底を
取る.yの基底は

スJαP,… 0,〃α耀,
〃-lαP,… ,〃 -lαり,〃

~laF―⇒
,… ,〃

-lα
距:と 2×πJ,

αy),… .,aり ,…・,… 0,CF),…・,α霧



114  第 6章。正規行列とJORDANの 標準形

と取る (最後の添え数 2。 は非常に大きな行列でなければ難しくない).そ こで正則行列 P
を

とする.

五P

P=(〃 aF)〃 ~laP・ …■aP cP〃 aF)・…αF)・…α瑠)
このとき

となることが分かる。ただしα,b,… "cは
0か 1。 従つて定理は証明された. □

定理 2。2の右の行列を,巾零行列 ■の標準形という.

Point。 一般論では難しくなってしまったが,次数が 3,4く らいであれば各ベクトル空間
И の次元は小さい数なので,正則行列 Pの作り方 (並べ方)に注意すれば難しくない !

例 2。 1。
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となるので

P~1■P=

となる.

(2)

B2=ο  でぁり

して   P~1

となるので

P~13P=

となる.

Point。 対角線のすぐ上の対角線上にいくつかの

ら了解できたであろう.

1が並ぶことは、正則行列 Pの作 り方か
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ル(■)=

とできる.そ こで
,

とおくと,P2は正貝Jで

I)

+‐

(α

α
ttbC aα lbc):=ο

である.

上の性質を一般化したのが大変有名な Carylけ―HamiltOnの 定理である.こ の定理は行列
の最も基本的な定理であり,いろいろな場面に登場する重要なものである.初めに種々の定
理の証明に利用される準備をする.

1機1題尊::II:輔1脚1織霧鮨撻鸞道:華|な:車1晨J術師』:韓i:管:絆11五1絆|が1聾1菫掬:特難根彗総選義:=:li',,I‖11

証明.η 次の行列 スの固有値をαl,α 2,…・,απとして,次数についての帰納法で示す.行列
スが 2次の行列のとき,固有値 αlの固有ベクトルを

“
1と する.そ して,πl,"2が σ

2の

基底になるようにベクトル π2を選ぶ.こ こで,P=("1,"2)と おくと,Pは正則で,

P~1■P=(11 
∴ )

となり,η =2の場合は示せた.こ こで,η -1次の場合まで補題 3.1が成 り立つと仮定する.
行列 ス が η次のとき,ス の固有値 αlに対する固有ベク トルを

“
1と し,"1,"2,… °,"π

が σ
れの基底 となるようにベク トル π2,… °,πれを選ぶ.こ こで,Pl=(π l,π2,… °,ππ)と

すると,Plは正則で ,

Pl~1スPl=

を得る.こ こで,スπ_1は η-1次行列で,固
り,あ る η-1次の正則行列 の で

0~1■0=
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問 3.■ .ベクトル空間 σπの部分空間 %,%,…・,%の 和空間もまた σπの部分空間にな
ることを示せ。

間 3。 2。 ベク トル空間 %,し ,… 0,%を 内積空間 yの部分空間とし,y=71+%+… ・+
%と したとき,次の条件は同値であることを示せ .

(1)・
y=%① %① …・①喝 .

(2).η ∈L′ υt∈ L(づ =1,2,… 0,た)において,"1+…・+πた=υl+… °+υたなら|ず′

"j=υ。(づ =1,2,…
・,た ).

問 3.3。 内積空間 yの部分空間 %,7う に対して,次を示せ .

(1)・
y=%+%′ %上 Иろならば,y=%① し かつ72=И什 0

(2).I祐 が有限次元のとき,y二 %①″∴

そして,特に和空間に関しては次の定義が大事である.

te3。3.1華夕114‖轟り■|,|り1騨1村置●樺韓||lφl華爆1度 ||||||||||||1碁 |‐|111対||1華:C

ここで,次の 2つの定義を用意しておく.
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定理 3。6を示すために次の補題を用意する。

|♯雌!簿稽l盗1籍:攀摯

証明.最初に,
Cπ =R(■1)+R(■2)+… °+R(■m)

を示す.σ
π
⊇R(■1)+R(■2)+… °+R(■m)は 自明であるので,

σπ⊆R(■1)+R(■2)+…・十R(■m) (6。
2)

を示せばよい.任意の
“
∈σπに対して,条件 (1)よ り,π =■lπ +■2π +… °+五ππが成

り立つ.こ こで,銑 =■lπ ,υ2=■22,~° ,υπ=五π"と
おくと,π =νl+υ2+… °+υmか

つυ二∈R(ん )(づ =1,2,… 。,m)であるから,(6.2)が示せた.

次に直和であることを示す.直和の定義より,

R(ん )∩ (R(■1)+…・+R(ム_1)+R(■ぅ+1)+…・+R(■m))={0}(づ =1,2,…・,m)

を示せばよい.まず,条件 (1),(2)よ り,

ん =ん (■1+… 0+ス2)事 五:

に注意する.υ ∈R(■j)∩ (R(■1)+…・+R(ん_1)+R(■j+1)+…・+Rυ塩))と すると,あ
るベクトル πた∈σ

π
(ん =1,2,…・,m),に対して,ν =んπぅ,ν =ス lπ l+…・+九_1"j_1+

ん+1“ぅ+1+・ …+五π"mが
成り立つ.そ こで,条件 (2),(6。 3)よ り,

ν=スj"二 =■:"j=A`ν =ん (■1"1+… 0+ん _lπj_1+■・+1"う+1+…
・+■m‰)=0

となり,補題 3.7が示せた。□

定理 3.6の証明.Cayley― Hamiltonの 定理より

(6。
3)

(6。
4)∴《■)=(■―αlE)た

1…・
(ス ーαJE)たJ=0・
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ここで,ル (■ )で因数 (■ ―αj)れ を除いた多項式を■(■ )と かくことにする.すなわち

∴ (π)=("一 al)た
1・
…
(π 一 α づ_1)ん

を-1(π
一 α 二十 1)た

i+1.…
("一 α J)た

J.

ブ個の多項式 /1(π),… 0,/J・ (χ )は互いに素な多項式だから (付録 2を参照)

gl(π )OA(π )+… 。+島 (")・ ん(π)=1

となる多項式 gl,0… ,%(")がある。そこで,ム =gt(■ )・ ∴(■)とおくと

また,づ ≠tに対しては■(")・洗(・ )
よって

,

であるから,(6.4)よ り

よって

ス1+…・+為 =E.

はル(")で割り切れるので,

スづスι=0(づ ≠t)

("一 αt)た :∴ (π)=∴〈
")

(■ ―α
`E)た

i洗
(■)=∴〈ス)=0。

(6.5)

(6。
4)よ り■(■ )・ん(■)=0.

(6。 6)

が成り立つ.よ って,(6.5)と (6。 6)か ら各 ム は補題 3.7の 2条件をみたすから,

Cπ =R(■ 1)① R(■2)① …・①R(為 )。

が成り立つ。以下,R(4)=7(αぅ)(づ =1,2,… 0,ブ)を示せばよい.

最初に R(■づ)⊆ 7(αj)を示す .

(■・
―αjE)た 'スt=(■二―αjE)た igづ (■ )・ 洗(■)=a(■ ){(■づ―αぅE)た1■ (■)}=0.

よつて任意の
“
∈σπに対して,ム

"∈
7(αj),すなわち

R(■ぅ)⊆ 7(αを).

次に,7(αじ)⊆ R(ん)を示す."∈ 7(αj)と すると,ある自然数 れについて

(■ ―αぅE)た
iπ =0。

そして,gJ(π )・■(・)は因数("一αj)を含まないので,("― αt)タ g{r) . fn(*) l.f..l L(
ん1(・ )・ (χ ―αづ)た

う+ん2(3)・ 多(")・ ∴(")

となる多項式ん1(π ),ん2(")がある。したがって,

と

　

‥
‐

ん1(■ )・ (■ ―αづE)た
1+ん
2(■ )・ gづ (■ )・ ∴(■)=E.
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ん2(■)スをπ=ん2(■ )° go(■)・ ■(■)"=",

(A- o,iD)k'n - O I v)

ん2に)と んは可換だから
■うん2(■)"=π 0

。ゆえに 7(αc)⊆ R(■
`).

よって,"∈ R“ぅ)1が
いぅ)=Rにぅ)がわかり,定理3。6の証明ができた.□以上のことから

したがつて,次の定理を得る。
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よって

(■ ―αをE)niP=

であるが,ベクトル al,

であるので
,

したがって
,

JORDANの 標準形

一αぅE)π
i
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偽
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(プ =1,2,… 0,ηぅ)

(3`― αづE)π
i=0.

―α
`E=義

とおくと,馬 は巾零行列で ,

3`=αづE+札

となるので,定理は示された.百
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4 行列の絶対値と不等式

職彗轟   彗::き   響葬華辮肇≡肇華彗ヨ
かつ固有値もすべて0以上であることと同じことである.また,問
に
",ス")=lμ "|12≧

0だからオスは正値行列であるしエルミー

るユニタリー行列びで

=

で,α l,・ …,απはオス の固有値であるから,必ず αぅ≧ 0(づ =
で,行列

t r m

する.こ のため,こ の章では行列 ■の行列式は det(■ )と かく・

二 と

={『
 |:軍 :3i:| (δりはクロネッカーのデルタ)

αたは 0でなくαた+1=・ …=απ=0と すると,

aた+1=…・=απ=0

であるので,σ
πの正規直交基底 として

列

に

ぁ

晰
脚
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行

■

１
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卜

　

　

　

と

１
，
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で

をつくり,行列 yを

とすると,yはュニタリー行列で

去%…Ъ■ab姉r_ルπ

y=(去軌…0■ab姉・iJ

√ 0

0

石
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と
(6。
7)よ り

,

となる.yrは ユニタリー行列だから,η 次正方行列は必
積に分解できる.以上のことから

Point:複素数 zは z=Tctθ とかけるが,行列 ■ もそのような形でかけることを示して
いる.
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となり,ス2_32の固有値は 3+710>0,3-y10<0と なり,3-y10の固有ベクト
ルを
"と
すると ((イ ー32)",a)=(3-/面 )|"12と なるので,負 となり■2≧ 32でぁる.

Point:行 列 ス の固有値 を 91,…・,απ(重複度ぶん繰 り返 している)と す ると

det(■ )=α l・ …απ

となるので,2次の行列スの場合,det“)<0な らば,固有値は正と負である.すなわち
4≧ 0である.
しかし 0≦ p≦ 1に対しては,次の Lёwner― Heinzの不等式が成り立つ。

葬:纂:議勢:i(鞭籠苺器ereHei轟義:"1苺1等蒸諄:葺構婿Flli革轟導:轟対1専:薄il驚1饉:撃:基苺1壕1場i藤菫奉
摯:Ⅲ:辞黎書撃1蕪1軒構静警:絆■1辞望ヽ縣諄1撃1響:
定理 4。3は指数 Pが 0≦ p≦ 1の場合,正値行列は一般の正の数と同じように両辺 p乗 し
ても順序が変わらないということをいっているが,行列の場合は上の例 4。 1でもわかるよ
うに正の数と同じように 2乗や 3乗では順序は保存されない.こ のことに対して次の定理
が成り立つ。

定理 4。4は 3変数 P,9,rを使つて不等式をつくっているが,こ れらの変数の取る範囲を
図に表したのが,上の図である.

例 4。2.例 4。 1と 同様に,

かっス2≧ 32でぁったが

では,ス ≧B≧ 0′
仕
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(1+ r)q- p*r
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が成り立つことがわかる。

証明。行列 スは,補題 3。 1

とできる.こ こで ,

とすれば,

∫(3)=Σ
を=0

となり,∫ (■)の固有多項式

lχ
E― /1ス )|

であるから,ノに)の固有値

JORDANの標準形

実際′

によつてある正則

B=P~1スP=

f (") - as * atr * azfr2 + . . . * anfrn
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Point:上のことからスπの固有値はスれを計算する必要はなく,ス の固有値をη乗すれ
ばよい .

は固有値の絶対値の最大

で

は　
　
　
こで，　
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ω
　
麟
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列

明

　

　

あ

　

　

あ

一一
　

　

　

　

　

　

様

得

　

列

　

　

定

列

　

　

　

あ

証

　

　

で

　

　

で

Ｒ

　

　

　

　

　

　

同

を

　

行

　

　

と

行

　

　

　

で

同

卿

ろ

列

あ

行“瑚
き

が

で

■Ⅶ
権
力

同

とい
」
る

る

あ

あ

で

で

数



128  第δ章.正規行列とJORDANの 標準形

と対角化できる.ユニタリー行列 1/Tはベクトルの長さを変えないので,このときも

‖五||=max{lα ll,… 0,lαπl}

である。αl,0… ,απは行列 ス の固有値であるが,一般に

rs(■)=m猟{lα ll,00・ ,lαπl}

とかき,ス の「スペク トル半径」という.定理 4.6よ り σ(スB)=σ (B4)であるから
rs(■3)=rs(Bス )である.

Point:ス ペクトル半径のときは ス と Bを交換してよい .

αをスの固有値とし,その固有ベクトルを"と
する."≠ 0であるのでγ=而珂"と

する

と|lυ ll=1であり,さ らに■υ=ανであるので,行列のノルムの定義(6.9)よ り,lα l≦ ||ス‖
であるから,一般には

rs(■)≦ ‖五‖

であるが,正規行列などはr3(■)=lμ‖となっている.

間 4。 1。 次を示せ .

(1)‖ス
*||=‖■

||・ (2)‖■
*4‖
=‖■|12

正値行列 ■に対しては,次の補題が成り立つ.

1補1題1411“行菱1榊:難1襲1値行夕1とす|る|と1群≧|:414-111≧||:(4)(||‖ 1尋‖〉:で|わ01

証明。nObeniusの定理より

σ(E― ス)={1-α :α ∈σ(■)}

が成り立つので,補題 4。 7は示される.□

正値行列■が正則のとき,任意のベクトル "に
対してπ=五νと取るとに

~1",π
)=

(■
~1■
ν,スυ)=(υ ,■υ)=(■ν,υ )≧ 0よ り五

~1も正値である.

間 4。 2。 ■,3を正則な正値行列とするとき,A≧ Bな らば ス
~1≦ B~1を示せ .

Lёwner‐Heinzの不等式の証明.ε >0を任意の数として,行列 ■+εEと B+εEをつく
ると■+εE≧ B+εEであり,どちらも■obeniusの定理より正則な行列である.これら
の行列に対して不等式を示せば ε→ 0と して,目 的の不等式を得ることができるので,■ ,

Bは正則な行列であると仮定してよい.0≦ P,t≦ 1に対して スP≧ BPと 〃 ≧Btが成り
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立つとする.こ のとき ス響 ≧ B響 が成 り立つことを示す.ただし■0=30=Eと 定義
する.〃 ≧ Bpよ り■~号 を両方から挟むとE≧ ■~号 Bp五一号=(B号■~号 )*B号ス

~号
でぁ

るので,補題 3。5と 問 4。 1(2)よ り 1≧ ‖(B号五
~号

)*(B号■
~号

)‖ =|IB号■
~号

|12が成 り立っ。

同様に 1≧ |IB3■
~:‖
も成 り立つ.したがって

rs(■
~守 B宇ス~牲1)= rs(Eス丁守B等五~等1)

= rs(■宇 ス宇 ス
~圧宇Bリスー圧宇)(E=ス 宇 ス句

二
)

= rs(■ ¥ス
~圧宇B宇スー圧宇五与っ (rs(σD)=r3(Dσ )を利用 )

= rs(ス
~:Bあ
B号■
一号)≦ ‖五

~:B:B号
五
一号
‖

≦ ‖五
~券
B券‖・‖B号■

~号

||≦ 1

■―響七守:スー守 は正値行列だから,補題 4.7により

■-1宇 B守■-1宇 くE

である.したがつて ■等 を両側から挟むと

B守 く■宇

lltil::: 

｀
li5illt■ヒ:と ':に

も不峯式は成り立つ.さらにp=
とをくり返せば 0≦ p≦ 1のすべてのPに対

して成り立つ。これで定理は示された.□

古田不等式の証明。Lёwner―Heinzの不等式の証明と同様に,古田不等式の証明においても,
行列 ス,3を正則と仮定してよい.まず p≧ 1,r≧ 0に対して

■ ≧ B≧ 0=→ (B号 ス
PB号
)詳
#≧ 31+T

が成り立つことを示す .

Step l。 0≦ r≦ 1の とき不等式が成り立つことを示す.定理 3。 2よ り,ユニタリー行列
びで3,4号 =硼 B,4号 |と p01鉦―分解する.よ つて,

(3'〃B')澪 ={Bうが (B私号)*}澪 ={硼 Bうが |(び IBうが |)*}井

=(び IB'ス号12び*)i詳 =硼 B'ス号12i器び (び はユニタリーだから)
= びIB'ス号|・ IB'ス号12澪 .IB,■号IE/7*

= B,■号(■号旦
Tス号):=:(B'■号)*

≧」がぼ」句澪9邪ソい≦
=≦

0≦ r≦ 1と趣43かり
= B号ス号(■号ス

rス号
):群ス号B号 =B,ス B号 ≧Bl+T
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よって,0≦ r≦ 1の場合は証明できた .
Step 2.1≦ r≦ 3の とき不等式が成 り立つことを示す.p≧ 1,0≦ rl≦ 1と して
■1=(3号″》Bサ )岩 ,31=Bl+rlと おくと,Step lよ り,■1≧ Bl≧ 0がいえる.こ れに
もう一度 Step lを適用すると,

(BFバ
2Br)尭鴇≧BI+r2

がすべての p2≧ 1,0≦ r2≦ 1で成り立つことがわかる.つまり,

仲
Ψ O与〃 B号 )Ψ B呼

庁
≧ Bll・

rllll■ r21e

ここで,p2を p2° p+rl =1に とりr2=1と おくと,この式は

(B半〃B弓
L)拙

≧B41+rl).

さらに,r=1+2rlと おくと 1≦ r≦ 3で ,

(B'■
PB号
)詳 ≧ Bl+r。

となり,これは step lで得られたものと全く同じ式になるが,Tの範囲が広がっていること
がわかる.こ のことを繰り返すことによって,ま さに実数版の帰納法的にすべての 0≦ rに

対して古田不等式が成り立つことがわかる.□
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=cA+Bが成 り立つことが知られてい
を求めよ.
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