
土早5第

ベク トル空間上の線形写像の次元定理

最後に対称行列の対角化を調べ,2次

線形写像

この章では,ベ ク トル空間 と基底について調べ
,

を示 し,行列で表現することができることを述る。

形式の標準形を調べる.

ベク トル

tr - {* | * - (*trfi2t. . . rr,.)rri € I?}.
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ここで Rはすべての実数の集合である .

すべての成分が 0と なるベク トル (0,0,…
0,0)を 零ベク トル と呼んで,0で表 した .

ベク トル a=(α l,α 2,…・,απ)に対 して

lα l= α:+α3+…・+αλ (5。
1)

トルの長 さに関をαの 長さ という.長 さが 1

しては,次のことが成り立つ.

のベク トルを 単位ベクトル という.ベク

lαl=0⇔ α=0

1λ
αl豊 lλ llα l

lα +bl≦ lαl+lbl(3角 不等式 )

第 づ成分が 1で他の成分が 0のベク トルを ctと 表す。cl,

とよぶ (列ベク トルも同じ記号で書 く).

el=(1,0,…・,0), c2=(0,1,0,… 0,0),… 0, Cπ

ベ ク トル αは,そ の成分 αl,α 2,…
°
,απと基本ベ ク トル によ り

(5.2)

(5。 3)

(5。
4)

C2,… °,Cπ を 基本ベク トル

=(0,0,… 0,1).

と表 される.

2つのベク

を aと bの

α=αlel+α2C2+… °+απcπ

トル α=(α l,α 2,・ …,Oπ),b=(bl,b2,° …,bπ )に対 し

(a,b)=αlbl+α2b2+…・+απbπ

内積 とい う.ベク トル αの長 さは

(5.5)

(5。
6)

(5.8)

(5.9)

(5e10)

(5.11)

(5.12)

同=れ→≧0

と表せ る.任意 のベ ク トル a,b,cと 任意の実数 tに対 して
,

(a,a)=0⇔ α=0

(a,b)=(b,a)

t(a,b)=(to,b)=(a,tb)

(a+b,C)=(a,C)+(b,C)

(5。
7)

次のことが成 り立つ .

また任意のベク トル α,bについて

|(a,b)|≦ lα llbl(SChWarz(シ ュワルツ)の不等式)

が成 り立つ。
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シュワルツの不等式を証明してみよう.α =oの ときは,両辺とも 0で成立する.α ≠0
とする.ι を任意の実数とすると

0 < (to + b, ta * b): (a,, o)* + 2(a,b)t + (b, b)

ここでι=一
::3と

細力t
O≦

:≒毛:一 ・ Lり =

(a,a)>0で あるから

0≦ (a,a)(b,b)― (a,b)2=lα 121b12_(a,b)2

これから (5.12)が 得 られ る.

間 1。 1。 3角不等式 (5。
4)を証明せよ.

シュフルツの不等式で,a,bが ともに 0でないとき

-1≦
:書||≦

1

となるから

cos θ==器
        (ol≦

θI≦ 7r)

をみたす θがただ 1つ定まる。この θを αと bのなす角という.こ のとき,次の 2うの
条件

(a,b)=0,  θ=二
2

は同値である.(a,b)=0の とき,α と bは 直交する とい う.Rπ の η個の基本ベク トル
el,C2,・ …,Cπ はすべて単位ベク トル (長 さが 1)で ,たがいに直交 している.すなわち,ク
ロネッカーのデルタ とよばれた記号 島Jを用いれば

百J≒万・%→同一に鳴

(Q,CJ)

が成 り立つ .

行ベクトルの代わりに,列ベク トルを Rπ の要素と考えても,すべての定義,定理等はほ
とんど変更なしに成 り立つ.本章では主に行ベク トルを用いているが,後章では行ベク ト
ル,列ベク トルの両方を使用する.

問 1。 2。 次の 2つのベクトルの内積およびなす角を求めよ.

(1)α =(3,1),b=(2,-1)

．

′

．

′

〓

≠

１
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ｒ

ｉ

く

―

ヽ

〓ら〓
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(2)α =(1,0,2),b=(-1,V而 ,3)

(3)α =(1,0,2,2,3),b=(1,3,0,1,5)

問 1。 3.α =(1,α ,-1),b=(0,1,2)と する.

(1)aと bが直交するように αを定めよ。

(2)(1)で 求めた αと b両方に直交する単位ベク トルを求めよ.

R3の 2つ のベ ク トル α=(α l,α 2,α 3),b=(bl,b2,b3)に対 して,外積 α×bを

α×b=(α2b3~α 3b2,α3bl~α lb3,α lb2~α 2bl)

外積 α×bはベク トルであり,次の等式が成 り立つ .

(2)a× (b+C)=α ×b+α × C

b) - a x (kb) (4) a x o:0
μ

中

‐

ｃ．

と

い

い

　

０ 姉
間 1。4.ベク トルの外積について,次を示せ .

(1)a× bは α,bで張られる平面に垂直である.

(2)α ×bの長さは a,bを 2辺 とする平行四辺形の面積に等 しい。

(3)(a,b× C)の絶対値はα,b,cを 3辺 とする平行六面体の体積に等 しい

2 ベク トル空間

Rを 実数の集合 とする.集合 yヵ 次ヽの条件をみたす とき,yを R上 の ベク トル空間

(ま たは 線形空間)ま たは単に 実ベク トル空間 とい う。

(I)加法: 1/の任意の元 π,υ に対 して,和 とよばれる yの元 π+ν がきまり
,

次の条件をみたす。

Vl 
“
+ν =ν +"(",υ ∈y)

V2("+ν )+Z="+(ν +Z)(",υ ,Z∈ y)

V3 yに 一定の元 0が存在 して,任意の元
"∈

yに対 して

"+0="
V4 任意の元 π∈yに対 して,あ る元

"′
∈yが存在 して

"+"′
=0

この元
"′

を
"の

逆元 または 逆ベク トル といい ,一 "と
書 く

(交換法則 )

(結合法則 )

(零元の存在 )

(逆元の存在 )
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(II)ス カラー倍: 任意のスカラー 入∈Rと 任意の元 π∈yに対 し,π の スカラー倍

とよばれる yの元 λ
"が きま り,次の条件をみたす .

V5 入(π +ν )=ネπ+λν (λ ∈R,π ,ν ∈y)

V6(入 +μ)"=λπ+μ
"(λ ,μ ∈R,"∈ y)

V7(入μ)"=λ (μ")  (λ ,μ ∈R,"∈ 1/)

V8 1π ="       ("∈ y)

yの元を ベクトル という.

実際,0"=(0+0)"=0"+0".両 辺に 0"の逆元 -0"を加 えれば,0=0".
また,入π=λ

"+0)=λ

π+λ O。 両辺に 一人
"を

加えれば,0=λ O.

例 2。 1。 σを複素数全体の集合とする,すなわち,C={z=α +βづlα ,β ∈R}・ Z=α ttβt,

Z′ =α
′+β′づならば,z+z′ =(α +α′

)+(β +β′
)づ・また,λ ∈Rについて入z=入α+λβづ

となるので通常の和と実数との積で,Cは R上のベクトル空間となる。

例 2.2。 χに関する実係数の高々 η次の多項式全体 R(")は実ベク トル空間となる.こ こ

でのベク トルは η次またはそれ以下の次数の多項式である。

例 2.3。 閉区間 [-1,1]={χ ∈RI-1≦
"≦

1)で定義された連続実数値関数全体を

`卜
1,」 で表す.任意の ノ,g∈

`卜
1,llお よび

"∈ [-1,11に対して

和   ∫十g :(∫ 十g)(")= ∫(π )+g(")
スカラー倍  λノ  : (λ ∫)(")= λ(ノ (π ))

と定義すれば,C[-1,llは実ベクトル空間となる。この場合,つねに 0の値をとる定値関数
が零元である(関数もベクトルとなる ).

例 2.4。 空間 R3ぁるいは平面 R2におけるベクトル全体は,定理 1。 1で定義された和と不
カラー倍によつて実ベクトル空間となる.

ベクトル空間 yの空でない部分集合 〃 が

Sl ",ν ∈7な らば,π +ν ∈7

S2 任意の
“

∈7と λ∈Rに対して λ
"∈

7

をみたすとき,7を yの 部分空間 とよぶ.条件 Sl,S2は ,7が 1/におけるベクトルの

演算,和 とスカラー倍について閉じていること,すなわち 7はそれ自身ベクトル空間とな

ることを示している.あ きらかに,y自 身は yの部分空間であり,ま た yの零ベクトル 0

のみからなる集合 {0}も yの部分空間である.{0}は 零空間 といわれる.

上の条件 Sl,S2は 1つの条件 S3と 同値である.
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S3 任意の
“

,υ ∈7と λ,μ ∈Rに対して

入
"十 μν∈7

間 2。 1。 Sl,S2と S3が同値 となることを示せ。

例 2。 5。 平面 R2(ま たは空 間 R3)の 0でないベ ク トル α に対 して

五(a)={λα lλ ∈R}

は,R2(ま たは R3)の部分空間 となる.実際 ,入 ,μ ∈Rに 対 し

入α+μα=(入 +μ)a∈ L(a), λ(μa)=(入μ)a∈ L(a)

となり,Цa)は Slと S2をみたしている。

例 2。 6。 例 2。2における η次以下の多項式からならベク トル空間 R(χ)を考える.任意の

整数 た(0≦ た≦η)について,a(π)は 島 (π)の部分空間である.た =0の場合 P。 (■)は
定数のみの多項式として Rに等 しい .

3 ベク トル空間の基底と次元

ベクトル空間yにおいて,次の2条件をみたす順序を考えた組{α l,α 2,・ …,απ}を yの

基底 とい う。

αl,α 2,…・,aπ は 1次独立である。

αl,α 2,…・,anは yを生成する.すなわち

1/=L(al,a2,・ …,α2)={入 lαl+入 2α 2+・ …+入 n a7■  : 入1,入ぅ,… 0,入 72∈ R}・

条件 B2は ,yの任意のベク トルが αl,a2,° …,αηの一次結合で表されることを意味する。

B2をみたすとき,al,a2,… °
,απは yの生成系 であるという.1/の基底とは,1次独立な

yの生成系のことである.Bl,B2は次の条件 B3と 同値である.

B3 yの 任意のベク トル
"は

αl,α 2,・ …,απの 1次結合

"=入 lαl+λ 2α2+…・十入?Lαπ

として一意的に表 される.

これは,π がもう一一つの形 μlαl+μ2a2+・ …+μπ% と牙更された場合,入1=μ l,入2=
μ2,・ …ユη=μπが成り立つということである。Bl,B2の仮定の下に入lal+…・+入nan=
μlQ+…・+μπαπとすれ |ず,(入1-μl)al+…・十(λπ一μ2)aπ =0が得られる.Blよ り

入1-μl=・ …=λπ一μη=0,すなわちλl=μl,0… ユπ=μ2と なる.逆に,B3を仮定する

と,B2は明らかであるからBlを示せばよい.λ lαl+…・十λπαπ=0と する。Oの表し方

として0=Oαl+…・+Oanを 考えれば,B3よ り入1=… e=入π=0が示される。

１

　

２

Ｂ

　

Ｂ



例 3.1.Rπ 上において η個の基本ベク トル
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・…,Cπ }は Rπ の基底となる.こ れ
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例 3.2。 R2において,基本ベクトル cl,cう とベク

ると,cl=α2~αl,C2=α 2~2αlだから,Q,a2
次独立であるから,{α l,a2}は {el,C2)と 異なる

1界騨‖串‖尋11,|二 |||||||||||:||||||||||||1111111411111111:|1華 ||||||||||111螺 |||:||||||IIII111議}|"ギ|1彗:|:11弾覇画面爾画爾覇蒲轟驀蒲W
料爾靭鱗等|じ|||す|な|わ1轄111:::れ:姜:1槻

証明.Blよ り,α l,α 2,…
°
,απと bl,b2,… °,bmは ともに 1次独立であるか ら

,

rank{α l,…
0,απ}=2,rank{bl,0… ,bm}=m

となる.B2よ り,各 場 は 91,… 0,9π の 1次結合であり,ま た各 αをは bl,・ …,bπ の一次結
合であるから,階数定理 (第 4章定理 2.2)よ り鶴≦ηかつ η≦mと なる.すなわち η=胤
である.□

この定理より,ベ ク トル空間 yの基底に属するベク トルの数 ηは,基底の選び方に無関
係に 1/に よリー意的に定まる。この数 ηを yの次元とよび,dim yと 書く。0ベクトルだ
けの空間 {0}の次元は 0と 定める.y≠ {0}な らば dim 1/>oで ある。

例 3。 3。 Cを第 1章例 2。 1における複素数全体からなるベク トル空間とする.任意の複素
数はα tt βづ(α ,β ∈R)と 表され,1,づ は1次独立であるから,{1,づ }は Cの基底となる.

これから,dim C=2と なる。
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例 3.4.数ベク トル空間 Rπ については,dim Rπ =η となる.

例 3.5.η 次以下の多項式からなるベクトル空間 R(χ)においては,{χ
°
(=1),π ,π

2,… 。
,π
π
}

が基底をなす.こ れからdim几 (π)=η +1である.

このように,有限個のベクトルからなる基底をもつとき,有限次元 ベクトル空間という.

これに対して,多項式全体からなるベクトル空間においては、{1,π ,"2,π
3,… .,"π

,…・}が基
底をなす.こ のように無限に多くの 1次独立なベク トルを含むとき,ベ ク トル空間の次元は

無限 であるので,無限次元 ベク トル空間という。

証明.{al,0… ,απ}
定理より

となる.□

を yの基底 とすれば,各 bJ・ は αl,0… ,aπ の 1次結合 となるか ら,階数

rank{bt,bz, "' ,bo} S n

証明.π をyの任意のベクトルとすれば,定理3.2よ りrank{αl,a2,… °
,α2,"}≦ η,すな

わち,αl,0… ,aπ ,π は 1次従属 となる。第 4章定理 1.5に より
"は

al,… 0,aπ の 1次結合

として表される。{αl,0… ,απ}は条件Bl,B2を みたすから基底をなす。□

証明.rank{α l,0… ,α鶴}=鶴 <η だから,α l,・ …,απの1次結合とならないy
am+1が存在する.{αl,0… ,am,am+1}は 1次独立となる。m+1<れ ならば,

うにαπ+2を選んで{αl,C… ,απ,απ+1,απ+2}が 1次独立になるようにできる.

せば定理が示される.□

のベク トル

上 と同 じよ

これを繰返

任意のベク トル
"

系3.6は ,まず系 3e5

られる.

≠0は一次独立であるから,系 3.5は 鶴
により7の基底 {α l,0… ,απ}を選び

,

=1の場合の定理 3.4で ある.

さらに定理 3。4を適用 して得



Ffi B.L. ,r33 [a*it,\( , ":, F tv a, _ を含む基底 を選ベ

間 3。2.23の次のベク トルを考えよ。

αl=
二  ,α

4=

(1)1≦ づ≦ 6に対 して,Ljを づ個のベク トル αl,0… ,α j

するe dim島 を求めよ .

(2)α l,… 0,αけの中か ら 五づの基底を選べ。

(3)α l,…・,α6の中か ら R3の基底 を 2種類選べ
.
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,α5 ……

2

-1

1

,06=

により生成 された R3の部分空間と
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4 線形写像と1次変換

ν とⅣを集合とするとき,Mの任意の元
“
に対して,Ⅳ の元∫(")が ただ1通 り定ま

るようなν からⅣへの対応をν からⅣへの写像 といい,ノ :ν →Ⅳで表す.ノ (")

を
“
の像,"を ∫(a)の 原像という。Ⅳの部分集合

R(∫)={∫ ("):π ∈ν}

をノの像 という.R(ヵ をノ(ν)で表すこともある。また,ス がMの部分集合であると
き∫(■)={∫("):"∈ ス}を スの像 という.R(∫)=Ⅳ となるとき,ノ をν からⅣの
上への写像または全射 という.ν の任意の相異なる元

","′
に対して,ノ(2)≠ ∫("′)が成

り立つとき,ノ をMからⅣへの 1対 1写像または単射 という.∫ が全射かつ単射のと
き,ノ を全単射または上への1対 1写像 という。ノ:ν →Ⅳが全単射のとき,Ⅳ の元ν
に∫(")=υ となるνの元

"を
対応させれば,Ⅳ からνへの写像が定まる.これを∫の

逆写像 といい,ノ
~1で

表す.

y,Ⅳ,Lを集合とし,∫ :ν →Ⅳ,g:Ⅳ →Lを写像とする。このとき,ノ とgの合成写像
gOノ :ν →Lは

gO∫ (2)=g(ノ(a))("∈ ノИ
)

によって定義される.

例 4。1.ν =L=Rと し,∫ (π)=χ
2(χ ∈R)に よつて∫:R→ 況 を定義する.R(∫)=

{π ∈R:π ≧0}で あるからは全射ではない.ま た,χ >0な らばノ(～層)=ノ (一√ )=π
だからノは単射ではない。

例 4。 2。 g:R→ Rを g(χ)=ι"("∈ R)と 定義すれば,R(g)={"∈ R:">0}と
なリクは全射ではないが単射となる.
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例 4。 3。 ん :R→ Rを ん(χ)=αχ tt b(α ,bは定数)と 定義する。α≠0な らば んは全単

射とな気 逆写像は は → =:。 一の雌 義|あ

К7をベクトル空間とする.yか ら7への写像 ∫ :y→ ″ が次の条件をみたすと
き,ノ を線形写像 または 1次写像 という.

Ll 任意のベクトル
",ν

∈1/に対して ∫("十 ν)=∫ (2)十 ∫(υ )。

L2 任意のベクトル
"と

スカラー 入∈Rに対してノ(入π)=λ∫(2)。

特に y=〃 の場合,∫ を yの 線形変換 または 1次変換 という.ス が η次正方行列で,

yが η次元数ベクトル空間のとき,"∈ 1/に対して ス
"∈

yと なり,ス は yの線形写像
とみることができる.

条件 Ll,L2は次の1つの条件と同値である。

L3 任意 のベ ク トル π,ν ∈yと スヵ ラー λ,μ ∈Rに 対 して

間 4。 1.

∫(λ"+μυ)=λ∫(2)十 μノ(ν ).

Ll,L2と L3の 同値 を証 明せ よ。

→ 7を線形写像とする。7の部分集合Bに対して,∫
-1(3)={π ∈yl∫

(2)∈ B}
原像とよぶ.特に,Bが零ベクトル0のみからなるとき,ノ

~1(0)={"∈ y:∫ (")=
の核とよび,Ker(ハ で表す.

証明。(1)ノ (■)が S3をみたすことを示す."′ ,ν
′∈ノ(■ ),λ ,μ ∈Rとする.π′=∫ (a),υ

′=
∫(ν)と なる

",ν
∈スをとれば,ス が部分空間であることから,入"+μυ∈スとなる。これ

から,入ノ十μυ
′
=入ノ(")+μ∫(ν)=バ入π+μυ)∈ ノ(■)と なる。

(2)“ ,ν ∈∫
~1(3),入

,μ ∈Rと する.Bは部分空間でノ(2),ノ (υ )∈ Bだから
,

∫(λ"十 μω =λ∫(π)+μ∫(ν )∈ B,すなわちλ
"+μυ∈∫

-1(3)と なる.□

η次正方行列 ス は η次元数ベク トル空間 yの線形写像であるので,α を ス の固有値
とすると

7(α)={“ :(■ ―αE)"=0}

は 7(α)=Ker(■ ―αE)よ り,部分空間となっている。これをαの 固有空間 という.

″
帥
釘

∫

を

叫
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注.次元定理は種々の情報を得ることができる重要な定理である。

証明。dim Ker(∫ )=鶴,dim R(ハ =η とする.yが 鶴+η 個のベクトルからなる基底をもつ

ことを示せばよい.R(∫)の基底 {bl,b2,・ …,bπ }と Ker(ノ )の基底{απ+1,απ+2,・ …,aπ+π }

を選ぶ(定理3.4).各 づ=1,2,…・,η に対して bぅ の原像αj∈ ノ
~1(bj)を 任意にとる.こ の

とき(η +m)個のベクトル {αl,0… ,αれ,aπ+1,・ …,απ+π}は yの基底をなす。これを示す
ために,{aj}が Blと B2をみたすことをいう.まず

入lαl+λ 2α2+・ … +入ηαπ+λπ+lαπ+1+・ … +λπ+maπ +π =0     (5。 13)

∫で写せば,/1at)=bj(づ =1,20… ,n),ノ (aJ)=0(プ =η +1,… 0,η +m)だから

0=∫
(曹
れQ)=為 bl+λ2b2+…・+入πbπ

となる。bl,・ …,bπ は 1次独立であるから,入 1=…・=札 =0。 (5.13)よ り入π+lαπ+1+…・+
λπttβπ+7れ =0と なる.απ+1,0… ,απ+77Lは 1次独立であるから.λπ+1=0… =λπ+π =0と
なり,Blが成 り立つ.次にB2を示すために,yの任意のベク トル

“
をとる.7のベク ト

ル∫(")をその基底 {bl,0… ,bπ}で表して,∫(a)=μ lbl+μ 2b2+…・十μπbπ とする。この

とき,

μづαj∈ Ker(∫ )と なる。{απ+1,…・
,απ+m}は Ker(ノ)の基底であるから

,

Fn*l&n*l + "'* pn*mQn*m

０
〓

ｂ
μ

π

Σ

Ｈ

一”
ノ

〓α∫μ

π

Σ

Ｈ

一”ノ
〓

ヽ

、

‐

′

ノ

αμ

π

Σ

Ｈ

一
／
ｒ

，
Σ
Ｈ

∫

　

　

一“らカるなと

l#ir6 . tltt>b *:Y F$,i L/r6. :f,t-c 82 ttz\3 tt"tc. t
i:r

l8 +.2. kaffiMql*.l:ru \<6 2 &.
/\/\

(1) J ' R2 -+ R2;( i )*t :::", )t:.',''<R(/) lKer(/) #fimv,zDtk)rtf-
\v / \-t-v /

Dt.

〓αμ

η
Σ

同

一π

＼

、

‐

‐

′

／

／

ｆ

ｉ

‐

ｌ

＼

吟

＼

、

‐

‐

′

／

”

　

ν

　
ｚ

／

ｆ

‐

‐

‐

ヽ

、

Ｒ
-r+y
tr-z

2r-A-z
(2) siRs + について R(g)と Ker(g)の次元を求めよ.
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υ=∫ (π )=(bl・ 00 bπ
)

An

azz
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と 7の 基底
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(5。 14)
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15)
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線形写像の表現行列

したがって,(5。 14)

となる。bl,0… ,bm

(5。 16)

“

.17)
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ヽ

１

‐

‐

‐

‐

′

ノ

ａ

助

…

』

／

１

１

１

１

１

１

＼

ヽ

１

‐

‐
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‐

ｊ

ノ

鴫

』
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嚇
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●
喘
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′

ノ

仇
助
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‰
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１

１

１

１

１

１

＼

(5。
18)

(5。
17)ま たは(5.18)の右辺の行列を,基底{%},{bi}に関する線形写像∫の表現行列とよ

び,ス∫とかく.

逆に任意の (m,η )―行列 五 =(αづ)が与えられれば,線形写像 ∫:y→ 7を
(5。

15)と

(5。
16)に より定義すれば,ノ の基底 {%},{b`}に 関する表現行列は■となる.すなわち

ス=スノである.

Point:要するに,基底 {%},{bづ }に関する線形写像∫の表現行列ス∫を求めるときには
,

まず最初のベクトルαlを ∫で写して基底 {bぅ }で表す,すなわち∫(al)=αllbl+α21b2+
・…+αmlbmこ のときの係数 αll,α21,… ,απl.を 1列 目に順序を間違わずにかく.同 じ作業

をaπ までしてできた行列である.したがつて基底{%},{bi}が どちらも標準基底のとき
は簡単に表現行列を求めることができる.

次に,び をI次元ベクトル空間,その基底を{cl,c2,° …,Q}と する.線形写像g:7→ び
に対して,基底 {bぅ },{Cた }に関するgの表現行列を■g=(bst)と する.Vのベクトル

m                I

ν=Σ ttbJ・ の像をg(υ)=Z=Σ〕Zた Cん とすれば
′=1                       た=1
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(5.19)

となる.(5.18)と (5.19)か ら

bn "' bm

これは,合成写像gO∫ :y→ びの基底{%},{Cた }に関する表現行列スgO∫ が行列の積

んス∫となることを示している.こ れから次の定理が得られる.
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とする.行列で表 して
,

証明。(5.21)よ り(bl b2・ …bπ)=(al α2° …αあ)P.ノ が1次写像であるから

(∫ (bl)・ …ノ(bπ ))=(ノ (al)…・∫(aπ ))P

が得られる.(5。 17)よ り(ノ (al)…・ノ(aπ ))=(al・ …α続)五.こ れを上式に代入して

(∫ (bl)・ …ノ(b2))=(al… Oα親)AP

また,{b`},{弓 },{弓}に同様の計算を行えば,(■ …・b飢)=(al…・α続)の だから
,

(5。
22)

(ノ (bl)・ …∫(bπ ))=(bi O… 叫DB=(ale… a続 )のB.
(5。

23)

(5.22)と (5。
23)の右辺を比較すれば,αl,…

00続 が1次独立であることから,スP=o3と
なる.これから,B=の -1■Pが成り立っ.□
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だから,

0~1■P

とな り
,

間 5。 1.

∫ :R3

(:I:)=B

とR2
),(11)}に

畠して,

の表現行列を求めよ.
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6 複素ベク トル空間と正規直交基底
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例 6。 2.閉 区間 卜1,ll上 の連続な実数値関数のつくるベクトル空間
`卜

1,1]:.(第 2章 例
2.3)を考える.∫ ,g∈

`[-1,11に
対して,ノ とgの内積を

(ノ,の =二∫しルしル
と定義する。明らかに11～14をみたすから,CI-1,11は内積空間となる.こ の場合,係数 λ
は実数である.

証明。(1)は ノルムの定義と 14よ り得られる。(2)は 11,12と ノルムの定義より簡単に分
かる.(3)を示すために,α を任意の複素数とする.Re αは αの実数部をかく。11～ 14よ り

(oo * b, ao, + b) _ lol'(o,o) * 2Re(o(o,b)) + (b, b) > 0.

ここで(a,b)=0な らば不等式は明らかに成り立つので,(a,b)≠ 0と する.α =t(a,b)(t
は実数)と おくと,上の式は

t21(a,b)1211α l12+2tl(a,b)12+|lbl12≧ 0

がすべての実数 tに対 して成 り立つので判別式を考えれば,|(a,b)12_|lα l1211bl12≦ 0と な
り,(3)が成 り立つ.最後に

,

‖a tt bl12=(a+b,a+b)=(a,a)+2Re(a,b)+(b,b)

≦ (a,a)+21(a,b)|+(b,b)=‖ αl12+21(a,b)|+‖ bl12。

(3)を使用して
,

‖α+bl12≦ ‖αl12+211α llllbll+|lbl12=(|lα‖+|lbll)2.

これで (4)は証明された。□

ベク トル αと bが ともに 0でなく,(a,b)=0の とき,cと bは直交する という.こ のこ
とを,も う少し一般的にしたものが次の定義である.
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規直交基底となる.

例 6。 5。 Rπ の標準基底 {el,c2,…・,Cπ}は正規直交基底である.

正規直交系をつくる Gram― Schmidt(グラム 0シ ュミット)の直交化法とよばれる便

利な方法がある.al,a2,° …,aれ を yの 1次独立なベク トルとせよ。ベク トル bl,bぅ を

彫 に次のように議 する.に 1に対 して,■ =αL bl=需
齢

とおく・ 卜1‖ =1と
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なる.づ =2に 対 して bち =

(a2,bl)~(a2,bl)(bl,bl)=

(1≦ た<η)が (bぅ ,り =δ

“
すると

bi+1=αた+1~

とおく・ブ=1,2,… 0,た に対して
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b2=満 とおく・ 卜1‖ =1よ りc,り =
bi)=0かつ |lb211=1と なる.一般に,した

(づ ,ブ =1,2,…・,ん )と なるように定義されたと
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(5.24)

(4+1'bJ・ )=(aた +1,bJ・ )一 DE(aた +1,L)(L,bF・ )=(aた +1,場 )― (aた+1,場 )(り ,bF・ )=0.
t=1

これから,(bん +1,場 )=0(J=1,… 0,た)かつ
|lbん+111=1.こ の構成で{bl,b2,・

‥
,bπ}は正

規直交系となる.さ らに(5。
24)よ り,任意のたについて{bl,0… ,bた }は 01,・ …,aた から構

成される部分空間L(al,… 0,αた)の基底をなしている。これから次の定理が得られる.
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次の系は定理か ら明らかである.
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間 6.3. 〃む

章
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α の正規直交基底をつ くれ。

7 直交変換と直交行列

内積空間 yの 1次変換 ノが内積を変えないとき,すなわち yの任意のベクトル π,ν に

対して

(∫ (2),ノ (υ))=(・ ,υ )

をみたすとき,ノ を直交変換 という.

(5。
25)

証明。Re αをαの実数部,Im αはαの虚数部とする.∫ を直交変換とする.(5.25)で

"=ν
とおけば,||∫(")|12=||"|12,す なわち‖∫(")‖ =||“ ‖が得られる.逆に,ノ が

(5。
26)

をみたすとする.ベクトルπ,ν に対して‖ノ("+υ)||=||"+υ‖となるから

‖∫("+υ)|12 =(∫ ("+ν),∫("+ν ))=(∫ (")+ノ (υ),ノ (a)+ノ (ν ))

= ||ノ(a)|12+2Re(ノ (2),ノ (υ ))+‖ノ(ν )|12。

また

‖"+υ l12=||"|12+2Re(2,υ )+|lυ l12

であるから右辺を比較して,Re(∫ (2),∫ (υ))=Re(",υ ).次に,π +υ の代わりに ,π +υ を代
入すれば,同 じようにRe(ノ(れ ),ノ (υ ))=Re(づπ,υ )と なるので Im(ノ (a),ノ (υ))=Im(",υ )

を得る.□
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(5。 27)は R2の点 A=(α ,α
′
)

することを意味するから,θ ,α

a - cos 0, Q,l
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と B=(β ,β
′
)が単位円周上にあり,半径 OAと OBが直交

が定まって (一π≦θ,θ
′
≦7),
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または
{}lTll:′ 1甘ムsθ

すふわち,22

また1は
  (亀 )…

→〉
(1::∬′1胸 :翼 ;)

∫をyの直交変換,{α l,0… ,aπ }を yの正規直交基底とする.

陶 七り=ら ={::軍卜J=L→
となるから,{∫(al),…

0,ノ(an)}は yの正規直交基底となる。逆に,1次変換∫が正規直交
基底を正規直交基底に移すとすれば,ノ は直交変換となる.これを示すために,{α l,0… ,απ}
を yの正規直交基底として,任意のベク トル

"に
対して,"=λ lαl+… 0+λπαπとする.

∫(a)=λ l∫(al)+・ …+λπ∫(an)で {∫ (al),…・,∫ (aπ )}は正規直交基底であるから

(∫ (a),ノ(2))=ΣΣλあ (ノ (Q),ノ (aJ))
う=lJ=1

=ΣΣれ万島J=Σ I入ぅ12=(2,").
う=lJ=1         `=1

これから,||∫ (")||=|lπ ‖となる.よ つて,次の定理が成り立つ.

薄1馨曹轟41錆:積1奪調|■1線1形1変1換||メ|が竜1変1変1暴:と|な||る1必1要|十1分1条1件は森二|が菫親1難曇墓藤藩
|=1規1直1交鰹濃黒ユ櫻1部|二||と|であ|る |‐

成分が実数の正方行列 五が

И■=ス贅 =E(tス は スの転置行列)

をみたすとき,すなわち 五-1=望 となるとき,■ を 直交行列 と呼んだ .
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間 7.1。

sin 0 cos tlt cos 0 cos tlt - sin r/
sin 0 sin$ cos 0 sintp cos r/

cos0 -sin0 0

は直交行列であることを示せ .

証明。(1)は明らかである.И五=Eならばμ12=1贅‖■|=1贅ス|=1到 =1と なるから,

μl=± 1。 これで(2)は示された.ま た(3)は ,■,3が直交行列ならば
,

tにBMB=tB贅 湖 =E,■3〈ス3)=AB tB贅 =Eよ り得 られ る.最後 に

に注意すれば,(5.28)が И■ =Eと 同値になることが確認できる.同様にして ス贅 =E
も確認できる.こ れで (4)は示 された.□

直交変換 と直交行列の関連を示す次の定理がある .

1蒲撃曹暮纂曇漿蒙織‖講11蜻111単11馨聾暑臨操変:蝉器:継:雄:必業1業器禁癬構纂:騨書燐糠1撃墓:轟

i[継1:暮卦彗離薬手彗歯締難1脚構轟繰特菱ず筆器糞蕎著纂轟懇螂:革:ど1彗務:覇境喜繋難暮讐彗:軸‖

証明。∫(cc)=α
`(づ

=1,2,… 0,η
)とする.{ct}に関する∫の表現行列は,定義によりαJを

列ベクトルとする行列ス=(a102・ …απ)である.∫ が直交変換ならば,づ ,ブ =1,2,… 0,η

に対して
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凱りくれⅢD七り=偽 ={::軍劣・
定理 7.3(4)よ り■は直交行列となる.逆に,ス が直交行列であるとすれば,再び定理 7。3

(4)よ り(aぉ %)=ら となる.任意のベクトル
“
=πlcl+…・十

"π
C.,υ =νlCl+… 0+ぃ Cπ

に対して,ノ(")=π101+… 0+"παπ,∫ (υ)=ν101+…・+%απとなるから

(/(t), f(s)) : t t r;Ai(a;,ai) :t t riUiSu : rtUt+ . . . + rnAn : (*,g).
t=lJ=1 d:l j:l

すなわち,∫ は直交変換となる.□

最後にRη の線形変換ノについて考察する。線形変換∫が任意のベクトル
",υ

に対して

(∫ ("),υ)=(2,∫ (υ ))

`=lJ=1

ΣΣ銑坊(Q,∫(%))=(",ノ (ν))

`=lJ=1

となるので,∫ は対称変換である。□

正方行列 ス=(αり)が αり=αJ`(づ ,ブ =1,…・,2),す なわち,ス =贅 となるとき,実対称

行列 とよばれる:上のことから,次の定理が証明された.
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8 実対称行列と2次形式

2次形式を実対称行列を利用 して変形すると,その形状がわかる.初めに次の固有値の性

質からみる.

窯1饗泄■年1寒対称1行事苦車|,申:奪1備箪業数|で,ある1

1   証明。αを固有値とし,その固有ベク トルを
"と

する.

И
")=(2,ス

π)=(2,α")=百(",")=百11"|12

舞1理|112■窯1対椰待IFllい1集|なiる1自着僣||ご属1撃:る轟1肴べ′||ルI奮歯1州伊も1

証明。スを対称行列,α ,β をスの異なる固有値とし,それぞれに属する固有ベクトルを
π,ν とする.

α(",υ)=(■
",ν

)=(",切 [υ)=(π ,スν)=(π ,βν)=β (",ν )。

α≠βだから (",υ)=0,すなわち,2と υは直交する.□
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証明。 前半を帰納法により証明する.η =1な らば,P=Eと すればよい。(η -1)次実対称

行列について証明されたと仮定する。ス を π次実対称行列 とし,αlを固有値の 1つ とする.

αlに属する長さ1の固有ベクトルを,1と して,σ
πの正規直交基底{Pl,b2,…・,bn}を選ぶ.

O=(Pl b2~° bπ )と おけばのは直交行列となる.4■ _α lPl,(pl,bJ・)=0(プ =2,… 0,2)

だから,

tOス
の =

の形となる.ま た,■ が実対称行列であることによりt(tO■0)=t(tO■ 0)=tOttO=
℃スのとなり,上の行列は対称行列であることがわかる。したがつて,

= =

となるから,c=0かつB=tB.これから,の
~り

Ю= となり,3は
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グラム 0シュミットの直交化

8。
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証明。4
として ,

は重複も含めて

適当な直交行列
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となる。 □

上の定理の形 (5。 31)を 2次形式の 標準形 といい, 2次形式を標準形に直す直交変換を

主軸変換,標準形に対する基底を主軸という.

例 8。 2。 次の 2次形式を主軸変換により標準形に直せ .

(1)・

(2).
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も.こ の 4個のベク トル

の行列は

前 の

0  0

0  0

1  0

0   1

~ν
/

斗―ν/
Z

υ

主軸変換

とな り,主軸は

問 8。4.次の 2次形式を標準形に直せ。

(1)2″
2+6χ

ν+2ν2   (2)2κ 2_2ν冨
"ν

(3)"2+ν
2+z2+2π

ν+2νz-2zπ

第 5章 練 習 問 題
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の基底を作れ .
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(d)標準形を求めよ。


