
第4章

固有値と固有ベク トル

この章では,自 然科学の広い分野で用いられている固有値問題を取 り上げる。正方行列の

固有値と固有ベク トルを用いて,行列の対角化を調べる.

1 1次独立と 1次従属

例 1.1。 (1)た =1の場合.ベクトル aが 1次独立 ⇔ α≠oo αが 1次従属 ⇔ α=0。

(2)た =2の場合.αl,a2が 1次従属 ⇔ αl,a2の 一方が他方のスカラー倍に等しい。
実際 αl,a2が 1次従属とすれば,と もには 0にならない 入1,入2∈ Rがあつて

,

)ror * ),2a2 - 0.

すべての成分が 0のベク トルを 0と かき,零ベク トル と呼んだ。
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58  第 4章 .固有値と固有ベク トル

為 ≠0な 引れ ― ■
為 ≠ 0な 引tQ=一

■
とな榊 こQが Qの ス

カラー倍 とすれば,al=λα2だから 10 ol― λa2=0と なるか ら,α l,α2は 1次従属であ
る.a2が αlのスカラー倍 となるときも同様 .

例 1。2.R3のベク トル αl=(-1,0,2),a2=(1,2,0),α 3=(~2,1,1)は 1次独立となる
かどうか判定してみる.これを解くために,入 1,入2,入3∈ Rに対して

入lol+λ202+λ303=0                  (4。 1)

とす る.こ れ は,(一人1+λ2~2λ3,2λ2+λ3,2λl+λ3)=0を 意味す るか ら,次の連立方程

式が得 られ る。

こオしを角牢け |ず,入1=入 2

つ。これは αl,a2,93

λ3=0の ときのみ成 り立

間 1。 1。 上の例題において,入1=λ2=λ3=0
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例 1.3.R4の 2つのベク トルを bl=(2,-1,1,-3),b2

の場合に限 り,bl,b2の一方が他方のスカラー倍 となる.

き li欠雀Ёり高スFあ り,r≠ ―
:な

らば 1〕欠万虫立となる .

とする。r

は r=―
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証明.(1)at=0と すれば,λづ≠0に とって

Ool+・ …+λjαぅ+・ …+Oaた =0

が成 り立つから,al,a2,… ・,aた は 1次従属 となる.

(2)は定義から明 らかである.

(3)入 lαl+… 0+λたαた=0な らば,λ101+…・+人たαた+oaた+1+… .+oαた十r=0と なる
から,αl,… 0,αた+rは 1次従属 となる.□
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証明.入1≠ 0よ り,al

る.逆に,alが α2,…・

えて

lrar * ),2a2 + "' + \nan - 0, )r - -1 # 0

が得 られる.
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証明.α l,a2,° ~,αた,aは 1次従属 だか ら
,

λlαl+λ202+・ …+λたαた+λα=0

となり,λ l,λ 2,・ …,λた,入 の少なくとも 1つは 0でない。もしλ=0な らば,入 lαi+λ 2α2+
・…+λんαた=0と なり,α l,a2,… ・,αたは 1次独立であるから,λl=λ2〒 …・=λた=0,
すなわち,λ

`,人
のすべては 0と なり仮定に反する.こ れからλ≠0.定理 1。3よ り,α は

αl,a2,…・,αたの 1次結合となる.□
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―■一一■すなわちQは %…鳥の1次結合であ
,αたの 1次結合ならば,al=λ 2α2+…・+λんαたとなるから,書き変

|(1,0,-3),

となるから,1

α3=(3,-6,0)の 3つのベク例 1。4.R3に おいて,αl=

トル |ま ,a2==~:αl+:α 3
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問 1.2。 次のベ ク トル は 1次独 立であるか 1次従属 であるか を判 定せ よ .

(1)α =(-1,0),b=(1,1)

(2)α =(0,1,-2),b=(1,1,1),c=(1,2,-1)

(3)α =(3,7,-3,-9),b=(1,3,-1,-3),c=(1,1,1,2)

(4)a=(1,-1,2,0,5),b=(-2,0,1,1,-1),C=(4,1,1,-3,-7)
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60 第 4章。固有値と固有ベク トル

2 階数

定義よりrank{α l,a2,… °
,aた }≦ たとなる.ま たαl,a2,…・,αたが1次独立ならば

rank{α l,α2,…
°
,αた}=た .

例 2.1.R2のベク トルの集合  y={0,(-1,2),(:,-1)}を 考える.ν の中の任意の 2

つのベク トルは 1次従属である.例 えば,(-1,2)=-2(:,-1)・ ゆえに,rank ν <2。 ま

た Mは 0でないベクトル (-1,2)を含むから,rank ν ≧ 1.よ つて,rank y=1と なる.

例 212.R3において,αl=(-1,0,2),α 2=(1,2,0),α 3=(~2,1,1),α 4=(2,1,1)と する.

α4=α l+α2~α3と なるから,al,a2,α 3,Qは 1次従属.ま た,al,α 2,α3は 例 1.2よ り1

次独立となる.ゆえに,rank{α l,a2,α 3,α4}=3である.

証明e rank{αl,a2,… °,am}=sと する。rank{bl,b2,… °
,bた }>sと した時に,矛盾が生じ

ることを示せばよい .

αl,a2,… °,asが 1次独立であると仮定すると,定理 1。5に より,s<た についてαたは
αl,α 2,…・,asの 1次結合 として表せる。これから,各 bJ・ は αl,a2,° …,αsの 1次結合と
なる.

ここで,bl,b2,… °,b3が 1次独立であると仮定する。もし,α l,a2,… °,asが bl,b2,° …,bs
の 1次結合で表現される事が示されれば,各 bJ・ 力` bl,b2,° …,bsの 1次結合で表現されるこ
とが分かり,rank{bl,b2,° …,bた}=sと なり,rank{bl,b2,・ …,bた}>sに矛盾することが
わかる.よ つて αl,a2,C… ,asが bl,b2,° …,bsの 1次結合で表現 される事を示せばよい .
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2.階数  61

にどんな行基本変形を施 しても,全てが oと なる
Rは正則であることが分かる.よ って,(4.2)の
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を得る事ができ,

□
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3 行列の階数,正則性との関係

この節では第 2章 3節で学習した行列の階数が,1次独立なベク トルの数で表されるこ

とを説明しよう.

第 2章 3節では行列の階数を,階段行列で定義した.階段行列における定義と上で述べた

定義との関係を以下示そう。

固有値 と固有ベク トル

αl,a2,…・,asが bl,b2,・ …,bsの 1次結合で表現 されることが示 された .
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証明ec_rank 4=r― rank t五 よ り,(1)

■ =(aヴ ) , r-rank A- r

とする.

(a)r―rankス =r―rank ttBを 示す .

スBの第 づ行ベクトルは
,

(αぅ1,αづ2,・ … ,α
`π

)B=atB。

ここでr―rankス =rよ り{α l,α 2,…・,ar}が 1次独立であると仮定する.

そして{a13,a2B,… °,arB}が 1次独立であることを示せばよい.

λlo13+λ 2α23+…・+λrarB=0

とすれば,Bの正則性より
,

入101+λ 2a2+・ …+λrar

=(入1013+λ 2α23+…・+λrar3)B~1=0。

よつて,仮定より入1=λ2=…・=λr=0と なるので,{αlB,a23,…・,arB}は 1次独立.

つまりr_rank五 ≧ r―rankス 3。 よって,任意の η次正則行列 Bに対して

r―rankス ≧ r―rankスB≧ r―rank(■ 3)B~1=r_rank五        (4。 3)

となり,r_rttkス =r―rank 43が示された.

(b)r― rankス =r―rank σス を示す .

σ=(Cヴ )と する。第 3章 5節の定理 16。 2の証明と同様の計算により,σスの第 づ行ベク

トルは

)三〕C“aJ

J=1
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だ
　
　
　
　
〓

せ ば よい

となる.よ つて σス

数定理より

の各行ベクトルが{αl,a2,…・,am}の 1次結合で表されているので,階

r―rank■ ≧ r―rank σ五.

よつて,Cは正則であるので (4.3)と 同様の計算によりr_rank■ =r―rank σスを得る. □

戯
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証明.r_rankス =rと する.第 2章 3節 のを用いて

Pスの=

とできる.よ って定理 3.2よ り

rank五 =r―rank Pスの=r_rankス

rank■ =c_rank PAc=C―rank■   □

定理 3。3に よって,1次独立という言葉を用いて行列 スが正則であるための同値条件を
得る。

証明は定理 3.3と 第 2章の定理 6.1よ り直ちに得られる. □

定理 3。3に よって,ベ ク トルの 1次独立性を簡単に判別することができる.
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JP,J行タ,あ る正貝り
　
／
‐
‐
‐
卜
ヽ

よ

０

　

　

　

　

１

１

　

　

　

　

０

α =

が 1次独立かどうか調べてみ

b=

A-(abc0)-

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

′

／

２

５

一
３

２

／

′

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

〓Ｃ

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

′

／

“■■■．‘　　　　〈”′４一一　　　　　　　一　　　　　　（一̈̈
¨̈̈
〕）

′
′
′
′
′
・
・
・
・
口
・
・
・
・
口
・
口
・
・
・
・
・
・
・
・
口
・
・
・
・
・
・
・

．
．

、
、
、

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

‐

′

ノ

０

０

０

０

２

５

一
３

２

●・口・▲
　　　　^
”′を一　　　　　　一　　　　　^
一̈̈
¨̈̈
）

い^Ｈ］〕）　　　　４・・・▲　　　　　　　一　　　　　　（一̈″″４．．

ヽ

、

‐

‐

‐

‐

′

ノ

０

　

０

　

０

　

０

２

５

２

一
８

１

２

１

一
４

ρ

１
１

１

ｏ

”

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

′

ノ

０

０

　

０

０

２

５

一
３

２

■
・
・
・
一
　
　
　
　
＾
”
′
４
“

　
　
　
　
　
　
　
一
　
　
　
　
　
　
． ｎ

ロ
ロ
ロ
）

める
．

求を

よう.

3行+2行
4行+2行 ×(-2)

零尋:||#瞥華:略華業響郵彗11■ゆ華1響:雑‖辞華:■|1轟:耳丼|二轟葺猪彙:す|な1次苺蔚:藤

とおいて rankス



(1'  65トノレ
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

る
．

――
＝
］
裕

呻

ク

ベ

ベ

有

・
　

有

＞

固

―

鋼

３＜‐

”

に

ス

〓

Ｗ
協

ヽ

ｌ

‐

き

　

／

１

ア
」
　
　
　
／
ｆ
ｒ
‐
‐
１
＼

　
　
　
Ｐ
‐

Ｌ
一
　

　

ス

　

　

ー

の　
　
　
　
　
　
　
３
　
　
　
４
　
　
　
Ｈ

ン
」
　
　
　
　
　
　
　
　
　
．^Ц

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
‐
‐

ヽ

１

‐

′

ノ

●

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

ヽ

、

．

．

．

．

．

ロ

ョ

ヨ

′

′

′

′

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

．
ロ

ロ
ム

る
　
　
　
　
　
　
　
１

１
　
　
　
　
　
　
．
　

一

す

　

　

　

　

／
卜
、

／

ｆ

ｉ

ｌ

＼

と
　
　
　
　
値
　
　
　
　
　
色

ヽ
１
／
　

　

　

　

有

　

　

　

　

　

有

１

　

２

固

固

２

１
　
　
　
　
　
　
の

の

／

ｆ

ｉ

ｌ

ヽ

ス

ス

〓

ま―

　

　

　

　

　

　

ま

ス

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

‐

３

■
■
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
，

４
。　
　
　
　
　
　
て

て

つ

つ

例

　

　

　

　

　

よ

よ

トル.ま た
,

クトルである.

1行
二

2行

よって,rankス =2

4 固有値と固

この節では,行列の

証明.ス
(α"+bυ )

ので
,

よって
,

=α (α"+bυ )を示せばよい.",ν が αに対す る ス の固有ベク トルな

ス
"=α",   

スν=αν.

A(ar+bg) - aAn*bAy

- a.e,n +b.e.U - a(o* +by).
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数 αとベク トル πが行列 ■の固有値と固有ベク トルであることを確認することは,例
4.1の ように定義にしたがって確認すればよい

次に,行列 ■の固有値,固有ベク トルを具体的に求める方法を紹介しよう.

証明.ル(3)=0の 1つの解をαとすると
,

■〈α)=lαE-41=0・

よって,第 3章 ,定理 5.2よ りαE― スは正則でないので
,

(αE― ス)"=0

となる数ベクトル
"(≠

0)が存在する.つまり

■π=απ

π-1 -1 0

∴【・ )=|"E― ■|= -1 " -1 1=2(π -1)2_2(π -1)
0 -1■ -1

=("-2)("-1)(π +1)・

よって,定理 4.4よ り■の固有値は JA(■)=0の解なので 1,-1,2。

以下,それぞれの固有値に対する固有ベクトルを求めよう.
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値 1 に対す

(1)固 有値 1に対す る固有ベ ク トル を ■ =

4。 固有値 と固有ベク トル
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よって
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0 - (A+ E)n2 -
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,
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第 4章 .固有値と固有ベク トル

よって
,

よって
,

こ こで ,鞠

68

間 4。 1。

|

5 固有値と固有ベク トル (2)

証明。(1)ル (π )=lκE一 川 より,ル (0)=|一 ス|=(-1)π lス |.よ つて定数項は (-1)π lスト
(li)ス =(αづJ)と すると

,

ル(χ)=
"一

αll  ―α12  °°°  ~α
lπ

~α21  ■ ~~α22 ・・・  ~α
2π

~%崚     ~απ2   °°°  "‐― απη

=("― αll)(χ ―α22)・ …(χ ―αππ)十 (η -2次以下の多項式 )

=χπ― (αll+α 22+・ …+αππ)χ
π~1+(η -2次以下の多項式 )

="η 一tr(■ )χ
絶~1+(2-2次

以下の多項式). □

この節では,行列の固有値と固有多項式の性質を紹介しよう.

題:義1麟雌導螂:攀1撃1菱1饗葬勇率:幸:la碁】:1輔 1蒲蕪:議:奔|わ1稀
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軍|が
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1様1し
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|

11111111:|111=||::|111:||:||111111:|:||:|11111111

例 5。 1。

(1 :)(: l)=(電 12 11)

より,(1 :)～
(12

証明.ス ～Bよ り,あ る正則行列 Pが存在して

B=P~1■ P
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lπE一ス

■ ～ B

=("-2)("-5)-4=π 2_7"+6。

=(■ +2)(■ -9)-24=■ 2_7"+6.
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行列の対角化

前節で述べたように,行列の固有多項式は相似な行列同士では一致することが分かった.

この節では,行列が対角行列と相似となるような条件を紹介する.

1轟壽壽轟彗彗:覇:寵業彗鞘摯す
=華

錐難鞘露
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証明。
"1,"2,…

°,"rが 1次従属であることを仮定 して矛盾を示す.こ の仮定より
,

(i)π l,π 2,… e,πた_1が 1次独立
,

(ii)π l,"2,… °
,"た_1,πたが 1次従属

となる た(た ≦r)が 存在する。定理 1.5よ り

"た
=入1"1+入2"2+・ …+λた_lπた-1              (4。 5)

とかける。ここで,(4.5)の 両辺の左側からスをかける.ス
"d=αづ

"jで
あることに注意す

ると
,

騨冊攀雛 I翌 曇臨織騨鮒辮絆警

ス
"た

=λ lス
"1+λ

2422+° …+λん_1■
"た

_1

-・ αた
"た

=入 lα121+λ 2α2"2+・ …+λた_lαた-1"た _1。

一方,(4.5)の 両辺に αたをかければ
,

αんπん=入 lαた
"1+λ

2αた
“
2+…・十人た_lαた

"た
_1。

よつて,(4.6)一 (4。 7)よ り
,

0=λ l(α l― αた)πl+入 2(α2~αた)"2+・ …+人た_1(αた_1-αん)"ん _1。

となって,条件 (i)と αぅが全て異なる実数であることよ り
,

(4。 6)

に7)

(4。
8)

となり,(4.5)は

となって,"た ≠0

よって,“ 1,“ 2,

入1=λ2=…・=入た_1=0

"た
=入 1“1+入222+・ … +λん_lπん-1=0・

に矛盾 .

…0,"rは 1次独立である. □

れ,次:理難1行列 PIを,蓮1一職
＝
器

僻尋

肇華絣轟轟:ど轟1義基
対角化可能となる条件を調べてみよう.
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より Pは正員Jと なる。
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証明.(1)==>(2)の 証明。■のη個の固有値 αづ
き,αづは全て異なっていなくてもよい

)。
P=(21

は 1次独立であるので,系 3。4よ り Pは正則 と

6。3の証明と同様 .

(2)=→>(1)の証明.条件より

に対する固有ベク トルを
"ぅ

とする (こ のと
22…・ππ)と おく.(1)よ り

“
1,22,… ・,ππ

なる.P~1■ Pが対角行列になることは系

(4.9)
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個の 1次独立のベク トル

なるように
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行列を対角化をする

例 6.3.例 6:2の行列

例 6.2よ り正則行列 Pを

とすれば

P~1

となる.こ こで
,

(P~1■ P)η =P~1■P

よつて
,
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乗を計算する事ができる。
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74 第 4章。固有値と固有ベク トル

第 章 練 習 問 題

3.ベ ク トル α,b,c,dが 1次独 立の とき,次 のベ ク トル の組 は 1次独 立か

(a)α tt b,b tt c,c tt d,α tt α

(b)α ― b,b一 C,c一 d,d一 α

(C)α +b+C,b tt c+α ,c tt d+α ,α +α tt b

(d)α +b+C一 d,α +b― c+d,α ― b tt c+d,一α+b+c+α

4.ベクトルの集合{ の階数が1の とき,α とβを求めよ.

(α ≠0)

6.正方行列 ス が ■2=

正則行

(2)

1.

2.
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