
林弟 土早2

行列の基本変形と連立 1次方程式

1 行列の基本変形
行列に対して行われる,次のような操作を行基本変形という.

[行 ll第 づ行を c倍する (c≠ 0),

[行 2]第 づ行と第ブ行を交換する (づ ≠プ),

[行 3]第 づ行に第ブ行の c倍を加える (づ ≠J)e

本書ではこれらをそれぞれ

づ行 ×c,づ 行 ⇔ブ行,づ行 +ブ 行 ×c

と略記する.同様に:次のような列に関する操作を,列基本変形という.

I列 1]第 づ列をし倍する (c≠ 0),

I列 2]第 づ列と第 J列を交換する (づ ≠プ),

I列 3]第 づ列に第 J列の c倍を加える (づ ≠J).

これらをそれぞれ

づ列 ×c,づ 列⇔ノ列,づ列 +J列 ×c

と略記する.

行基本変形と列基本変形を総称して,基本変形という.

例 1。 1。

・=(l i :)
のとき

13
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単位行列

ある.

(C≠ 0),

θπ(づ ,プ)=

∬n(づ ,ブ;C)=

基本変形との関係は次のとお りである:
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正れ
を行主二年
×Cヵ
耽(づ ,ブ ;C),

行列の積の定義を考えれば,次の定理が成

lil L.z. (fiJ 1.1 o) A lc,)v.(,

19行列の基本変形 15
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16 第 2章.行列の基本変形と連立 1次方程式

証明.定理 1.1よ りわかる.例えば,几 (じ ;C)几 (づ ;1/C)は 几(づ ;1/C)の第づ行をc倍した行
列ゆえ,Enに等 しい.□

証明.行基本変形により,ス がス1に ,ム が■2に ,… 0,スた_2が ■た-1に ,■た_1が 3に変
形されるとすると,m次の基本行列 Ml,ち ,… .,4があつて,

B=ル名スた_1=ル名ル亀_1■た_2=° …=ル亀・…」Иl■。

P=ν 卜 …νlと すれば,Pは 鶴 次正則行列で,3=PA.列 基本変形についても同様。□

例 1。 3。 行基本変形により,

=B。
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を行 うことにより,ス の第 9列ベク

2。 階段行列への変形  17
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例 2。 1。

の (1,2)成分で第 2列を掃き出すと,
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証明。次の (づ-1)～ (t-3)の操作を,t=1,2,… 。に対して順に行 う.

(づ
-1)行列の第 j行 目以下のみを見て,左から最初の 0ベクトルでない列を第 鶴

`列
と

する.

(づ
-2)行基本変形により,(づ ,mぅ )成分を 1にする。

(づ
-3)第 鶴j列を

(づ ,れづ)成分で掃き出す .

づ行日以下を見たときに,成分がすべて 0になっているか,ま たは づ=鶴 となれば,階段
行列への変形が完了している.□
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例 2.3。

を行基本変形により,階段行列 B

角翠.

.2行
+1行×(-5),4行 +1行×(-9)

3.行列の階数 ,標準形  19
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3 行列の階数,標準形
この節の主な目的は,行列の基本変形に1貫れることである.

前節で見たように (m,2)行列 五は,何回かの行基本変形によって,階段行列 Bに変形
される.階段行列 Bは ,行基本変形の仕方によらず,■ のみで定まることが示せる.そ こ
で,3が階数 rの階段行列であるときに,ス の階数は rであるといい,rankス =Tと 書く
ことにする。
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のとき
,

ノ生1イ1望リテ

ゆえに

rank A:2.

間 3.1。 次の行列の階数を求めよ。

証明.ス を行基本変形によって,(2。 1)の形にしたのちに,列基本変形
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を施せばよい.最後の主張は,定理 1。3に よる.□
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213。 行列の階数,標準形

ス
2行+1行×2, 3行+l隼卜4,4行+1行×(-2)

1行+2行 ,3行 +2重ヾ,4行+2行×(=2) 2型壼奪列

P=地 (4,2;-2)比 (3,2;6)地 (1,2;1)比 (4,1;-2)地 (3,1;4)比 (2,1;2)
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さらに列基本変形によっ
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第 2章 .

3.3。 例 3。

Pスの=

よって
,

と。するとき,

について考える。(鶴,2)行列

を (8.8)の係数行列といい
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4 連立 1次方程式の解法

連立 1次方程式
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とすればス=(ス b)で ,(2.4)は

となる.

彗i報導i霧轟紺:轟舗霧,お1義1式|て,14)||1漱1未1係1数行IFlllを|二|二|■|る1薇1画ガ:面蒔憂蒸豪蒸驀再馨蘇
撃11醒奪:///i導 1群鏑!導:彗:lit彙4,11141=1義 1未1蛛1裁||″|=||141轟|=:11森:岩轟1轟:凛:講1鏡1轟議li轟 :

証明。″ の第 1列から第 η列までを並べた行列をス′,ス′の第 η+1列ベク トルをメ とす
ると,″ に対応する連立 1次方程式は

ス
′
π=b′

である。いま,定理 1.3か ら,あ る正則行列 Pがあって ,

ス′=Pス

となってお り,よ つて ,

ス
′=Pス ,b′ =Pb

である.したがつて

ス
′

"=b′
⇔ PA"=Pbぐ )ス

“
=b

□

この定理により,連立 1次方程式を解くには,行基本変形によって,拡大係数行列を簡単な
行列 (た とえば階段行列)に変形して,それに対応する連立 1次方程式を解けばよいことに
なる。

例 4。 1。 連立 1次方程式

を解け.

解.拡大係数行列は

■
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この階段行列に対応する連立

よって,求める解は,

=   1/3

= -2/3
=  -2。

-2/3,z=-2.χ=1/3,ν =

上の例では,係数行列を ス とするとき,

rankス =rankス =3

である。

連立 1次方程式では,解をもたない場合も,無数に多くの解をもつ場合もある。もう少し

例を見よう.

例 4。 2.
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第 2章。行列の基本変形と連立 1次方程式

連立 1次方程式の解と係数行列の階数

連立 1次方程式において (2。 4)の係数行列を ■,拡大係数行列を 4=(■ b)と する.
rankス =rと すると,ス を行基本変形によつて階段行列 ス′=(■′b′)に変形すると,A′ は
(2。
1)の形の行列になるので ,
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５

でなければならない

r+1番目の式は,
とき,rankス =r+1で
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,連立 1次方程式の解に含

の間に どの よ うな関係式が成

3ν  +- 4z =二  αl
4ν  + 7z = α2
3ν  一  z = α3

-  z + 3υ  =  1
- 4z l‐  5υ  =   3
+3z-2υ =-2
+ z+4υ = 0
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よって

まれる

間 5。 2.

り立っ

間 5。 3。

(1)

6 逆行列
η次正方行列 ス の逆行列の求め方について考える.まず ,ス が逆行列をもつための条件
を整理 しておく.

証明。(1)→ (2)ス を行基本変形により階段行列 Bに変形 したとする.定理 1。3か ら
,

B=Pス
(2.5)

となる正貝J行列がある.ス が正貝Jな らば Bも工貝Jでなければならず,よ って Bの階数は η
となる.ゆえに rankス =η .

(2)⇒ (3)rank五 =η なら,ス は行基本変形により階数 ηの階段行列 Bに変形される。
ここで,η 次正方行列 Bが階数 ηの階段行列ならば,B=Eπ でなければならない.よ って
(3)が成 り立つ。
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証明.行基本変形が た回行われたとし,づ 回目の行基本変形に定理 1。 1(1)に よって対応す
る基本行列を 14と する

(づ =1,… 。,た).また,これ らの行基本変形により現 が 3に変形
されるとする.こ のとき

,

現 =4… 輪 ス,
B=‰ … 輪 島 =軌 … ‰ 。

よって
,

3五 =E2.

前定理によリスは正則行列である。よって上の式の両辺に右からス
~1を
かけて

,

B=ス ~1.

□

例 6。 2.例 6.1(1)の スについて,それに対する解で行った行基本変形を島 に対し行うと,
次のようになる:

1行+2行×2,3行 +2行×2
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第 2章 .

ゆえに,

五
~1=

実際に逆行列を求めるには,ス と Eπ

て,ス を几 に変形してみればよい .
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δ.逆行列

第

1.次の行列の階数を求めよ.
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