
第 3章

積分法 1

1 不定積分

関数 ν=∫ (π )の "=α
における微分 ノ

′
(a)の定義を振り返ると,次の極限値であつた。

ノ(b)一 mで b→ αとした.
b― α

例えば,ある物体の時刻 "に
おける位置が関数 ν=ノ (")で与えられているとすれば

∫1等
壬ヂ
⊇[は時亥Jα から bまでのときの平均の速度である.よ つて b一→ αとした

ときの極限値 ∫
′
(a)は ,物体の時刻 αにおける速度を求めたことになる.

いま,逆に関数 ν=∫(")は時刻 "に
おける速度を表しているとする.こ のとき,時刻 α

からbま でに物体が動いた距離を求めることを考えよう.も し∫(π)=υ (一定)であれば,
時刻 αからbま での動いた距離は,もちろんυ(b一 α)であるが,これは,グラフで囲まれた

部分の面積である.このことは,速度が一定の定数関数でない場合にも成り立つことが知ら

れている.

y: f (x)

時間 一時間

積分とは,図のように関数で囲まれた部分の面積を求める作業であり,上記の例の場合

ν=ノ (■)を積分するということは,物体が時刻 αからbま でに動いた距離を求めることに

対応している.高校での学習でν=∫ (")≧ 0の区間レ,司 での面積はF′ (")=∫ (3)と な
る関数 F(π )を 1つ見つけてきて F(b)一 F(a)を求めればよい。したがつて,積分を求める

には微分について,よ くわからなければならない.第 2章で,高校のときとは違う,複雑な
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82 第 3章.積分法 1

関数についての微分を学習した.こ の章では,高校での学習を振り返りながら,そのような

関数の不定積分を学習する.

関数 ∫(π)に対して,
F′ (")=∫ (")

となる関数 F(■ )を ∫(")の 原始関数 または 不定積分という.

例 1。 1.

(1)π
2,"2+1は

2■ の不定積分である.

(2)sin",Sin π+2は cos πの不定積分である.

関数 ∫(π)の不定積分は数多く存在するが,次の定理により定数を除いてただ 1つ定まる.

証明 不定積分の定義により G′ (")=F′ (")=∫ (π ),したがつて

(G(")一 F("))′ =G′ (π )一 F′ (π)=00
C(")一 F(π)=θ  (σ  は定数). □

関数 ノoに 対し■ その不定積分をル o απと表す.また /島 山 の場合は/+
とすることもある.ノ(")の不定積分の 1つを F(■ )とすると,定理 1。 1よ り

ル0山 =FO+σ
と表すことができる.このとき,∫ (")を被積分関数,σ を積分定数といい関数 ∫(π)の不定

積分を求めることを関数 ノ(■)を積分するという.以下,積分定数は省略する.

注 1。1.任意の関数の不定積分は必ずしも存在しないが,連続関数の不定積分は常に存在する。

不定積分の計算において,次の定理が基本的である.
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2.置換積分と部分積分 83

間 ■。■。上の定理 を証明せ よ .

定理 1。2から,い くつかの基本関数の不定積分がわかれば,それらを組み合わせてより複
雑な不定積分が計算できる.まず,基本関数の不定積分の公式を述べる.

0ル壺=書・≠刊
(3)/cC απ==C"

叩

(9)/7+FI=÷ tanll÷ (a>0)

間 ■.2。 公式 (7),(8),(9)を 証明せよ。

例 1。 2。

0/ 山=血4÷・
(2)/  α"=2/7七πα"=tan~1÷ .

0/hM山〒/器山=―/1#山 =」中∝引・

2 置換積分と部分積分
置換積分

πの関数 ∫(")において,その変数 "=g(t)が
変数 tの関数であるとき次の積分公式が

成り立つ。

+F。0=##=ル》′0=∫・0ソ00

(2)/÷山=10g l"|
0ル山=+し >Qα≠⇒

L÷
(α >0)

四/讐山ヨ電げ01

/JlgltlVO洸 =Fし0=Fo=ル¨ .
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証明∫(")の不定積分をF(")と すると,合成関数 F(g(t))に ついて,

□

したがつて
,



84 第 3章.積分法 1

注 2上 期 婦 算においては "=gO硼 分し,#=ノ 0から分母をはらったα"=ノo洸
を左辺に代入すればよい.

置換積分の公式を利用して次のように不定積分を求めることができる.

例 2。 1。 次の不定積分を求めよ.

+t8=+υπ+げ・

/"ヾ"2__lα"==/√ :α
t==:/1/7αt==:t号 ==:(・

2__1)3。

(4) t=cOS πとおくと洸=― sin"α"だ
から

f sin r f 1 a. 1 1I ----o-- dr - - I -- dt:J cos"r J t' t cosr

(2) πc"2 (3) "確 2_1 (4)

13

T4 (4)

(1)  (2"+1)7
sln r
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間 2。 1。 次の関数の不定積分を求めよ.

(1)    π
2cπ3    (2)    sin 2π

 cos 4“     (3)

0

部分積分

llc"

置換積分の公式とならんで,積分の計算に有力な手段となるのが部分積分の公式である.
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証明 積の微分公式より

両辺を積分すると

{∫ (π)g(")}′ =ノ
′
(")g(")+∫ (π )g′ (π ).
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したがつて

ズ→ズ→=/ルレ0山 +ル→ノ0山・

ル0ズ…
=ズ→ズ→一ル→ノ0山・

□

例 2。2.次の不定積分を求めよ .

(1)   10g π    (2)   "cos"    (3)   sin~1"
1翠

(1)/10g"α"=:/1010gπ
α
"=π
 log π―
/π
・
÷
α
"=π
10g"一
/α"=π

10g"―
".

(2)/π coS"α"==π
 sin π―
/sin 
π απ=="sin"+cos π.

(3)/sin-1"α "=="sin~lπ
―
/        

αχ.

t=1_"2と ぉくと _2"α"=洗
だから

/万ギ姜7-α"=一 /巧tttα
t=丁√=~yl丁

"2.

したがって

/Sin-lπ
α
"=="sin~1"+71-―

χ2。

間 2.2.次の関数の不定積分を求めよ.

(1)   πC"   (2)   π sin π    (3)   tan~1・     (4)   log(12+1)

例2.3. 不定積分
/cE sin 
π απを求めよ。

角翠

/Ca Si・ "α"=: Cπ

(Sin"__COS").

間 2。3.次の関数の不定積分を求めよ.

(1)  π
2cπ    (2)  cπ coS π   (3)  π

2sin π
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86 第 3章.積分法 1

例 2。 4.

(1)η を 2以上の自然数としたとき

/COSπ "α"==・ ;テ
coSπ
-1"Sln 

π _+‐翌

11」
生

/COSπ
-2π
 απ

/cos3 
π α
"を
卦いうよ。

- l"or^-lrcos rd,r:cosu-Lrsin r*(n-L) 
Icos'-2rsin2 

rd,r

- cos'-l rsin r*(n-L) Icos'-2 rd,r- (n-L) 
Icos' rd,r.

したがって,右辺の第 3項を左辺に移項 し,2で割ればよい .

(2) (1)で 求めた式か ら,

/cos3"α"=÷
COS2 π sin"+11/cOS π απ=÷ cos2 π sin"+÷ sin π̀

注 2。 2。 cos aの 3倍角の公式を利用してもよい .

間 2.4。
/sin4 
π d“ を例 2。 4と 同様めや り方で求めよ.

間 2.5。 次の不定積分の漸化式をつくれ .

(1) In - I ** e-' d,r (2) In - /tros 
u)n d,r

3 いろいろな関数の積分
有理関数の積分

分数式を積分することは,速さ (速さの 2乗 )に比例する抵抗を受けて落下する物体や,上
限を設定した生物の生息数を扱うときなどに現れる.こ こで分数式というのは,P(■),C(π )

を多項式として,器 という形をした式のことである.

実際に必要なのは,{分子の次数}<{分母の次数}の場合である :

{C(")の次数}≧ {P(π)の次数)の場合は,

1・ C(・)÷ P(π)を計算して,商 S("),余 りR(■ )を出す;

(3)島 =:/"π  α
π
 α
"  (a>0, 

αl≠ 1)

C(")=P(2)S(・ )+R("),
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2.こ れより

器下銅+器 -0
3。 S(■)は多項式ですぐに積分できるし,R(生)の次数 <P(π)の次数になっ
ている.

例&上   をoの形にせ二

(π
2_3"+4)÷

(■ +1)を計算すると,商は "-4で ,余
りが 8だから

"2_3π
+4=(π +1)(π -4)+8。

したがつて
,

"2_3π
+4

複雑な式はいくらでも考えられるが,現時点で興味あることではないので,こ こでは 1次
式 か 2次式の積に因数分解できる場合に限る.したがつて,次の 3つが基本形であるので
しつかり覚えておくことが必要である :

0/∴山=bJ"軌

π+1

間H。 / 山計算せ二

11

(2)/万24α
"_卜
bα
″==/ ("+号

)2+_α

α
".

(3)/:

(3)については

="-4+π
+1

=■
「
1警 にだしα=b―手>吻

c"+α  _;("2+α "+b)′ +"2+α
π+b

であるし,後半は (2)の積分となる.
"2+α"+b  

π2+α
"+b

と2つに分けて積分する.前半は
:log l"2+α

π+bl

たとえば
,

/∴に 押踏-4

/       
α
" = / ("+1)2+(～層)2 島tan lα

"==

などが,あまり時間をとらずに計算できることが望ましい

まれ/多量ら山な出ま次のよりこする

(讐)
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同様に

f fr-, ,

J n2-zr+|dr - /       α"

/           
α
"-4/ ("__1)24-4α

π

:1。
g(π
2_2π +5)-2t狙 ~1(三号

1)・

間 3.2。 今説明した手順で積分せよ.

0/響山

0/ 山
さて,も う少し複雑な式を積分しよう.

例&2/ あげのよ】こした硼算できるだろうた
前と同じく,まず

/」ftl」}吉:与
α
"==/ (1+‐万デ:l∫}吉

=百
)α"

とする.次の重要なステップは,分母を因数分解することである.

"2_3"+2=(π
-1)("-2).

さらに重要なステッィは      を音「分分数に分けることである.これは

4"-1   ■   B

"2_3"+2 
π-1+房 _2

という形にすることである.こ の形になれば積分は簡単である!

/吊 α" = /島 απ-5/裏戸1百互απ

= :10g("2+4)一・
:tan_1(:)・

②/  山
0/  山
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たとぇば,"2_4"+1=("-2+ντ)("-2-ντ)のように,有理数ではむりだが,実数
の範囲で因数分解できるものに注意する.

一方,π
2+6π +10な どは,実数の範囲で因数分解できないが,"2+6π +10=(π +3)2+1

で,積分が t袖
~1に
なるケースであるから,安心してよい .

部分分数への分け舟:器 け の形の分数式に分けらあ

ス     B″ +σ
(α"+b)π
'(aπ2+b"+c)π

ここで,απ+b,α響
2+b"+cは P(π)の因数である.

例 3.3.部分分数への分け方は次のようになる.

|け -4113z+す =褻デ讐Ч十
=  +

2。

注意 :

4"2+1 スπ+B
(*'*r +3)'(*-2) (*'*r +3)'十淵名+万{≒》

分母が 1次式の巾乗 →
分母が 2次式の巾乗 →

分子は定数 :ス

分子は 1次式 :ス″+B

係数 ■,3,…・の決め方 :

方法 1。 分母を払い,両辺の係数を比較する.

方法 2。 分母を払い,"に適当な値を代入する.

例 &4  椰 鈴 数け け二

(i)まず π
2_3π +2=("-1)(・ -2)と 因数分解 し,

4π -1   ■   B

"2_3π
+2圭 π_1+"-2

とおく.

(ii)両辺に ("-1)(π …2)をかけて分母を払う。

4"-1=■ ("-2)+B(π -1)

(iii)方法 1:右辺を展開すると,

4r - 1- (A+ B)* + (-2A- B)
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となり,係数を比較すると

これより

したがつて

方法 2:

以上から

4=■ +B,-1=-2五 一 B.

ス =-3,B=7.

4"-1

"2_3π
+2

π=1を代入 : 3=T五 一→
π=2を代入 : 7=B →

下
~"_1+L_2・

ス=-3
B=7

/ (一万是巧:+‐ π-2)α
π

-3/∴ απ+7ノ
∴
απ

-31og l"-11+71og l"-21.

/       
απ =

例 3。 5。 不定積分  /7菱 耳
―α
"を
求めよ。

解  π3_1=("-1)("2+"+1)と 因数分解されるので ,
1   ■   Bπ +θ
π3_1~π _1+π 2+π +1

とおく.両辺に "3_1を
かけて

1=五 (π
2+"+1)十

(B"十 σ)("-1)・

これが恒等式だから,係数比較 して ス,3,σ を求めると

ス=:, B=― :, 
σ =一
:

だから

/巧戸1士互「
歯卜=: /万 モ:丁 απ一:/房fillJ卜丁

dπ ~:/ (π
+:)2+(lfI)2 dπ

=:{bglπ -1卜:bg02+"+⇒
_:イ告tan-1`告 (π +:)}

=:bg拶

=ギ
T―ギ号tan_lltを上.



間 3。 3。 積分せよ .

3.いろいろな関数の積分 91

"二
1

n2(r2 - 2r + 2)
(1)

3π -1
(2)"4_1 (3)2"2_5"-12

costr:t L*i< L dt: -sinrdr

となり,有理関数の積分に帰着する.

②」=/Rい→dn"山・

αＲ
ノ

ノ〓

ら

　

∬

カだ”α”

飢
　
ＯＳ

″
〕
　

Ｃ

協

〓

∞

洸

↓

と

洸Ｒ
√

ノ一

ら

　

〓

か

　

∬

だ

となり,有理関数の積分に帰着する .

(3)」 =/R(COS π,Sin")山 .

tan:=t 116く と

sin" = 2tanicOS2:=:.丁
:ム慧I]丁
=

1_tan2号 _2
= 2 cos2,_1==1_十

tan27‐
~1=丁
―卜tan2号

COS"

2
α″ = 2 cos::;αt== 1_+tan2姜 αt==1‐

+t2α
t°

だから

‐/R(, 洗
となり,有理関数の積分に帰着する.

④J=メ鼻Tr
dπ

tan"=t                          l

α
"E l+t諦

洗 .

だから

J=/Rltl 洗
となり,有理関数の積分に帰着する.

2ι

l+t2'
1_t2

1+t2°



解 (1)sin"=tと おくと,洗 =cos"α"だ
から

/sin2"cos"α
π=/t2αt=÷t3==÷ sin3 π.

(2)cos π=tと おくと,洸 =― sin παπだから,

/選考α"=― /十洗=÷ =召野・

(3)tan―ァ=tと
おくと

/#    ÷洗刊
(4)tan π=tと おくと

/tan31α
π =: /.T:≒

T就 =/(t- 1+t2)α
t

=手一与bg(1年 tり =与 tan2 π_÷ bま1+tan2.).
間
:r°

次    を求
1ォ

.dn3"cos3. 0

無理関数の積分

根号を含む無理関数の積分は複雑であるが,三角関数の積分と同様に適当な置換により,

有理関数の積分か,既知の場合に帰着させることができる.
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例 3。 6。 次の関数の不定積分を求めよ.

(1) sin2 ncos n ②   0

(od-bc+a)

=tと おくと

π=     ,  απ=

となり,有理関数の積分になる.

(2)/R(",yα "2+bπ
+c)山 (a>0)

yα
"2+b"+c=t― √

πとおくと

#④  t狙%

n(ad - bc)tn-L

(a一 Ctπ )2
就

ar*b



3。 いろいろな関数の積分  93

t2_c

"=2拓 ι+b'

となり,有理関数の積分になる.

(3)/R(",yα"2+b"+c)山 (α <0, b2_4α c>0)
α"2+b"+c=0の

2つの実数解をα,β (α <β)と すると

yα
"2+bπ
+c=

dχ ==

2仏/発
2+bt+√

c)

(2yttι +b)2
洸

(o<r<B)

だかと了 封とおくЦ⇒味剣こなな
また,次の 3つの場合は三角関数の積分に帰着される.

(4)/Rtt yノ +α 2)α"の
とき π=α tttt(一÷<t<÷ )とおけばよい

(5)/R(.29 νЪ2_α 2)α"のとき  "=  
α
  10≦ t<毛→と洋3け rゴょぃ.

(6)/R(",yα
2=γ 2)α
"の
とき π=α sin t(一÷≦t≦

=)と

おけばよい
例 3。 7.次の不定積分を求めよ。

(2) 洗 2+4 (3) yα2_z2(α >0)(1)

角翠(1) =tと おくと

(2)rffi-t-rL*i<&
f 

-
J t/r2 * 4dr -

=/T義≒ァ島=-7孝T+/7+丁就

= ――
ァ竜卜
「
・
4 tan~lt==‐―プ4-■2年 4 tan~1

/  洗 州  就
÷じ+8bgltl― #)=手斗‐2bgltl―争
÷0拓2+4+4bglπ +拓2+41).

α(π 一α)(π ―β)=(χ 一α)



問 3。 5。 次の関数の不定積分を求めよ.
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(3)π =α sin t(_÷ ≦ t≦

/ν
ra2_"2 
απ =

(1)T争

Цma=

もう
とおくと

/♂
cos2 t at==a2/1至歪≡

;;」

L三二αt
2

4「 (・≒ゞ上+t)=与ぽdn-1・ +π yα2_πり.α

(3)(2)

1

1+yπ2+1 π
271_.,2

(4) n2G2 - n2

1。 次の関数の不定積分を求めよ。

(1)π (2π +1)8

:

m

第 3章 練習問題

(2)sin(3π +1)

(5)π log"

岡

0
(6)π tan~1あ

0

岡

(15)tan~1√

(18)y4“ ―"2

2.次の等式を証明せよ.

0ル→山=則

÷F(α"+b)(α≠0)
(2)

畔

f(a)| (α =
注 (1),(2)は公式としても利用する.

3。 次の漸化式を証明せよ.

(1)I(,η ,η)=/Sinm"COSπ
“
α
“
と16く と

〓π
ｄ＋

き
　
　
“

と

　

ズ

“
　
√
ノ

と

-1の とき)

-1の とき)

π +1

(2)L=/      απとおくと

(π -1)(島 一島卜1)=Sin 2(η -1)π  (π ≧2)


