
第 2章

微分法

1 微分係数と導関数
関数∫(■)は "=α

を含むある開区間で定義されているとする1。 極限

lim
ん→0

が有限確定値をとるとき,こ の関数は

る微分係数 とよび∫
′
(α)で表す.

∫(a+ん)一 ノ(a)

微分係数 ∫
′
(a)は,幾何的にはク=∫ (π)で表される曲線の (α ,ノ (α))における接線の傾

きを意味する.すなわち,この点における接線の方程式は

ν―ノ(a)=∫
′
(a)("一 α)

で与えられる.これらについては,多 くの読者はすでに高等学校で学んだことであろう.以

下,微分係数についていくつかの注意を述べる.

上の微分係数の定義式を α+ん ="と おいて,α とπとの式に書き直せば,ん → oと

"→
αとは同じことであるから,それは

ん

π=α で微分可能であるといい,こ の値を αにおけ

lim
∫(")一 ノ(a)
π 一 α

と書き表される.

注 1。1.関数∫(")が
“
=α で微分可能であれば,こ の点で∫(")は連続である.

実際
"→
αのとき lim∫

(π )~ノ (a)が
有限確定値をもち,しかも,χ 一α→ 0である。しπ→α   π 一 α

たがつて:喜ボノ(″ )一∫(α)}=00これはノ(π)が π=α で連続であることを意味する.□
1も ちろん,その区間よりも,広いところで定義されていても差し支えない.微分可能性はαのごく近くで
のノ(")の振舞いで定まるものであるから,このような述べ方をするのである.

Ｋ
Ｊ
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注 1。 2。 微分係数の定義式で ん→ 0は ,ん が oに どのような近づき方をしても,と いう意味を含ん
でいる。したがって,関数 ∫(■ )が "=α

で微分可能であれば,も ちろん

lim
∫(α +ん )一 ∫(α )

ん→+0    ん

も同じ有限確定値をもつ (その値は∫
′
(a)).しかし逆に上の式が有限確定値をもつても

∫(α +ん )一 ∫(α )
か→-0      ん

が有限確定値をもたないか,上の二式が異なる値を持つ場合も存在し,そのとき関数∫(π)は κ=α
で微分可能ではない.

問 1。 1。 ∫(・ )=|"|,α =0と して上の注 1.2を確かめよ.

注 1.2の式が有限確定値をとるとき,χ =α で 右微分可能 といい,その値を右微分係数 と
よび舞(a)で表す。同様にして,左微分可能性および左微分係数た(a)を定義する。

明らかに
"=α
における右微分係数ム(α)および左微分係数た(a)が存在してそれらが

一致すれば,その関数ノ(χ)は αにおいて微分可能でム(α)=た (a)=∫
′
(a)である.

関数∫(χ)がその定義域の各点で微分可能であるとき,各点χに対して,その点での微
分係数∫
′
(χ)を対応させることにより,新たな関数を得る.これを∫(π)の 導関数とよび,

鼻1lt,塁, gttlttLl竃諄tt君lξξttξξ 集
書では用いない。

微分係数や導関数を求めることを微分するという.

2 微分の計算 1
この節の内容は多くの読者にとっては既知の事実であろう.そのような読者はこの節を
とばして読み進み,公式の確認の必要が生じたときに立ち返ればよい.

2ラ イフ
゜
ニッツによる言己号

3ニュ_ト ンによる記号

lim

定理2.1(導
1甲1撃|の線1形性)。 バ″),|(||"|ヽ||も ,こ同じ直間で薇1分1可

証明  左辺を定義どおり書いてみれば第 1章定理 1。 1よ り明らか.□



多項式関数の導関数  多項式で表示 され る関数

∫(")=αππ
π
+απ_1"π
~1+…
・+α。

について,こ の導関数を知るためには定理 2.1よ り
"mよい.したがって

,

lim
ん→0

2。 微分の計算 1 53

(αo,… .,9πは定数)

(m=0,1,2,… 。)の導関数を知れば

lim
ん→0

(π +ん)m_"m

の値を求めればよい。恒等式

Xπ ―ym=(x_y)(χπ~1+Xπ~2y+… 。+yπ-1)

に注意すれば

(″ +ん )協 ―
"π =般鴇{"+Om_1+し +Om~2"+… +"π

~1}=鶴
"π

-1。 □

以上まとめると
,

1輝1輝121211多1項1式 1関‐数

||‐■||la,二ん|||‐|■|‐″■|||

積および商の微分の公式 本に関数の積および商の微分の公式を述べよう.

宰1警||●|(警|,1僻 1分1111つ●1関数

'(|"||

証明

切
丁
胴
一　
〇ん　ん

し

一　

ズ
一　

レ

ｌｉｍ向
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一一
　

　

一一
　

〓

¶
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ｇ
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ｖ
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∫
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＋
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刊

中
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↓
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＋

　

ズ

∫

一　
ｒ
↑

ｔ
∫

("+ん )一 g(″ )

― g(π
)

■

７

０g(″ +
ん
　
‐ｉｍ卸

π

)g(π)+∫ (″)g′ (π
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であるから∫(″ )g(π)は微分可能で{∫ (■ )g(・ )}′ =∫
′
(")g(")+∫ (")g′ (π)が成り立つ.□

関数の商の微分の公式を得るために,まず次の補題を示そう.

Ⅲ 24,V菫中 |ヽる.叩ド微,■警●4→≠9下||■義

=1摯

↑||す

(青 )′
|‐ ‐/(|》
〒
1爾

が1成,立|つ|

証明

臨    =臨 {―書審甥発|}
に_ノ ("+ん )一 ズ")1=_   1
苗こ    ん     λ葛5∫("+ん )∫ (π )

であるから
i轍

分可能、 その軸 如ま一
#下

あ □

(#)=胸お+ズ→(お )′
∫
′
(")   ∫(π )g′ (")~ g(")   g(・

)2

ノ
′
(")g(π )一 ∫(")g′ (") m0□

有理式の微分については,次の例のように,直接上の定理を使 うよりも,割 り算を先に実

行してから,導関数を計算した方が簡単である場合も多い。

例 2L   罐 関数獄 め二

定理 2:|(事 |ゆ1微1分)

可能で ■■■|‐■||
||||‐#|||∫(|)ターg(")が微1分1可1熊|で|夕 (π)≠ 0とす01

√1(“)0(|)|||∫ (‐|)夕 1(‐|)

(書II
が成リー立つ:

0(|):

証明 補題 2。4よ り
1蒸下
は微分可能.したがつて定理 2.3よ り」堕主 も微分可能で,
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角翠
14+2r3*12+1

"+1

間 2。 1。 次の関数の導関数を求めよ.

=π
3+"2+"+1で

あるから
,

(π

4+2"3+π 2+
1)′
==3"2.2π 一

("+1)2・
□

2"

π3+π +2
0‖ 0 (3)

"+2

合成関数の微分  次に関数の合成について微分がどう振舞 うかを調べる.

注 2。■。鶴=g(″ ),ν =∫ (鶴)と おいて定理 2。 6の式をライプニッツ流の記法で表せば

dν    αν α鶴

d"   αtt απ

となる.こ れは,あたかも分数を約分 したような形になっているので記憶 しやすいと思 う。

定理 2.6の証明  まず理解の手助けのため,論理的には欠陥があるが,わかりやすい
“証明"を (1)で与え,その後 (2)において正しい証明を行 う.

(1)           で λ→ 0の ときの極限を知りたいのであるが
,

た=g("+ん )一 g(π)と おくと

∫(g("+ん ))一 ∫(g(π)) ノ(鶴 +た )一 ∫(a)g("+ん )一 g(")
ん                た

またん→0のとき,た →0である(なぜか?理由を考えよ)ので{∫ (g(・ ))}′ =ノ
′
し)メ (")を

，
　

　

〓

得る.

(2)上の証明で ん≠0であつてもた=0と なる可能性がある.こ のとき上の式は意味を
失つてしまう.こ のようなトラブルを避けるため以下のように証明する."を固定して

くり=  二人→

と定めるとん→ 0の とき,ε (ん)→ 0であり g(■ +ん)=g(π)+ん g′ (・)+んε(ん).同様にして

姻=  :ヨ
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とすると,た が 0であってもなくても

ノ(鶴 +た )一 ∫(包)=り
′
(鶴)+たδ(た )

である.またた→ 0のとき微分可能であるからδ(た)→ 0。 さて,

ノ(g(π 十ん))一 ∫(g(π ))=ノ (鶴 +ん g′ (")+んε(ん))一 ∫(鶴 )

であるが,こ こでた=んg′ (π )十 んε(ん)と おけば

∫(g(π +ん))一 ノ(g("))=∫ (Z+た )一 ノ(鶴)
=げ ′(鶴)+たδ(た)={ん g′ (")+んε(ん)}∫′(a)+{ん g′ (π)+んε(ん)}δ (た )

であり,ん → 0の とき たのおき方からた→ 0である.したがって ,

rim fb@+h))-f(g(r))
腔恥[{g′ (π)+ε (ん)}∫

′
(し)十 {g′ (π)十ε(ん)}δ (ん )]

g′ (")∫
′
(鶴 )・  □

h+0 h

Point:微分をするとき,ほ とんどが合成関数の微分の公式を使 うので,し っかりと覚えよ
う!そ して,与えられた関数を自分で合成関数としてとらえることができるように練習を繰
り返そう.

間 2。2.次の関数の導関数を求めよ.

一一
　

〓

(2)(■
4+π 2)5+(π8+1)4

三角関数の微分  まず sin"の導関数を求めよう.差分商
したときの極限を調べればよい .

3角関数の和 (差 )を積で表示する公式を思い起こそう:

(1) (π
2+1)8

これによつて,

sin(r + h) - sin r
の ん→ 0と

dn五 一dn B=λ ∝  dn

sin(r + h) - sin r
丁 腔瑞;・ 2 cos("+― {卜)Sin:
脇∞S(π +:)・鳳¥
cos π (第 1章 ,定理 4。 3)

となる.また cos π=sin(・ +|》
)に
注意して定]哩 2.6を用いれば cos"の :尊関数が求ま

り,ttt π=Sm"に 注意して定理 2。5を用いれば tan"の導関数が得られる.よ つて次の
COS χ

公式を得る .

lim
ん→0



間

　

間

に

2.3。 定理 2.7の公式 (2),(3)を証明せよ.

2。4.次の関数の導関数を求めよ.
sin(cos r) (2) sin 12 sin2r

微分の計算 2

この節では,まず逆関数の微分法について説明し,その後指数関数,対数関数および逆三
角関数などの導関数を調べる.

注 3。 1。 ν=∫ (“)と おけば,逆関数の定義により
"豊 ∫
~1(ν
)であり,この書き方の下でライプニッ

ツ流の記号で表せば
απ     l

αν    αν
d"

と書け,注 2。 1の式同様記憶 しやすい形である .

証明 b=∫ (a)と おこう.さ らに,ノ~1(b+ん)=α十たと書くとき,ノ~1は連続であるから
(第 1章,定理 7.1),ん →0の ときた→0と なる.また狭義の単調性より,ん ≠0である限り
た≠0である.よって,

lim
ん→0

∫
~1(b+ん

)一 ∫
~1(b)

α+た 一∫
~1(b)

= lim
∫(a+た )一 b

た

属:6∫ (a+た )_∫ (a)
1

∫
′
(a)

を得る.□

指数関数と対数関数の微分  α>0,
はα>1な らば狭義の単調増加関数 ,

3。 微分の計算 2 57

α≠ 1と して,指数関数 ∫(π)=α
πを考える.これ

1>α >oな らば狭義の単調減少関数であるので,第

(3)

ん

　

　

１

判
　
　
ｍ

，
↓
　

　

ｏ
‐ｎ

窯1響|■171(1)|(111‐ |).|■ tll″ (1〉|(0111)11‐■|||11●″ ３

・ |■■

宰1響|11111(導1甲1勢|,1微1分‐〉
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―
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1章,定理 7.1に より,(0,∞ )で定義された逆関数をもつ.これが αを底とする対数関数

logα
 
πにほかならない。cを 自然対数の底 (第 1章 ,例 1。 3)と するとき,loge"は log"と 略

記される.ま た,工学系の書物では,これをln"と 書き表すことも多い .

さて指数関数 α"の導関数を調べよう.α
π=c"bgaでぁるから c"の導関数を知れば,定

理別甲  関数も    であれ 臨  鋪
がわかればよい。

,題 |.二
.山

|‐キ ..|IL

言正明  まづユ,牌。      =1を 牙
きケ.ん >0な らば cん

I」ll :  11で
きる.指数関数の連続性より,ん →

>1であるから,cん =1+丁
+0の ときt→ +∞ である.

Cん 一‐1

Cん 一‐1

==
となり,log"の連続性と第 1章,例 4。 3よ り

鳳bg(1+÷)t=bgC=L
したがつて虐母。  =L
ん<0の ときは,一ん=た とおくと

=C~ん
(1-Cた )=

一た

であるから,前半で示したことを用いて ,

ハ寺二=鳳キ上÷=1

をえる.したがつて,1節の最後に述べたことより 11端     =1を 得
ヒる.□

ek -L 1

Cん

定理1313(指‐数1関1数|お ||び対数関|‐数|の1尋1開1撃〉 |を自然対1数 |の1底「 ||を■1以‐外の
1正,案数

(1111"|||||十
11111111

(4).|(11こ″|)||
11彗||||″
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②しπソ=←Jづ =bgα←」→ =α"bgα .

(3)ν =log πとおこう.このとき,π =cν であるから,注 3。 1よ り

αν  l l l l
απ
~α
π
~cν‐~cl°

gπ
~丁 ・

αν

④ 撤 鉱 の数 公式 呻 =器 と上の oよ り明られ □

例 3el(対数微分法)."π (">0)の導関数を求めよ.

解  ν=π"と おいて,両辺の対数をとり

logy-rlogr,

この両辺を
"で
微分すると,

したがって
,

l αν
-logr*L.ν α
"

_ (log r * L)a - (log r * L)*" . n

間 3.1。
"Sh 

π
(π >0)の導関数を求めよ.

逆三角関数の微分  次に,逆三角関数の導関数について調べる.
第 1章 7節で述べたように ,

ν=sin~lπく=>"=Sin ν,一÷≦ν≦÷
である.1チ =cOS νは一

÷
<ν <≡戸で決して 0と はならないので,定理 3.1に よつて,

-1<"<1で 微分可能.よ って,爾F= α" =cos ν
である.―

÷
<ν <÷ では

COS ν>0であるから,cos ν=/1-Sin2 ν=yl_"2でぁる.よつて,(sin~1")′ =
を得る.

次にν=tan~1"について考えよう.

ν==tan~lπ ⇔
"==tan 

ν,

力
７

v包 _π2

7r
~π

「
<

π

一２
＜ν
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dπ
であ り,‐

ルにJ 
はこの区間で決して

ての実勢 ′ヽて,微分可能で

0にならない。したがつてν=tan~lχ はすべ

ακ αχ

αν

- cosz a

cos2 y 11wcos2 a * sin2 gt

は既に示しているので,(2)のみを示す。ν=cos~1"←⇒

一sin ν。これが 0にならないのは,0<ν <π のとき.

で微分可能であり,磯
告
=+=一

面畿戸
00<ν <π

dν

証明

であり

は -1

田

」
．ぬ

r- cosg, 0 3A Sn
tulcir: (, cos-l r

('i* sin y > 0 Ei'

dy

b sing - @: tE4. j. 
=A., (cos-t *)'

1~  yl二
房2°

=も二しかもsin-1"は -1<π <1
も同じ区間で微分可能で (cos~lχ )′ =

"に
ついても

"≦ ÷
で考

(2)の別証明  第 1章 ,

で微分可能で (sin~lχ )′

1

問 3。 2。 sin~1(sin")の導関数を求めよ。(sin~1"は sin"の逆関数だから,

sin-1(sin")="と はやとちりしてはいけないe sin"の 逆関数を考えたとき,

えていた.)

|m7.5 &D sin-Lr*cos-l r
1

r-------------: E it 6 cos-r r
t/t - 12

な

＜
〓

Ｍ

一

２

定理 314:‐ |(1)

(2) cosTl ll

(3).l tll:11111

■|11‐:11111■|||IJそ,あ1由|||■号
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媒介変数表示  媒介変数表示の例として円
"2+ν
2=1を とりあげよう.

R~χ

(1°)これを,図のように OR OPと のなす角 θを媒介変数 として表せば

π==COS θ

ν=sin θ (0≦ θ<27)

,ノ )

と

　

ｒ
で

ｔ

＜∞＞　」ドく」昨

1,0)を 固定して,直線 LPの傾き t
を媒介変数として

",ν
を表示すれば

1_ι2

1+t2

い α <→

ノ

P(χ ,ノ )

0

ノ
R

を得る.

間 3.3。 (2° )の主張を証明せよ.

次に

幾何の

がって,

¶ は 国 する朋 角は 中い角畔 夕 という事実蹴 意すればα=÷ .

次の補題を得る.

初等

した

ノ

O

補1題1315:
■

一
■

一
●
ｎ
■
一

●
●
ａ
■
一

一一一・・一一一一一一一一一．．一一一．一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

とお11ナば;
11■lt'

～

・―

じ|lθll■

ぶi五lθl■ |

111キ ltl

ll12tlll

lrキ
ー
lt,|

で|あ ||る|
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この補題は三角関数の不定積分を計算する際に有用である.

媒介変数で表示された関数の微分法

|||‐
‐ |||■ ■■|■■

|バ→‐  ■ ||||||  |■ ‐
|ズの    ||■ |||    ■

|≠

‐
9とする.この||‐ ||ltllの関数とそ下:

注 3。 2。 これも

と書き表せば記憶しやすい

証明  定理

2.6よ り,

dν

αν _丁
απ ~ απ

αt

‖よ児t=H→硼分可能であ〆♯=i・したがつ・ 赳

#=←げ40y=″りげ加 =#□
Point:ν =∫ (π)と表示できない関数でも接線の方程式を求めることができる.

例 3.3.媒介変数表示の項の (2°)で述べた例について,定理 3.6の適用の可否を調べよ.

解  まず,"=1+t2の 増減の様子を調べよう(管出 7節を参照).

α
"    -4t
at  (1+t2)2

であるか ら,t>0で は狭義の単調減少,t<0で は狭義の単調増加 .よ つて,t>0と t<0
とに分けて,定理 3.6を適用できる.さ らに ,

αν   2(1-t2)
洸   (1+t2)2

である.したがつて,t≠ 0で ,ν は "の
関数として微分可能であり,

重生=上 (t_÷ )
である.□
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4 高次導関数

関数∫(")の導関数∫
′
(")が再び導関数をもっとき,これを∫(π)の 2次導関数 とよび,

∫
″
(")で表す.以下,帰納的に∫(χ)の 2次導関数ノ(→ (")を定義する.これらを総称して,
高次導関数 とよぶ.

高次導関数について,い くつか注意を述べる.∫ (")が少なくともη次導関数までもつと

き,∫ (π)は 九回微分可能 であるという.便宜上ノ(π)の 0次導関数 ノ①)と は,∫ (■)自 身

のことと規約する.また
場卜
なる導関数の記法に対応しては,η 次導関数を三幽生で表す.

例 4.1。 ノ(π)=Sin"の η次導関数を求めよ

解  ∫
′

(")=COS",ノ
″

(π )=一 Sin",∫ (3)(.)=一 COS",ノ (4)(")=Sin"=∫ (°)(")で
あ る

から
,

(2

(2

(η

(η

=Slll π=sin("+π )であるこ

ノめ0=dno+
と表せる.□

間 4.1.(1) "3の 3次導関数を求めよ.
(2) "3+2"の 10o次導関数を求めよ.
(3) 
“

13+π4+1の 13次導関数を求めよ.

2項係数の性質  定理 4。 1の証明に必要な 2項係数の性質について述べる.2項係数とは ,

πQ:=2個 のものからた個取り出す組合せの数 =た
!(η ―た

)!

・　
　
　
ｎ

形

形

形

「

ｎ

甥

分

↓

の

＋

＋

＋

猛

猛

統

猛

＋

　

η
一２

が

が

が

が

仁
ビ

高次導関数については次のライプニッツの定理が基本的である.
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で定義 される自然数である。 (ただ し,π偽 =1と 規約する。)し たがつて,η 個の文字
πl,・ …,πれに関する多項式

(π l+1)(π 2+1)…・(ππ+1)

を展開すると
"1,…
・,"れ について た次の項は,ち ょうどπQ個 ある.よ つて,"1=…・=

為 =π とおくと,

("+1)π =Σ πQπた・
ん=0

この公式は 2項定理とよばれる.(こ の公式の一般化を次の節で述べる.)これが 2項係

数という名の由来である。

補題 4,21lQII■ ||"銑11■ |:剌鈍

証明  定義式から簡単な計算で示せるが,以下のように考えれば,計算する必要はない .
η+1個のもの{αO,αl,0… ,απ}からた個取り出すとり出し方を数えるのに (1°)αoを含
むとり出し方;(2° )α。を含まないとり出し方,に分けて考える。(1°)に属するとり出し方

の数は,{α l,0… ,απ}からた-1個取り出すとり出し方の数と同じだかられQ_1個であり,
(2° )に属するとり出し方の数は{αl,0… ,απ}からん個取り出すとり出し方の数πQに等し
い.したがつて,ボ乳+メ7ん_1=π+βたを得る.□

定理 4。1の証明  ηについての帰納法で証明する.η =1の ときは,積の導関数の公式に
他ならない.次にηについて定理の主張が正しいとしよう.こ のとき,η +1について,定
理の主張が正しいことを示す.すなわち,∫ ("),g(")力 と`もにη+1回微分可能であるとき,

{∫ (")g(・ )}け
⇒=Σ叶lQ∫け1~→ (")gO(")
ん=0

となることを示す.

π+1回微分可能ならば,当然η回微分可能であるから,ノ (π ),g(π )についての帰納法の

仮定が適用できて,ノ (π )g(π)は η回微分可能で,

{ノ (π )g(π)}ω =ΣπQ∫←→(π )メ→(")
た=0

が成立している.こ こで右辺の各項をみると∫し
~→
(π),g(0(")は ,それぞれさらに 1回は

微分できるから,定理 2。3によつて,ノし
~→
(π )g鮨

)(π )は微分可能で,

{ノ
(π
~た)(π
)g(た
)(")}′ =∫ (π

~た+1)(π
)g(た
)(π )+ノ

(π
~た)(")g(た+1)(π

)・

したがって,{∫ (3)g(π )}(π)は微分可能,すなわち,ノ (π )g(π)は 2+1回微分可能で,

{ノOgO}け⇒={げOgOメ→y

=Σ πQ{∫ ln_た十⇒(3)メ0(")+∫ ln_。 (π)gけ⇒(π )}
た=0

=π偽ノln.⇒ (.)gO(")+力 {πQ_1+πQ}∫け1~0(・ )gO(")
た=1

+πQ∫ (0)(")g(π +1)(3)
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となるが,π働 =おC=1で あること,お よび補題 4.2よ り上式は,

Σπ+lCL∫°
叶4~0(π
)gO(")

ん=0

に一致する.□

Point:ラ イプニッツの公式は η次の微分係数を求めるのに大変有効である.

例 4.2。
"3cπ
の 2次導関数を求めよ.

角翠

い =0)
い =1)

い =2)
い =3)

い >3)

であるから,ライプニ ッツの公式より,

←
3♂
)(π

) == 
ノ CC―十π3■3"2cπ _+π 326"cπ ―十π3も6cπ

={π 3+3η
"2+32(η

-1)π +2(2-1)(η -2)}cπ .

ここで,π ≧3と して計算したが,この答えはη=0,1,ま たは2でも通用していることに
注意せよ.□

例4&ズ→= につい■ 円 の獄 め二

解 η≧2と して,("2+1)∫ (")=1の両辺を2回微分し,左辺にライプニッツの公式を
適用すると

,

(π

2+1)∫ (a)(")+2ηπ∫

`π

-1)(")+η
(η -1)∫

(π
~2)(")=0・

ここで,"=0とすると,∫し)(0)=一η(η -1)∫し
~の
(0)なる漸化式を得る.∫0)(0)=1,

∫(1)(0)=0に注意して,これを解けば

メ竃の={Ч知:黙戦|

が
プ
伽
６
０

ｒ

ｉ

ｌ

ｌ

ｌ

く

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

ｋ

〓
ｍ＾
呵
′
ノ
π

となる。 □
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5 平均値の定理とテイラーの定理
この節の話題は,少 しばかリー般的かつ抽象的である。最初の一読では,定理およびそれ
らの系の内容を頭にとどめるだけで,それらの証明はスキップして,最後の小節に進んで差
し支えない .

この節を通しての仮定  以下,特に断わらない限り,α <bと して,閉区間 la,司 で定義
された関数で,次の条件を満たすものを考える:

(υ)閉区間し,司 で連続かつ (α,b)で微分可能.
定琴5■ 11‐″,1宰1響)|1閑‐幣‐す(|).||=1冬年10´)を満なしてャーヽる|‐11
∫(b)|で |‐■げ|■●||ヽ●|なる●わ|う |||‐|||||||||||1111111対 ||||て,メ

`(|〉
■01と|な|る|

証明 関数∫(■)は閉区間上で連続であるから,こ の区間内で最大値 (これをν と書こう)
および最小値 (これを鶴 と書こう)をもつ.ν =鶴 であればノ(π)はこの区間で定数関数.
よつて,どんなα(α <α <b)を とつてもノ

′
(α)=0である.

ν >π とする。ν ≧∫(a)=バ b)≧ πであるから,ν >∫(a)=∫(b)ま たは,∫(a)=
ノ(b)>鶴 の少なくとも,一方は成立する.ν >∫(a)=∫ (b)であるとしよう。∫(")が最大
値 χ をπ=α でとるとしよう.仮定より,α <α <bである.こ のとき,(十分小さな,)
ん>0に対して,ノ (α +ん)≦ ν =∫ (α)かつ∫(α 一ん)≦ y=∫ (α)であるから,

∫(α +ん)一 ノ(α )
≦ 0 かつ ノ(α

一ん)一 ノ(α )
―ん

ここで,ん →0とすると,前者からは茸(α)≦ 0,後者からはた(α )≧ 0を得るが,∫ (")は

"=α
で微分可能であるから

,

0≧ 舞(α)=/(α)=だ (α )≧ 0。

よつて,ノ
′
(α)=0であるc∫(a)=∫(b)>鶴 のときも同様に議論すればよい.□

ロルの定理の興味ある応用例をひとつ述べよう.

例 5。 1.∫ (")を ,あ る (有限または無限の)開 区間で定義された微分可能な関数とする.方
程式 ノ(π)=0が相異なる鶴個の実解をもてば,∫′(")=0は ,少なくとも,m-1個 の相
異なる実解をもつ .

解  ∫(")=0の相異なる鶴 個の実解をαl<α2<…・<αmと しよう.ノ (αづ)=ノ (αj+1)
(づ =1,2,… .,m)で あるので,ロ ルの定理より,あるαj(αj<αJ<αづ+1)が存在して,
ノ
′
(αぅ)=0.すなわち,ノ′(")=0は αl<α2<…・<απ_1を実解にもつ。 □

≧ 0

定琴|。 21(,‐グ,|ンジ■,‐干均lltLII=IEll‐ |1瀾|1数||||||||||||‐′(|).は 1条件||(1切西|



証明

Flal嘲 の一ズの -  0-→

とおけば,これも条件 Ⅳ )を満たしF(a)=F(b)=0.したがつて,■ルの定理より,

F′ (α)=0, α<α <b

なるαが確 する ノo=―胴 +  であるなけ め試 肇 な

季島尋騨:轟戦筆絆,TTT,I‐■1111lTttTTl∵

5.平均値の定理とテイラーの定理  67

紳 0補 たす よつt勁 値の趣 厳 え■   =胴 な

b)が存在するが,仮定よリノ
′
(α)=0であるので,ノ (a)=∫ (b)と なる.□

∫(b)平 ノ(a)+(b一 α)∫
′
(α)α <α <b

∫(a)=∫ (b)+(α 一b)∫
′
(α)α <α <b

百(|》||′la,ITI巧硬西ア

と|な|る1

証明 g(b)一 g(a)≠ 0である.なぜなら,g(a)=g(b)で あれば,ロルの定理より,g′ (β)=0
なるβ(α <β <b)が存在してしまうから.
したがつて,

わ =ズの一人→―  島一ズ瑚
はこの区間で意味をもち,かつ微分可能で,F(b)=F(a)=o・ ゆえ,ロ ルの定理より,
F′ (α)=0なるα (α <α <b)が存在する。この αについて,

∫(b)丁 ノ(a)  ∫
′
(α )

g(b)一 g(a)  g′ (α )

である.□

ラグランジュの平均値の定理にあらわれる式は

証明  a<b
いて,∫ (")は

るα (α <α <

あるいは

と表現できる.
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定理 5.5.‐案数●|を含|む;ある即‐匡FHl.で 1窯|‐義■|れ|た関数ノ(″)が ,|こ|の1区1間|で微1分‐可能|で|あ

111111■11:|:=::=lι lふ 11‐,ニ
と|る.♭ |ltl‐11薇|ltt,春‐差‐手|る||||||‐   ■||||
証明  χ=cの ときは明らか.">cの ときは,上に述べたラグランジュの平均値の定理の
第 1の変形の式をα=c,b="と して用いれば

,

ノ(2)=ノ (C)+("一 C)/(α)c<α <π .

したがって,α =c+θ (π ―c)(0<θ <1)と 表せる.
π<cの ときは,第 2の変形の式をα=",b=cと して用いれば同様である。 □

テイラーの定理  次に定理 5.5を “良い "関数に対して,精密化することを考える.
関数ノ(π)が条件 (Ψ )を満たし,さ らに 二群0∫

′
(π)および π

li泄
0∫

′
(π)が存在すれば,

ノ
′
(■)は自然に,閉区間レ,司 上の関数とみなせる.このような∫

′
(")が ,さ らに条件 (υ )を

満たすとき,ノ (π)は条件 (Ψ l)を満たすと呼ぶことにしよう.以下,帰納的に自然数ηに
対して条件 (υπ)を満たすということを定義する.すなわち,∫ (π )が条件 (υπ)を満たせば,
開区間 (α,b)においてη回微分可能で,ノ("),∫

′
(π ),…
0,ノレ)(・ )は自然に閉区間レ,司 上の

連続関数に延長され,さ らにノし)(π )も微分可能である.

定理5.6.瀾1数ザ(")が 1条‐件(υお)を
―
満たせ|ば,″くαtbなる0が存1在して,

あ
|‐Ⅲ     に1 け■

となる。 ‐ |||‐■| ‐    ‐| ||||
証明

則イ     電 )lb-31爛

とおく・(こ こで,η =0と すれば,ち ょうどラグランジュの平均値の定理の証明にあらわ
れたF(")に一致する.)明 らかに,F(α)=F(b)=0である.た ≧ 1の とき,

#(=|:菫
上
。 一→
た

)=_ギ 難 |。
一 が
-1+型

半
主 o一 ‐声

であることに注意すれば,

Щ→=ザOC O一げ―左 。一が

(b― α)π
+1~た
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+し +⇒
(丁場トーニ■拌―T瓦■百)o一→

π

―  拓刊( 下電 (b一 α)π
+1~た

したがって,ロ ルの定理より,あ るα(a<α <b)が存在して,

10■ ll( T―
ム   )し

げ =

これを書き直せば,

胴=を    ど
を得る.□
ラグランジュの平均値の定理から定理 5。5を導いた論法とまつたく同様の論法で,定理

5。6よ り,次の定理を得る.

‐||||      |■ ■ |■ ■ ■ ■  ‐‐  | |■ |

)(b一 ")π

/r'+t) (cr) 
(b _ e)n .

nl

定理 5。7において
,

島+1=型里窯騨
=」

~~Jιす■
    (η +1)!

とぉく4。 もし,∫ (■)が無限回微分可能で lim Rπ =0

("一 C)π
+1

となるならば

胴=Ё
た=0

と無限級数で表示されることになる.これを∫(π)の点 cにおけるテイラー級数 とよぶ .

∫(π)が このような表示を定義域の各点 cでもつとき,ノ (π)は 解析関数 とよばれる,解析
関数の本質は,それを複素変数の関数として考察することによつて,極めて自然に,明 らか

になるが,この事柄については他書に譲ることにする.

4こ の項をラグランジエの剰余項とよぶ。
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Point:多 くの場合,関数値を計算するのにそれほど正確な値は必要でない.そ して,テイ

ラーの定理によれば複雑な関数でも多項式で近似できることになり,多項式であれば種々の

計算が楽になる.

いくつかの関数のテイラー級数  具体的な関数のテイラー級数を調べる.ま ず,無限回微
分可能な関数が上のような表示をもつことを示すために必要となる補題を述べる.

90

証明 触LI半 |(=虐‰
翌
響
L)=0を 示せば十分であるの■ ν ≧0と して証明

すればよい.

ギ≒一ギ各≒=ギ争≒(扇艦告丁-1)
であるか呪 数列

{喘籍1は
η≧Mで騨 調減少である.しか、,半 ≧0でやるか

ら虐胤器
は存在する(第 1乳 定理 上幼.こ の収束値をαとおくと

α=鳳
ぃ り
=鳳
浩
OT=卜 α=ト ロ

以下では,c=0におけるテイラー級数 (これを,マクロー リン級数とよぶ )を調べる .

例 5.2。

cπ =1+{午十毛争+…・+#+てデトππ+1・
よって,すべての実数πに対し,

C"=二手
となる.

証明 定理 5。7よ り,cπ が無限回微分可能で littt=0を示せばよい.■ cπ =cπ で
あるから畔は明らか.陽

|=1専争al≦
であるから,補題 5。8よ り各 πについて,鯉 鳥 =00□
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例 5.3。 以下,い くつかの関数のマクローリン級数を述べるが,それらにあらわれるθは π

とηとに依存して定まる 0<θ <1を満たす定数である。

O dn"="一手+手―…+← lr~1軍手寺「+← 1ド毒茅撃≒r2π+1

②  COSπ =1-手 +手 一 ・+← 1ド
π秀 丁
十 ← lFl畢

茅子獅 F2π
+2

よつて,すべての実数 "に
対して cos“ =Σ

メ
ー1)た一
吾み「
である.

間 5。 1。 例 5.3を証明せよ.

テイラー級数を調べる際に,定義どお りに剰余項を求めることは必ず しも得策ではない .

10g(1+π )に定理 5。6を直接適用すれば

bま 1+→ ="―手+手―・+l―lr-1++ (2+1)(1+θ π)π+1
(-1)π trn+L (o < o < 1)

であるが,こ の剰余項を評価することは容易ではない.少々先ばしることにはなるが,これ

を積分を用いて評価 しよう.

例 5。4。 -1<π に対し

10g(1+")

島 +1

となる.さ らに,-1<"
区間で

と表される .

証明  等比数列の公式よ

1-t+t2...

り
,

+(-1)π
~ltπ~1- 1~(一 t)π

l+t =ギ≒一←⇒πギL

＜
〓

="―手+手一・+← 1ド+1++凛 1,
ぱ
Iπ古洗

として,この積分を評価すると lim民叶1=0と なり,こ の

bま1+→ =二←⇒科1手

1+t

従つて ,

1+t
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Iπ T肇丁
到ば 1+→ 蹴 意銅 t辞 の式を御

この剰余項 島 +1二 (-1)π I"T千丁
αtを評価する。

(1)0≦ "≦
1のとき

,

齢躙回0ま浩≦′より

1島+11=I"ギトαt≦

ざ■1警食ぢ房l喜 ,

積分区間 Lq Oま 響 ≦器
は っ■

lL.ll=I°♯洗≦五
°
尋就=

よつて,lim凡叶1=0。 □

任意の実数 αと自然数 たとに対 して

αQ:=u~ル ‐          た!

と定め,αa=1と 規約する.これは,第 4節で説明した 2項係数の自然な一般化になって
いる.

Iπ
tπαt=:手

:子 ≦・一岬

例 5。 5(一般化された 2項定理 )

(1+π )α =1+β lπ +

なる θ(0<θ <1)が存在する .

示をもつことが知 られている .

(=π )π
+1

(2+1)(1+π ) (η +1)(1+π )

.任意の実数 αに対し,

ご乃π
2+… .+Jttππ+J乳+1(1+θπ)α

~π~lππ+1

さらにlπl<1において,(1+")α =ΣαGげたとなる表
ん=0

＜
〓

ンλ

しは
魯
籾口
し

位

少

単”轍
イ

♂

式

オ

　

た



δ.不定形の極限値 73

であることに注意すれば ,

CCν

を得る.こ れを

的に

Ctυ =COS ν+づ Sin ν

なる式を得る.これを オイラーの公式 とよぶ .

われわれは,複素数ベキの定義をしていないので,この公式は形式的な意味しかもち得な

いが,適当に複素数ベキを意味付けすれば,上の式は実質的な意味をもつ。あるいは,オイ

ラーの公式によつて正の数の複素数ベキを定義してもよい。すなわち,α >0(ただしa≠ 1)
および複素数 π+`ν について

α"+づν=α"(COS(ν 10g α)十
j Sin(ν 10g α))

によつて定義するのである.こ のとき,3角 関数の加法公式を用いれば指数法則 α
Zl+Z2=

αZl αZ2が成立することを容易に確かめうる.

6 不定形の極風
コーシーの平均値の定理の応用として不定形の極限について考察 しよう.

関数バπ),g(")においてπ→αのとき∫(π ),g(π )が →0,∞ などになるとき,

脇#
は形式的に

O  oo

O'∞
などと表 され 不定形 とよばれている.不定形について次の定理が成 り立つ .

|=1理
|||‐|(|ギ |夕|ル,1率1響)1微分可能| ‐な1関1数 lr(|〉 0(").におい.、1墓ず(|卜|1脇‐|(|)|19

●め遺ぐの任意″
"こ
対り→響,●●IⅢⅢ器||||||■ |

義齢||=帰
証明αが∫("),g(π )の微分可能である区間に含まれているならば,それらはaで連続であ
るのでノ(a)=g(a)=oOも しαが微分可能な区間の端点であるならば,α における値を(あ

式形ずれ

↓

弊

一　
　
観

が
丁
　
０

１

　

／

＝

＼

　

ν

一一
　

一一

　

Ｓｌｎ
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らためて)∫ (a)=g(α)=0と 定めることにことにする.いずれにせよαの十分近くの "に
対し,∫ (π ),g(・ )は区間 [α ,π](かつ/または [",司 )でコーシーの平均値の定理の条件 9)
を満たす.したがつてαと

"の
間に

∫(π)  ノ(")一 ∫(a) ∫
′
(α )

g′ (α )・

→ αより

=鳳
器

g(")  g(")一 g(a)

を満たす αが存在する.こ こで π→ αとすれば α

鳳発|=丸発遭器
注 6.■。この定理はαが土∞ の場合にも成り立つ。また,"→ αのとき∫(π)→ 土∞,g(■)→ 土∞

の場合にも鳳」裾キが存奮すれば

を証明することができる.

鳳冊=鳳#

(2)ltti讐籍卜lb≠ Ol

“

)よ軋√

Point:ロ ピタルの方法は大変有効なので,しつかリマスターしよう.

例 6.1.ロ ピタルの定理を利用して次のように関数の極限を求めることができる。

①霊    =搬勢嚢卜=4

②闘上ザ里=脇半 =÷・

0鳳 手 =鳳鉦二 =鳳
止
ヂ
旦
一
。=鳳手 =0

(4)典胤(1+")告 =lim ci bg(1+")=11

はぜな呪鳳Щギ=鳳キ=り
間 6。 1。 次の関数の極限値を求めよ。

①鳳ギ尋
0鳳

0鳳

161“聟メ
ーbgげ
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7 関数の極大・極小と凹凸

| ∫」1‖雪霧写鍛ぽ写
証明区間レ,司 の任意の′点

"1,"2(π
l<"2)に対し,平均値の定理より

∫(π2)~∫("1)=(π2~π l)∫
′
(C)(πl<C<"2)

を満たす cが存在する。よつて,も しノ
′
(c)≧ 0(ノ

′
(C)≦ 0)であれば∫("2)≧ ∫("1)(∫ ("2)≦ ∫(π l)|

が成り立ち,また,この逆も上の式より簡単に確かめることができる.□

/(χ l)

/(χ 2)

単調減少・単調増大のグラフ

点 cを含む十分小さな開区間において任意のπ≠cに対し

∫(C)>∫ (")(ノ (C)<∫ (・ ))

が成り立つならば,∫ (")は "=Cで極大 (極小)であると
いい,ノ (C)を極大値 (極小値)と

いう.

証明任意のα<"<cにおいてラグランジュの平均値の定理より

ノ(C)=∫ (π)+(C一
")∫

′
(α )(π <α <C)

/(χ 2)

/(χ l)

き/′ (θ )
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を満たすαが存在する.∫
′
(α)>0よ り∫(c)>∫ (")・ 同様に任意の c<π <bにおいて

∫(")=∫ (C)+("― C)∫
′
(α)(C<α

′<")

を満たすα′が存在する.∫
′
(α
′
)<0よ り∫(c)>∫ (π )・ よつてπ=cで極大.□

注 7。1:定理 7.2では,∫ (“)が
“
=Cで微分可能である必要はない。

例 ZLバ→ =メ 駆 間 ←L⇒ 上の連続敵 ■ 点→=:メ <0し ∈は り ,

ノ
′
(")>0(π ∈(0,1))・ またノ(0)=0よ り関数 ∫(π)は極小値 0を とる.

∫
′
(π)=0の解の中

f(χ)=χ :のグラフ

で,極値をもつものは次の定理により判定できる.

定翠7131‐∫("ンは|(|,0)|で η回微1分1可1能|(|||≧ 12),|(a,b).の暮||●lrl,キ(|〉が導棒;

‐
|‐
||■ ||‐ |||■ |||‐ 1ノ1(|)|■|∫:1(|〉||||||||メ|11)(`〉 |lolrlll(|)|≠ 1011111111‐||

■|■ ●111‐‐| |‐ ||||‐ ||‐ |||‐・■|||■ |■■|■ |■||■■■|||‐ |||||||||■
‐

である|とする||こ|の|と き■ |‐ ■■■■|■‐■.‐ ‐. ‐   ‐‐ ‐‐■■‐ |・

(1)2が 1偶‐数|でlrll(c)|>o(∫り(c).く101なら,ず |‐ノ(0)は極小値||(樺 1本1値〉‐|である.:

(2)鴇 が奇数なケ|ずザ(|)1ま こで樺値|な||らない.。     ■|||■ |‐ ‐

証明 テイラーの定理より

ズC+0=ズの+#んす=ちFL作…+11毛1:卜げ
‐+

すなわち

ノ(π)(C+θん)

∫(π)(C+θん)
π!

∫(C+ん)一 ∫(C)=
η!

ん
π

ん
π
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となるθ(0<θ <1)が存在し,2が偶数ならば,んπ>o.∫し)(π )が π=Cで連続で
ノし)(C)≠ 0であるから|ん |が十分小さければ,∫鰤)(C+θん)は ∫(π)(C)と 同符号である.よつ
て∫し)(C)>0な ら|ゴ ∫(c)は極小値.同様に∫し)(c)<0な らば∫(c)は極大値。
ηが奇数のときはんπがんの正負によつて符号を変えるから,∫ (c十ん)と ∫(C)の大小関
係も変わり,極値をもたない.□

例 7。 2.ノ (π)=π +2 sin"(0≦ "≦
27)の極値を求めよ.

解 ∫
′
(")=1+2 cos",ノ

〃
(■)=-2 sin".方 程式 ∫

′(")=0(0≦ "≦
27)を解くと,

2   4

"=「yπ,丁
π・

４

一
３

／
ｆ
ｌ
＼

∫０＜

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

π

２

一
３

／
ｆ
ｌ
＼

ノ

ま値ガ極で小極きと

」ノ　４̈３
より
"=■
‐π?と き極大で極大値は1-π +栢,π = ÷π―編・

問 7.1.次の関数の極値を求めよ.

(1)"3_π
2

(3)“券(">0)

Oπ+#
(4)“告(1-π ):

関数 ∫(3)が微分可能であるとき,π =α に対応する曲線 ν=∫ (■)上の′点Pにおける接
線 PTに対し,曲線が Pの十分近くで常に P■の上方にあるとき,この曲線は "=cにお
いて 下に凸 (または 上に凹),常に PTの下方にあるとき,こ の曲線は "=cにお

いて 下

に凹 (または上に凸)と いう.ま た,凹凸の変わり目を変曲点という。

下に凹

下に凸

下に凸
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嚢理17141‐関数■●ア■,日微分|■|:|●||lrlo‐|■準練●す0■■綺,■J(|卜||●‐ヤ

'■夕1(=).|||■ |な0革門●Ⅲ下■■,メ●>■,I●
`=FH51■

■ヾ .

証明 ∫(π)は区間 (a,|)
の方程式は

において,ノ
〃
(■)>0と する。点 (c,∫ (C))(a<C<b)における接線

ν=∫
′
(C)(π 一C)+∫ (C)・

よつて
"=c+ん

のとき,曲線が接線の上側にあることと∫(C+ん )一 ノ(C)一 ∫
′
(C)ん が正で

あることは同値である.テイラーの定理より

/(θ十力)

/(ε )+/′ (ε )カ シ=/′ (θ )(χ一ε)+/(ε )

/(ε )

ε   ε+カ

下に凸のグラフ

∫
″
(")は連続性より|ん|が十分小さければノ

″
(c+θん)>0であるから∫(■)は π=Cで下

に凸.同様に∫
″
(π)<0と なる区間の任意のcにおいては下に凹.□

間 7。 2。 次の関数の凹凸を調べ,変曲点を求めよ.

バC+0-胴 ―点のん=  が 0<θ <)

(2)ν =√ +“

(4)ν =÷ (C舌 +C―昔)
(1)ν =π
3_"+1

(3)ν =c~π
2

間 7。 3。 m,π >0とする。区間 Iで ∫″(“)>0な らば,任意の
“
1メ 2∈ I(31≠

"2)に
対し

ノ=/(χ )

であることを示せ .

>∫ (       )
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第 2章 練習問題
■。次の関数の導関数 を求めよ .

(1) ffi e)sin-L!T<, (B) rJL:r*sin-lr (4) \@

(5)cC= (6) Logtm g) tan-1(sin-1r) O bg← +″ +つ

(12)tan(Sin(10g"))

0去 002+ヴ
田 ノ “ 0

2.

° yπ2+l l101ねnサ  llll血リ

次の媒介変数で表示された関数について 型生 を求めよ。

(1){;:ittlユl ;:計 o{jゴ軍よ耐
0{Jゴ
~Z~10{;=∬

:ι
 o{J三」缶Ъ∫

3。 次の関数の η次導関数を求めよ。

(1) e-t (2) sin r (3) Iog r (4) \fr

(7) rlog r (8) r sin r (9) e* cos tr (10) 13 log n

4。

5。

敵 胴 = い К

(1)(1-"2)∫
′
(")="∫ (“ )を示せ。 (2)∫(2)(0)を求めよ.

次の関数のマクローリン級数を2次の項まで求めよ.

0 01a■ 3140島
(5)("-1)2  (6)2π (7) e' stn tr

0  にのご
20ぽ 一⇒

4

次の関数のマクローリン級数を求めよ .

(1) 12 sinr (2) e2' (3) #

(4)tan~1"

(8)log(Ca+1)

(12)tan"

6。

(4)tan~1・

(10)π 10g(1+")

(5) 3' (6) tr2 e*

(1 1) e' sin r(7)c~π (8) * (e) cosr2

7。 次の極限値を求めよ。

(1)1鶴主ザ里

(4)l雪%"(α
士-1)(α >0)

(7)虫‰ 1+“ +“ 2

ｍ
洋

cosr - +L-tT
sinr - tan-1 r

ｌｉ‐
↓

１

一
”

　

一５

　

　

　

８

lim
π→0

1im
2→0

(6)l璃

1911甕

_"y"+1

"3
2π -1-(10g2)κ

π
3

π
2
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8。 次の関数の極値を求めよ.

(1)ν =("-4)√

(4)ν =sin“ (1+COS“ )

Oν =命
(5)ν =“告(1-“ )告

Oν =

(6)ν =log("十 yπ2+1)

lグラフで1確1認してみようトマ′■|■リン展開を用いるこ■1● |よ |つて,Si五″:こ||な |ど01関1数
が多1項1式|の形で表されるこ―とを1学|～|だ |.しかし:案1際 ||口|じグラ|フーになるのだろう力|'そこ
で:次の関1数をグラフ11書|||て|み|よう :‐ |‐ ‐ | |■ |■ |   _ _‐  _‐ _ .

:|||11111…

ν事|″

■||||||■‐二3

7.Ff‐■|‐百

一一一一一一一一一・一．一一一一一一一一一

一”
一
■一ν
力11‐ ||‐
"'す|||す νl■|,1■|″|


